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1 Homologie

1.1 Die induzierte Abbildung

Setzen wir uns zunéchst noch mal mit der induzierten Abbildung auseinander. Allerdings mehr
mit ihren Eigenschaften als mit ihrer Konstruktion.

1.1.1 Der Kettenkomplex C := {Cy, Ok }ren

Wir haben fiir eine kubische Menge X den Kettenkomplex C(X) erhalten. Hierbei besteht C, (X))
aus den k-Ketten in X, ist also die freie abelsche Gruppe, die von allen Elementarwiirfeln in X

erzeugt wird.

e O L0, O ——

Die Randabbildung 0 erfiillt: 9? = 0, also gilt By, := im 0y, C ker Op_1 =: Zj.

1.1.2 Kettenabbildungen

Seien C, C" Kettenkomplexe mit Gruppen und Abbildungen C := {CY, Ok } ken und
C":={Cy, O tren.

0 0
"*>Ck+1*>0k*>0k—l*>"‘
/ o' A ’
"*>Ck+lﬂck*> el """

Eine Kettenabbildung ¢ := {¢}}ren ist eine Familie von Homomorphismen ¢, : Cp — C},

sodass das folgende Diagramm kommutiert:

> Opp1 2> O — 2> Gy —— -
i%l i% l“"
"*>Cllc+1i>cl/€i> o
Also fiir die gilt: ' o 1 = @00
Oder kiirzer: Op = pd

Kettenabbildungen bilden Kerne in Kerne und Bilder in Bilder ab. Da sie aus einer Kette her-
aus abbildet, erhilt sie natiirlich insbesondere die Teilmengenbeziehung By C Zj, also induziert
eine Kettenabbildung einen Homomorphismus: ¢, : Hpy — H ,ﬁ: wobei Hy, = Z),/By, die k-te
Homologiegruppe sei. Weiterhin sei H, (X ) die Menge aller Homologiegruppen von X.

1.1.3 Der induzierte Homomorphismus f,

Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Sie induziert eine Kettenabbildung f4 : C(X) — C'(Y),
also auch einen Homomorphismus f, : H.(X) — H.(Y).
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1.1.4 Eigenschaften von f,

Unmittelbar erhalten wir die folgenden Eigenschaften:

® (f9)x = fugx
o (id), =id
Also ist -, ein kovarianter Funktor von der Kategorie der topologischen Riume (auf denen sich

sinnvoll Homologie definieren lédsst) zu der Kategorie der Gruppen.

Weiterhin agiert -, nur auf Homotopieklasse von Abbildungen:
o frg: X —>Y = fi=g,: H(X)— H.J(Y)

Insbesondere sind also Homotopiedquivalenzen und somit auch Homdomorphismen Isomorphis-
men auf der Menge der Homotopiegruppen - d.h. Isomorphismen Hy (X) = Hy(Y) fiir jedes k.
Weiterhin ist ein einzelner Punkt natiirlich eine kubische Menge, dessen Homologiegruppen sich

schnell berechnen lassen als:
Hy({*}) = 0ro - Z

Also folgt fiir X ~ {x} - also zusammenziehbares X:
Hi(X) = Hy({*}) = 0ro - Z

Denn ein zusammenziehbares X ist per Definition homotopiedquivalent zu einem Punkt.

1.2 Homologie von Sphiiren

Um den Abbildungsgrad einfithren zu konnen, fiihrt kein Weg an Sphiren vorbei. Beschiftigen

wir uns also noch einmal mit deren Homologiegruppen.

Eine Rechenhilfe

Satz:
Sei X topologischer Raum, A C X ein abgeschlossenes (nicht-leeres) Deformationsretrakt einer

Umgebung von A in X, dann ist die Sequenz:

~ Ly Ly

e Ho(A) = H (X) = H(X)A) =2 Hoq (A) -

oo —— Hy(X/A) 0

exakt fiir ein geeignetes 9 und H,, (X) die Homologiegruppen aus dem augmentierten Kettenkom-
plex.
Auch ohne Konstruktion der Abbildung 0, sondern iiber die Exaktheit der Sequenz erhalten wir

die Homologiegruppen der Sphéren.
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121 H,(S") =7

Satz:

Fiir die Homologiegruppen der Sphéren gilt:

H,(S")=7Z (und H;(S") =0 fiiri#n).

Beweis:

Betrachte als (X, A) := (D", S" 1), dann gilt X/A = S™.

Z k=0

e D" ist zusammenziehbar fiir alle n, also gilt H,(D™) =
0 sonst

o SO besteht aus genau zwei Punkten, also zwei Zusammenhangskomponenten und somit gilt:

7?2 E=0 - Z k=0
Hi(S°) = bzw. Hy(S°) =
0 sonst 0 sonst

Betrachte die Sequenz:

™ Lx

02 Hy(D") “> H;(S") —% H;_1(SP~1) —> H;_1(D") 2 0
Sie ist ein Ausschnitt aus der o.g. langen exakten Sequenz, also exakt; somit gilt (fiir n > 0):
e 0 =imm, = ker0
e imd = ker., = ﬁi_l(Snfl)

Wegen der ersten Gleichung ist 0 injektiv, aus der zweiten folgt Surjektivitit, also ist 0 ein [somor-
phismus von H;(S™) = H;_1(S"!), Es folgt: H;(S™) = H;_1(S"!), und damit per Induktion:
H, (S") = Z, denn Hy(S°) = Z. O

2 Abbildungsgrad

2.1 Definition und Eigenschaften
Motivation

Eine stetige Abbildung f : S™ — S"™ (n > 0), induziert eine Abbildung f, : H.(S") — H.(S").
Da aber nur die n-te Homologiegruppe der n-Sphére nicht-trivial ist, ist der einzig interessante

Homomorphismus die Abbildung f.,. Fir f., : Z — Z wihle einen Erzeuger e von Z, dann gilt:

fin(e) =d-e

Hitten wir —e gewihlt, so folgt:

fin(=€) = =fun(e) = =(d-e) = d - (—e¢)

Wir erhalten also in beiden Fillen dasselbe d.



Abbildungsgrad - Marc Lange, 28.8.07 5
2.1.1 Definition

Sei f : S — S™ (n > 0) eine stetige Abbildung und f, der auf den Homologiegruppen induzierte

Homomorphismus. Gilt fiir einen Erzeuger e von H,,(S"):

fin(e) =d-e

so setze: deg f := d. Wir nennen deg f den Abbildungsgrad von f.

2.1.2 Eigenschaften

Es gilt degid = 1, denn die Identitéit induziert die Identitdt auf den Homologiegruppen, also gilt
id«(e) =1-e.

Homotope Abbildungen haben den gleichen Grad, denn sie induzieren die gleiche Abbildung auf
den Homologiegruppen, insbesondere gilt: Ist f nicht surjektiv, so hat f Grad Null. Ist ndmlich f
nicht surjektiv, so existiert ein zo ¢ im f, also giltim f C S™ \ {zo} ~ {*}. Also ist f homotop
zu einer konstanten Abbildung auf S™.

Der Grad von Abbildungen ist multiplikativ, denn -, ist ein kovarianter Funktor, also folgt aus
(f9)« = fxg« die Gleichung deg fg = deg f degg .

Ist f Homotopiedquivalenz, so gibt es eine Abbildung g mit fg ~ d, es folgt also:

deg f deg g = 1, also deg f = +1. Insbesondere haben Homdomorphismen Grad +1.

Ist f : S™ — S stetig fortsetzbar zu f : D"+ — S, so folgt deg f = 0.

Beweis:

Existiert eine stetige Fortsetzung f : D"*1 — S™, so liefert sie eine Homotopie:

H(x,t) := f(tx).

Es gilt H(z,1) = f(z) und H(x,0) = f(0), also folgt f ~ f(0) Also liefert die stetige Fortset-
zung eine Homotopie zur konstanten Abbildung, folglich hat f Grad Null. U
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2.1.3 Grad(Spiegelung) = —1

Ist f : S — S" eine Spiegelung am Aquator S"~!, so folgt deg f = —1.

Beweisskizze (iiber Simplex-Homologie):

o S" trigt eine A-Komplex-Struktur, wobei die obere Hemisphire der n-Simplex A} und die

untere der n-Simplex A sei.

Die n-Kette AT — AY ist dann Erzeuger von H,(S™) (wegen Exaktheit einer Simplex-

Homologie-Sequenz).

Die induzierte Abbildung f vertauscht A} und A%, also gilt:

fo(AT = A7) = Ay — AT = (A} - A)

Also gilt deg f = —1.

Korollar

Fiir —id : S® — S" gilt: deg(—id) = (—1)""!, denn —id ist Komposition von n-+1 Spiegelungen.

Fixpunktfreie Abbildungen

Sei f : S™ — S™ fixpunktfrei, so folgt deg f = (—1)"*+!
Beweis:
Gelte f(x) #x Vo € S",dann gilt (1 —¢t) - f(z) —tz #0 Vit € [0,1],z € S”, denn die Gerade

von f(x) nach —z geht nicht durch den Ursprung. Setze also:

(1=t fx)—tx
H(z.8) = = @) — ]

Es gilt:
e H(z,0) = f(x)

o H(z,1) = —x
= f~—id

Also folgt: deg f = deg(—id) = (—1)"+! O
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2.2 Der Satz vom Igel fiir S”

Die n-Sphire S™ hat ein stetiges tangentiales Vektorfeld ohne Nullstellen genau dann, wenn n
ungerade ist.
Beweis:

=

e Sei x — v(z) ein tangentiales Vektorfeld; also ein Vektorfeld, das jedem = € S™ einen

Vektor im Tangentialraum an x zuordnet.

e Fasse v(z) als Vektor in R"*! auf, dann sind = und v(x) orthogonal zueinander, also insbe-

sondere linear unabhingig.

e OBJdA sei ||v(z)|| = 1 fiir alle z € S™ (sonst setze v'(x) := %, denn v(x) # 0 nach

Voraussetzung).

Auf diese Weise setze fiir ¢ € [0, 7]:
H(x,t) = cos(t)z + sin(t)v(z)
e H(z,0) ==z
o H(z,m)=—x
Es folgt: —id ~ id = (—1)"T! = 1, also ist n ungerade.

<: Fiirn = 2k — 1 setze: v(x) := (—xz2, 1, ..., —Tok, Tok_1)
Es gilt: |[v(z)|| = ||z|| =1 # Ound v(z) L = Vaz. O

2.3 Freie Wirkungen auf S*"

Die einzige nicht-triviale Gruppe G, die stetig und frei auf S>” wirken kann, ist Zs.
(Eine Gruppenwirkung heift frei, falls: 3r € X : gx =z =g =e.)

Beweis:

e (Bem.: Da S?" kompakt und hausdorffsch ist, entsprechen die ¢ € G schon durch Stetigkeit

und Bijektivitit Homéomorphismen.)
e Da der Grad von Homdomorphismen +1 sein muss, erhalten wir einen Homomorphismus:
e d:G — {£1} mitd(g) := deg(g.)

Die Wirkung ist nach Voraussetzung frei, also ist jeder der Homdomorphismen vom Grad (—1)2"+1,
Also gilt fiir g # e: d(g) = (—1)**"! = —1, d hat also trivialen Kern, ist also injektiv.
Es gilt somit |G| < [{£1}| = 2. Die einzige Gruppe der Ordnung 2 ist aber Zs. O
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2.4 Anwendungen
2.4.1 Die Grundsituation

Setze: Es sei BE(0,m) := (—m,m)?, also die offene Kugel mit Radius m um den Ursprung be-
ziiglich der Maximumsnorm. Weiterhin sei Bg (0,m) := [m,m]¢ die abgeschlossene Kugel um
Null bzgl. der Maximumsnorm.

Es sei f eine stetige Abbildung von Bg(O7 m) nach R, wobei f auf dem Rand der Kugel keine
Nullstellen habe. Diese konnen wir durch topologische Methoden nicht aufspiiren, da sie offen-
sichtlich sehr stérungsanfillig sind, wenn es keine offene Menge in Bg((), m) um die Nullstelle

gibt.

Wir setzen
]F: Sd_l N Sd_l
f(ma)
v = T ma)]]

Es liegt ma genau dann auf dem Rand von Bg (0, m), welcher nullstellenfrei ist, wenn z € S%~!
liegt. Also ist diese Abbildung wohldefiniert, denn die Norm wird nie Null.
2.4.2 Definition

Der topologische Grad einer stetigen Abbildung f : BZ(0,m) — R? mit f(z) # 0 fiir alle
x € OBE(0,m) ist definiert als:

deg(f, B§(0,m)) := deg(f)

2.4.3 Grad < Nullstellen

Wir kommen nun zu dem Kern und der Motivation vieler interessanter Mathematik: Nullstellen

bzw. Fixpunkte von Abbildungen.

Satz:
Sei f : B§(0,m) — RY stetig und f(z) # 0 fiir alle z € 0BL(0,m).
Gilt deg(f, B(0,m)) # 0, so existiert ein z € BZ(0,m) mit f(z) = 0.

Beweis:

e Annahme: f(z) #0 Vz € Bd(0,m)
< f(mz) #£0 Vr € Bd(0,1) = D?

Wir konnen also f stetig von S9! auf D¢ fortsetzen: Also folgt: deg(f, BE(0,m)) = deg(f) =0
g
2.4.4 Robustheit von Grad(f)

Es wiire natiirlich schon, wenn diese Aussage unabhéngig von kleinen Stérungen wire. Tatsichlich

ist der Abbildungsgrad ziemlich robust gegeniiber Storung, das ist allerdings abhéngig davon, wie
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weit die Funktionswerte auf dem Rand minimal von Null entfernt sind. Was nicht iiberrascht, denn
je niher die Funktionswerte an Null liegen, desto mehr Abbildungen, fiir die wir f nicht definieren

konnen, liegen in der Nihe.

2.4.5 Homotopie unter Nebenbedingungen

Wir mochten einen dhnlichem Homotopiebegriff fiir Abbildungen f, g : Bg(O, m) — R? finden

wie wir ihn auf S” haben, um die Homotopien mit f vertriiglich zu halten. Wir schreiben:

f(X,A) = (Y,B)
fir AC X und B C Y, wenn gilt f(A) C B.

Mit dieser Notation ist es sinnvoll, sich auf Homotopien:
h: (Bg(0,m) x [0,1],0B§(0,m) x [0,1]) — (R?, R4\ 0) einzuschriinken. Also Homotopien von

Abbildungen Bg (0,m), die sich ineinander iiberfiihren lassen, ohne Zwischenstufen, die Null-

stellen auf dem Rand haben. Da mit unserer Einschrinkung h;(x) := h(z,t) # O fur alle « auf
dem Rand und fiir alle ¢, lisst sich fiir jedes ¢ die Abbildung hs(z) = ”Z:E% betrachten. Also

vermittelt eine solche Homotopie eine Homotopie der Abbildungen f und g, also haben Abbil-
dungen, die sich durch eine Homotopie ohne Nullstellen auf dem Rand verbinden lassen, gleichen
Abbildungsgrad.

2.4.6 Grad(f + Storung) = Grad(f)

Wir kommen nun dazu, wie anfillig der Abbildungsgrad auf Stérungen reagiert:

Satz:
Sei f : (B&(0,m),0Bg(0,m)) — (R4 R?\ 0) stetig.
Dann existiert ein € > 0 mit:

sup  |lg(z) — f(2)] <e
z€BZ(0,m)
=

e g:(BJ(0,m),0B4(0,m)) — (R%, R%\ 0)
e und deg(g, B(0,m)) = deg(f, B¢(0,m)).

In Worten: Es gibt um jede Abbildung, die keine Nullstellen auf dem Rand hat, eine Epsilon-
Umgebung, in der alle Abbildungen ebenfalls keine Nullstellen auf dem Rand und den gleichen
Grad wie f haben.

Beweis:

Da der Rand von Bg (0, m) kompakt und f nach Voraussetzung dort ungleich Null ist, ist das

Infimum iiber die Norm der Funktionswerte ebenfalls echt groer als Null. Es gilt:

inf{||f(x)|| | = € dB(0,m)} = ¢ >0
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Sei g eine Abbildung mit einem maximalen Abstand von f, der echt kleiner ist als dieses c. Fiir

sup ||lg(z) — f(x)]| < e < cbetrachte:

h(z,t) = (1= 1) f(x) + tg(x)

e Es folgt:
[z, t) = f(@)l| = [| = tf(x) + tg(@)]| < t|f(x) —g(a)l| <e

Wiirde gelten h(z,t) = 0 fiir ein z € 9BE(0,m), so folgt:
|| f(x)|| < e Dies widerspricht aber der Wahl von e. Also ist die Homotopie fiir kein ¢ auf dem

Rand mit Nullstelle, also ist es auch g nicht, und nach unserer vorherigen Betrachtung hat g den
gleichen Grad wie f. 0

3 Zusammenfassung

Wir haben gesehen:

e Der von f induzierte Homomorphismus enthilt verwertbare, nicht sehr storanfillige Infor-

mationen iiber f.

e Die Information hat sehr einfache Form - eine ganze Zahl - weil die Homotopiegruppen von
Sphéren sehr einfach sind (Hy(S™) = Z - 0gn).

e Der Grad vieler Abbildungen lisst sich durch Homotopien und Kompositionen bestimmen,

also ist der komplizierte Weg iiber die induzierte Abbildung nicht immer notig.

e Aber:

— Der Abbildungsgrad hat inhdrent mit Selbstabbildungen einer Sphére zu tun, ldsst
sich also insbesondere nicht ohne weiteres auf f : R™ — R" iibertragen, um z.B.

Nullstellen(-gebilde) zu finden oder Startwerte ,,einzukreisen‘.



