Komplizierte Dynamik und der Conley-Index
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Definition 1.1 Eine Menge X C R? heifit volle kubische Menge, wenn es eine
endliche Menge X C K,,.(RY) gibt, so dass

X=1x:={]Q

QeX



Definition 1.1 Eine Menge X C R? heifit volle kubische Menge, wenn es eine
endliche Menge X C K,,.(RY) gibt, so dass

X=1x:={]Q

QeX

Definition 1.2 Sei A C R? abgeschlossen und beschriankt. Dann heifit die
Menge
wrap (A) = {Q € K | QN A £ D}

die kubische Ummantelung von A. Fiir einen Punkt z € R? bzw. eine endliche
Sammlung X elementarer Kuben in R? definiert man

wrap (x) := wrap ({x}) bzw. wrap(X):= wrap (|X]).



Definition 1.1 Eine Menge X C R? heifit volle kubische Menge, wenn es eine
endliche Menge X C K,,.(RY) gibt, so dass

X=1x:={]Q

QeX

Definition 1.2 Sei A C R? abgeschlossen und beschriankt. Dann heifit die
Menge
wrap (A) = {Q € K | QN A £ D}

die kubische Ummantelung von A. Fiir einen Punkt z € R? bzw. eine endliche
Sammlung X elementarer Kuben in R? definiert man

wrap (x) := wrap ({x}) bzw. wrap(X):= wrap (|X]).

Definition 1.3 Fiir eine endliche Sammlung X elementarer Kuben sei das so-
genannte collar von X definiert durch col (X') := wrap (X)\ X.



Definition 1.4 Eine kombinatorische mehrwertige Abbildung F : K, ee = Kia
ist eine kombinatorische Einschliefung von f : R® — R¢, wenn gilt:

wrap (f(Q)) C F(Q) VYV Q € Kinar



Definition 1.4 Eine kombinatorische mehrwertige Abbildung F : K, ee = Kia
ist eine kombinatorische Einschliefung von f : R® — R¢, wenn gilt:

wrap (f(Q)) C F(Q) VYV Q € Kinar

Proposition 1.5 Sei X eine volle kubische Menge. Dann gilt:
int X = {:U e R? | wrap (z) C /C,,W(X)}.



Definition 1.4 Eine kombinatorische mehrwertige Abbildung F : K, ee = Kia
ist eine kombinatorische Einschliefung von f : R® — R¢, wenn gilt:

wrap (f(Q)) C F(Q) VYV Q € Kinar

Proposition 1.5 Sei X eine volle kubische Menge. Dann gilt:

int X = {x € R? | wrap (z) C Kpau(X)}.

Proposition 1.6 Die kombinatorische mehrwertige Abbildung F ist eine kom-
binatorische Einschlielfung von f, wenn gilt:

fQ cint(|F@)) VQ € wrap(z), z € R



Algorithm 1.7 Combinatorial enclosure

function combinatorialEnclosure(cubicalSet X, rationalMap f)
for each () in X do
A = evaluate(f, Q);
U = cubicalWrap(A);
F{Q} =T,
endfor;
return F’;

V-V V VYV VYV



Definition 1.8 Eine kompakte Menge N C X ist eine isolierende Umgebung
fiir eine stetige Abbildung f, wenn

{reN|do,:Z— N} =:Inv(N, f) Cint N.

Eine invariante Menge S heilst isoliert unter f, wenn eine isolierende Umge-

bung N exisitiert, so dass
S = Inv (N, f).
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genau dann, wenn

VeebdN Ao,:7Z— N.



Definition 1.8 Eine kompakte Menge N C X ist eine isolierende Umgebung
fiir eine stetige Abbildung f, wenn

{reN|do,:Z— N} =:Inv(N, f) Cint N.

Eine invariante Menge S heilst isoliert unter f, wenn eine isolierende Umge-
bung N exisitiert, so dass

S = Inv (N, f).

Proposition 1.9 Eine kompakte Menge N ist eine isolierende Umgebung fiir f
genau dann, wenn

VeebdN Ao,:7Z— N.

Definition 1.10 Sei f : X — X eine stetige Abbildung. Unter einer f-boundary
von A C X versteht man die Menge

bd(A) := cl (f(A)\A) N A.



Beispiel 1.11 Betrachte die lineare Abbildung f : R? — R? gegeben durch die

Matrix
2 0
=0 )

Weiterhin sei A := {z € R?| ||z|| < 4}.
Offensichtlich ist f(A) = [-8,8] x [-2,2].

Man erhélt
bds(4) = cl(f(A)\A)N A

= cl (([-8,8] x [-2,2])\[—4,4]") N [—4, 4]
= {44} x [-2,2].



Definition 1.12 Ein Indez-Paar fiir f ist ein Paar kompakter Mengen
P = (P, Fy), Py C P mit folgenden Eigenschaften:

(a) Inv(cl(P\Fy), f) Cint (cl(P\R)); (isolation)
(b) f(Py) NP C Py (positive invariance)
(c) bds(P) C P; (exit set)



Definition 1.12 Ein Indez-Paar fiir f ist ein Paar kompakter Mengen
P = (P, Fy), Py C P mit folgenden Eigenschaften:

(a) Inv(cl(P\Fy), f) Cint (cl(P\R)); (isolation)
(b) f(Py) NP C Py (positive invariance)
(c) bds(P) C Ry (exit set)

Bemerkungen 1.13

i) Ein Index-Paar fiir die Abbildung f aus dem Beispiel 1.11 ist
das Paar (P, Py) = (A,bds(A)).

ii) Die leere Menge ist eine kubische Menge. Es gilt () = Inv ((), f) C int () = ().
Folglich ist die leere Menge eine isolierte invariante Menge.

iii) Betrachte f : R — R gegeben durch f(z) = x+1. Weiterhinsei N = {0} U {1}.
Dann ist Inv(V, f) = 0 und (P, Py) = (IV, {1}) ein Index-Paar fir f.
Beachte:

(HP, Pl = B0 U (13, (00 2 { 53 20

Man kann also nicht aus H,(P;, Py) # 0 folgern, dass Inv(cl(P\ Fp), f) # 0.



Definition 1.14 Eine wvolle Lisung durch Q) € K. unter F ist eine Funktion
o Z — K., die folgende Eigenschaften erfiillt:

() To(0)=@Q;
(i) Toln+1) € Floln) YneZ



Definition 1.14 Eine wvolle Lisung durch Q) € K. unter F ist eine Funktion
o Z — K., die folgende Eigenschaften erfiillt:

() To(0)=@Q;
(i) Toln+1) € Floln) YneZ

Definition 1.15 Sei A eine endliche Teilmenge von KC,,qz. Die mazimale inva-
riante Menge in N unter F ist

InvIN,F)={QeN | ATy :Z — N}.

Entsprechend ist die positive bzw. negative maximale invariante Menge defi-
niert durch

Inv (N, F) = {QeN| ITg:Z" — N} bzw.
Inv-(M,F) = {QeN| ITg:Z — N}.



Definition 1.16 Die Inverse F 1 : Kpar = Kumae von F ist definiert durch
FHYR) ={Q € Ky | R € F(Q)}.

Da die Moglichkeit besteht, dass F~! aus einer unendlichen Anzahl von Kuben
besteht, definiert man Fy := F|y mit einer endlichen Menge X C K4, und
entsprechend die Inverse von Fy durch

Fy'(R):={Q € X | R € F(Q)}.
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Proposition 1.17 Sei N C Kae und F : Koz = Kinae- Dann gilt:
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Definition 1.16 Die Inverse F 1 : Kpar = Kumae von F ist definiert durch
FHR) ={Q € Kpus | R € F(Q)}.

Da die Moglichkeit besteht, dass F~! aus einer unendlichen Anzahl von Kuben
besteht, definiert man Fy := F|y mit einer endlichen Menge X C K4, und
entsprechend die Inverse von Fy durch

Fy'(R):={Q € X | R € F(Q)}.

Proposition 1.17 Sei N C Kae und F : Kz = Kinae. Dann gilt:

Inv- (N, F)NInv (N, F) = Inv(N,F),
F(Iov (N, F) NN C Inv (N, F),
FHInvt W, F)NN C Invt(N,F).

Theorem 1.18 Sei F : Kae — Kinae €ine kombinatorische mehrwertige Ab-
bildung und N eine endliche Teilmenge von KC,,.,. Die Folge von Teilmengen
S; € Kz, 7 =0,1,2, ... sei wie folgt definiert:
S() = N,
S]qu = .F(Sﬂ M Sj M JTX/1<S]>
Dann gilt: Jjo: §;=8;,Vji>jo und S, =Inv(N,F).



Beweis. Es gilt S;51 € §; Vj = 0,1,2,... . Da &) endlich ist, muss es ein
Jo € N geben, so dass S; = S, Vj > Jo.

Behauptung: S;, C Inv(N, F).

Aus der Gleichheit

870 — 8.7'0+1 - f(Sj()) M 8.7'0 M fﬂfl(gjo)

folgt, dass es fiir jedes @) € Sj, Elemente K, L € S;, gibt, so dass @) € F(K)
und L € F(Q). Das gleiche Argument kann man auf K und L anwenden.
Somit lasst sich eine Losung I'g : Z — K4, durch @ unter F definieren
indem man setzt:

FQ(O) = Q, FQ(—l) = K, FQ<1) = L.

Die Losung lésst sich induktiv zu einer vollen Losung fortsetzen.
Da S;, € N und Q € S, beliebig gewéhlt wurde, erhélt man

Sjy = Inv(Sy, F) C Inv(N, F).



Behauptung: Inv(N, F) C S;

0

Es gentigt Inv(N, F) C Sy Vk =0,1,2,... zu zeigen, denn

J0 00
Siy =[S ={)S
k=0 k=0
Beweis per Induktion iiber k.
Fir & = 0 gilt nach Definition Inv(N, F) C N = S,.

Sei nun also Inv(N, F) C &. Fiir alle Q € Inv(N,F) gibt es eine Losung
['g:Z — Inv(N,F) durch @ unter F.

Setze @, = l'g(n) fir n € Z. Nach Induktionsannahme ist Q,, € Sj, Vn.

Esist Q = Qo € F(Q-1) und Q1 € F(Q) bzw. Q € Fi'(Q1). Man er-
halt

Q e SN f(Q_1> M f/\_/l(Ql) C SN f(Sk) M ]:j(/l(Sk) = Sk;+1.

Also ist Q € Sgy1 und somit Inv (N, F) C Sy, O



Algorithm 1.19 Combinatorial invariant set

function invariantPart(set N, combinatorialMap F)
F = restrictedMap(F, N);
Finv := evaluatelnverse(F');

S :=N;
repeat
S = ol

2

S := interection(S, evaluate(F', 5));
S = interection(S”, evaluate(Finv, S));
until (S = S/);

return S;

V.V VVVVYVYVVYV



Algorithm 1.19 Combinatorial invariant set

function invariantPart(set N, combinatorialMap F)
F = restrictedMap(F, N);
Finv := evaluatelnverse(F');
S :=N;
repeat
§ =g
S" .= interection(S, evaluate(F, S));
S = interection(S", evaluate(Finv, S));

until (S = 5);

return S;

V.V VVVVYVYVVYV

Definition 1.20 Sei N eine endliche Teilmenge von K4z
N ist eine isolierende Umgebung, wenn

wrap (Inv(N, F)) C N.



Algorithm 1.21 Combinatorial index pair

function indexPair(cubicalSet N, combinatorialMap F')
S := invariantPart(NV, F);
M = cubical Wrap(S);
if subset(M, N) then
F .= restrictedMap(F, M);
C' = collar(S);
PO := interection(evaluate(F, 5), C);
repeat
last PO := PO;
PO := interection(evaluate(F', P0), C);
PO := union(P0, lastP0);
until (PO = lastP0);
P1 :=union(S, P0);
Pbarl := evaluate(F, P1);
Pbar( := setminus(Pbarl, 5);
return (P1, PO, Pbarl, Pbar0);
else
return "Failure";

endif

VVVVVVVYVVVVVYVVYVVYVYVYV



Theorem 1.22 Es stehe F' im Algorithmus 1.21 fiir eine kombinatorische Ein-
schliefung F einer stetigen Abbildung f : RY — R? und A sei eine Re-
prasentation einer kubische Menge IN. Wenn der Algorithmus nicht , Failure®

zuriickgibt, erhilt man Reprisentationen Py, Py, P, Py von kubischen Mengen
Py, By, Py, By, so dass fiir S := Inv(N, F) gilt:

(i) |S] ist eine isolierende Umgebung fiir f,

(ii) (P, Fp) ist ein Index-Paar fiir f, welches Inv(|S|, f) isoliert,

(i) P, C P firi = 0,1,
)

(iv) f(P) C P fiiri=0,1.



Beweis. Zu (i): ( |S| ist eine isolierende Umgebung fiir f. )

Unter der Annahme, dass der Algorithmus nicht , Failure” zuriickgibt,
ist wrap (S) C N. Folglich ist N eine isolierende Umgebung fiir F.

Angenommen |S| ist nun keine isolierende Umgebung fiir f.

Das bedeutet, dass Inv(|S|, f) N bd|S| # 0, d.h. es gibt eine volle Lésung
Yz : Z — |S| durch einen Randpunkt x € bd |S| unter f.

Wihle nun @ € wrap (z) \ S und definiere I'g : Z — KC,4, durch I'g(0) := Q.
Fiir n # 0 sei I'g(n) irgendein Element von wrap (v,(n)). Dann gilt nach
Definition 1.4

Co(n +1) € wrap (v.(n +1)) = wrap (f(1:(n))) C F(Tg(n)).

Also ist I'g eine volle Losung durch ¢ unter F.
Aufserdem ist I'g(n) € wrap (7,(n)) C wrap (S) C N wegen v,(n) € |S|.

Somit ist ['g eine volle Losung in der isolierenden Umgebung A und daher
Q =T¢(0) € Inv(N,F) =S im Widerspruch zur Wahl von Q.



Zu (ii): ( (P, Pp) ist ein Index-Paar fiir f, welches Inv(|S|, f) isoliert. )

Sei 73(%0) der erste Wert, der PO zugewiesen wird und Péi),i =0,1,2,... der
Wert von P0 beim i-ten Durchlauf der repeat-until Schleife. Dann ist

PV = F(S)Ncol (S),
Pl — pl (f(Pé“)mcol (5)), i=0.1.2 ..

Insbesondere gilt: Péi) C col (S) und Péi) C PéHl) fire =0,1,2,...

Es gibt sogar einen Index ig, so dass Pém) = éioﬂ), da sonst {Pé”}ieN eine

unendliche, streng monoton wachsende Folge von endlichen Teilmengen von
col(S) wire, was offensichtlich unmoglich ist. Folglich wird die Schleife (und
somit der gesamte Algorithmus) immer verlassen.

Man erhélt also:
Py = Py,
Py C col (8),
P, NS =0.



Zu (a): ( Inv(cl(P\FR), f) Cint (cl(P\F)) )
Es ist Py = S U Py und wegen Py NS = () ist P\ Py =

Man erhéalt
P\Py = |Pi\[Pol = | Q\IPol = | Q\IPol.
QePr QeS

Also ist

(P \Py) = | cl(Q\IPo]) = | ] @ =1S]-

Qes QeS

Somit ist Eigenschaft (a) schon bewiesen in (i).



Zu (b): ( f(R)N P C Fy)

Zunichst zeigt man, dass F(Py) NS = 0.



Zu (b): ( f(Ph))NP CP)

Zunichst zeigt man, dass F(Py) NS = 0.

Zusammen mit S = P\ Py folgt dann F(Py) NPy C Py.

Sei nun x € Py und f(x) € P.

Dann ist z € @ fiir ein @ € Py und f(z) € R fiir ein R € Py.
Mit Definition 1.4 erhélt man

R € wrap(f(z)) C F(Q) C F(P).

Aus F(Py) NPy C Py folgt R € Py und somit f(z) € F.



Zu (c): (bds(P) C Fy)

Zunachst zeigt man, dass

F(P1)Ncol(S) C Py und bd P C |col(S)].



Zu (c): (bds(P) C Fy)

Zunachst zeigt man, dass
F(P1)Ncol(S) C Py und bd P C |col(S)].
Damit folgt

bd(P)

Cl(f(P1>\P1> M Pl

f(Pr)Nbd Py

int |F(P1)| N |col(S)|

[ F(P1) N col(S)] C [Po] = Ro.

N N N



Zu (iii): ( B C P, firi=0,1)

Zunichst zeigt man, dass Py C F(P1)\S.



Zu (iii): ( B C P, firi=0,1)
Zunichst zeigt man, dass Py C F(P1)\S.
Wegen Py = P1\S = F(P1)\S folgt also Py C Py und somit auch Py C P,.

Weiterhin ist

PL=SUPy C F(S)U(F(P)\S) C F(P)) =P



Zu (iv): ( f(P) C P firi=0,1)

Fir¢= 0,1 ist

f) = f@ c U 17l =17P)l.

QEPZ‘ QEPZ‘

Daher ist
f(P) C[F(P)| = [Pi| = P,

Wegen F(Py) NS =0 ( gezeigt in (ii) (b) ) ist

f(Po) CIF(Po)| C |F(PONS| CIF(P\S| = [Po| = . O



Lemma 1.23 Es seien die Abbildungen f, F und die kubischen Mengen
Py, Py, P, Py gegeben wie im Theorem 1.22.

Dann induziert die Inklusionsabbildung ¢ : (P, Py) — (P, P)) einen
Isomorphismus ¢, : H.(P;, Py) — H,(Py, Py).



Beweis. Seien F, S, P1, Py, P; und Py wie im Beweis zu Theorem 1.22.
Mit R = (f(Pl)\S) \Po 1st 751\731 =R = 750\730.

Man erhalt
P\P,=JQ\P= |J Q\P=[]Q\P
QEP; QeP1\P1 QER

und

P\R=|)J\rn= |J o\r=] o\,

QeP Q€75()\730 QER

Es gilt Q\Fy = Q\P, fir Q € R.



Beweis. Seien F, S, P1, Py, P; und Py wie im Beweis zu Theorem 1.22.
Mit R = (f(Pl)\S) \P() 1st 751\731 =R = 75()\730.

Man erhalt
P\P,=JQ\P= |J Q\P=[]Q\P
QEP; QePI\P1 QER

und

P\R=|)J\rh= |J o\r=] o\,

QePy QePo\Py QeR
Es gilt Q\Fy = Q\P, fir Q € R.
Folglich ist P\P, = P)\Py und mit U := P\ P, erhilt man P, = P\U.
Mit X := P, und A := P, folgt die Behauptung aus folgendem Theorem:
Theorem 9.14 Let (X, A) be a cubical pair and U C A representable. Then

X\U is a cubical set and the inclusion map ¢ : (X\U, A\U) — (X, A) induces
an isomorphism ¢, : H . (X\U, A\U) — H.(X,A) O



Bemerkungen.

i) Nach Lemma 1.23 ist also die Abbildung ¢! : H.(Py, Py) — H.(P, P)
wohldefiniert.

ii) Nach Theorem 1.22 (iv) ist auch die Abbildung f : (P, Py) — (P, B)
wohldefiniert und induziert eine Homologie-Abbildung.



Bemerkungen.

i) Nach Lemma 1.23 ist also die Abbildung ¢! : H.(Py, Py) — H.(P, P)
wohldefiniert.

ii) Nach Theorem 1.22 (iv) ist auch die Abbildung f : (P, Py) — (P, B)
wohldefiniert und induziert eine Homologie-Abbildung.

Definition 1.24 Sei P = (P, Py) ein kubisches Index-Paar fiir f konstru-
iert durch den Algorithmus 1.21. Die verkniipfte Index-Abbildung ist definiert
durch

fpe =1 o fo: Ho(P, P) — H(P, B).



Bemerkungen.

i) Nach Lemma 1.23 ist also die Abbildung ¢! : H.(Py, Py) — H.(P, P)
wohldefiniert.

ii) Nach Theorem 1.22 (iv) ist auch die Abbildung f : (P, Py) — (P, B)
wohldefiniert und induziert eine Homologie-Abbildung.

Definition 1.24 Sei P = (P, Py) ein kubisches Index-Paar fiir f konstru-
iert durch den Algorithmus 1.21. Die verkniipfte Index-Abbildung ist definiert
durch

fpe =1 o fo: Ho(P, P) — H(P, B).

Definition 1.25 Sei G eine abelsche Gruppe. Ein Homomorphismus L : G — G
ist nilpotent, wenn ein n > 0,n € N existiert, so dass L" = 0.



Theorem 1.26 Sei P = (P, Py) ein kubisches Index-Paar fiir f konstruiert
durch den Algorithmus 1.21. Wenn die verkniipfte Index-Abbildung fp, nicht
nilpotent ist, gilt

Iy (cl(P\F), f) # 0.



Theorem 1.26 Sei P = (P, Py) ein kubisches Index-Paar fiir f konstruiert
durch den Algorithmus 1.21. Wenn die verkniipfte Index-Abbildung fp, nicht
nilpotent ist, gilt

Iy (cl(P\F), f) # 0.

Bemerkungen.

i) Dieses Theorem kann man als homologische Version des Wazewski-Prinzips
interpretieren.

ii) Ist F eine kombinatorische Einschliefung von f, dann ist F auch fiir jede
stetige Abbildung g mit geniigend kleiner Storung eine kombinatorische
Einschlieftung, d.h. wenn P = (P, ) ein Index-Paar fiir f ist, dann ist
es auch ein Index-Paar fiir g.

Ist fp. nicht nilpotent, dann ist auch gp, nicht nilpotent. Folglich ist
Inv (cl (P \Ry), f) # 0 und Inv (cl (P \Fy),g) # 0 fiir jedes g gentigend
dicht bei f. Wobei ,geniigend dicht” nur von der Wahl von F abhéngt.

iii) Es seien (P, Fy) und (Q1, Qo) Index-Paare fiir f. Wenn

S = Inv (cl (P\Fy), f) = Inv (cl (Q1\Qo), f) garantiert die
Conley-Index Theorie, dass fp, und gp, shift dquivalent sind.



Definition 1.27 Zwei Gruppenhomomorphismen zwischen abelschen Gruppen
f:G— Gund g : G — G sind shift dquivalent, wenn Gruppenhomomor-
phismen 7 : G — G und s : G — G und eine natiirliche Zahl m existieren, so
dass

rof=gor, sog=yfos, ros=g", sor=f"



Definition 1.27 Zwei Gruppenhomomorphismen zwischen abelschen Gruppen
f:G— Gund g : G — G sind shift dquivalent, wenn Gruppenhomomor-
phismen 7 : G — G und s : G — G und eine natiirliche Zahl m existieren, so
dass

rof=gor, sog=yfos, ros=g", sor=f"

Proposition 1.28 Seien f : G — G und g : G — G Gruppenhomomor-
phismen die shift dquivalent sind. Dann ist f genau dann nilpotent, wenn g
nilpotent ist.



Definition 1.29 Seien f : X — X eine stetige Abbildung, .S eine isolierte invari-
ante Menge und (Py, Fp) ein Index-Paar fiir f, so dass S = Inv(cl(P\R), f)-
Der Homology-Conley-Index fiir S ist die shift Aquivalenzklasse der Index-
Abbildung fp.



Definition 1.29 Seien f : X — X eine stetige Abbildung, .S eine isolierte invari-
ante Menge und (Py, Fp) ein Index-Paar fiir f, so dass S = Inv(cl(P\R), f)-
Der Homology-Conley-Index fiir S ist die shift Aquivalenzklasse der Index-
Abbildung fp.

Theorem 1.26 Sei P = (P, Fy) ein kubisches Index-Paar fiir f konstruiert
durch den Algorithmus 1.21. Wenn die verkniipfte Index-Abbildung fp, nicht
nilpotent ist, gilt

Inv(cl(P\Ry), f) # 0.



Definition 1.29 Seien f : X — X eine stetige Abbildung, .S eine isolierte invari-
ante Menge und (Py, Fp) ein Index-Paar fiir f, so dass S = Inv(cl(P\R), f)-
Der Homology-Conley-Index fiir S ist die shift Aquivalenzklasse der Index-
Abbildung fp.

Theorem 1.26 Sei P = (P, Fy) ein kubisches Index-Paar fiir f konstruiert
durch den Algorithmus 1.21. Wenn die verkniipfte Index-Abbildung fp, nicht
nilpotent ist, gilt

Inv(cl(P\Ry), f) # 0.

Beweis. Behauptung:  Inv(cl(P1\Py), f) =0 = fp. ist nilpotent.

Die leere Menge () ist eine isolierte invariante Menge fiir jede stetige
Funktion f. Das Paar (), () ist ein Index-Paar fiir (.

Sei g, : H.(0,0) — H.(0,0) die induzierte Index-Abbildung.
Es ist g, = 0, d.h. g, ist nilpotent.

Da der Conley-Index wohldefiniert ist, sind g, und fp, shift dquivalent.
Folglich ist fp, nilpotent nach Proposition 1.28. [



