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Bifurkationen in Kodimension 1 von Gleichge-
wichtspunkten

In dem ersten Teil dieser Arbeit werden wir lokale Bifurkationen von Gleichge-
wichtspunkten von Sytemen

,T:fu(l') ‘TEIRH7NEIR= fu glatt (1)

betrachten. Zun#chst stellt sich die Frage wann Bifurkationen von Gleichge-
wichtspunkten auftreten. Klar ist, dass fiir festes u = po in einem hyperboli-
schen Gleichgewichtspunkt des Systems & = f,,(x) keine Bifurkation auftreten
kann, denn das wiirde fiir alle ¢ in einer Umgebung um gy € R bedeuten, dass
das qualitative Verhalten eines Systems & = f,,(z) dem Verhalten des Systems
fiir p = po entspricht (Hartman-Grobman-Theorem). Fiir einen Bifurkations-
punkt (zo, o) muss also gelten, dass die Linearisierung D f,, (zo) mindestens
einen Eigenwert mit Realteil Null besitzen muss.

Generizitdt Es stellen sich zunéchst zwei Fragen: Wie sehen ‘typischerweise’
die Eigenwerte von D f,,(zo) in einem Bifurkationspunkt (zo, f10) aus und wie
sieht dann die ‘typische’ Bifurkation aus, bzw. gibt es eine solche.

Bevor wir diese Fragen kldren konnen benttigen wir eine geeignete Definition
des Begriffs typisch’. Wir nennen eine Eigenschaft einer glatten Funktion gene-
risch, wenn die Menge der Funktionen, die diese Eigenschaft erfiillt dicht und
offen im Raum aller glatten Funktionen ist. Das bedeutet also, dass beliebig
kleine Storungen einer glatten Funktion diese Eigenschaft besitzen.

Die erste Frage lisst sich wie folgt beantworten: Normalerweise hat D f,, (z0)
einen einfachen Eigenwert Null oder zwei komplex konjugierte Eigenwerte mit
Realteil Null. Ist xg ein nicht-hyperbolischer Gleichgewichtspunkt fiir ein Sy-
stem & = f(x), z € R", f glatt mit zwei oder mehr Eigenwerten A\; = Ay =
-+ = A = 0, so findet man eine beliebig kleine Stérung, fiir die Df(xo) des
abgeéinderten Systems dann einen einfachen Eigenwert Null hat. Ist anderer-
seits xp ein nicht-hyperbolischer Gleichgewichtspunkt fiir solch ein System mit
nur einem einfachen Eigenwert Null, so gibt es im entsprechenden Raum aller
glatten Abbildungen mit nicht hyperbolischem Gleichgewichtspunkt in xy eine
offene Umgebung um f, so dass fiir alle Abbildungen g innerhalb dieser Umge-
bung Dg(zo) keine neuen Eigenwerte Null hinzubekommen hat.

Die zweite Frage ist nicht so einfach zu beantworten und wir wollen die folgen-
den Aussagen auch nicht beweisen.

Tatséchlich gibt es generische Bifurkationen, das bedeutet betrachten wir ein Sy-
stem (1) und stellen an dieses Bedingungen, so erhalten wir Bifurkationstypen,
die dann generischerweise in einem Gleichgewichtspunkt aufteten. Betrachtet
man Systeme (1) ohne weitere Forderungen zu stellen, ergibt sich, dass die ge-
nerische Bifurkation die Sattel-Knoten Bifurkation ist. Alle hier behandelten



Bifurkationen sind im entsprechenden Kontext generische Bifurkationen.

Im folgenden wollen wir drei verschiedene Typen lokaler Bifurkationen von
Gleichgewichtspunkten betrachten, die Sattel-Knoten Bifurkation, die Transkri-
tische Bifurkation und die Pitchfork Bifurkation. Betrachtet in entsprechenden
R#Aumen sind diese drei Bifurkationen generisch. Ziel soll eine Charakterisierung
dieser Bifurkationen in dem allgemeinen System & = f,(z), x € R", p € R, f,
glatt, sein. Die betrachteten Bifurkationen werden durch folgende, von einem
Parameter ;o abhéngende, Gleichungen beschrieben:

@ = p—a2% (Sattel-Knoten Bifurkation)
@ = px—a? (Transkritische Bifurkation)
A px —z3  (Pitchfork Bifurkation)

Bifurkationen von Gleichgewichtspunkten mit einfachem Eigenwert
0 Wir betrachten das System (1) und nehmen an, dass bei u = pg, = xo
ein Gleichgewichtspunkt liegt, fiir den D f,,(x) einen einfachen Eigenwert Null
hat. Nun folgt aus dem Zentrums-Mannigfaltigkeiten-Theorem, dass wir eine
2-dimensionale Zentrums-Mannigfaltigkeit ¥ € R™ x R durch (xo, o) finden,
so dass gilt:

1. In einer entsprechenden Umgebung von (zg, o) ist & eine C"-Mannigfaltigkeit
fiir alle endlichen r.

2. Der Tangentialraum von ¥ in (zg, t9) wird von einem Eigenvektor fiir Null
und einem Vektor parallel zur p-Achse aufgespannt.

3. Das Feld von (1) liegt tangential an ¥ in (zo, to)-

4. Es gibt eine Umgebung U C R™ x R von (zg, i), so dass alle Losungen,
die fiir alle Zeiten in U enthalten sind, in ¥ liegen. Unter anderem liegen
damit auch alle Gleichgewichtspunkte und periodischen Losungen in X.

Nun kénnen wir die Einschréinkung von (1) auf ¥ betrachten und erhalten fiir
festen Parameterwert u 1-dimensionale Kurven 3, C 3. Diese Familie reprasen-
tiert dann unser Bifurkationsproblem.

Wir werden nun fiir die Sattel-Knoten Bifurkation, die Transkritische Bifur-
kation und die Pitchfork Bifurkation Sétze formulieren, die Aussagen dariiber
machen, wann die jeweilige Bifurkation in einem Gleichgewichtspunkt eines Sy-
stems (1) auftritt. Dabei werden wir fiir die Sattel-Knoten Bifurkation den
Satz fiir ein allgemeines System (1) angeben und dabei die Anwendung des
Zentrums-Mannigfaltigkeiten-Theorems demonstrieren, danach beschrénken wir



uns auf das auf eine Zentrums-Mannigfaltigkeit ¥ C R x R eingeschriankte 2-
dimensionale Bifurkationsproblem.

Die Sattel-Knoten Bifurkation Der folgende Satz sagt uns, wann ein Sy-
stem (1) eine Sattel-Knoten Bifurkation fiir einen Gleichgewichtspunkt hat:

Satz 1 Sei & = f,(z) ein Differentialgleichungssystem im R™, das von einem
Parameter p abhdngt. Fir u = po sei p ein Gleichgewichtspunkt, der die fol-
genden Bedingungen erfillt:

(SN1) D, f,,(p) hat einen einfachen Eigenwert 0 mit zugehiorigem Eigenvektor
v und linken Figenvektor w.

(SN2) w((%2)(p, o)) # 0

(SN3) w(D3 fu, (p)(v,v)) # 0

Dann gibt es ein glatte Kurve von Gleichgewichtspunkten in R™ x R durch
(p, po) tangential an die Hyperebene R™ x {uo}. In Abhingigkeit der Vorzei-
chen von (SN2) und (SN3) gibt es keine Gleichgewichtspunkte nahe bei (p, po)
fir p < po (u > po) und zwei Gleichgewichtspunkte fiir jeden Parameterwert
> o (< po). Die beiden Gleichgewichtspunkte von (1) nahe bei (p, o) sind
hyperbolisch.

Beweis Zundichst wenden wir das Zentrums-Mannigfaltigkeiten- Theorem an.
Wir finden eine Zentrums-Mannigfaltigkeit 3, deren Tangentialraum in (p, po)
aufgespannt wird von v und einem Vektor parallel zur p-Achse. Des weiteren wis-
sen wir, dass in einer Umgebung von (p, po) alle Gleichgewichtspunkte von (1)
in X liegen und das Feld von (1) in (p, po) tangential an X liegt. Wir beschrinken
unsere Betrachtungen nun also auf das zweidimensionale Bifurkationsproblem
m 2.

Aus (SN2) folgt, dass %i:(xo,,uo) # 0, zo € R, dabei definieren wir f ab jetzt
als die Einschrinkung auf 3. Der Satz tiber implizite Funktionen sagt uns dann,
dass es eine eindeutige Kurve von Gleichgewichtspunkten in ¥ durch (xo, po)
gibt. ,

Aus (SN3) folgt die Bedingung %ié” (x0) £ 0, also, dass diese Kurve lokal auf
einer Seite der Geraden p = po liegt und sich quadratisch von ithr entfernt.
Ubertragen wir dieses Ergebnis zuriick auf die allgemeine Situation im R"™ x R
so folgen alle Aussagen direkt. O




Die grofle Bedeutung der Sattel-Knoten Bifurkation folgt aus ihrer Generi-
zitdt. Jede zu einer von einem Parameter abhédngenden Familie gehorende Bi-
furkation von einem Gleichgewichtspunkt mit einfachem Eigenwert 0 ldsst sich
durch kleine Stérungen entweder auflosen oder in Sattel-Knoten Bifurkationen
abéndern. Trotzdem tritt die Sattel-Knoten Bifurkation in diversen Anwendun-
gen nicht auf, sondern zum Beispiel die Transkritische Bifurkation und die Pitch-
fork Bifurkation.

Die Transkritische Bifurkation In einigen Bifurkationsproblemen wird ge-
fordert, das f,(0) = O fiir alle p, also dass & = 0 fir alle Parameterwerte
ein Gleichgewichtspunkt ist. In solchen Problemen kann also die Sattel-Knoten
Bifurkation nicht auftreten, da es bei dieser Paramterwerte gibt, fiir die kein
Gleichgewichtspunkt existiert. In diesem Fall ist die generische Bifurkation die
sogenannte Transkritische Bifurkation.

Satz 2 Sei & = f,(x) eine Differentialgleichung in R, die von einem Parameter
w1 abhingt. Fir alle p € R sei v = 0 ein Gleichgewichtspunkt und fir g = po
sei x = 0 ein Gleichgewichtspunkt, der die folgenden Bedingungen erfillt:

(TC1) Lo 0) =0

% f,
(TC3) 5,55 (0,10) #0

(TC4) Lfie(0) #0

dzx?

(Die Bedingung (TC?2) folgt aus der Forderung, dass x = 0 fiir alle u ein Gleich-
gewichtspunkt von f ist).

Dann ist © = 0 eine Kurve von Gleichgewichtspunkten und es gibt eine zweite
Gerade von Gleichgewichtspunkten in R x R , die die u-Achse R x {uo} in
(0, po) schneidet. Fiir p < po sind die Gleichgewichtspunkte auf einer der bei-
den Kurven stabil, auf der anderen instabil. Bei y = po tauschen die Kurven
thre Stabilitdt.

Beweis Aus (TC2) folgt, dass es mehr als eine Kurve von Gleichgewichts-
punkten durch (0, o) geben kann, da der Satz diber implizite Funktionen nicht
anwendbar ist. Wegen f,(0) = 0 fir alle 1 kénnen wir annehmen, dass sich das
Vektorfeld schreiben ldisst als

& = zF(z,p), wobei
flzp) £0

Fan) = { o
%(Ovﬂo)a z=0



Dann gilt fir F
OF o2 f
F(0,p10) =0 und 8_11(0’#0) = m(ovﬂo) #0

Das bedeutet, wir kénnen auf F den Satz iber implizite Funktionen anwenden
und erhalten, dass es fiir kleine z eine Funktion p(x) gibt, so dass

F(z,p(z)) =0.

Damit diese Kurve die p-Achse in (0, pg) schneidet miisste gelten, dass

dp
E(O) #0

Nun erhalten wir aber aus dem Satz tiber implizite Funktionen weiter

9%f

dp —2E0u) _  — gz (0, k0)
——(0) = gt — z #0. O
dz BF (0,110) gaf# 110

Zu beachten ist, dass, wie oben bereits erwédhnt, auf Grund der Forderung
f.(0) = 0 die Bedingung (SN2) nicht erfiillt werden kann und durch die Be-
dingung (TC2) ersetzt wird.

Die Pitchfork Bifurkation Ein weiterer Fall in dem die Sattel-Knoten Bi-
furkation nicht auftritt entsteht, wenn das System (1) Symmetrien aufweist. Ein
eindimensionales System heifit symmetrisch, wenn f,(—z) = —f,(z). In diesem
Fall ist f, also immer eine ungerade Funtion und f,(0) = 0 Vu € R. Trotz-
dem kann in diesen Féllen nicht die Transkritische Bifurkation auftreten, da
auf Grund der Forderung f,(—xz) = —fu(z) die Bedingung (TC3) nicht erfiillt

werden kann: Fiir eine ungerade Funktion kann nicht gelten 8(;'7;“ #0.

Oft werden physikalische Systeme in einer Weise formuliert, in der Symmetrien
auftreten, z.B. die Duffing Gleichung oder auch das Lorenz-System. Die Duf-
fing Gleichung ist symmetrisch unter (x,y) — (—z, —y), die Lorenzgleichung ist
symmetrisch unter (z,y,2) — (—z, —y, 2).




Satz 3 Sei & = f,(x) eine Differentialgleichung in R, die von einem Parame-
ter u abhingt. Fir u = ug sei 0 ein Gleichgewichtspunkt, der die folgenden
Bedingungen erfillt:

(PF1) Zo(0)=0

(PF2) Z2(0,110) =0

% fu
(PF3) 5.5:(0,10) #0

(PF4) Tlm () =0

dz?

(PF5) “l(0) #0

(Ist f symmetrisch, so folgt daraus die Bedingung (PF4)).

Dann ist x = 0 ein Gleichgewichtspunkt fiir alle Parameterwerte u und im Punkt
wo dndert sich die Stabilitit dieses Gleichgewichtspunktes. Fir p > po (1 < o)
entsteht ein neues symmetrisches Paar von Gleichgewichtspunkten, das nur auf
einer Seite der u-Achse liegt.

Beweis Aus (PF2) folgt, dass es mehr als eine Kurve von Gleichgewichts-
punkten durch (0, ug) geben kann, da der Satz iber implizite Funktionen nicht
anwendbar ist. Wegen f,(0) = 0 fir alle i1 kénnen wir annehmen, dass sich das
Vektorfeld schreiben ldisst als

& = zF(z,p), wobei
flzp) £0

R
%(07M0)7 =0

Dann gilt fir F
82

B oF B f
F(0.10) =0 und 50, 0) = 5 (0. 10) £0

Das bedeutet, wir kénnen auf F den Satz iber implizite Funktionen anwenden
und erhalten, dass es fiir kleine x eine Funktion u(zx) gibt, so dass

F(z,p(x)) =0.

Damit diese Kurve auf einer Seite der p-Achse liegt miisste gelten, dass

dp

e



Nun erhalten wir aber aus dem Satz tiber implizite Funktionen weiter

82
d_“ (0) *a‘é—f(oyuo) _  _oa” (0, o) -0
dx Gy (0,110) 68:8]; (0, po)
3
dz:u(o) *Z?F(O Ho) _%(07/‘0) ;A 0 O]
dx? 250, 10) 63:8]‘# (0, j10)

Bifurkationen von Gleichgewichtspunkten mit 2 komplex konjugier-
ten Eigenwerten mit Realteil 0 Die generische Bifurkation in diesem Fall
ist die Hopf Bifurkation. Ein Modell dieser wird beschrieben durch:

@ = —y+a(p—(2®+y?)

Hopf Bifurkati
z+y(p— (22 +y?)) } (Hopf Bifurkation)

<.
|

Die Hopf Bifurkation Wir betrachten ein System (1), so dass fiir po und
ein p € R” gilt fu,(p) = 0 und Df,,(p) zwei rein imaginire Eigenwerte +iw,
w > 0, und keine anderen Eigenwerte mit Realteil Null hat. Da D f,,(p) inver-
tierbar ist folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, dass f,, fiir x4 nahe
bei po einen Gleichgewichtspunkt p(u) in der Ndhe von p hat, der glatt von
1 abhingt. Trotzdem wird dadurch, dass sich die Dimension von stabiler und
instabiler Mannigfaltigkeit bei dem Uberqueren der Eigenwerte von D f(p(y))
der imaginiren Achse éndert, eine Anderung im qualitativen Verhalten lokal um
p bewirkt.

Satz 4 Sei & = f,(x) ein Differentialgleichungssystem im R™, das von einem
Parameter p abhingt und (xg, po) ein Gleichgewichtspunkt, der die folgenden
Bedingungen erfiillt:

(H1) D, fu,(z0) hat ein einfaches Paar rein imagindrer FEigenwerte und keine
anderen Eigenwerte mit Realteil Null.

Dann folgt aus (H1), dass es eine glatte Kurve von Gleichgewichtspunkten

(@(p), p) mit x(po) = xo gibt. Die Eigenwerte (), A(1) von Dy fu,(20),
die i = po tmagindr sind, hdingen glatt von p ab.



(H2) ﬁ(ReA(u))M:uo =d#0

Aus (H2) folgt dann, dass es eine eindeutige drei-dimensionale Zentrums-
Mannigfaltigkeit durch (xo, po) im R™ x R gibt und wir eingeschrinkt auf
diese das System in die Normalform bis zu Termen dritten Grades

o= (du+ar®)r
0 = (wHceu+br?)

ausgedriickt in Polarkoordinaten bringen kénnen.

Wenn der Koeffizient fiir die Terme dritten Grades a # 0 gibt es in
der Zentrums-Mannigfaltigkeit eine 2-dimensionale Fliche periodischer
Lisungen, die sich quadratisch vom Eigenraum von \(p), X(p) entfernt.
Wenn a > 0 sind die periodischen Lisungen stabil, fir a < 0 abstofiend.

Beweisidee Aus (H1) folgt mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen,
dass es eine glatte Kurve von Gleichgewichtspunkten gibt. Aus (H2) folgt mit
dem Zentrums-Mannigfaltigkeit- Theorem, dass wir eine 3-dimensionale Zentrums-
Manmnigfaltigkeit finden. Die Aussage tber die Normalform folgt aus dem Satz
dber Normalformen. Gilt a # 0, dann hat 7 = 0 nicht nur die triviale Lisung
und wir erhalten periodische Lisungen fir festes . In ¥ ergibt sich dann, dass
diese Liosungen auf einer Fldiche liegen, die bis zu den Termen 2. Grades mit
dem Paraboloiden ju = ar?/d dibereinstimmt.



Bifurkationen in Kodimension 1 von Abbildungen
und periodischen Orbits

In diesem zweiten Abschnitt untersuchen wir lokale Bifurkationen von periodi-
schen Orbits und Abbildungen. Dabei werden wir hier nicht ndher auf Bifurka-
tionsprobleme periodischer Orbits eingehen, sondern nur erwidhnen, dass diese
durch Zuriickfiihrung auf Bifurkationsprobleme von Abbildungen unter Verwen-
dung von Poincare-Abbildungen analysiert erden konnen.

Analog zum ersten Teil dieser Arbeit betrachten betrachten wir Abbildungen
f: R®™ — R" in einem Fixpunkt p. Damit dieser Fixpunkt ein Bifurkations-
punkt sein kann, darf p kein hyperbolischer Fixpunkt sein. Es gibt drei mégliche
(generische) Fille, in denen dies so ist: Df(p) hat einen Eigenwert +1, einen
Eigenwert -1 oder zwei komplex konjugierte Eigenwerte A, A mit || = 1. Die
Bifurkationstheorie fiir Fixpunkte mit Eigenwert 41 ist analog zu der Bifur-
kationstheorie fiir Gleichgewichtspunkte mit Eigenwert 0. D.h. die generische
Bifurkation in dem von einem Parameter abhingenden Problem ist die Sattel-
Knoten Bifurkation, die von der Abbildung

fulz) = z+p—2? (Sattel-Knoten Bifurkation fiir Abbildungen)

beschrieben wird. Die gleichen Uberlegungen wie im ersten Teil fithren auch hier
zu der Transkritische Bifurkation und der Pitchfork Bifurkation fiir Abbildun-
gen die den Bedingungen f,(0) = 0 geniigen bzw. Symmetrien unterliegen.

Im folgenden wollen wir uns mit dem Fall eines Fixpunktes p mit einem Eigen-
wert -1 von D f(p) beschiftigen (dieser Fall existiert nicht fiir Gleichgewichts-
punkte) und auch den Fall zweier komplex konjugierten Eigenwerte noch néher
betrachten.

Die Flip Bifurkation Bifurkationen eines Fixpunktes mit Eigenwert -1 hei-
Ben Flip Bifurkation oder auch subharmonische Bifurkation oder Periodenver-
dopplung (period doubling bifurcation). Wir betrachten hier nur eindimensio-
nale Abbildungen f, : R — IR, wobei p ebanfalls ein eindimensionaler Pa-
rameter ist. Ein Bifurkationsproblem im RR™ lésst sich mit Hilfe des Zentrums-
Mannigfaltigkeit-Theorem auf das hier betrachtete zuriickfithren. Den folgenden
Satz geben wir ohne Beweis an:

Satz 5 Sei f, : R — R eine von einem Parameter p abhingende Familie
von Abbildungen, so dass f,, einen Fizpunkt xo mit Eigenwert -1 besitzt. Des
weiteren gelte:

X

af 82 9?2 af
(F1) (555 +2554) = 5F

52
Oxdu 2

. 9 .
— (% — 1)88965; #0 in (20, po)

Q)

(F2) a = (3557 + 5(%4) # 0 in (20, o)
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Dann gibt es eine glatte Kurve von Fizpunkten von f,, durch (xo, po), de-
ren Stabilitit sich in (xo, po) umkehrt. Des weiteren gibt es eine glatte Kurve
durch (xo, o), so dass v — (xo, o) eine Vereinigung von Orbits mit Periode 2
ist. v entfernt sich quadratisch von R X {po}-

Die sekundire Hopf Bifurkation Wir betrachten nun Bifurkationen einer
Abbildung R? — IR?, die von einem Parameter abhéngt und deren Lineari-
sierung in einem Gleichgewichtspunkt zwei komplex konjugierte Eigenwerte A,
X besitzt, das Analogon zur Hopf Bifurkation fiir Gleichgewichtspunkte eines
Systems (1). Den folgenden Satz geben wir ohne Beweis an:

Satz 6 Sei f, : R? — R? eine einparametrige Abbildung Familie von Abbil-
dungen, die ein glatte Familie von Fizpunkten xo(p), mit Eigenwerten X\, X mit
Re(\) = 0, besitzt. Des weiteren gelte:

(SH1) |A(uo)| =1, aber M (uo) # 0 fiir j =1,2,3,4
(SH2) £ (Apo)]) = d £0.

Dann gibt es eine glatte Koordinatentransformation h, so dass der Ausdruck von
h fuff1 in Polarkoordinaten die Form

hfh=(r,©) = (r(1 +d(p — po) + ar?),© + ¢+ br?)+ Terme hiherer Ordnung
hat.

Wenn zusdtzlich

(SH3) a #0,

dann gibt es eine 2-dimensionale Fliche ¥ C R? x R, die sich quadratisch von
der Ebene R? x {uo} entfernt und unter f infariant ist. Wenn ¥ N (R? x {u})
mehr als ein Punkt ist, dann ist es eine einfache geschlossene Kurve.

Bemerkung Die Bedingung N (o) # 0 fiir j = 1,2,3,4 in (SH1) ist nétig um

das Auftreten von Resonanztermen bis einschlieflich 3. Ordnung auszuschlie-
Ben. Das ist zur Transformation auf Normalform notwendig.

11



