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Grundlegendes

Es sei im Weiteren M immer eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit.

Definition 1. Fiir eine r mal stetig differenzierbare Abbildung f : M — M sei

I£l:=sup{D* f(@)llc | lal<r, xeM} (1)

wobel a = (a1, . .., a,) einen Multiindex nicht negativer ganzer Zahlen bezeich-
net und |a| = a3 + - + ap.
Dies ist eine Norm auf C"(M) und heifit die C"-Norm.

Bei der betrachtung von C"-Diffeomorphismen werden wir im Folgenden im-
mer die C"-Topologie zugrundelegen. Eine ,kleine* Storung ist eine C"-nahe
Abbildung, die ebenfalls Diffeomorph ist.

Auflerdem wird immer r > 2 angenommen.

Definition 2. Sei f: M — M ein diffeomorphismus. Ein periodischer Punkt p
der Periode n von f heiBt dissipativ, wenn |det(D f"(p))| < 1.

Ausgangssituation

Wir betrachten einen Diffeomorphismus f : M — M (z.B. eine Poincaré-
Abbildung), der eine hyperbolische Menge A der Dimension Null besitzt. W*(A)
und W"(A) sind lokal das Produkt einer Cantormenge mit einem Intervall.

Ferner nehmen wir an, es gebe einen Schnittpunkt tangentialer Beriihrung
zwischen W®(A) und W"(A), d.h. einen punkt, den eine Kurve in W"(A) und
eine Kurve in W*(A) durchlaufen und in dem diese Kurven die gleiche Tangente
besitzen.

Wir wollen nun untersuchen, wie sich kleine Stérungen des Systems aus-
wirken, durch die, wenn wir Abbildung 1 als Modell betrachten, die stabile
Mannigfaltigkeit in vertikaler Richtung verschoben wird. (Lokal und bis auf Ko-
ordinatentransformationen sind das alle Stérungen!)

Der spezielle Punkt tangentialer Beriihrung bleibt unter Stérungen nicht er-
halten. Und bei diskreten Mengen von Kurven wiissten wir, dass fiir hinreichend
kleine Stérungen auch keine neuen Tangentialschnitte entstehen. Wir werden
aber sehen, dass dies bei Cantormengen u.U. nicht zutrifft.
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Abbildung 1: Tangentialberiihrung der stabilen und unstabilen Mannigfaltigkei-
ten

Dichte von Cantormengen

Wir konnen eine Cantormenge I' C R schreiben als I' = R\ |J;2_, U;, sodass
U_s, U_; die unbeschrinkten Zusammenhangskomponenten von R\ I" sind und
die iibrigen U; paarweise disjunkte offene Intervalle. _

Die U; sind die Licken von I' und die Mengen C; :=R \ Uf;iQ U, (j>0)
sind eine definierende Folge von T'.

Die Zusammenhangskomponenten von C; sind abgeschlossene Intervalle, die
wir Briicken nennen. Jedes U; ist ein Teilintervall einer Briicke B; von C; und
teilt diese in zwei Briicken B} und B} von Cj 1.
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Abbildung 2: Definierende Folge einer Cantormenge

Wir bezeichnen die Linge eines Intervalls I mit |I| und definieren:

7>0

() = nt {121 12 @)
U517 105
Damit definieren wir die Dichte 7(I") von I' durch
(D) :=sup{7({C;}) | {C;} ist definierende Folge von I'} (3)



Satz 1. Seien I'1 und I's zwei Cantormengen in R. Ist

T(Ih)-7(l2) > 1 (4)
und liegt weder I'y ganz in einer Liicke von I's noch I'y ganz in einer Liicke von
T'1, dann ist Ty N Ty # (.
Beweis. Wihle definierende Folgen {C;} von I'y, {D;} von I'y, so dass

F({C}) -#({Di}) > 1 (®)

Es ist Co N Dy # (), denn andernfalls lige I'; in einer der unbeschrinkten
Liicken von I's und umgekehrt.

Wir zeigen induktiv, dass C; N D; # @ fiir alle i+ > 0. Da diese Mengen
kompakt sind und C; N D; D C;y1 N D;1q, folgt daraus I’y N Ty # ().

Sei Ci n Di 75 @
Seien B und B? Briicken von C; und D;, so dass BN B2 # (). Sei B*\U; =
B'NCiyq und B2\ V; = B2N D; 1. (U;, V; diirfen leer sein)
Es sind zwei Fille zu betrachten:

1. B' ¢ B? oder umgekehrt. (E B! c B?
Angenommen (B \ U;) N (B%\ V;) = 0.
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Abbildung 3: Fall 1

Dann ist B' C V; Fiir eine der Liicken W von C;, die an B! grenzen (E sei
es die Linke), gilt

1B _ .
T = TG} (6)
= TG
und fiir die linke Komponente B?' von B2\ V; gilt
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Daraus folgt
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Dit1NCipr # 10 (11)



II. B\ (B'NB?) # () und B?\ (B* N B?) # (. (Eenthalte B' einen Punkt
links von B2

Dann liegt der rechte Randpunkt von B! in B2 und der linke Randpunkt
von B? in Bl.
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Abbildung 4: Fall 2

Sei B'* die rechte Komponente von B! \ U; und B? die linke Komponente
von B2\ V;. Es gilt

|BY]

> 7({C; 12
o 2 e (12)
‘BQI‘ .
> 7({D; 13
2 DY) (13)
|Blr| ‘lel
Vil (
Darum ist ausgeschlossen, dass B™ C V; und B C U;.
Es folgt
(B2\ V)N (B'\U;) #0 . (15)
O

Die stabile und die instabile Dichte

Zu W*(A) und W"(A) sind Dichten 75(A), 7%(A) assoziiert, die wir nun definie-
ren wollen:

Wiéhle y € A und eine Kurve v transversal zu W"(y) mit v(0) = y. Wir
definieren

™(y,v,A) = 11;1% sup{7(I)|" ist Cantormenge in v|(_,) NW"(A, f)}  (16)

Newhouse [2] zeigt, dass 7" (y,~y, A) sowohl von v als auch von y unabhingig
ist. Somit konnen wir 7"(A) schreiben.

Zudem zeigt Newhouse, dass 7%(A) > 0 ist und sich unter C2-Stérungen von
f stetig dndert.

Diese Definitionen und Sétze gelten analog fiir 75(A).

Somit folgt aus Satz 1:

Folgerung 1. Hat ein Diffeomorphismus f : M — M eine hyperbolische Menge
A mit

T5(A) - TA) > 1 (17)
und gibt es einen tangentialen Schnittpunkt von W3(A) und W¥(A), dann gibt
es ein € > 0, so dass alle C? e-Storungen von f hyperbolische Mengen nahe A
besitzen, deren stabile und instabile Mannigfaltigkeit sich tangential schneiden.



Definition 3. Sei f € Diff" M. Eine hyperbolische Menge A von f heifit wild,
wenn es eine C"-Umgebung N von f gibt, sodass fiir alle g € N ein tangentialer
Schnittpunkt zwischen W"(A(g)) und W*(A(g)) existiert.

Konstruktion wilder hyperbolischer Mengen

Weiter zeigt Newhouse, dass bei einem diffeomorphismus f, der eine homokline
tangentialberiithrung zu einem dissipativen hyperbolischen Sattelpunkt p mit
Eigenwerten p < 1 < A < p~! besitzt, durch beliebig kleine Variationen wilde
hyperbolische Mengen entstehen kénnen.

Wir betrachten hierfiir den Punkt ¢ der ,letzten® Tangentialberiihrung bevor
ein Hufeisen entsteht, das p enthilt. (s. Abbildung 5)

Es gebe einen Punkt ¢, in dem W*(p) und W"(p) sich transversal schneiden.
Dies ist keine Einschrankung, da wir einen solchen durch stérung von f nahe
t erzeugen koénnen. Dann gibt es eine hyperbolische Menge A; nahe dem Orbit
von ¢, die von Smales Theorem beschrieben wird. A; hat eine instabile Dichte
7Y(A1), die unter Stérungen von f anndhernd konstant bleibt.

Nun wollen wir durch stérung von f nahe t eine hyperbolische Menge As
schaffen mit

(1) 78(A2) - ™(Aq) > 1

(2) W3(A2) N WY (A1) und W"(A2) N W®(A;) besitzen transversale Schnitte
aulerhalb von A; U As.

(3) W3(A2) und W"(A2) schneiden sich in einem Punkt tangential.

(1): Wir betrachten das Bild eines kleinen Rechteckes R, das an W*(p) anliegt,
und um den Punkt ¢ zentriert ist.

Fiir grofie n liegt f™(R) nahe an W"(p) und dehnt sich weit entlang W"(p)
aus, wodurch es nahe an ¢ kommt. Fiir n — oo wollen wir f™(R,,) untersuchen,
wobei R,, C R ein Rechteck ist, dessen Bilder nahe an W"(p) N R liegen.
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Abbildung 5: Homokline Tangentialberiihrung



Abbildung 6: f*(R,) N R, und f~1(f"(R,) N R,)

R, erstreckt sich entlang W®(p) iiber die linge von R und hat eine zu W*(p)
normale ausdehnung proportional zu A~™. Die Breite von f"(R,) in zu W"(p)
normaler Richtung sowie der Abstand zu W"(p) sind proportional zu p™. Die
Breite von f"(R,;,) relativ zur Hohe von R,, strebt also gegen Null, da pA < 1.

Newhouse [2] zeigt fiir quadratische Tangentialberithrungen (d.h. Schnitt-
punkt mit gleicher Tangente aber unterschiedlichen Kriimmungen) durch sorgfilti-
ge Abschéitzungen, dass man n, R, so wihlen kann, dass f~" (Rn N f"(Rn))
zwei horizontale streifen sind, deren Hohen in der Summe beliebig nahe an die
Hohe von R,, herankommen.

Daraus kann man folgern, dass f™ eine invariante Menge A™ mit grofier
stabiler Dichte besitzt. Um zu zeigen, dass A" hyperbolisch ist, sind Sekto-
rabschéitzungen nétig, die dadurch erschwert werden, dass die Streifen R™ N
f™(R,) Rénder besitzen, die anndhernd tangential an den Rand von R,, wer-
den.

Dass eine quadratische Tangentialberithrung vorausgesetzt wird, ist dabei
keine Einschréankung. Dies kann durch beliebig kleine Stérungen immer erreicht
werden.

Guckenheimer und Holmes [1] geben eine alternative Konstruktion an. Da-
bei benutzen sie, dass fiir n — oo f™ gegen eine grenzabbildung h von Rang 1
konvergiert, wenn wir die Koordinate normal zu W®(p) nahe ¢ mit A" reska-
lieren.

Unter einer geeigneten Zusatzvoraussetzung, kann man nun zeigen, dass klei-
ne Stoérungen von h hyperbolisch sind, und dass die stabile Dichte dabei beliebig
grofy wird.

Ferner zeigt man, dass sich diese Eigenschaften auf f™ iibertragen fiir hin-
reichend grofle n.

fiir hinreichend groie n kann man also eine Storung von f finden, sodass
f™(R,) eine hyperbolische Menge Ao C R,, von grofler stabiler Dichte besitzt.
Dabei koénnen wir es auch einrichten, dass W*(Az) und W"(A;) sich tangential
schneiden.

Damit erreichen wir Eigenschaft (1).

(2): In der Néhe von ¢ liegen die Kurven in W"(A3) und W®(Az) nahe bei
W"(p) bzw. W*(p). Da p € A; ist und Ay auf der gleichen Seite von W*(p) liegt
wie A1, erhalten wir die geforderten transversalen Schnitte.

(3): Die Erzeugung von tangentialberiihrungen zwischen W*(A2) und W*"(A3)
konnen wir uns anhand von Abbildung 7 vorstellen als eine Stérung, die das Bild
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Abbildung 7: Das Auffinden transversaler Schnitte

f™(R) ,hoch schiebt*.

Der niichste Schritt in der Konstruktion ist eine Verallgemeinerung des Satzes
von Smale [4, 5]. Unter Verwendung der transversalen Schnitte (2), finden wir
eine hyperbolische Menge A3 D Ay U Ao, fiir die 73(A3) - 7%(A3z) > 1 gilt.

Folgerungen

Ein anderes Resultat, dass wir hier nicht beweisen wollen lautet:

Satz 2. Sei p ein dissipativer periodischer Punkt von fo, o(p) :={f™(p)} der
Orbit von p, und es gebe einen tangentialen Schnittpunkt © von W*(o(p)) und
W (o(p))-

Fiir jede Umgebung U wvon x und jede Umgebung N wvon f existiert ein
Diffeomorphismus g € N, der einen anziehenden periodischen Orbit o(q) mit
q € U besitzt.

Beweis. Siehe [3], Lemma 8.2. O

In verbindung mit der Konstruktion wilder hyperbolischer Mengen, liefert
uns dies diffeomorphismen mit unendlich vielen anziehenden Orbits.

Dazu beginnen wir mit fy und stéren zu einem nahen f; mit einer wilden
Hyperbolischen Menge. Newhouse [3] zeigt, dass f1 gestort werden kann zu
einem fo mit einer tangentialen Beriihrung zwischen der stabilen und instabilen
Mannigfaltigkeit eines Punktes.

Er nutzt dafiir die dichtheit von periodischen Orbits in A3, um einen periodi-
schen Orbit zu finden, der zwei Punkte nahe denen, deren stabile und instabile
Mannigfaltigkeiten sich tangential schneiden, enthélt.



Nun stort er fo zu einem nahen f3 mit einem stabilen periodischen Orbit. Die
wilde hyperbolische Menge A3 wird bei der stérung von f1 zu f3 nicht zerstort.

Es gibt also ein € > 0, so dass C? e-Stérungen von f3 einen stabilen periodi-
schen Orbit und eine wilde hyperbolische Menge besitzen.

Durch Iteration mit fallendem e bekommen wir unendlich viele anziehende
periodische Orbits. Formulieren wir das Resultat in folgendem Satz.

Satz 3. Sei p ein dissipativer hyperbolischer Sattelpunkt eines C™ diffeomor-
phismus f von M. Und es gebe einen punkt po, in dem W*(p) und W?(p) sich
tangential schneiden. ~

Dann gibt es beliebig C™ nahe f einen Diffeomorphismus f, der eine wilde
hyperbolische Menge nahe dem Orbit von py und unendlich viele stabile periodi-
sche Orbits besitzt.

Wenn wir nun Familien {f,} von Diffeomorphismen betrachten, die fiir einen
Parameter o tangentialschnitte zwischen der stabilen und instabilen Mannig-
faltigkeit eines dissipativen Sattelpunktes (oder periodischen Orbits) besitzen,
konnen wir damit rechnen, dass fiir Parameterwerte nahe pg unendliche Mengen
anziehender Orbits auftreten.

Es gibt einige Beispiele von Systemen, fiir die tangentialberiihrungen nach-
gewiesen werden konnen. So etwa in der Duffing-Gleichung.

In diesen Beispielen liefert die Newhouse-Konstruktion anziehende periodi-
sche Orbits von sehr groBen Perioden aber mit sehr kleinen anziehungsgebieten.
Darum sind solche Orbits vermutlich im Experiment unbeobachtbar und wahr-
scheinlich kénnen auch numerisch nur ein paar solcher Orbits gefunden werden.
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