Prof. Roland Gunesch Sommersemester 2005

Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in dynamische Systeme

Losungen zu Blatt 7

Aufgabe 1:
a) Zeigen Sie:

dan(a,w) = Z A1y — wil
i€z
ist fiir jedes A > 1 eine Metrik auf der Menge 2y aller zweiseitigen Symbolsequenzen
tiber dem Alphabet {0,1,..., N —1}.
Losung: d, y ist offensichtlich symmetrisch. Klar ist auch, dass dj y (o, a) = 0.

Sei nun d) y(o,w) = 0. Dann sind alle Summanden Null und somit gilt o;; = w; fiir alle 4,
alsoist a = w.
Wegen der Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen (hier sogar ganze Zahlen)

i — wi| < ey — 0] + |60; — wil

folgt durch Multiplikation mit A~/ und Aufsummieren tiber i die Dreiecksungleichung
fur d AN
dy (o, w) < dyn(a, 0) +dyn(0,w).

b) Zeigen Sie: Fiir alle A > 2N — 1 ist fiir jede Wahlvona_,,,...,«a, € {0,1,..., N — 1} der
Zylinder Z,, , ., ={w €Oy w_,=0a_,,...,w, = a,} C Qy ein offener Ball mit Radius
A7 in Qy beztiglich der Metrik d y.

Losung: Sei zundchst a,w € Z, , _,,. Dannist fiir A > 2N — 1:

dyn(a,w) = Z)\_li||%‘—wz‘|

€7
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iE€EZL, i>n
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iE€EZL, i>n
< 2AN-1) ) A
€N, i>n
= 2(N - 1))\—(n+1);
1—-1/A
= 2(N — 1));@“)#
A—1
< AT

Die Bedingung A > 2N — 1 wurde im letzten Schritt benutzt.
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Seinuna € Z, , o, undw & Z,
Also ist |a; — w;| > 1 und somit

dov(a,w) = Y A e —w

1E€EL

a,- Dann gibt es ein j mit |j| < n, so dass o; # w;.
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AWy — ]
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c) Zeigen Sie: Fiir A > N ist der Zylinder Z,, ., C Q¥ ein offener Ball mit Radius \™"
beziiglich der Metrik dy y(,w) := 37,y A" | — wi| auf der Menge QF aller einseitigen
Symbolsequenzen iiber dem Alphabet {0,1,..., N — 1}.

Losung: Das ist fast dieselbe Rechnung wie in der vorigen Aufgabe. Wenn o, w € Z,,
dann ist fiir A > N:

dv(a,w) = Z)‘fqa
1€Ng

= Z A"y — wy

€N, i>n

< Zx@ —-1)

€N, i>n
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= (N = 1A D)

< AT

Die Bedingung A > N wurde wieder im letzten Schritt benutzt.

Seinuna€ Z, , o,undw & Z, .  a..
a; # w;. Also ist |a; — w;| > 1 und somit

Dann gibt es wieder ein j mit 0 < j < n, so dass

ZA i — wil

i€Np
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Ay — |

AT
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Aufgabe 2:
a) Zeigen Sie: Fiir den Shift-Operator o, der durch (o(w)),, = w,11 definiert ist, gibt es
iiberabzéhlbar viele nichtperiodische Punkte w € Q mit w; = 0 fiir alle i gerade.

Losung: Es gibt endlich viele periodische Punkte von des Shift-Operators mit Periode n €
N, also abzidhlbar viele periodische Punkte beliebiger Periode. Aber ) ist tiberabzdhlbar
(siehe auch die Aufgabe zur Cantor-Menge auf Aufgabenblatt 3).

Wenn wir nur diejenigen w € OFf betrachten mit w; = 0 fiir alle ¢ gerade, dann sind das
immer noch tiberabzihlbar viele.

b) Geben Sie explizit ein solches w an.
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Losung: Z.B. folgendes w: Fiir alle ¢ gerade setzen wir natiirlich w; = 0. An die Stellen
1=1,3,5,7,... setzen wir (von links nach rechts) erst eine Ziffer 0, dann eine 1, dann zwei
Ziffern 0, dann eine 1, dann drei Ziffern 0, dann eine 1, usw. Dieses w ist nicht periodisch,
da die Liicken zwischen den Ziffern 1 beliebig lang wird.

Aufgabe 3:
Finden Sie fiir jedes n € N die Zahl der periodischen Punkte der Periode n des Shift-
Operators o auf der Menge X = {w € Q = (2 : w; = 0 fiir alle ¢ gerade}.

Losung: Sei p,, die gesuchte Zahl. Fiir n ungerade kommt nur w = 0 in Frage. Fiir n gerade
ist die Zahl gleich der Zahl der periodischen Punkte der Periode 3 des Shift-Operators auf

der ganzen Menge , also 2("/?). Also ist

)1 fiir n € 2N
Pn= Y90/ figrn e ON + 1.

Aufgabe 4:
Sei GG die G-formige Hufeisen-Biiroklammer

(3z—2,%42)  fire >2/3

auf dem G-invarianten Cantor-Staub A = C' x C' = (,.; G([0,1]?). Sei h : Q@ — A die
Konjugation zwischen G und dem Shift auf (), definiert durch w — h(w) :=,c, G (Vi,.,.),

wobei Vy = [0,1] x [0,1Jund V; = [£,1] x [0,1].

Y .. <
G:A—A, Gluy) = {(3% 5) fiar - < 1/3

Finden Sie n € Ny und einen Zylinder Z,, , ., C Q mit h(Z, , .,) = AN R, fiir das
Rechteck R =[S, 7] x [0, 1] .

9 ’3

Tipp: Wenn z € |2, I] und y € [0, 5], welche Ziffern von z, y sind dann in der triadischen
Darstellung festgelegt?

Losung: Wenn z € |2, I], dann ist in der triadischen Darstellung

x=020...
und wenn y € [0, 1], dann gilt in der triadischen Darstellung, dass
y=0.0....

Es sind also 2 (Nachkomma-)Ziffern von = und eine von y festgelegt. Insgesamt ist also
der Zylinder Z durch 3 Ziffern bestimmt. Diese konnte man schon durch Ausprobieren
finden (8 Kombinationen) oder durch folgende Uberlegung:

e Das Bild von V; unter G ist [0,1] x [0, £],
e das Bild von V; unter G° = idist V; = | X
e das Bild von V;, unter G~ ist ([0, §] x [0,1]) U
Also ist
R=G' (Vo) NG (Vi) NG~ (Vo).
Mit anderen Worten:
R= () G"(W,)

neZ,|n|<1



mit

Ww_1 = 07
Wo = 1,
W1 = 0.

Damit gilt

AN R= {ﬂ G "(V,,): wFortsetzungvonw_1 =0, wp =1, wy = 0} .
neZ

Also ist der gesuchte Zylinder gleich

ZW_17 wo, w1 mit Ww_1 = 0, Wy = 1, W1 = 0.



