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Notation

G zusammenh#ngende kompakte Lie-Gruppe

g Lie-Algebra von G

|4 G-Darstellung

§a D exp(té)z|—o fir { €g, z €V

w G-invariante symplektische Form auf V'

H:V - R glatte Funktion (die Hamiltonfunktion)

Xu Hamiltonsches Vektorfeld definiert durch DH (z) = w(-, Xg(x))

J:V — g* TImpulsabbildung, mit J¢ := (J(-),¢) fiir £ € g gilt DI*(z) = w(-, &)

Die Gleichung definiert die Impulsabbildung J bis auf eine Konstante, die
fiir kompakte Gruppen so gewahlt werden kann, dass J dquivariant beziiglich
der coadjungierten Darstellung auf g ist. J ist konstant entlang jeder Trajektorie
v von Xpg, d. h. t = J((t)) ist konstant.

Definition 1. = € V heifit relative Ruhelage, falls die Trajektorie zu Xy von x
im G-Orbit von z liegt.

x ist genau dann eine relative Ruhelage, wenn es ein £ € g mit Xy (z) =&,
gibt. Diese Gleichung ist dquivalent zu

D(H — J%)(x) = 0.

¢ wird dann auch als Geschwindigkeit von = bezeichnet, wobei die Geschwin-
digkeit im Allgemeinen nicht eindeutig ist: Die Summe mit einem beliebigen
Element aus der Lie-Algebra g, von G ist ebenfalls eine Geschwindigkeit von
x.

1 Torusdarstellungen

Wir untersuchen nun den Fall G = 7" := R" / 77, insbesondere am Beispiel n =
2. Die Lie-Algebra ist dann t* = R™ und die Exponentialabbildung exp t* — T
ist durch die Projektion R™ — R" /7n gegeben.
Die irreduziblen Darstellungen 7™ iiber C sind eindimensional und von der
Form
exp(€) = ¥ mit () = (a, £), aeZ”



(mit dem Standardskalarprodukt (-, -) auf R™). Dazu erhélt man entsprechende
symplektische Darstellungen C, auf R? = C mit w = (-,i-).

Fiir die Darstellungen V' = C, sind alle Punkte relative Ruhelagen. Wir
betrachen nun Darstellungen von 72 der Form C, @& Cgs mit linear unabhéngigen
a und §. (Falls n > 2 wird der Kern der Darstellung ausgeteilt.) Die Impuls-
abbildung fiir C, @ Cp setzt sich aus den Impulsabbildungen fiir C, und Cg
zusamimen:

Auf C, gilt

DI¢(2) = w(-, &) = (-1 2mia(§)z) = —2ma(€)(, z).

Also ist J(z) = —7|x|?a eine mogliche Impulsabbildung. Entsprechend ist auf
C, @ Cp die Abbildung

CQ@C5—>f2

T =Ty +TgH> —W(\xa\Qa + |$5|2ﬁ)

eine Impulsabbildung. Da « und § linear unabhéingig sind, wird der Impuls
J(x) also eindeutig durch die Werte |z,|* und |z5|> bestimmt. Somit sind die
Mengen mit demselben Impuls genau die T2-Orbits. Da der Impuls entlang von
Trajektorien konstant ist, sind also alle Punkte relative Ruhelagen, unabhéngig
von der Hamiltonfuktion H. (Entsprechendes gilt fiir 7™ und linear unabhéngige
A1,y Qp)

Als niichstes betrachten wir eine beliebige T2-symplektische Darstellung V/
und suchen nach relativen Ruhelagen nahe 0, also nach Losungen (z, &) € V x t2
der Gleichung

D(H — J%)(z) =0,

fiir « in beliebig kleinen Umgebungen von 0. Aus dem Satz tiber implizite Funk-
tionen folgt als notwendige Bedingung fiir die Existenz von relativen Ruhelagen
mit Geschwindigkeit nahe £ in der Ndhe von 0, dass

D*(H — J¢)(0)

einen nicht-trivialen Kern hat. Wir untersuchen also die Menge der ¢ € 2, wel-
che diese Bedingung erfiillen, dabei beschrinken wir uns auf generische Fille:
Nach der Normalformentheorie aus [DM93] gibt es eine Basis, beziiglich der
DX (0) in Jordanblocke zu den reellen Anteilen der Summen von verallgemei-
nerten Eigenrdumen der komplexen Eigenwerte u, —u, i, —p zerfillt, so dass
diese Summen von Eigenrdumen w-orthogonal zueinander stehen. Uns interes-
sieren nur die Rdume zu rein imaginiren Eigenwerten. Man kann leicht zeigen,
dass im generischen Fall keine Jordankéstchen auftreten. Fiir diesen Fall wird
in [DM93] gezeigt, dass der reelle Anteil der Eigenrdume zu +ai, a € RR \ {0}
in symplektisch irreduzible T?-Darstellungen zerfillt, die als komplexe Vektor-
rédume aufgefasst werden konnen, auf denen DXy (0) durch Multiplikation mit
einem der Faktoren +ai operiert und auf denen es ein invariantes Skalarprodukt
gibt, so dass w der Form (-,i-) entspricht. Ohne Einschrinkung sei der Faktor
gleich a. Jeder dieser Rdume ist also von der Form C, und
D?H(0)|c, = iDXy(0)|c, = —al

a



ein Vielfaches der Identitit. Fiir die Impulsabbildung auf C, gilt D?J(x) =
—2mal. (Hier wurde jeweils die quadratischen Formen und die darstellende Ma-
trix identifiziert.) Der Kern D?(H — J¢)(0) ist genau dann nicht trivial, wenn
fiir ein solches C,, die Gleichung 27«(§) = a erfiillt ist, in diesem Fall liegt C,,
im Kern. Die Menge der Losungen ¢ € t? dieser Gleichung bildet eine Gerade
parallel zu ker ae. Falls £ in genau einer solchen Geraden enthalten ist, kann man
mit Uberlegungen wie im letzten Vortrag oder mit dem #quivarianten Moser-
Weinstein-Satz aus [MRS88] zeigen, dass die relativen Ruhelagen nahe 0 mit
Geschwindigkeiten nahe £ einen Zweig aus periodischen Losungen bilden. (Sie
liegen im Fixraum zu T, = kerd,, der aus den symplektisch irreduziblen T2-
Unterdarstellungen von V' der Form Cg besteht, fiir die 5 ein (rationales) Viel-
faches von « ist.) Interessant ist also, ob man fiir ein 7 im Schnitt von zwei
solchen Geraden zusétzliche Losungen erhélt. Wir nehmen dabei an, dass sich
nur nicht parallele Geraden schneiden. Es sei also

ker D*(H — J")(0) = C, & Cs =: Vg

mit linear unabhiingigen a und . V; sei ein T2-invariantes Komplement zu V;.

Sei h(v,&) = H — J%(v). Mit dem Lyapunov-Schmidt-Verfahren oder dem
Splitting Lemma (vergleiche [MR-O15] oder sieche Anhang) erhilt man einen
invarianten Keim ¢ : V5 x> — R und einen dquivarianten Keim vy : Vo xt2 = 1}
in (0,¢), so dass

Dy h(vo +v1(vo,§),&) = 0 < Dy,g(vo,§) =0

und so dass die Ableitungen von der Einschrinkung von h auf Vy x t? und von
g in (0,¢) bis zur 2. Ordnung iibereinstimmen. Wihlt man die von der C*-
Topologie induzierte Quotiententopologie auf der Menge der Funktionskeime in
(0,€) auf Vy x 2, dann liegen in jeder offenen Menge keiner der beiden Keime
oder beide (die Topologie ist also nicht Hausdorffsch).

Daher liegt es nahe, zu erwarten, dass die Losungen zu Dy, g(vo, &) = 0 sich
dhnlich verhalten wie die Losungen zu Dy h(vg, £) = 0 und insbesondere, dass es
zusitzlich zu den periodischen Losungen eine (reell) vierdimensionale Mannig-
faltigkeit von relativen Ruhelagen gibt. Die Vermutung wird durch folgende Be-
obachtung gestiitzt: Da h|y; ¢ eine T%-invariante Funktion ist, liegt Dy, h(z, €)
fir € V im Annihilator ann(t?z) von t?x. Die ¢-Ableitung von Dy, h(z,§) in
einem Punkt 2 = 24 + 23 € C, @ Cg mit 0 # x4 € Cy,0 # x5 € Cp ist

DeDhy, (z,€) = DeDJ(z) : € — ann(2) C V7
§ = —2ma(&)( Ta) — 27B(E)(- =p).

Da ann(t?z) 2-dimensional ist und « und A3 linear unabhiingig sind, ist diese
Abbildung invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es auch
fiir jede Abbildung A nahe Dhly;, von Vg x t? nach ann(t?r) genau ein £ = £(A, z)
mit A(§,z) = 0.

Auf die Ableitung von g ist dieses Argument aber nicht direkt anwendbar, da
g nur ein Keim in 0 ist und 0 in C,, und Cg enthalten ist. Solche Probleme lassen
sich mit der Theorie zur Transversalitit zu Whitney-Stratifizierungen l6sen. Auf
dieser Theorie baut die Theorie von dquivarianter Transversalitit auf, die wir
im Folgenden auf das Problem anwenden:



Wir betrachten R und 2 = R? als triviale T2-Darstellung und priifen auf
dquivariante 1-Jettransversalitit (Die Begriffe werden hier wie in [Fie07] ver-
wendet. Die Theorie zur Jettransversalitit stammt aus [Bie76]):

Jede T?-invariante glatte Funktion auf V{ x t? lisst sich als Funktion von

o> 75 und & € £ schreiben, wobei 13 = |24|* und 73 = |zg|? fiir © = x4 + 25 €

ri,
Co ®Cpg. Die partiellen Ableitungen 9, dg bezeichnen die Ableitungen nach r%

bzw. r% einer invarianten Funktion, aufgefasst als Funktion von r[% und r%.
Es sei

9 Vo xR = Vi + V)
Wz, t) = t12q + tazs

und ¥ = 971(0). X hat als algebraische Menge eine kanonische Whitney-Stra-
tifizierung, also eine ausgezeichnete Zerlegung in Mannigfaltigkeiten mit Eigen-
schaften, die ermoglichen, die Sétze aus der Transversalitdtstheorie auf diesen
Fall zu iibertragen. Eine Abbildung ist transversal zu X, falls sie transversal zu
jedem Stratum ist.

Fiir die Funktion

Th: Vo x £ =V x R?
Fh(i,é) = (I,a(,h(x,f),aﬁh(l',f))

gilt dann ¥ o I'y, = Vh.

In diesem Fall ist i genau dann T2-1-jettransversal zu 0 € Vy in (0, ), wenn
I'j, transversal zu X ist.

Wir zeigen nun, dass die Einschrankung von h auf V x 2 fiir jedes £ € g in
(0,&) T2-1-jettransversal zu 0 ist.

Da fiir (z,£) € W

h(z,€) = H(ra(z),rj(x)) = J*(ra(2), r3(2))
= H(r(2),r5(2)) — m(rd (@)a(§) + r3(2)8(£))

gilt, ist die £&-Ableitung von I'j, unabhéingig von Hamiltonfunktion und es ergibt
sich

Dedah(z,€) = Do (r2,13) = —ma,
Dedsh(z, &) = De0pd(r2,rj) = —7p3.

Da o und f3 linear unabhéingig sind, ist also D¢I',(0,£)t? = {0} x R?. Das Bild
der totalen Ableitung DI',(0,&) ist also der ganze Raum V, x R2. Daher ist
hlvyxg immer T2-1-jettransversal zu 0 € Vg in (0,€). Aus der dquivarianten
Transversalitdtstheorie folgt, dass auch fiir den Keim g gilt, der beziiglich der
C?- Quotiententopologie in jeder offenen Umgebung von hly, x4 enthalten ist,
dass g in (0, xi) T?-1-jettransversal zu 0 ist. AuBerdem gibt es einen Aquivari-
anten Homoomorphismus, der die kritischen Punkte von g und h aufeinander
abbildet. Insgesamt folgt, dass es in V eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit
von relativen Ruhelagen mit Geschwindigkeit nahe £ gibt.

Analog kann man fiir T"-Darstellungen fiir beliebige n argumentieren, wenn
die Bedingung erfiillt ist, dass ker D2(H — J¢)(0) fiir alle ¢ € LT™ aus Summen
@, C,, fiir linear unabhéingige a; besteht. Das ist dquivalent dazu, dass in t" der
Schnitt von k der entsprechenden Hyperebenen der Form «;(§) = a; hichstens
die Dimension n — k hat. Das ist eine generische Bedingung an die Eigenwerte
von D2H (0).



2 Folgerung fiir G-Darstellungen allgemein

Fiir einen maximalen Torus T einer zusammenhingenden kompakten Gruppe
G gilt, dass es fiir jedes Lie-Algebra-Element £ € LG ein Element g € G gibt, so
dass Ad, € in der Lie-Algebra t von T enthalten ist. Um die relativen Ruhelagen
zu finden, reicht es daher, nach Losungen der Gleichung

D(H — J%)(z) =0

mit £ € t zu suchen. Eine G-invariante Funktion H ist insbesondere auch T-
invariant. Fiir jedes &, fiir das ker D(H — J¢)(0) eine Summe der Form ), C,,
mit linear unabhéngigen «; ist, kann man also mit der Argumentation von oben
die Existenz entsprechenden Mannigfaltigkeiten relativer Ruhelagen beweisen.
Allerdings ist diese Bedingung in diesem Fall nicht unbedingt generisch fiir alle
& erfiillt:

Die Normalformentheorie aus [DM93] liefert hier im generischen Fall eine
Zerlegung in symplektisch irreduzible G-Darstellungen, die als komplexe Vek-
torrdume aufgefasst werden kénnen, auf denen w = (-,i-) und D?H(0) = a1 mit
a € R\ {0} gilt. Diese irreduziblen G-Darstellungen lassen sich nun wieder in
irreduzible T-Darstellungen (Gewichte) zerlegen. Falls in einer der irreduziblen
G-Darstellungen ein Gewicht mehrfach auftritt, erhilt man zwangslaufig Kerne,
die mehrere Kopien dieses Gewichts enthalten. Fiir die Elemente £ € t aus den
entsprechenden Hyperebenen, ist die Bedingung also verletzt.

Fiir generische invariante Hamiltonfunktionen H gilt aber, dass die Bedin-
gung fiir alle anderen ¢ € t erfiillt ist. Man erhélt dann also Mannigfaltigkeiten
von relativen Ruhelagen zu den Schnitten von Hyperebenen zu nicht mehrfach
auftretenden Gewichten. Die G-Orbits der gefundenen relativen Ruhelagen zur
T-Wirkung bilden dann relative Ruhelagen fiir die G-Wirkung. Es kann dabei
passieren, dass man dabei die zuvor gefundenen periodischen Orbits erhélt. Ver-
mutung: Das passiert genau im Schnitt von Hyperebenen, die durch die Wirkung
der Weyl-Gruppe aufeinander abgebildet werden.

Anhang

Reduktion mit dem Splitting Lemma

Das Splitting Lemma ist eine Verallgemeinerung des Morse-Lemmas. Wir brau-
chen die hier die Version fiir G-invariante Funktionen. FEin Beweis fiir eine ent-
sprechende Version des Morse-Lemmas findet sich in [Ar76], dhnlich beweist
man die folgende Verallgemeinerung fiir parameterabhéngige Funktionen:

Lemma 2 (Aquivariantes Splitting Lemma). V und A seien G-Darstellungen,
f e C®(V x AR) sei G-invariant, (0, o) sei ein kritischer Punkt von f und
die Hessematriz von f(-,\) sei in O nicht-degeneriert. Dann gibt es einen G-
dquivarianten lokalen Diffeomorphismus um (0,\g) von der Form ¥(v,\) =
(1(v, A), A) so dass fo(v,\) = g(A) + Q(v), wobei Q die nicht-degenerierte
quadratische Form 1D%, f(0,0) und g eine glatte Funktion ist.

Mit dem Splitting Lemma lisst sich die Suche nach Losungen (v,7n) nahe
(0,€) der Gradientengleichung

Dy h(v,€) = D(H — J%)(v) = 0



auf eine Gradientengleichung einer durch ¢ € g parametrisierten Funktionenfa-
milie auf Vy := ker D2,h(0, ) fiir ein 1 € g zuriickfiihren:

Da 0 ein kritischer Punkt von H ist und D¢ (J¢)(0) = 0, ist (0,7) ein kritischer
Punkt von h. Vi sei ein invariantes Komplement von V4 in V. Mit

h(Ul,U(],f) = h(vl + U()?f)

fir v1 € Vi,v9 € Vp, € € g ist 0 € V7 ein nicht-degenerierter kritischer Punkt
von h(-,0,7n). Also gibt es einen lokalen Diffeomorphismus ¢ um (0, 0,7) von der
Form

Y(v1,v0,§) = (¥1(v1,v0,€),§),
so dass
ho(v1,v0,§) = g(vo,§) + Q(v1)-
Da (-, -, &) ein Diffeomorphismus ist, hat h(-, -, &) genau dann in (¢4 (v1, vo, £), vo)

einen ktitischen Punkt, wenn ho)(-, -, £) einen kritischen Punkt in (v1, vg) hat.
Letzteres gilt genau dann, wenn v; = 0 und vg kritischer Punkt von g(-, ) ist.

Topologie auf den Funktionskeimen

Wir betrachten im Folgenden die Quotiententopologie der C2-Topologie auf den

Funktionskeimen und zeigen, dass zwei Keime in 0 € V, deren Taylorentwick-

lungen 2. Ordnung in 0 {ibereinstimmen, in denselben offenen Mengen liegen:
Die C2-Topologie auf C?(V,R) ist von der Metrik

oo

||f*9||237(®
do(f,g) = 2" I,
2(f9) =Y 111 — b

n=1

induziert, wobei H'HZW die C2-Norm der Einschriinkung auf B, (0) ist.

Die Quotientopologie auf der Menge der Funktionskeime besteht genau aus
den Bildern von offenen Mengen unter der Projektion auf die Aquivalenzklassen.
Wir nehmen nun an, dass die Taylorentwicklungen 2. Ordnung der Funktionskei-
me f und g in 0 tibereinstimmen und dass f in einer offenen Menge U enthalten
ist. Dann gibt es einen Représenanten f von f, der in einer offenen Menge U
liegt, die auf U projeziert wird. Es sei B, (f) C U. Multipliziert man einen Re-
présentanten von h := f — g mit einer passenden glatten Abschneidefunktion,
erhiilt man einen Repriisentanten A von h mit HhH2 Booy < € fiir allen € N.

Dann ist § := f + h ein Repriisentant von ¢ mit der Eigenschaft d ( 1, g) <e.
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