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EINLEITUNG

In der Mathematik IT fiir Studierende der Informatik und Wirtschaftsinformatik
beschéftigen wir mit der linearen Algebra und Analysis. Die lineare Algebra be-
schiftigt sich unter anderem mit dem Losen linearer Gleichungssysteme und der
Matrizenrechnung. Die Analysis umfasst die Differential- und Integralrechnung.

Die Vorlesung richtet sich zum Teil nach dem Skript von Thomas Andreae [1] aus
dem Sommersemester 2014. Die Diskussion linearer Gleichungssysteme basiert teil-
weise auf dem Skript von Stefan Suhr [7]. Die anderen Biicher in der Literaturliste

stellen eine gute Erginzung dar.
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1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME UND MATRIZEN

Beispiel 1.1. Die Gleichung
20 —3 =5
ist eine lineare Gleichung in der Variablen z. Diese Gleichung lésst sich leicht
umformen zu der Gleichung
2x = 8.

Diese Gleichung ist dquivalent zu x = 4. Die Zahl 4 16st also die Gleichung.

Im Allgemeinen lésst sich eine lineare Gleichung in einer Unbekannten in der
Form
axr =1b
schreiben. Dabei ist « die Unbekannte bzw. Variable. Die Koeffizienten a und
b sind Elemente eines festen Korpers K.
Unsere Diskussion linearer Gleichungen und Systeme lineare Gleichungen bezieht
sich im Prinzip auf Gleichungen mit Koeffizienten in beliebigen Kérpern. Konkrete

Beispiele werden jedoch immer reelle Koeffizienten haben.

Beispiel 1.2. Die Gleichung
e —2y=1
ist eine lineare Gleichung in den zwei Variablen z und y. Wir bringen y auf die

rechte Seite und erhalten

2y =4x — 1.

Division durch 2 liefert )
=2r— —.

Y T B

Losungen dieser Gleichung sind alle Paare (z,y) der Form

1
t,2t — =

wobei der Parameter t eine reelle Zahl ist. Die Losungsmenge der Gleichung ist

{(2-5) oem).

Definition 1.3. a) Eine lineare Gleichung in den Variablen 1, ...z, ist eine

also die Menge

Gleichung der Form
a1x1+ -+ apnx, =b
wobei die Koeffizienten a; Elemente eines festen Kérpers K sind. Die Losungs-

menge der Gleichung ist die Menge

{(x1,...,2n) € K" : a121 + - - + apx, = b}.
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b) Ein lineares Gleichungssystem in den Variablen zi,...,z, besteht aus

mehreren linearen Gleichungen:

a1+t apT, = b
a2171 + -+ a2pTy = bo
Am1%1 + -+ Cpn®n = bm
Ein n-Tupel (z1,...,z,) € K™ 16st das Gleichungssystem, wenn (z1,...,z,) jede

der m linearen Gleichungen erfiillt. Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist
der Durchschnitt der Lésungsmengen der einzelnen Gleichungen.
Das Gleichungssystem heiflt konsistent oder 16sbar, falls iiberhaupt eine Lo-

sung existiert. Das Gleichungssystem heifst inkonsistent oder unlésbar, falls keine

Losung existiert. Das Gleichungssystem heift homogen, falls b = --- = b,, =0
gilt. Jedes homogene Gleichungssystem hat die triviale Lésung (x1,...,2,) =
(0,...,0). Ein homogenes Gleichungssystem kann aber aufer der trivialen Losung

noch weitere Losungen haben.
Wir nennen zwei lineare Gleichungssysteme in denselben Variablen dquivalent,

falls sie dieselben Losungsmengen haben.

Wir erinnern uns an die Definition von Matrizen aus dem letzten Semester:

Definition 1.4. Seien m,n € N und sei K ein Korper. Eine m x n-Matrix {iber

K ist ein rechteckiges Zahlenschema der Form

a11 a2 A1n
a21 @22 ... G2n

bl
Am1 Am?2 e Amn

wobei die a;; Elemente von K sind. Wir schreiben eine solche Matrix kiirzer als
(@ij)1<i<mai<j<n oder auch einfach als (a;;), wenn die Dimension m x n der Matrix

klar ist. In einer solchen Matrix nennen wir (a1, ..., a;,) die i-te Zeile und

a1y

amj
die j-te Spalte. Die Menge der m x n-Matrizen iiber dem Koérper K bezeichnen wir

mit K™mX",

Einem linearen Gleichungssystem kénnen wir nun verschiedene Matrizen zuord-

nermn.
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Definition 1.5. Das lineare Gleichungssystem

a1+ FamTy, = b
a21%1 + -+ 2Ty, = by
Am1T1 +- AmnTn = bm

hat die Koeffizientenmatrix

aiq ai2 e A1n
a1 a922 . agn
Am1 Am2 e Amn,

und die erweiterte Koeffizientenmatrix

a1 a2 ... Q1n by
ao1 a9 . A2n bg
Aml Am2 - Qmn  bm

Beispiel 1.6. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

T +$2+2(E3 = 9
2x1 +4x9 —3x3 = 1
3r1 4+ 6x9 —dxr3 = 0.

Dieses Gleichungssystem hat die Koeffizientenmatrix

11 2
-3
-5

und die erweiterte Koeffizientenmatrix

11 2 9
2 4 -3 1
3 6 -5 0

1.1. Elementare Umformungen und Zeilenstufenform. Im Folgenden wer-
den wir sehen, wie man lineare Gleichungssysteme 16st, wie man einem Gleichungs-
system ansieht, ob es losbar ist, und wie die Lésungsmenge eines linearen Glei-
chungssystem aussieht. Dazu benutzen wir elementare Gleichungsumformun-

gen bzw. elementare Zeilenumformungen.
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Definition 1.7. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

a1+ FanTy, = b
2121 + -+ a2y, = by
Gm1T1 + -+ ATy, = by

Die folgenden Operationen nennen wir elementare Gleichungsumformungen:

(1) Vertauschen zweier Gleichungen
(2) Multiplikation einer Gleichung mit einer von 0 verschiedenen Konstante

(3) Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung

Beispiel 1.8. Wir betrachten wieder das Gleichungssystem

1 +x2+2z3 = 9
201 +4x0 —3x3 = 1
3x1 +6x02 —b5x3 = 0.

Vertauschen der letzten beiden Gleichungen liefert

xr1 + o + 22133 = 9
31’1 + 6%2 — 5563 = 0
2x1 +4x5 —3x3 = 1.

Multiplikation der ersten Gleichung mit 2 liefert

2x1 4+ 229 + 43 = 18
3x1+6x9—5x3 = 0
2rx1 +4x0 —3x3 = 1.

Addition des (-1)-fachen der dritten Gleichung zur ersten Gleichung liefert

—2x9 + Txs = 17
3x1 +6x2 —5x3 = 0
2581 + 41‘2 - 31’3 = 1.

Man beachte dabei, dass das Ergebnis der Addition des c-fachen der i-ten Gleichung

zur k-ten Gleichung die neue k-te Gleichung wird.

Satz 1.9. FElementare Gleichungsumformungen dndern die Ldsungsmenge eines
linearen Gleichungssystems nicht. D.h., zwei Gleichungssysteme, die durch elemen-
tare Gleichungsumformungen auseinander hervorgehen, haben dieselben Ldsungs-

mengen.

Die elementaren Gleichungsumformungen eines linearen Gleichungssystems ent-
sprechen elementaren Zeilenumformungen der erweiterten Koeffizientenma-

trix:



8 STEFAN GESCHKE

(1) Vertauschen zweier Zeilen
(2) Multiplikation einer Zeile mit einer von 0 verschiedenen Konstanten

(3) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile

Beispiel 1.10. Wir betrachten die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems aus

Beispiel 1.8:

11 2 9

2 4 -3 1

3 6 =5 0
Vertauschen der letzten beiden Zeilen liefert

1 1 2 9

3 6 =5 0

2 4 -3 1

Multiplikation der ersten Zeile mit 2 liefert

2 2 4 18
3 6 -5 0
2 4 -3 1

Addition des (-1)-fachen der dritten Zeile zur ersten Zeile liefert

2 4 -3 1

Definition 1.11. Eine Matrix ist in Zeilenstufenform wenn folgende Punkte

erfillt sind:

(1) Alle Zeilen, die nur Nullen enthalten stehen unten in der Matrix.

(2) Wenn eine Zeile nicht nur Nullen enthilt, so ist der am weitesten links ste-
hende, von Null verschiedene Eintrag eine Eins (die fiihrende Eins dieser
Zeile).

(3) Fiir je zwei verschiedene Zeilen, die nicht nur Nullen enthalten, steht die
filhrende Eins der oberen Zeile echt weiter links als die filhrende Eins der

unteren Zeile.

In einer Matrix in Zeilenstufenform stehen also in Spalten mit fiihrenden Einsen
unter den fiihrenden Einsen nur Nullen. Ist eine Matrix in Zeilenstufenform und
stehen auch iiber den fiihrenden Einsen nur Nullen, so ist die Matrix in reduzierter

Zeilenstufenform.

Beispiel 1.12. Die Matrizen

1 4 2 9 1 1 0 1 5 2
o1 -7 —-1]1, 0 1 1] und |[O O 1
0 0 1 2 0 0O 0 0 O
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sind in Zeilenstufenform, aber nicht in reduzierter Zeilenstufenform. Die Matrizen

1 10 010
0 1 1] und |1 0 O
0 2 0 0 0 0
sind nicht in Zeilenstufenform. Die Matrizen
1 00 1 10 1 2 0 4
01 0}, 0 0 1| und |[O O 1 3
0 0 1 0 0 0 0 0 0O

sind in reduzierter Zeilenstufenform.

Ist die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems in Zei-
lenstufenform, so kénnen wir leicht die Losungsmenge des Gleichungssystems be-

stimmen.

Beispiel 1.13. Wir betrachten das Gleichungssystem

Ty +4xs + 223 +924 = 2
To — 71‘3 — Xy = 3
T3+ 2y = 1.

Die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 4 2 9 2
01 -7 -1 3
0 0 1 2 1

ist in Zeilenstufenform. Wir formen die dritte Gleichung um und erhalten
x3 =1 —2x4.

Umformen der zweiten Gleichung liefert

To =3+ Tx3 + 4.
Anstelle von x3 konnen wir 1 — 2x4 Einsetzen. Das liefert

29 =3+T(1—2x4) +24=3+7—14xy + 24 = 10 — 13z4.
Durch Umformen der ersten Gleichung ergibt sich
r1 =2 —4x9 — 223 — 924.

Wieder kénnen wir die bereits erhaltenen Ausdriicke fiir o und x3 einsetzen. Das

liefert
21 =2—-4(10—13z4) —2(1—2x4) —9z4 = 2—404+5224 — 2+ 4wy — 94 = —40+4724.

Das heifst, dass x1, o und x3 durch x4 eindeutig bestimmt sind. Dieses Verfahren

nennen wir Riickwéartseinsetzen.
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Wir fiihren feinen Parameter ¢t € R ein und setzen x4 := t. Dann ergibt sich x3 =
1—2t, 29 = 10— 13t und z; = —40+47¢t. Die Losungsmenge des Gleichungssystems
ist die Menge

{(—40 4 47t,10 — 13t,1 — 2t,t) : t € R}.
Wir nennen (x1, 22, x3,x4) = (—40+ 47,10 — 13,1 — 2t,¢), t € R, die allgemeine

Losung des Gleichungssystem in Parameterform.

Definition 1.14. Ist ein Gleichungssystem in den Variablen z1,...,z, gegeben,
dessen Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform ist, so nennen wir die Variablen,
die zu Spalten mit filhrenden Einsen gehoren, fiihrende Variablen. Die anderen

Variablen heiflen freie Variablen.

Im Beispiel 1.13 ist die Variable x4 frei, alle anderen sind fiihrend. Die Werte
der freien Variablen kénnen wir frei wéhlen und erhalten immer eine entsprechende
Losung des Gleichungssystems. Die Losungswerte der fithrenden Variablen ergeben
sich aus den gewéhlten Werten der freien Variablen.

Wenn die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems reduzierte Zeilenstufenform

hat, dann ist es noch einfacher, die allgemeine Losung zu bestimmen.
Beispiel 1.15. Das Gleichungssystem

Xr1 +2I’2 = 4

Irs = 3

1 2 0
00 1/’

die reduzierte Zeilenstufenform hat.

hat die Koeffizientenmatrix

Die fithrenden Variablen sind x; und x3. Die Variable x5 ist frei. Durch die zweite
Gleichung ist x5 bereits eindeutig bestimmt. Die erste Gleichung liefert z; = 4—2x.
Fiithren wir wieder einen Parameter ¢ ein und setzen xo := t, so erhalten wir die
allgemeine Losung (4 — 2t,¢,3), t € R.

Im Unterschied zum Beispiel 1.13 kénnen wir die Losung des Gleichungssystems

in diesem Falle direkt ablesen und ein Riickwértseinsetzen ist unnétig.

Satz 1.16. Mittels elementarer Zeilenumformungen ldsst sich jede Matriz tber
einem Kérper K in eine Matriz in reduzierter Zeilenstufenform tberfihren. Der

folgende Algorithmus, das Gaufi-Jordan-Verfahren, leistet das Gewiinschte:

(1) Bestimme die am weitesten links stehende Spalte der Matriz, die von Null
verschiedene Werte enthdlt.

(2) Ist der oberste Fintrag der gefundenen Spalte eine Null, so vertausche die
oberste Zeile mit einer geeigneten Zeile, die in dieser Spalte keine Null hat.

(3) In der bestrachteten Spalte ist nun der oberste Fintrag ein von Null ver-
schiedenes Kdrperelement a. Dividiere die erste Zeile der Matriz durch a

und erzeuge so eine fiihrende Eins.
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(4) Addiere das jeweils passende Vielfache der ersten Zeile zu den anderen
Zeilen, so dass alle Eintrige unter der fiihrenden Eins der ersten Zeile
Null werden.

(5) Wende die Schritte (1)-(4) auf die Matriz an, die man durch Streichen der
ersten Zeile erhdlt und iteriere das Verfahren bis die Matriz Zeilenstufen-
form hat.

(6) Mit der letzten micht verschwindenen Zeile beginnend, addiere geeignete
Vielfache dieser Zeile zu den dariiber liegenden Zeilen, um tber den fiih-

renden Einsen Nullen zu erzeugen.

Wir kénnen nun lineare Gleichungssysteme losen, indem wir zunéchst die er-
weiterte Koeffizientenmatrix nach dem Gaufs-Jordan-Verfahren in reduzierte Zei-
lenstufenform bringen und dann die Losungen des Gleichungssystems an dieser
erweiterten Koeflizientenmatrix ablesen.

In manchen Féllen ist es giinstiger, den Schritt (6) wegzulassen und die Losungen
eines Gleichungssystems anhand der erweiterten Koeffizientenmatrix in Zeilenstu-
fenform durch Riickwértseinsetzen zu bestimmen. Diese Variante des Gaufs-Jordan-
Verfahrens nennt man das Gaufi-Verfahren. Betrachtet man nur Matrizen und
keine Gleichungssysteme, so nennt man das Verfahren, in dem man nur die Schritte
(1)—(5) einsetzt, um eine Matrix in Zeilenstufenform zu bringen, ebenfalls Gaufi-
Verfahren.

Waéhrend eine Matrix verschiedene Zeilenstufenformen haben kann, ist die redu-

zierte Zeilenstufenform eindeutig bestimmt.

Beispiel 1.17. Wir 16sen das Gleichungssystem

r+y+2z = 9
20 +4y—3z = 1
3r+6y—5z = 0

mittels des Gaufl-Verfahrens. Die erweiterte Koeffizientenmatrix lautet

11 2 9
2 4 -3 1
3 6 -5 0

Die erste Spalte ist die am weitesten links stehende Spalte, in der von Null ver-
schiedene Eintrdge auftreten. Der erste Eintrag der ersten Zeile ist bereits von
Null verschieden. Also miissen keine Zeilen getauscht werden. Der erste Eintrag der
ersten Zeile ist bereits eine fiihrende Eins. Also miissen wir die Zeile nicht noch
dividieren, um eine fithrende Eins zu erzeugen. Addition von (—2)-mal der ersten

Zeile zur zweiten Zeile liefert

1 1 2 9
0 2 -7 -—-17
3 6 -5 0
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Addition von (—3)-mal der ersten Zeile zur dritten Zeile liefert

11 2 9
0o 2 -7 =17
0 3 —-11 =27

Wir setzen das Gaufs-Verfahren mit der zweiten Zeile der Matrix fort. Streicht man
die erste Zeile der Matrix, so ist die zweite Spalte die am weitesten links stehende,
die von Null verschiedene Eintrédge hat. Die zweite Zeile der Matrix hat in der
zweiten Spalte einen von Null verschiedenen Eintrag, ndmlich 2. Also teilen wir

diese Zeile durch 2, um eine fithrende Eins zu erzeugen. Das liefert

11 2 9

7 17
01 -3 -3
0 3 —11 —27

11 2 9
7 17
01 -5 -3
00 1 3
Das zugehérige Gleichungssystem lautet
r+y+2z = 9
7 17
L, = =L
Y73 2
z = 3

Riickwértseinsetzen liefert die eindeutige Losung z = 3,
17 7 17
= —— —Z = = — — 2 . = 2
Y 5 + 57 =Y 5 +72-3

undzr=9—-y—22=9-2-2-3=1.

Beispiel 1.18. Wir wollen das Gleichungssystem

r+y+2z = 9
2 4+4y -3z = 1
3x+6y—5z = 0.

nun mittels des Gaufl-Jordan-Verfahrens losen.
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Wir wissen bereits aus dem vorherigen Beispiel, dass sich die erweiterte Koeffi-

zientenmatrix in die Zeilenstufenform

11 2 9
01 -3 -¥
00 1 3

bringen 14sst. Wir wenden nun den Schritt (6) aus dem Gauf-Jordan-Verfahren an.

Zunéchst addieren wir das %—fache der dritten Zeile zur zweiten Zeile und erhalten

S O =
S = =
=
W o ©

Addition des (—2)-fachen der dritten Zeile zur ersten Zeile liefert

S O =
S = =
= o O
W o ow

Schliefslich addieren wir das (—1)-fache der zweiten Zeile zur ersten Zeile. Das liefert
die Matrix

S O =
o = O
_ o O
W N =

in reduzierter Zeilenstufenform. Wir kénnen direkt die Losung z = 1, y = 2 und

z = 3 ablesen.

Beispiel 1.19. Wir betrachten das Gleichungssystem
z = 6

z+y = 0

r+2y = 0.

Die erweiterte Koeffizientenmatrix lautet

1 0 6
1 10
1 20

Die Anwendung des Gauk-Verfahrens liefert die Zeilenstufenform

1 0 6
01 -6
0 0 1

Damit ergibt sich z = 6, y = —6 und 0 = 0z + Oy = 1. Letzteres ist aber fiir alle x

und y falsch. Damit ist das Gleichungssystem unldsbar.
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Beispiel 1.20. Wir betrachten das Gleichungssystem
z+2y = 4
3z +6y = 12.
Die erweiterte Koeflizientenmatrix lautet
1 2 4
<3 6 12) '
Addition des (—3)-fachen der ersten Zeile zur zweiten liefert die (sogar reduzierte)
1 2 4
(0 0 0) '

Es ergibt sich © = 4 — 2y. Wir fithren wieder einen Parameter ¢ ein und kénnen nun

Zeilenstufenform

die Losungsmenge des Gleichungssystems in der Form
{(4—=2t,t) : t € R}

angeben.

Fiir lineare Gleichungssysteme iiber den reellen Zahlen treten also genau drei
mogliche Fille auf: ein lineares Gleichungssystem ist eindeutig l6sbar, es ist unlésbar
oder es gibt unendlich viele verschiedene Losungen. Wir werden spéter sehen, dass

es zumindest iiber R keine weiteren Félle gibt.

2. VEKTORRAUME

2.1. Vorbemerkung. Wir fixieren einen Kérper K und eine natiirliche Zahl n und
erinnern uns an die Rechenoperationen mit Vektoren z € K™:
Fir x = (21,...,2,) € K™, y = (Y1,..-,Yn) € K" und X € K ist

x+y:(xl+ylaaxn+yn)

sowie
Az = (Ax1,..., Azy).
Dabei nennen wir die Operation (z,y) — z+y die Addition von Vektoren und die
Operation (A, z) — Az die Multiplikation eines Skalars (in diesem Falle A € K)
mit einem Vektor.
Wir sagen, dass wir zwei Vektoren z,y € K™ komponentenweise addieren und

dass wir = auch komponentenweise mit A € K multiplizieren.
Beispiel 2.1. a) Sei K = R und n = 3. Weiter seien z = (1,2,3), y = (—1,2,7)
und A = —2. Dann ist

T+y= (1’ 27 3) + (717 23 7) = (0747 10)

und Az = —2(1,2,3) = (-2, -4, —6).



MATHEMATIK II FUR STUDIERENDE DER INFORMATIK 15

b) Wir betrachten den Korper K = Z3 und notieren die Elemente von Zs als 0,
1 und 2. Seien n =4, x = (1,2,0,1), y = (2,2,1,1) und A = 2. Dann ist

vy =(1,201)+(221,1)=(1+22+20+1,1+1) =(0,1,1,2)
und Az =2(1,2,0,1) = (2,1,0,2).
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

Lemma 2.2. Seien x,y,z € K" und \,p € K. Dann gilt:
) (@+y)+z=z+(y+2)

(1

2) z+y=y+x

(3) Wir schreiben kurz O fiir (0,...,0) € K™. Dann ist x +0 = x.

(4) Ist © = (x1,...,2n), S0 schreiben wir —x fir (—x1,...,—xy,). Dann gilt
r+ (—x) = 0.

(5)
(6)
(7) Mx+y) =+ Xy
8) A+ )z =Ar+ px

Apz) = (Ap)z

lx ==z

Man beachte, dass (1)—(4) genau besagen, dass (K™, +) eine abelsche (also kom-
mutative) Gruppe ist.

Beispiel 2.3. Wir betrachten ein homogenes lineares Gleichungssystem

1121 + -+ a1axTp, = 0
az1r1 + - +agpr, = 0
Q121 + -+ GpnTn = 0

iiber dem Korper K.

Angenommen (21,...,2,), (y1...,yn) € K™ losen beide das Gleichungssystem.

Dann gilt fiir jedes ¢ € {1,...,m}
ai1(T1+y1)+- +ain(Tn+yn) = anr1+- -+ ainTn+ainyri+- - +aipyn = 0+0 = 0.

Damit ist auch (z1,...,2,) 4+ (y1...,yn) eine Losung des Gleichungssystems.
Fiir alle A € K gilt

ainAT1 + -+ @i ATy, = Mapxr + -+ ainxn) = A-0=0.

Damit ist auch A(xy,...,x,) eine Losung des Gleichungsystems. Insbesondere sind
auch —(x1,...,2,) und 0 = 0(zq,...,x,) Losungen des Gleichungssystems.
Also ist die Losungsmenge eine homogenen Gleichungssystems in n Variablen

iiber einem Koérper K eine Untergruppe von (K™, +).
Beispiel 2.4. Sei K = R. Mit [0, 1] bezeichnen wir das Interval

{reR:0<x <1}
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Weiter sei
M :={f : f ist eine Funktion von [0, 1] nach R}.

Auf M definieren wir eine Summe + und die Multiplikation mit Skalaren auf R.
Fir f,g € M sei f + g die Abbildung von [0, 1] nach R, die wie folgt definiert
ist: Fiir a € [0, 1] sei
(f +9)(a) == f(a) + g(a).
Fir A € R und a € [0, 1] sei
(Af)(a) = Af(a).

Dann gelten (1)—(8) aus Lemma 2.2 fiir alle z,y,z € M und alle A\, u € R.

Es gibt also verschiedene Strukturen, die beziiglich einer Addition eine abelsche
Gruppe sind und auf denen eine Multiplikation mit Skalaren aus einem Korper

definiert ist. Das fiihrt zu dem Begriff des Vektorraums.
2.2. Vektorrdume und Untervektorrdume.

Definition 2.5. Sei V eine Menge und + : V xV — V eine zweistellige Operation.
Weiter sei - : K x V' — V eine Abbildung. Dann ist V' zusammen mit den Abbil-
dungen + und - ein Vektorraum iiber dem Korper K (oder ein K-Vektorraum),
falls fiir alle u,v,w € V und alle A\, u € K die folgenden Axiome erfiillt sind:

(1) (wt+v)+w=u+(v+w)

(2) u+rv=v+u
(3) Es gibt ein beziiglich + neutrales Element 0 € V. Es gilt also u 4+ 0 = u.
(4)

4) Es gibt ein beziiglich 4+ zu u inverses Element —u € V. Es gilt also u +

(8) A+ p)u = u+ pu

Die Elemente eines Vektorraumes nennen wir Vektoren, die Elemente des Koérpers
K Skalare.

Beispiel 2.6. a) Lemma 2.2 zeigt, dass K™ ein K-Vektorraum ist.

b) Die Menge M aus Beispiel 2.4 mit den dort definierten Operationen ist ein
R-Vektorraum.

¢) Die Menge der L Losungen eines homogenen linearen Gleichungssystems in n
Variablen {iber einem Korper K ist ein K-Vektorraum beziiglich der von K™ auf L
eingeschréankten Operationen.

d) Fiir natiirliche Zahlen m und n ist die Menge der m x n-Matrizen {iber einem
Korper K mit komponentenweiser Addition und Multiplikation mit einem Skalar
ein K-Vektorraum.

e) Die Menge der Polynome iiber einem Korper K mit der {iblichen Addition von

Polynomen und der {iblichen Multiplikation von Polynomen mit Kérperelementen,
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also konstanten Polynomen, ist ein Vektorraum iiber K. Man beachte, dass in die-
sem Beispiel die Multiplikation mit einem Skalar einfach die Einschrénkung der
Multiplikation von Polynomen ist, da wir die Skalare aus K mit den konstanten

Polynomen identifizieren.

Lemma 2.7. Sei V' ein Vektorraum iber K. Folgende Aussagen gelten fir alle
veVund A\ € K:
(1) A0o=0
(2)
3) (= 1) =—v
(4) v=0=(A=0Vv=0).
Beweis. (1) Nach den Axiomen fiir Vektorrdume gilt

20 = A(0 4 0) = X0 + 0.

Da (V,+) eine abelsche Gruppe ist, folgt daraus 0 = A0.

(2) Es gilt

O0v = (04 0)v = Ov + Ow.

Wieder folgt daraus Ov = 0.

(3) Es gilt

v+ (—lv=1lv+(-1)v=(1-1v=00=0.

Also ist (—1)v das bezliglich der Addition Inverse von v. Es gilt also (—1)v = —wv.

(4) Angenommen Av = 0, wobei A # 0. Da K ein Korper ist, existiert das

multiplikative Inverse A~!. Nun ist
v=1lv=A"Nv=1x"tw)=1"10=0.
O

Definition 2.8. Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Eine nichtleere Teil-
menge U von V ist ein Untervektorraum (oder auch einfach Unterraum) von
V, falls gilt:

(1) Fir alle u,v e Uist u+v € U.

(2) Fiir alle w € U und alle A € K ist Au € U.

Man beachte, dass aus (2) und Lemma 2.7 folgt, dass jeder Unterraum U eines
Vektorraumes V' eine Untergruppe von (V, +) ist, da némlich fiir jedes u € U auch
—u = (—1)u und 0 = Ou Elemente von U sind.

Beispiel 2.9. a) Ist V ein K-Vektorraum, so ist V ein Unterraum von V. Auch
der die Menge {0} C V ist ein Unterraum von V.

b) Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems in n Varia-
blen iiber einem Korper K ist ein Unterraum von K™.

c) Sei U :={(z1,...,2,) € K™ : zy = 0}. Dann ist U ein Unterraum von K.

d) Die Menge der Polynome iiber K, deren Grad hochstens 5 ist, ist ein Unter-

raum des K-Vektorraumes aller Polynome iiber K.
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2.3. Lineare Unabhingigkeit.
Definition 2.10. Sei V' ein K-Vektorraum, vq,...,v, € V und Ay,..., A, € K.

Einen Ausdruck der Form

Av1 + -+ Aoy
nennen wir eine Linearkombination der Vektoren vq,...,v,.. Wir unterscheiden
nicht strikt zwischen dem Wert der Linearkombination, also dem Vektor, der das
Ergebnis der Linearkombination ist, und dem formalen Ausdruck. Sind die Koef-
fizienten Aq,..., A, alle 0, so sprechen wir von der trivialen Linearkombination.

Letztere ergibt immer den Nullvektor.

Beispiel 2.11. a) Seien K =R, v; = (1,2,3), v = (1,0,1), Ay =1 und Xy = —2.
Dann ist
A1v1 + Agve = (1,2,3) — 2(1,0,1) = (—1,2,1)
eine Linearkombination der Vektoren v; und ws.
b) Sei K = Z7, v1 = (4,5), va = (3,1), v3 = (0,1), Ay =2, Ao = 1 und A3 = 6.

Dann ist

)\11}1 + )\2’02 + )\31}3 = 2(4, 5) + (3, 1) + 6(0, 1) = (1, 3) + (3, 1) + (O, 6) == (4, 3)
eine Linearkombination von vy, vy und vs.
Definition 2.12. Sei V ein K-Vektorraum und vy, ...,v, € V. Dann nennen wir
die Menge

Lin(vy,...,v.) :={v € V:Es gibt A\y,..., A\ € K mit v =X\ovy + -+ \ovp}
die lineare Hiille der Menge {v1, ..., v, } von Vektoren. Die lineare Hiille der leeren
Menge definieren wir als die Menge {0}. Das ist sinnvoll, da die Linecarkombination

mit 0 Summanden den Wert 0 hat. Damit ist auch Lin(vy,...,v,) in dem Fall

definiert, in dem r = 0 ist.

Lemma 2.13. Fir jede Menge {v1,...,v,} von Vektoren eines K-Vektorraums V
ist die lineare Hiille Lin(vy, ..., v,.) ein Unterraum von V.
Beweis. Im Fall r = 0 ist Lin(vy, ..., v,) = {0}, welches ein Unterraum von V ist.

Sei nun r > 0. Der Vektor v; ist dann selbst eine Linearkombination von
Vi,..., U, da
v1 = 1lvg + 0vg + - - - 4+ Ov,..

Damit ist Lin(vy, ..., v,) nicht leer. Seien nun u, w € Lin(vy,...,v,). Dann existie-

ren Ay,..., A € K und pq, ..., 4 € K mit
U= ANv1+ -+ Aoy,

und
w:ulvl+...+‘urvr.
Es gilt

Ut w = Aor+ o+ AU v+ et = (A o 4+ (A ) or
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Damit ist u + w € Lin(vq,...,v,).
Ist A € K, so gilt
Mo = Np1vr 4 -+ - 4 ppve) = Apavr + - + Aoy
Damit ist auch Aw € Lin(vy,...,v,). Also ist Lin(vy,...,v,) ein Untervektorraum
von V. (|
Beispiel 2.14. a) Wir betrachen den R-Vektorraum aller Polynome iiber R. Sei
f(x) =z und g(z) = 2. Dann ist
Lin(f,g) = {az® + bz : a,b € R}.
Setzt man nun noch h(z) =1, so ist
Lin(f,g,h) = {a2z® + bz + c: a,b,c € R},
der Raum der reellen Polynome vom Grad hochstens 2.
b) Seien v; = (1,1,0), vo = (1,0,1) und v = (0,1, 1). Dann ist
—v1 +v2 +v3 = (0,0,2),
vy — vy +v3 = (0,2,0)
und
U1+ V2 — U3 = (2,0,0)

Nach Lemma 2.13 sind alle Linearkombinationen der Vektoren (0,0, 2), (0,2, 0) und
(2,0,0) wieder Elemente von Lin(vy, v, v3). Fiir alle (z,v,2) € R? ist

y
2

T

2

z

2,0,0
(7’)+ 2

(x,y,2) (0,2,0) + =(0,0,2).

Also ist Lin(vy,ve,v3) = R3.
Definition 2.15. Esseir > 1 und V ein Vektorraum iiber dem Koérper K. Vektoren
v1,...,0. € V heilen linear unabhingig, falls die einzigen Skalare A1,..., A\, € K
mit
>\101+"'+)\rvr:0
die Skalare A\; = --- = A, = 0 sind, wenn also aus der Gleichung
Ao+ -+ A, =0
folgt, dass Ay = --- = A\, = 0 gilt. Falls vy, ..., v, nicht linear unabhéngig sind, so
nennt man die Vektoren linear abhingig.
Man beachte, dass fiir beliebige Vektoren vy, ..., v, € V' die Gleichung
Qv +---4+0v,=0

gilt. Die Vektoren vy, ..., v, sind genau dann linear unabhéngig, wenn das die ein-
zige Moglichkeit ist, 0 € V' als Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, zu schrei-

ben.
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Beispiel 2.16. Wir betrachten die Vektoren v; = (1,0,1), v2 = (1,1,0) und v3 =
(1,2,3) in R3. Seien A\i, A2, A3 € R so gewiihlt, dass

A1 + Agvg + Azvg =0

gilt. Es gilt also

1 1 1 0
MO+ 1] +X|2]=1]0
1 0 3 0

Damit 16st (A1, A2, A\3) das homogene lineare Gleichungssystem, dessen Koeffizien-

tenmatrix die Spalten vy, vo und v3 hat, also das Gleichungssystem

ley + 1o+ 123 = 0
Oz; + 1z +223 = 0
lzy + 0xo + 323 = 0.

Wir fiihren das Gaufs-Verfahren mit der Koeffizientenmatrix

1110
01 2 0
10 3 0

durch. Abziehen der ersten Zeile von der letzten liefert

11 1 0
0 1 2 0
0 -1 2 0

Addieren der zweiten Zeile zur dritten liefert

1110
01 2 0
0 0 4 0

Dividieren der letzten Zeile durch 4 liefert die Zeilenstufenform

1110
01 2 0
0 010

An dieser Stelle ist bereits klar, dass die reduzierte Zeilenstufenform der erwei-

terten Koeflizientenmatrix des Gleichungssystems

1 0 0 0
01 0 0
0 01 0

lautet, da sich an den Nullen in der letzten Spalte bei Durchfiihrung des Gaufs-
Jordan-Verfahrens nichts mehr &ndert.
Insbesondere hat das Gleichungssystem nur die eine Losung (1, 22, 23) = (0, 0,0).

Es folgt A1 = Ao = A3 = 0. Damit sind vy, v und v3 linear unabhéngig.
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Beispiel 2.17. Wir betrachten nun die Vektoren v; = (1,0, 1), v2 = (1,1,0) und
v3 = (3,1,2) in R®. Wieder wollen wir feststellen, ob die Vektoren linear unabhingig
sind. Wir suchen also Koeffizienten Aq, A2, A3 € R mit

A1v1 + Agvg + Azvz =0

und wollen dabei feststellen, ob die A; alle 0 sein miissen (in diesem Fall sind die
Vektoren linear unabhéngig) oder nicht (in diesem Fall sind die Vektoren linear
abhéngig).

Wir suchen also Losungen fiir das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix
1130
01 10
10 2 0

Abziehen der ersten Matrix von der letzten liefert

1 1 3 0
0 1 1 0
0 -1 -1 0

Addition der zweiten Zeile zur letzten Zeile liefert die Zeilenstufenform

1130
0110
0 0 0O

Wir sehen sofort, dass xs eine freie Variable ist und dass das Gleichungssystem
daher unendlich viele Losungen hat. Insbesondere hat das Gleichungssystem eine
nichttriviale Lésung. Damit ist der Nullvektor eine nichttriviale Linearkombination

der Vektoren vy, v9 und v3. Das zeigt, dass die Vektoren linear abhéangig sind.

Beispiel 2.18. Sei K = Z3, v1 = (2,2,0), v2 = (1,1,1) und v3 = (0,1,1). Um
festzustellen, ob diese Vektoren linear unabhingig sind, wenden wir wieder den
Gauk-Algorithmus an. Die erweiterte Koeffizientenmatrix des zu betrachtenden

Gleichungssystems lautet

Zunichst multiplizieren wir die erste Zeile mit dem multiplikativen Inversen von 2,
also mit 2 selbst. Das liefert die Matrix

12 00
21 10
01 10
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Wir ziehen das zweifache der ersten Zeile von der zweiten Zeile ab und erhalten

1 2 00
0 010
0110

Vertauschen der zweiten und dritten Zeile liefert die Zeilenstufenform

12 00
01 10
0 010

Wir sehen, dass das Gleichungssystem eindeutig 16sbar ist. Damit hat das Glei-
chungssystem nur die triviale Lésung. Also sind die Vektoren vy, vo und vz linear

unabhéngig.

Beispiel 2.19. Wir betrachten den Vektorraum R[z] der Polynome iiber dem Kor-
per der reellen Zahlen. Dann sind die Polynome 1, 2, 2 und > linear unabhéngig.
Aus

A 14 dox 4+ Az + \z® =0

folgt nédmlich, dass die Koeffizienten Aq,..., A4 alle 0 sind.
Andererseits sind die Polynome p; = z, p» = 22 und p; = 22 — linear abhingig.
Es gilt ndmlich
—p1+p2—p3s=-—z+2°— (2> —z) =0.
Es gibt also eine nicht-triviale Linearkombination der Polynome p1, po und ps, die

gleich dem Nullpolynom ist.

Bemerkung 2.20. Sind vy,...,v, Elemente eines K-Vektorraumes V und gilt
v; = v; fur zwei verschiedene 4,j € {1,...,r}, tritt also einer der Vektoren in der
Liste vq,...,v, zweimal auf, so sind die Vektoren linear abhéngig. In diesem Fall
ist ndmlich v; — v; = 0 eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors.

Sind vy,...,v, € V und gibt es ein ¢ € {1,...,r} mit v; = 0, so sind die
Vektoren ebenfalls linear abhingig. In diesem Fall ist v; = 0 eine nichttriviale
Linearkombination des Nullvektors.

Ein einzelner Vektor v € V ist genau dann linear unabhéingig, wenn v # 0 gilt.

Lemma 2.21. Sei V ein K-Vektorraum und seien vy,...,v,. € V. Dann sind die

beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Die Vektoren vy, ..., v, sind linear abhdngig.
(2) Finer der Vektoren vy, ..., v, ist eine Linearkombination der anderen.
Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass einer der Vektoren vq,...,v, eine Linear-

kombination der anderen ist. Nach eventueller Umbenennung der Vektoren kénnen
wir annehmen, dass v; eine Linearkombination der Vektoren vs, ..., v, ist. Es gibt
also Ag, ..., A\, € K mit

AoUg + -+ + AUy = V1.
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Also ist
—v1 + Aovg + -+ N, = 0.
Damit sind vy, ..., v, linear abhéngig.
Nun nehmen wir an, dass vy, ..., v, linear abhéngig sind. Dann gibt es A1, ..., A\, €

K, die nicht alle 0 sind, so dass
)\1’l)1+"'+)\7~’0r:0

gilt. Mindestens ein A; ist von 0 verschieden. Nach eventueller Umbenennung der
Vektoren kéonnen wir annehmen, dass Ay von 0 verschieden ist.
Es gilt
Ao = (=A)va + -+ (= Ay
Wegen A1 # 0 koénnen wir die Gleichung mit dem Inversen von A; mutliplizieren

und erhalten

_)\2 _)\r
v = —V—V2+ -+ (2
A A1
Damit ist v; eine Linearkombination von vy, ..., v,. U

Definition 2.22. Sei V ein K-Vektorraum und vq,...,v, € V. Die Vektoren

v1,...,0. sind ein Erzeugendensystem von V (oder vy,...,v, erzeugen V),
falls Lin(vy,...,v,) =V gilt.
Die Vektoren vy, ...,v, sind eine Basis von V, falls sie linear unabhéngig sind

und V' erzeugen.

Beispiel 2.23. Wir betrachten wieder die Vektoren v; = (1,0,1), vo = (1,1,0)
und vz = (1,2,3) aus Beispiel 2.16. Wir wissen bereits, dass die Vektoren linear
unabhiingig sind. Um zu zeigen, dass die drei Vektoren auch den Vektorraum R?
erzeugen, miissen wir zeigen, dass fiir alle a = (a1, az, a3) € R3 Skalare A\, Ao, A3 €
R existieren, so dass

Av1 + Agvg + A3v3 = a

gilt.
Wir miissen also das Gleichungssystem mit der erweiterten Koeflizientenmatrix
1 1 1 o
0 1 2 a9
1 0 3 as

l6sen. Fiihren wir dieselben elementaren Zeilenumformungen wie in Beispiel 2.16

durch, so erhalten wir die eine Matrix der Form

100 b
010 b,
00 1 by

mit gewissen reellen Zahlen by, bo, b3 = R.

Die eindeutige Losung des Gleichungssystems lautet also (by, ba, b3). Damit gilt

bivi + bavg + b3vg = a.
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Also erzeugen die Vektoren v, v und vs den Vektorraum R3. Damit sind v, va, v3

eine Basis von R3.

Lemma 2.24. Vektoren vi,...,v, € V bilden genau dann eine Basis des K-
Vektorraums V', wenn es fiir alle w € V' eindeutig bestimmte Skalare A1, ..., \. € K
mat

v+ A = w
gibt.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass vy, ..., v, eine Basis von V bilden. Wegen
Lin(vy,...,v.) =V gibt es fiir jeden Vektor w € V Skalare A1,..., A, € K, so dass

AU+ F Ao =w

gilt. Angenomen, fiir einen Vektor w € V' gibt es Skalare A1,..., Ap, A],..., A € K

mit
A1 4+ A = w = Njog + -+ Mo
Dann ist
M =AD)vi 4+ A= Ao, =w—w=0.
Da die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind, folgt
(A=A == —X)=0

Also gilt Ay = M|,...,\. = X.. Das zeigt die Eindeutigkeit der Koeffizienten
Alsenns Ape

Nun nehmen wir an, dass fiir alle w € V eindeutig bestimmte Skalare A1,..., A, €
K mit

AU+ F A, =w

existieren. Dann ist insbesondere jeder Vektor w € V eine Linearkombination von
V1, ..., 00 Bs gilt also V = Lin(vy,...,v.). Ist nun A\jo; + -+ + A\, = 0, so gilt
A1 =+ = \. =0, da die Koeffizienten A1, ..., A, eindeutig bestimmt sind. Damit

sind die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig. O

Beispiel 2.25. Wir haben schon gesehen, dass die Vektoren v; = (1,0,1), vo =
(1,1,0) und v = (1,2,3) aus den Beispielen 2.16 und 2.23 eine Basis von R?
bilden. Wir wollen nun den Vektor (0,2,1) als Linearkombination von vy, v und
v3 darstellen.

Das heifst, wir suchen A1, A, A3 € R mit

0

/\11}1 + )\21)2 + )\3’03 == 2
1
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Wir miissen also das Gleichungssystem mit der erweiterten Koeflizientenmatrix

—_ O =
S = =
W N =
= N O

16sen.
Wir fiihren dieselben elementaren Zeilenumformungen durch wie in Beispiel 2.16.

Abziehen der ersten Zeile von der letzten liefert

1 1 1 0
0o 1 2 2
0 -1 2 1

Addieren der zweiten Zeile zur dritten liefert

1110
01 2 2
0 0 4 3

Dividieren der letzten Zeile durch 4 liefert die Zeilenstufenform

1110
012 2
0013

Wir setzen das Gauf-Jordan-Verfahren fort, um die reduzierte Zeilenstufenform
dieser Matrix zu bestimmen. Dazu ziehen wir das zweifache der letzten Zeile von

der zweiten Zeile ab und die letzte Zeile von der ersten. Das liefert
3
110 -3
01 0
0 0 1

ENTCRNIIE

Schlieflich ziehen wir noch die zweite Zeile von der ersten ab und erhalten

1 0 0 -3

4
010 1
001 2
Damit ist Ay = —%, Ay = % und A3 = %. Also ist

0

5 L 1 4 3 )
4t Ty

1

Bemerkung 2.26. Ist V ein K-Vektorraum und vy, ..., v, eine Basis von V, so

liefert diese Basis ein Koordinatensystem. Fiir jeden Vektor w € V sind die Ko-
ordinaten von w beziiglich der Basis vy, ..., v, die eindeutig bestimmten Skalare
Alyee oy Ar € K mit

AU+ -+ Ao, = w.
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Die iiblichen Koordinaten eines Vektors w € K" sind die Koordinaten beziiglich
der Standardbasis ey, ..., e,, wobei e¢; der Vektor ist, dessen i-te Komponente 1
ist, wéhrend alle anderen Komponenten 0 sind. Der Vektor e; ist der i-te Einheits-

vektor von K™.
2.4. Die Dimension eines Vektorraums.

Satz 2.27 (Basisergdnzungssatz). Sei V ein Vektorraum tber einem Korper K.
Weiter seien vy, ..., v, w1, ..., ws € V. Angenommen, vy, ...,v, sind linear unab-
hingig und die Vektoren vy, ..., v, w1, ..., ws erzeugen den Vektorraum V.

Falls vq,...,v,. noch keine Basis von V bilden, so kann man vy,...,v, durch

Hinzufiigen von Vektoren aus {w1,...,ws} zu einer Basis von V erginzen.

Beweis. Wir haben nur dann etwas zu zeigen, wenn v1,...,v, noch keine Basis
von V ist. In diesem Fall gilt s > 0, da vy, ...,v, alleine noch nicht V' erzeugen.
Wir zeigen, dass es ein ¢ € {1,...,s} gibt, so dass die Vektoren vy, ..., v,,w; li-
near unabhéngig sind. Wir kénnen dann v,11 fiir w; schreiben, so dass wir nach

Umnummerieren der Elemente von {wy,...,ws} \ {w;} eine Liste
Viyeo oy Upg1, W1y ..o, Ws—1

von Vektoren vorliegen haben, in der vy, ..., v,41 linear unabhéngig sind und
Viye ooy Upy1, W1y ..., Ws—1

den Vektorraum V' erzeugen. Der Satz folgt dann, indem man dieses Argument
solange iteriert, bis die Vektoren v; am Anfang der Liste V' erzeugen. Dieser Fall
tritt spétestens dann ein, wenn in der Liste kein Vektor w; mehr auftritt.

Seien also vy, ..., v, linear unabhéngig mit

Lin(vy,...,v.) # V.

Falls
{wr, .., w5} C Lin(or, ., v,)
gilt, so sind auch alle Linearkombinationen von vy,...,v,,wy,...,ws in dem Un-
terraum Lin(vy, ..., v,) enthalten. Damit gilt Lin(vy,...,v,) = V, ein Widerspruch
zu unserer Annahme. Also gibt es unter den Vektoren wq, ..., w,; mindestens einen,
der keine Linearkombination von v, ..., v, ist. Sei w; ein solcher Vektor.
Wir zeigen, dass die Vektoren vy, ..., v, ws linear unabhéngig sind. Seien
ay, ..., B EK
mit

a1 + - - - + apv, + Bw; = 0.
Ist 8 =0, so gilt
avy + -+ o, =0

und es folgt a3 = -+ = a,, = 0, da die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig sind.
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Wir nehmen nun an, dass 8 von Null verschieden ist. In diesem Fall ist

—pw; = avr + - + oy

und damit
—0q —Qy
wi=701+~-~+ 3 Uy
Das widerspricht aber unserer Annahme, dass w; keine Linearkombination von
v1,...,0, ist. Es folgt, dass die Koeffizienten a4, ..., a, und S alle 0 sind. Damit
sind vq, ..., v, w; linear unabhéngig. O
In diesem Satz ist der Fall » = 0 ausdriicklich nicht ausgeschlossen. Ist w1, ..., w;

ein Erzeugendensystem von V', so existiert eine Basis von V', die aus Vektoren aus
der Menge {w1,...,ws} besteht.

Der Basisergidnzungssatz zeigt insbesondere, dass jeder Vektorraum V', der die
lineare Hiille von endlich vielen Vektoren ist, eine endliche Basis hat. Ein solcher
Vektorraum heifst endlich erzeugt. Es gibt auch Vektorrdume, die nicht endlich
erzeugt sind, wie zum Beispiel den Vektorraum aller Polynome iiber einem Korper
K. Man kann zeigen, dass auch jeder Vektorraum, der nicht endlich erzeugt ist,
eine (unendliche) Basis hat, aber wir werden in dieser Vorlesung darauf nicht ndher

eingehen.
Korollar 2.28. Sind vy,...,v, und wy,...,ws Basen von V, so gilt r = s.

Beweis. Ist V.= {0}, so gilt r = s = 0. Enthélt V' mehr als nur den Nullvektor, so
miissen r und s beide mindestens 1 sein.

Wir tauschen nun Schrittweise die Vektoren vy, ..., v, gegen Elemente von

{wy, ..., ws}

aus, wobei wir in jedem Schritt einen Vektor v; entfernen und mindestens einen
Vektor w; hinzufiigen. Das machen wir so, dass wir in jedem Schritt eine Basis
vorliegen haben.

Im ersten Schritt betrachten wir die Vektoren

VigeooyUp_1,W1y...,Ws.
Dabei sind v1, ..., v,—1 linear unabhéngig und

Viyeo oy Up—1,W1,...,Ws
erzeugen V. Also kénnen wir vq,...,v,._1 nach dem Basisergdnzungssatz durch
Hinzunahme von Vektoren aus {wi,...,ws} zu einer Basis von V ergénzen. Das
liefert eine Basis vy, ..., 0,1, Wi, ..., w;, von V.

Im néchsten Schritt ersetzen wir den Vektor v,_; durch Vektoren aus

{wy, ., ws\ {wiy, .. wi,

und erhalten wieder eine Basis von V. Wir setzen dieses Vefahren fort, bis jeder

der Vektoren vy, ..., v, durch einen oder mehrere Vektoren aus {wq, ..., ws} ersetzt
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wurde. Da in jedem Schritt neue Vektoren aus {ws,...,ws} gewédhlt werden, folgt
s>r.

Vertauscht man die Rollen der v; und w, so ergibt sich r > s. Das zeigt r = 5. [

Dieses Korollar rechtfertigt die folgende Definition:

Definition 2.29. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber einem Korper K.
Dann ist die Dimension von V' die eindeutig bestimmte Zahl n € Ny, so dass jede

Basis von V' genau n Vektoren umfasst.

Beispiel 2.30. a) Fiir jedes n € N hat der K-Vektorraum K™ die Dimension n.
Die Einheitsvektoren ey, ..., e, (siehe Bemerkung 2.26) bilden nédmlich eine Basis.
Daraus folgt, dass auch alle anderen Basen von K" genau n Elemente haben.

Wir kénnen auch den Vektorraum K° betrachten: er besteht aus allen Tupeln
der Lange 0 von Elementen von K. Allerdings gibt es nur ein 0-Tupel, das leere
Tupel. Also hat K° nur ein Element, dass wir sinnvoller Weise mit 0 bezeichnen.
Der einelementige Vektorraum iiber K hat die Dimension 0. Die leere Menge von
Vektoren ist ndmlich eine Basis. Sie ist sicherlich linear unabhingig und die einzig
mogliche Linearkombination, die leere Linearkombination, hat den Wert 0.

b) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizien-

tenmatrix
12 3 -1 -1 2 0
01 3 2 0 0 0
00 0 O 1 -3 0
00 0 O 0 0 0

Wir fiihren das Gauf-Jordan-Verfahren durch, um die Matrix auf reduzierte Zei-

lenstufenform zu bringen. Zunéchst addieren wir die dritte Zeile zur ersten.

123 -1 0 -1 0
013 2 0 0 O
000 0 1 =30

000 O O 0 O
Dann ziehen wir das zweifache der zweiten Zeile von der ersten ab.

10 -3 -5 0 -1 0

01 3 2 0 0 0
00 0 0 1 =30
00 0 0 0 0 O
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Nun lesen wir die Losung ab, wobei wir fiir die freien Variablen x3, x4 und z¢ die

Parameter r, s und ¢ einsetzen. Es ergibt sich die folgende allgemeine Losung;:

Ty = 3r+5s+t,
To = —3r—2s,
L3 = T
Ty = S,
rs = 3t
rg = t,

r,s,t € R

Diese Losung konnen wir auch mit Hilfe von Vektoren wie folgt schreiben:

I 3 5 1
Zo 73 -2 0
x3 1 0 0
=r + s +t
x4 0 1 0
Z5 0 0 3
L6 0 0 1
Offenbar ist jede Losung (z1,...,26) des Gleichungssystems eine Linearkom-

binationen der Vektoren v; = (3,-3,1,0,0,0), v = (5,—2,0,1,0,0) und vz =
(1,0,0,0,3,1). Dabei sind die Skalare r, s und ¢ durch (z1,...,zs) eindeutig be-
stimmt, da ja r = z3, s = 4 und t = xg gilt. Also bilden vy, v9, v3 eine Basis des
Losungsraumes des Gleichungssystems.

Dieses Beispiel zeigt, wie das Gauft-Jordan-Verfahren benutzt werden kann, um
eine Basis des Losungsraumes eines homogenen Gleichungssystems zu bestimmen:
Man berechne zunéchst die reduzierte Zeilenstufenform der erweiterten Koeffizien-
tenmatrix des Gleichungssystems, fiihre fiir jede freie Variable einen Parameter ein
und gebe die Losung dann wie oben in Vektordarstellung an. Die Vektoren, die
dabei auftreten, sind bereits eine Basis des Losungsraumes des Gleichungssystems.
Man beachte, dass die Dimension des Losungsraumes genau die Anzahl der freien

Variablen ist.

Korollar 2.31. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und seienvy,...,v, € V

linear unabhdngig. Dann gilt r < n.

Beweis. Sei wy,...,w, eine Basis V. Nach dem Basiserginzungssatz kénnen wir
v1,...,0,. durch Hinzunahme von Vektoren aus {wi,...,w,} zu einer Basis von
V ergénzen. Diese Basis hat mindestens r Elemente. Da aber alle Basen von V
dieselbe Lange haben, folgt r < n. O

Korollar 2.32. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und sei vy,...,v, ein

Erzeugendensystem von V. Dann gilt n < r.
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Beweis. Nach dem Basisergénzungssatz hat V' eine Basis, die aus Vektoren aus

{v1,..., v} besteht. Solch eine Basis hat hochstens r Elemente. Da aber aller Basen
von V genau n Elemente haben, folgt n < r. O
Korollar 2.33. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und seien vy,...,v, €

V' Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) v1,...,vy, sind linear unabhingig.

(2) v1,...,v, erzeugen V.

Beweis. Angenommen v1,...,v, sind linear unabhéngig. Nach dem Basisergin-
zungssatz konnen wir vy, ..., v, durch Hinzunahme von Vektoren aus einem endli-
chen Erzeugendensystem zu einer Basis von V' ergédnzen. Diese Basis hat dann aber
auch n Elemente. Also ist vy, ..., v, bereits eine Basis von V.

Nun nehmen wir an, dass vi,...,v, den Vektorraum V erzeugen. Nach dem
Basisergénzungssatz kénnen wir eine Basis aus den Vektoren vy, ..., v, auswihlen,

die dann aber auch n Elemente hat. Also ist vy, ..., v, bereits eine Basis von V. [

Satz 2.34. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und U ein Unterraum von
V. Dann ist U ebenfalls endlich erzeugt und die Dimension von U ist hichstens n.

Ist die Dimension von U genau n, so gilt U =V

Beweis. Nach Korollar 2.31 gibt es in V' keine Familien linear unabhéngiger Vek-
toren mit mehr als n Elementen. Also gibt es auch in U keine Familien linear
unabhingiger Vektoren mit mehr als n Elementen. Wir wahlen w4, ...,u, € U li-
near unabhéngig, so dass r maximal ist. Ist » = n, so ist uq,...,u, nach Korollar

2.33 bereits ein Erzeugendensystem von V. Also ist in diesem Fall
V =Lin(uy,...,u,) CU C V.

Damit gilt U = V.

Falls w1, ..., u, kein Erzeugendensystem von U ist, so existiert ein Vektor
w € U\ Lin(uy, ..., uy).

Nachdem Basisergdnzungssatz ist uq,...,u,,w eine Basis von Lin(ug,...,u,, w).
Insbesondere sind uy, ..., u,,w linear unabhéngig, im Widerspruch zur maximalen
Wabhl von r. Also erzeugen uy, ..., u, den Unterraum U. Insbesondere ist U endlich

erzeugt und hat die Dimension r < n. O

Beispiel 2.35. Wir bestimmen sémtliche Unterrdume von R2. Da R? die Dimension
2 hat, konnen die Unterrdume nur die Dimensionen 0, 1 und 2 haben. Der einzige
Unterraum der Dimension 0 ist der Raum {(0,0)}. Unterrdume der Dimension 1
bestehen aus allen Vielfachen eines Vektors. Es handelt sich also um Geraden durch
den Nullpunkt. Alle Geraden durch (0, 0) sind eindimensionale Unterriume von R2.
Es gibt nur einen Unterraum der Dimension 2, nimlich R? selber.

Die Unterrdiume von R3 kénnen die Dimensionen 0, 1, 2 und 3 haben. Der eindeu-

tig bestimmte 0-dimensionale Unterraum ist die Menge {0}. Die 1-dimensionalen
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Unterrdume sind Geraden durch 0. Die 2-dimensionalen Unterrdume sind Ebenen,

die den Nullvektor enthalten. Der einzige 3-dimensionale Unterraum ist R? selber.

2.5. Bestimmung von Basen. Der Basisergdnzungssatz besagt unter anderem,
dass wir aus einem endlichen Erzeugendensystem wy, ..., ws eines Vektorraums V'
eine Basis des Vektorraums auswéhlen kénnen. Dazu miissen wir nur solange line-
ar unabhingige Vektoren aus dem Erzeugendensystem auswahlen, bis wir keinen
weiteren Vektor mehr finden, der von den bereits gewéhlten Vektoren linear unab-
héngig ist.

Allerdings ist das Uberpriifen auf lineare Unabhéngigkeit aufwendig. Wir disku-
tieren daher noch eine andere Methode, eine Basis eines Vektorraums zu finden,

der durch ein Erzeugendensystem gegeben ist.

Definition 2.36. Sei A eine (m x n)-Matrix {iber einem Korper K. Der Zeilen-
raum von A ist der von den Zeilen der Matrix A erzeugte Unterraum von K™. Der
Spaltenraum von A ist der von den Spalten der Matrix A erzeugte Unterraum

von K™.

Lemma 2.37. Elementare Zeilenumformungen dndern nicht den Zeilenraum einer
Matriz.

Beweis. Sei A eine (m x n)-Matrix iiber einem Koérper K. Es ist klar, dass die
neuen Zeilen, die bei elementaren Zeilenumformungen von A entstehen, Linear-
kombinationen der Zeilen von A sind. Entsteht also die Matrix B durch elementare
Zeilenumformungen aus A, so ist jede Zeile von B im Zeilenraum von A enthalten.

Damit ist der Zeilenraum von B eine Teilmenge des Zeilenraums von A. An-
dererseits lassen sich elementare Zeilenumformungen durch elementare Zeilenum-
formungen riickgéngig machen. Damit lasst sich die Matrix B durch elementare
Zeilenumformungen in die Matrix A tberfiihren. Also ist der Zeilenraum von A
auch eine Teilmenge des Zeilenraums von B.

Damit stimmen die beiden Zeilenrdume tiberein. O

Dieses Lemma gibt uns folgendes Verfahren, um Basen von Unterrdumen zu

bestimmen:

Satz 2.38. Sei K ein Kérper und seien vy,...,v, € K". Dann kénnen wir eine

Basis von Lin(vy, ..., vy) wie folgt bestimmen:

(1) Schreibe die Vektoren vy, ..., v, als Zeilen einer (m x n)-Matriz A iber K.
Der Raum Lin(vy,...,vy) ist der Zeilenraum der Matriz A.

(2) Fiihre das Gauf-Jordan-Verfahren durch, um die reduzierte Zeilenstufen-
form B der Matriz A zu bestimmen.

(3) Die Zeilen der Matriz B, die nicht nur Nullen enthalten, bilden eine Basis

von Lin(vy, ..., Um).

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass die von Null verschiedenen Zeilen von B eine
Basis des Zeilenraums von A bilden. Nach Lemma 2.37 haben A und B denselben
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Zeilenraum. Der Zeilenraum von A wird also von den Zeilen von B erzeugt. Da
die Nullzeilen von B nichts zum Erzeugnis der Zeilen beitragen, erzeugen die von
Null verschiedenen Zeilen bereits den ganzen Zeilenraum von B und damit auch
von A. Die von Null verschiedenen Zeilen von B haben alle eine fithrende Eins und
diese fithrenden Einsen stehen jeweils in verschiedenen Spalten. In den Spalten mit
fiihrenden Einsen stehen aufer der fiihrenden Eins nur Nullen. Das zeigt, dass diese
Zeilen linear unabhéngig sind. Also bilden die von Null verschiedenen Zeilen von B

eine Basis des Zeilenraums von A. O

Beispiel 2.39. Seien die Vektoren v; = (1,2,3,0), v = (1,0,1,1) und vz =
(0,2,2, —1) aus R* gegeben. Wir wollen eine Basis des von vy, vy und v3 erzeugten
Unterraums von R* bestimmen. Dazu schreiben wir die Vektoren als Zeilen einer
Matrix:

12 3 0
1 01 1
0 2 2 -1
Abziehen der ersten von der zweiten Zeile liefert
1 2 3 0
0 -2 -2 1

0 2 2 -1

Teilt man die zweite Zeile durch —2, so erhalten wir

1 2 3 0

01 1 —3

0 2 2 -1
Abziehen des zweifachen der zweiten Zeile von der dritten liefert die Zeilenstufen-
form

12 3 0

01 1 —3

0 00 O
Abziehen des zweifachen der zweiten Zeile von der ersten liefert die reduzierte Zei-
lenstufenform

1 01 1

011 -3

0 0O

0
Damit ist bilden die Vektoren (1,0,1,1) und (0, 1,1, f%) eine Basis des von vy v

und v3 erzeugten Unterraums von R*.

Definition 2.40. Sei A eine (m xn)-Matrix {iber einem Korper K. Der Zeilenrang
von A ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A.
Der Spaltenrang von A ist die maximale Anzahl linear unabhéingiger Spalten

von A.
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Lemma 2.41. Der Spaltenrang einer Matriz A ist die Dimension des Spalten-

raums. Der Zeilenrang ist die Dimension des Zeilenraums.

Beweis. Wir wissen bereits, dass man aus einem endlichen Erzeugendensystem ei-
nes Vektorraums eine Basis dieses Vektorraums auswéhlen kann. Sind vq,...,v,
Elemente eines Vektorraums V, so kénnen wir unter den Vektoren vy, ..., v, ei-
ne linear unabhéngige Menge von Vektoren von maximaler Grofe auswahlen. Nach
dem Basisergidnzungssatz ist diese Menge von Vektoren eine Basis des von v, ..., v,
erzeugten Unterraums von V.

Damit ist die Dimension von Lin(vy,...,v,) genau die maximale Anzahl linear
unabhéngiger Vektoren unter den Vektoren vy, ..., v,. Das zeigt das Lemma sowohl

flir den Zeilenrang als auch fiir den Spaltenrang einer Matrix. O

Eines der iiberraschenderen Ergebnisse der linearen Algebra ist die Tatsache,
dass der Zeilenrang einer Matrix gleich dem Spaltenrang ist. Um das zu zeigen,

betrachten wir strukturerhaltende Abbildungen zwischen Vektorrdumen.

3. LINEARE ABBILDUNGEN

Definition 3.1. Seien V und W Vektorrdume iiber demselben Koérper K. Eine
Abbildung f : V — W heift linear, falls fiir alle u,v € V und alle A € K folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(1) flu+v) = f(u)+ f(v)
(2) f(Aw) = Af(v)

Beispiel 3.2. a) Sei V = W = R. Dann ist f : V — W;z — 3z eine lineare
Abbildung: Fiir alle z,y € V und alle A € R gilt

flz+y)=3(x+y) =3z+3y = f(z)+ f(y)

und
fz) =3z =X (3z) = Af(x).

b) Sei V. =R? und W = R. Dann ist g : V — W;(z,y) = z + 3y eine lineare
Abbildung.

c) Sei V=R3und W =R? Dannist h: V — W;(z,y,2) — (z +y + 2,2y — 2)
eine lineare Abbildung.

d) Sei V' der Vektorraum aller Polynome in der Unbestimmen z iiber R und
W =R. Dann ist die Abbildung e : V' — W;p(x) — p(27) eine lineare Abbildung.
Seien ndmlich p, ¢ € R[z]. Dann ist

e(p+4q) = (p+q)(27) = p(27) + ¢(27) = e(p) + e(q)-
Analog ist e(Ap) = (Ap)(27) = A - p(27) = X - e(p).

3.1. Lineare Abbildungen und Matrizen. Die wichtigsten Beispiele fiir lineare
Abbildungen liefert die Multiplikation von Matrizen mit Vektoren. Dazu erinnern

wir uns zunéchst mal an das Skalarprodukt in R™ und Produkte von Matrizen.
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Definition 3.3. Fiir zwei Vektoren = = (21,...,2,) und y = (y1,...,yn) aus R"
ist das Skalarprodukt von x und y definiert als die Zahl

n
i=1

Mit derselben Formel kénnen wir auch Skalarprodukte iiber beliebigen Kérpern K
definieren.

Ist A = (a;;) eine (¢ x m)-Matrix {iber R und B = (bj) eine (m x n)-Matrix iber
R, so ist das Produkt von A und B die (¢ x n)-Matrix C = AB, deren Eintrag in
der i-ten Zeile und k-ten Spalte die Zahl

m
Cik = g ai;jbjk
Jj=1

ist. Die Zahl ¢y, ist also das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte
von B. Vollkommen analog ist das Produkt von Matrizen iiber anderen Korpern
definiert.

Beispiel 3.4. a) Seien x = (1,2,3) und y = (—1,0,2) Vektoren in R3. Dann ist
(z,y) =—-146=05.

b) Es gilt
1 3 -1 5
1 1 0 |=
-1 1 2 2 )
c) Es gilt
1 2 3 -1 1 5 5
1 0 1 0 2| = 1
-1 1 2 2 0 5 1

d) Wir betrachten die lineare Abbildung
h:R3 — R% (2,y,2) = (x+y+ 2,2y — 2)
aus Beispiel 3.2. Fiir alle (z,y, z) € R? ist
+y+ 11 1) (7
r+y+z

h(z,y,z) = = Y

29—z 0 2 -1
z

Wenn wir Vektoren in K™ als (n x 1)-Matrizen auffassen (d.h., als Spaltenvek-
toren), so kénnen wir (m x n)-Matrizen mit solchen Vektoren multiplizieren.
Wie man leicht nachrechnet ist die Multiplikation einer festen (m x m)-Matrix

mit Vektoren aus K™ ist eine lineare Abbildung:

Lemma 3.5. Sei A eine (m x n)-Matriz. Dann ist die Abbildung
K" = K™z~ Ax

linear.

Dieses Lemma hat auch eine wichtige Umkehrung;:
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Satz 3.6. Sei K ein Korper und f : K™ — K™ eine lineare Abbildung. Dann
existiert eine (m x n)-Matriz A dber K, so dass fir alle x = (x1,...,2,) € K™ die
Gleichung f(x) = Ax gilt. Fir i € {1,...,n} ist die i-te Spalte von A der Vektor

f(e;), wobei e; der i-te Einheitsvektor von K™ ist.

Beweis. Fir jedes i € {1,...,n} sei v; = f(e;). Fir jedes = (x1,...,2,) € K"
ist
r=x1€1 + -+ xTpEN.

Wegen der Linearitét von f gilt
f(x) = f(xie1+ -+ xpen) =x1f(e1) + -+ zofer) =x1v1 + -+ + Tpop.
Sei A die Matrix, deren Spalten die Vektoren v; sind, so gilt
Az = z1v1 + -+ + v, = f(2).

Also ist die lineare Abbildung f genau die Multiplikation mit der Matrix A. O

Der Beweis dieses Satz zeigt, dass man eine lineare Abbildung f : K — K™
bereits dann kennt, wenn man weift, auf welche Vektoren die Einheitsvektoren e; ab-
gebildet werden. Dasselbe geht fiir jede Basis des Definitionsbereichs einer linearen
Abbildung;:

Ist f : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen und
sei v1,...,v, eine Basis von V. Ist v € V, dann existieren A1,..., A\, € K mit

v = A\v1 + -+ Ay, Es gilt nun
J) = fAvr + -+ Xvn) = A f(v1) + -+ A f(vn)-

Also ist f durch die Bilder f(v1),..., f(v,) der Basisvektoren eindeutig bestimmt.
Der folgende Satz zeigt, dass die Multiplikation von Matrizen richtig definiert

ist:

Satz 3.7. Sei A eine (n x m)-Matriz iber einem Korper K und sei B eine (m x £)-
Matriz iber K. Weiter seien f : K™ — K™ und g : K¢ — K™ die zu A und B
gehorenden linearen Abbildungen. Es sei also f(x) = Ax fir alle x € K™ und
g(y) = By fiir alley € K*.

Dann gilt fiir alle y € K* die Gleichung

(fog)(y) = (AB)y.

Die Multiplikation von Matrizen entspricht also der Komposition linearer Abbildun-

gen.

Da die Komposition von Abbildung das Assoziativgesetz erfiillt, folgt unmittel-

bar das Assoziativgesetz der Matrizenmultiplikation.

Korollar 3.8. Die Multiplikation von Matrizen erfullt das Assoziativgesetz: Ist A

eine (n x m)-Matriz, B eine (m x £)-Matriz und C eine (¢ X k)-Matriz, alle iber



36 STEFAN GESCHKE

demselben Kdrper K, so gilt
(AB)C = A(BC).

3.2. Die Dimensionsformel.

Definition 3.9. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen.
Der Kern von f ist die Menge {v € V : f(v) = 0}. Das Bild von f ist die Menge
{flv):veV}CW.

Man beachte, dass die Definition des Bildes einer linearen Abbildung einfach die
iibliche Definition des Bildes einer Abbildung ist.

Lemma 3.10. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K - Vektorrdumen.
Dann ist der Kern von f ein Unterraum von V. Das Bild von f ist ein Unterraum

von W.

Beweis. Seien u und v Elemente des Kerns von f und A € K. Dann ist f(u+v) =
f(u)+ f(v) =0+ 0 = 0. Damit ist u 4+ v ebenfalls im Kern von f. Auferdem gilt
f(w) = Af(v) = A-0=0. Damit ist auch Av im Kern von f.

Seien nun ¢’ und v’ im Bild von f und A € K. Dann existieren u,v € V mit
f(u) =v" und f(v) =0 Nun ist v’ +v" = f(u) + f(v) = f(u+ v). Damit ist auch
u’ 4+ v im Bild von f. Auferdem gilt A’ = Af(v) = f(\v). Also ist auch A’ im
Bild von f. O

Beispiel 3.11. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

1 +x2+283 = 9
201 +4x0 —3x3 = 1
3x1 +6x2 — 53 = 0.

Dieses Gleichungssystem hat die Koeffizientenmatrix

1 1 2
A=12 4 -3
3 6 =5

Wir kénnen das Gleichungssystem auch in der Form Az = b schreiben, wobei x =
(z1,22,23) ist und b = (9,1,0). Etwas ausfiihrlicher lautet das Gleichungssystem

in Matrizenschreibweise also

1 1 2 1 9
2 4 -3 T2 | =
3 6 -5 T3 0

Schreiben wir f fiir die lineare Abbildung R? — R3:z + Az, so lautet das lineare
Gleichungssystem f(z) = (9,1,0). Wenn wir ein lineares Gleichungssystem losen,

bestimmen wir also das Urbild eines Vektors unter einer linearen Abbildung.
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Betrachten wir den Fall des homogenen Gleichungssystems

xr1 + o + 22133 = 0
2x1 +4x2 —3xz3 = 0
3r1 4+ 6x9 —dxr3 = 0.

Die Losungsmenge ist genau der Kern der linearen Abbildung f.

Der Spaltenraum der Matrix A, also der Raum der Linearkombinationen der
Spalten von A, ist genau das Bild der linearen Abbildung f. Die Frage, ob das
lineare Gleichungssystem Ax = b lésbar ist, ist dquivalent zu der Frage, ob b im
Bild der linearen Abbildung f liegt.

Im Folgenden schreiben wir dim(V') fiir die Dimension eines endlich erzeugten
Vektorraums, Bild(f) fiir das Bild einer linearen Abbildung f und Kern(f) fiir den

Kern von f.

Satz 3.12 (Dimensionsformel). Sei V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum, W ein
beliebiger K -Vektorraum und f :' V — W eine lineare Abbildung. Dann ist Bild(f)

endlich erzeugt und es gilt

dim(V') = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)).

Beweis. Als Unterraum von V ist Kern(f) ebenfalls endlich erzeugt und damit
endlich-dimensional. Wir wéhlen eine Basis v1,...,v, von Kern(f) Da V endlich
erzeugt ist, konnen wir vy, . .., v, nach dem Basisergénzungssatz durch Hinzunahme

von endlich vielen Vektoren zu einer Basis
ViyeooyUp,W1,...,Ws

von V ergénzen. Die Dimension von V ist also n := r + s, wobei r die Dimension
von Kern(f) ist.

Wir zeigen nun, dass f(w1), ..., f(ws) eine Basis von Bild(f) ist. Zunéchst weisen
wir nach, dass f(wy),..., f(ws) den Unterraum Bild(f) erzeugt.

Sei w € Bild(f). Dann existiert v € V mit f(v) = w. Die Vektoren

Vly ey Upy Wy -« vy We
erzeugen V. Also existieren Ay, ..., A, pi1, ..., s € K mit
v=ANv1F o+ AU+ piwy -+ W
Wegen der Linearitdt von f und da die Vektoren vq,...,v, im Kern von f liegen
gilt
w=f(v) =Af(vr) + -+ A f(vr) + paf(wr) + -+ ps f(ws)
= pf(wr) + -+ ps f(ws).

Damit ist w eine Linearkombination von f(wi),..., f(ws).
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Nun zeigen wir, dass die Vektoren f(wy),..., f(ws) linear unabhéngig sind. An-

genommen,
le(wl) + e JF:“Sf(U)S) =0.
. Es gilt
paf(wi) + -+ psf(ws) = flpawr + - + psws).

Damit liegt der Vektor pjw; + -+ + psws im Kern von f. Also ist pywy + -+ +
psws eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, die ja eine Basis von Kern(f)
bilden. Seien A1, ..., A\, € K mit

,Uflw1+"'+,ufsws:>\1U1+"'+)\rvr-

Dann ist
—Avr = = Apop - ppwy - A psws = 0.
Da die Vektoren

Viy.v oy Up, W1, ..., Wy

linear unabhéngig sind, folgt daraus

)\la"'a)"ra,ula"'a/j/s:o'

Insbesondere sind die p; alle Null. Das zeigt die lineare Unabhéngigkeit von

flwy), ..., flws).
Also ist dim(Bild(f)) = s = n — r. Es folgt die Dimensionsformel

dim(V') = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)).

3.3. Der Rang einer Matrix.
Korollar 3.13. Der Zeilenrang einer Matriz ist gleich dem Spaltenrang.

Beweis. Sei A eine (m x n)-Matrix iiber einem Korper K. Sei s der Spaltenrang
von A. Dann ist r die Dimension des Spaltenraums von A. Der Spaltenraum von A
ist das Bild der Abbildung f : K™ — K™;x — Az. Der Losungsraum des linearen
Gleichungssystems Az = 0 ist genau der Kern der Abbildung f. Sei r die Dimension
des Kerns von f.

Nach der Dimensionsformel ist r + s = n. Sei nun B die reduzierte Zeilenstufen-
form von A. Das Gleichungssystem Bz = 0 hat dieselbe Losungsmenge wie Ax = 0.
Insbesondere ist die Dimension des Lésungsraums von Bx = 0 genau r. Wiederum
nach der Dimensionsformel ist die Dimension des Spaltenraums von B genau s. Mit
anderen Worten, A und B haben denselben Spaltenrang.

Wir wissen bereits, dass A und B auch denselben Zeilenrang haben. Die Di-
mension des Losungsraums von Bx = 0 ist die Zahl der freien Variablen des Glei-
chungssystems. Es gibt also genau r freie Variablen. Die Zeilen von B, die nicht nur
Nullen enthalten, bilden eine Basis des Zeilenraums von B und damit auch von A.

Jede solche Zeile enthilt eine fithrende Eins. Damit ist die Anzahl der fithrenden
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Variablen genau die Dimension des Zeilenraums von B, also der Zeilenrang von B,
und damit auch der Zeilenrang von A. Es gibt also insgesamt n Variablen, wovon
r frei sind. Damit sind n — r = s Variablen fiithrend.

Die Anzahl der fithrenden Variablen ist aber genau der Zeilenrang von A. Damit

sind der Zeilenrang von A der Spaltenrang von A beide s. O

Nach diesem Korollar brauchen wir nicht zwischen Zeilenrang und Spaltenrang

einer Matrix zu unterscheiden.
Definition 3.14. Der Rang einer Matrix ist der Zeilenrang der Matrix.

Satz 3.15. Sei A eine (m x n)-Matriz iber einen Kéorper K. Der Rang von A ist

die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen in der Zeilenstufenform von A.

Beweis. Wir wissen bereits, dass elementare Zeilenumformungen nicht den Zeilen-
rang um damit auch nicht den Rang einer Matrix &ndern. Die von Null verschie-
denen Zeilen der reduzierten Zeilenstufen einer Matrix bilden eine Basis des Zei-
lenraums. Die reduzierte Zeilenstufenform hat aber die gleiche Anzahl an von Null
verschiedenen Zeilen wie eine (einfache) Zeilenstufenform. Damit ist die Anzahl der
von Null verschiedenen Zeilen in der Zeilenstufenform von A genau der Rang von
A. O

Man auch leicht zeigen, dass bereits die von Null verschiedenen Zeilen der Zei-
lenstufenform linear unabhéngig sind und damit eine Basis des Zeilenraums bilden.

In jedem Falle kénnen wir den Rang einer Matrix wie folgt berechnen:

Bringe die Matrix mittels des Gauf-Verfahrens auf Zeilenstufenform und zéhle
die von Null verschiedenen Zeilen.

Rénge von Matrizen lassen sich auch anwenden, um die Losbarkeit linearer Glei-

chungssystem zu untersuchen:

Satz 3.16. Sei A eine (m x n)-Matriz iber einem Korper K und b € K™. Dann
ist das lineare Gleichungssystem Ax = b genau dann losbar, wenn der Rang der
Koeffizientenmatriz A des Gleichungssystems gleich dem Rang der erweiterten Ko-
effizientenmatriz ist. Dabei erhdlt man die erweiterte Koeffizientenmatriz indem

man die Spalte b noch zu der Matriz A hinzufiigt.

Beweis. Seien vy, ..., v, die Spalten der Matrix A und z = (z1,...,2,). Dann ist
Az = xqv1 + - - - + T, v,. Das Gleichungssystem Ax = b ist also genau dann 16sbar,
wenn b eine Linearkombination der Spalten vq,...,v, von A ist, wenn also b ein
Element des Spaltenraums von A ist.

Seien U := Lin(vy,...,v,) der Spaltenraum von A und V := Lin(vy,...,v,,b)
der Spaltenraum der erweiterten Koeffizientenmatrix. Der Vektor b ist genau dann
ein Element von U, wenn U = V gilt. U ist immer ein Unterraum von V. Damit sind
U und V genau dann gleich, wenn sie dieselbe Dimension haben. Die Dimension
von U ist genau der Rang von A, die Dimension von V der Rang der erweiterten

Koeflizientenmatrix.
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Damit hat das Gleichungssystem genau dann eine Losung, wenn diese beiden

Rénge iibereinstimmen. O

Beispiel 3.17. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten

Koeffizientenmatrix
1 2 3 0
A=11 0 1 1
0 2 2 -1
Diese Matrix haben wir schon in Beispiel 2.39 betrachtet. Die Zeilenstufenform
lautet
1 2 3 0
0 1 1 f%
0 00 O

Da in der Zeilenstufenform zwei Zeilen von Null verschieden sind, hat die Matrix

A den Rang 2. Die Koeffizientenmatrix lautet

1 2 3
0 1
0 2 2
und hat die Zeilenstufenform
1 2 3
0 1 1
0 0 0

Damit hat die Koeffizientenmatrix ebenfalls den Rang 2. Das lineare Gleichungssy-
stem mit der erweiterten Koeflizientenmatrix A ist also losbar.
Wir dndern nun die letzte Spalte der erweiterten Koeffizientenmatrix und be-

trachten das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

1 2 3 0
B=|(1 011
02 21

Das Gauls-Verfahren liefert die Zeilenstufenform

123 0
01 1 —3
000 1

Also hat B den Rang 3. Die Koeflizientenmatrix des abgeénderten linearen Glei-

chungssystem lautet immer noch

2
0
2

S = =
N =W

und hat den Rang 2. Insbesondere ist der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix
echt grofer als der der Koeffizientenmatrix. Also ist das lineare Gleichungssystem

mit der erweiterten Koeffizientenmatrix B nicht 19sbar.
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An dieser Stelle diskutieren wir noch die Struktur der Lésungsmengen von inho-

mogenen linearen Gleichungssystemen.

Satz 3.18. Sei A eine (m x n)-Matriz Gber einem Kérper K und b € K™. Sei
L die Losungsmenge des Gleichungssystems Ax = 0. Schliefilich sei a € K™ eine
Lésung des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b. Dann sind die Losungen des

Gleichungssystem Ax = b genau die Vektoren von der Form a + x fir ein x € L.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung f : K" — K™;x — Axz. L ist der
Kern von f. Sei y € K™ eine Losung des inhomogenen Systems Az = b. Dann gilt
fly—a)=fy)— fla)=b—b=0. Alsoist t=y—a € Lund y=a+=z.

Sei umgekehrt « € L. Dann ist f(a+x) = f(a)+ f(z) =b+0="b. Alsoist a+x

eine Losung des inhomogenen Systems Az = b. O

Dieser Satz besagt, dass die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssy-
stems Az = b eine Nebenklasse der Losungsmenge des homogenen Gleichungssy-

stems ist.

Beispiel 3.19. Wir betrachten wieder das lineare Gleichungssystem mit der erwei-

terten Koeffizientenmatrix

2 3 0
01 1
2 2 -1

A:

O = =

Wie wir in Beispiel 2.39 gesehen haben, lautet die reduzierte Zeilenstufenform dieser

Matrix
1

1 01
0 1 1
0 00 O

Da zugehérige lineare Gleichungssystem lautet

N[

$1+£L'3 = 1

. 1
Tot+x3 = —=.
2 3 5
Wir setzen fiir die freie Variable x3 die Zahl 0 ein und erhalten z; = 1, 25 = f%
und x3 = 0 als eine mogliche Losung des linearen Gleichungssystems.
Die erweiterte Koeffizientenmatrix des zugehoérigen homogenen linearen Glei-

chungssystems hat die reduzierte Zeilenstufenform

o O =
o = O
S =
o o O



42 STEFAN GESCHKE

Das zugehérige Gleichungssystem lautet

r1+x3 = 0

To+ T3 = 0
Damit ergibt sich x1 = —x3 und x2 = —x3. Setzt man den Parameter ¢ fiir x3
ein, so erhdlt man die allgemeine Losung z1 = —t, xo = —t und 3 =t,t € R. In

Vektorschreibweise lautet die allgemeine Losung des homogenen Systems also

T -1
| =t|-1], teR.
T3 1

I 1
— 1

xTo = —3

I3 0

mit Losungen des homogenen Gleichungssystems. Die allgemeine Losung des ho-

mogenen Gleichungssystems lautet also

T1 1 —1
T | = _% +t|—-1], teR
T3 O 1

3.4. Invertierbarkeit von Matrizen. Wir erinnern uns daran, dass eine Funkti-
on f: X — Y zwischen zwei Mengen X und Y injektiv ist, falls je zwei verschiedene
Elemente von X durch f auf verschiedene Elemente von Y abgebildet werden. Fiir

lineare Abbildungen lésst sich Injektivitét leicht charakterisieren.

Lemma 3.20. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K - Vektorrdumen.

Dann ist f genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0} gilt.

Beweis. Wenn f injektiv ist, dann gibt es hochstens ein v € V mit f(v) = 0. Es gilt
f(0) = 0. Sei némlich v € V. Dann ist f(0v) = 0f(v) = 0. Damit ist Kern(f) = {0}.

Sei nun Kern(f) = {0}. Seien v,w € V. Angenommen, f(v) = f(w). Dann gilt
flv—w) = f(v) — f(w) =0. Also ist v — w € Kern(f). Damit ist v —w = 0. Also
gilt v = w. Das zeigt, dass f injektiv ist. O

Korollar 3.21. Seien V und W n-dimensionale K-Vektorrdume. Weiter sei f :
V — W eine lineare Abbildung. Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn sie

surjektiv ist.

Beweis. Angenommen f ist injektiv. Dann ist der Kern von f 0-dimensional. Nach
der Dimensionsformel folgt daraus, dass das Bild von f ein n-dimensionaler Unter-
raum von W ist. Da W selber n-dimensional ist, stimmt das Bild von f mit ganz

W iiberein. Damit ist f surjektiv.
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Sei nun umgekehrt f surjektiv. Nach der Dimensionsformel hat f damit einen

0-dimensionalen Kern. Damit ist f injektiv. O

Lemma 3.22. Ist f : V — W eine bijektive lineare Abbildung, so ist auch die
Umkehrabbildung f~' : W — V linear.

Beweis. Seien u,w € W und A € K. Dann existieren v, v, € V mit f(v,) = v und
fvy) = w. Es gilt

Foy +vy) = flog) + fvw) =u+ w.

Damit ist
FHu+w) = vy + o, = f7Hu) + f7H(w),
AuBerdem ist f(Avy) = Af(vy) = Au. Also gilt f~1(Au) = A\f~1(u). Damit ist f

linear. O

Eine bijektive lineare Abbildung nennen wir wie im Falle von strukturerhaltenden
Abbildungen bei Gruppen oder Graphen einen Isomorphismus. Ein spezieller
Isomorphismus ist die identische Abbildung idx» : K™ — K™;x + x. Die Matrix,
die zu der linearen Abbildung idg» gehort, ist die Einheitsmatrix, deren i-te
Spalte der i-te Einheitsvektor e; in K™ ist.

Ist f : K™ — K" ein Isomorphismus, so existiert eine (n x n)-Matrix A mit
f(z) = Az fiir alle x € K. Da auch f~! : K® — K" ein Isomorphismus ist,
existiert eine (n x n)-Matrix B mit f~!(y) = By fiir alle y € K™. Wegen fo f~! =
idgn und f~'o f =idgn gilt AB = E,, = BA.

Wir nennen B die zu A inverse Matrix und schreiben A~! fiir B. Eine Matrix
A, die eine Inverse besitzt, nennen wir invertierbar. Eine Matrix kann nur dann

invertierbar sein, wenn sie quadratisch ist, also fiir ein n das Format n x n hat.

Lemma 3.23. Eine (nxn)-Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn sie vollen

Rang hat, d.h., wenn sie den Rang n hat.

Beweis. Eine Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn die lineare Abbildung
f : x — Az bijektiv ist. Wir haben aber bereits gesehen, dass f genau dann
bijektiv ist, wenn die Dimension des Bildes von f genau n ist. Die Dimension des

Bildes von f ist aber genau der Rang von A. O

Wir erinnern uns daran, dass K™*™ mit den Operationen + und der Matrizen-
multiplikation ein Ring ist. Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist
dabei die Einheitsmatrix. Die invertierbaren (n x n)-Matrizen bilden die Einheiten-
gruppe dieses Ringes.

Wir wollen nun die Inversen invertierbarer Matrizen berechnen. Sei A eine (nxn)-
Matrix. Wir suchen eine (n x n)-Matrix B mit AB = E,, und BA = E,,. Wenn
fiir zwei (n x n)-Matrizen A und B die Gleichung AB = E,, gilt, dann gilt auch
BA = E,, und umgekehrt. Es geniigt also, eine (n x n)-Matrix B so zu bestimmen,
dass AB = E,, gilt.
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Die i-te Spalte von E,, ist der i-te Einheitsvektor e; in K™. In dem Matrizenpro-
dukt AB ist die i-te Spalte genau das Produkt von A mit der i-ten Spalte von B.
Die i-te Spalte von B 16st also das Gleichungssystem Az = e;. Damit ldsst sich die
zu A inverse Matrix B also bestimmen, in dem wir die Gleichungssysteme Ax = e;,
i €{1,...,n}, 16sen. Schreiben wir die erweiterte Koeffizientenmatrix eines solchen
Gleichungssystems auf, so erhalten wir (A|e;).

Um das Gleichungssystem zu lésen, bringen wir die Matrix (Ale;) in reduzierte
Zeilenstufenform. Hat A vollen Rang, so ist das Gleichungssystem 16sbar und (A|e;)
hat die reduzierte Zeilenstufenform (F,|v;), wobei v; die eindeutige Losung des
Gleichungssystems ist.

Die n linearen Gleichungssysteme (Ale;), @ € {1,...,n}, konnen wir auf die
folgende Weise gleichzeitig 16sen:

Wir schreiben die Matrix A auf und die Matrix F,, rechts daneben: (A|E,,). Die-
se (n x 2n)-Matrix bringen wir nun mit dem Gaufs-Jordan-Verfahren auf reduzierte
Zeilenstufenform. Die linke Hélfte der entstehenden Matrix in reduzierter Zeilen-
stufenform ist die reduzierte Zeilenstufenform der Matrix A. Also ist A invertierbar,
wenn die linke Hélfte der reduzierten Zeilenstufenform die Einheitsmatrix ist, wenn
A also vollen Rang hat. Die rechte Hilfte ist eine Matrix B, deren i-te Spalte v;

die Losung von Az = e; ist. Damit ist B genau die zu A inverse Matrix.

Beispiel 3.24. Wir betrachten die Matrix

-1 2 0
A=|1 2 1
1 0 0

Wir schreiben die Einheitsmatrix neben die Matrix A und bringen die entstehende

(n x 2n)-Matrix mittels des Gauk-Jordan-Verfahrens auf reduzierte Zeilenstufen-

form:

-1 2 01 00 1 -2 01 0 0

1 2 1[0 10 o1 |14 1 o0

1 0 0/0 01 0 0 -3 4 -3 1 II-21
1 =2 0|-1 0 0 (=11 1 -2 0|-1 0 0

1 2 1[0 10 0o 1 i |-3 1 0

1 00 0 1 0 0 1 |-1 1 =2 (=21
1 -2 0|-1 0 0 1 -2 0|-1 0 0

0 4 1,1 1 0 II-I 0o 1 0|4+ 0 1 IHI-JII
0 2 0|1 0 1 IH-I 00 1 |-1 1 =2

1 -2 0|-1 0 0 1 0 0|0 0 1 I421
0 1 1|3 1 0 I o1 0|4 0 3

0 2 01 01 00 1 |-1 1 =2
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Damit ist

B =

die zu A inverse Matrix. Die Probe liefert

-1 2 0 0 0

1
1 1 | =
1 o2 1|t 0o 1 |=

1 0 0/ \-1 1 =2

o O =
o = O
—_ o O

Damit ist tatséichlich B = A1,

Wir kénnen nun leicht jedes lineare Gleichungssystem Ax = b 16sen, indem wir
beide Seiten von links mit A~! multiplizieren. Dann erhalten wir die Losung x =
A~1h.

Sei zum Beispiel b = (1,2, 3). Dann 16st

0 0 1
-1 1 -2 3 -5

das lineare Gleichungssystem Az = b.

Ob eine quadratische Matrix invertierbar ist oder nicht, ldsst sich mit Hilfe des
Gauss-Verfahrens durch Bestimmung des Ranges der Matrix feststellen. Eine wei-
tere Moglichkeit ist es, die Determinante der Matrix zu berechnen. Dazu erinnern
wir uns zunéchst daran, dass eine Permutation einer endlichen Menge gerade ist,
wenn sie das Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen ist. Sonst ist die
Permutation ungerade. Fiir eine Permutation 7 einer endlichen Menge setzen wir

1, 7 ist gerade

sgn(m) =
—1, 7 ist ungerade.

Sy, ist die Gruppe aller Permutationen der Menge {1,...,n}.

Definition 3.25. Sei A = (a;;) eine (n x n)-Matrix {iber einem Kérper K. Dann

ist die Determinante von A die Zahl

Det(A) = Z Sg(T)A1r(1) - - - - * Cp(m)-
TEeSy

Die Determinante hat folgende wichtige Eigenschaften:

(1) Die Determinante einer Matrix dndert sich um den Faktor A, wenn man ein
Zeile der Matrix mit A multipliziert.

(2) Die Determinante einer Matrix &ndert ihr Vorzeichen, wenn man zwei Zeilen
der Matrix vertauscht.

(3) Die Determinante einer Matrix éndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches
einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert.

(4) Die Determinante der Einheitsmatrix E,, ist 1.
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Durch diese vier Eigenschaften ist die Determinante als Funktion von K™*™ nach
K bereits eindeutig bestimmt. Folgender Satz zeigt die Bedeutung der Determinan-
te:

Satz 3.26. a) Sind A und B (n x n)-Matrizen iber einem Korper K, so gilt
Det(AB) = Det(A) Det(B).

b) Eine (n x n)-Matriz A tber einem Kérper K ist genau dann invertierbar,

wenn Det(A) von 0 verschieden ist.

In dem Fall n = 2 ergibt sich die bekannte Formel

aip a2
Det = a11022 — A21012.
a1 a2

4. DIE REELLEN ZAHLEN, KONVERGENZ UND STETIGKEIT

4.1. Die Axiome der reellen Zahlen. Wir erinnern uns daran, dass die reellen
Zahlen mit den Operationen 4+ und - und den Konstanten 0 und 1 einen Korper

bilden. Fiir alle a,b, ¢ € R sind also die folgenden Axiome erfiillt:

(K1) Assoziativgesetze
ea+(b+c)=(a+b)+c
ea-(b-c)=(a-b)-c
(K2) Kommutativgesetze
ea+b=b+a
ea-b=b-a
(K3) Distributivgesetz
ea-(b+c)=a-b+a-c
(K4) Existenz neutraler Elemente beziiglich der Addition und der Multiplikation
ea+0=a
e l-a=a
(K5) Existenz inverser Elemente beziiglich der Addition und der Multiplikation
e Es gibt ein Element —a mit a + (—a) = 0.
e Falls a # 0 ist, so gibt es ein Element ¢! mit a-a~! = 1.
Aufserdem gibt es auf den reellen Zahlen die Ordnungsrelation <, die fiir alle

a, b, c € R die folgenden Axiome erfiillt:

(O1) Es gilt genau eine der Relationen a < b, a = b, a > b.

(02) (a<bAb<c)=a<c

(03) a<b=a+c<b+c

(04) (a<bNO<c)=a-c<b-c

Eine Struktur, die die Axiome (K1)-(K5) und (O1)—(04) erfiillt, ist ein ange-
ordneter Korper. Neben den reellen Zahlen R bilden auch die rationalen Zahlen Q
einen angeordneten Korper. Wir schreiben a < b, falls a < b oder a = b gilt. Was die
reellen Zahlen von den rationalen Zahlen unterscheidet, ist die Vollsténdigkeit. R
erfiillt das folgende Vollstindigkeitsaxiom:
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(V) Seien A, B C R nichtleere Mengen, so dass fiir alle a € A und alle b € B
die Ungleichung a < b gilt. Dann existiert ein ¢ € R, so dass fiir alle a € A
und alle b € B die Ungleichungen a < ¢ < b gelten.

Das Vollstéandigkeitsaxiom besagt, dass die reellen Zahlen keine Liicken haben:
wenn die Menge A C R links von der Menge B C R liegt, so gibt es ein ¢ € R, das
zwischen A und B liegt. Die rationalen Zahlen haben dagegen Liicken:

Seien A = {g € Q:q¢< V2 und B = {¢g € Q: ¢ > +/2}. Dann gibt es kein
c € Q, so dass fiir alle a € A und b € B die Ungleichungen a < ¢ < b gelten. Der
einzige Kandidat fiir so ein ¢ wire v/2, aber v/2 ist keine rationale Zahl.

Wir halten noch eine wichtige FEigenschaft fest, die aus den bisherigen Axiomen

folgt, die archimedische Eigenschaft:
(A) Fiir alle a € R existiert ein n € N mit a < n.

Einen Beweis der archimedischen Eigenschaft aus den bisherigen Axiomen findet

man zum Beispiel in [6].

4.2. Ungleichungen, Betrag und Abstand. Folgende Eigenschaften der Ord-

nungsrelation lassen sich leicht aus den Axiomen ableiten.

Satz 4.1. a) (a<bAc<d)=a+c<b+d
b) (a<bAc<0)=ac>bc
c)0<1
d)o0<a<b=0<t<?i
e) Fiir alle a > 0 und alle b > 0 gilt a < b genau dann, wenn a® < b? gilt.

Beweis. a) Angenommen a < b und ¢ < d. Nach (03) und (K2) gelten a+c¢ < b+¢
und b+ ¢ < b+d. Nach (02) ist a <c < b+d.

b) Nach (03) folgt aus ¢ < 0 durch Addition von —c die Ungleichung 0 < —c.
Aus a < b folgt mittels (O4) die Ungleichung a(—c) < b(—c), also —ac < —be.
Addition von ac + bc auf beiden Seiten liefert bc < ac.

c) Es gilt 0 # 1. Wére 1 < 0, so gélte nach b) die Ungleichung 1-1 > 0- 1, also
1 > 0, ein Widerspruch. Damit gilt 0 < 1.

d) Es gelte 0 < a und 0 < b. Nach (O4) ist 0 < ab. Wére ﬁ < 0, so kénnte man
mit ab multiplizieren und wiirde 1 < 0 erhalten, im Widerspruch zu c). Also gilt
0< ﬁ. Multipliziert man 0 < a < b mit ﬁ, so ergibt sich 0 < % < %

e) Ist 0 < a < b, so erhélt durch Multiplikation mit a beziehungsweise b die
Ungleichungen aa < ab und ab < bb. Aus (02) folgt nun a? < b2.

Umgekehrt gelte a? < b?. Dann muss a # b gelten, da sonst a? = b? wiire. Wire
b < a, so wiirde nach dem ersten Teil des Beweises von e) die Ungleichung b < a?

gelten, ein Widerspruch. Also ist a < b. O

Aus diesem Satz und den Axiomen fiir die lineare Ordnung < kénnen wir folgende
Regeln fiir die Relation < ableiten:

a) (a<bAb<c)=>a<c

b) (a<bAc<d)=a+c<b+d
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c) (a<bAec>0)=ac<bc
d) (a<bAc<0)=ac>bec

Beispiel 4.2. Wir wollen diejenigen « € R bestimmen, fiir die folgende Ungleichung
gilt:
3z+1
T
Zunéchst stellen wir fest, dass die linke Seite der Ungleichung nicht definiert ist,

<4

falls x = 0 ist. Damit gilt die Ungleichung auch nicht fiir x = 0.
Nun betrachten wir den Fall x > 0. In diesem Fall gilt
3z +1

<4 rt+l<dzesl<e.

Ist > 1, so gilt natiirlich auch = > 0. Damit gilt die Ungleichung fiir alle > 1.
Falls = < 0 ist, so gilt

3x+1

<43z+1>4dr1> .

Wenn x < 0 ist, so gilt auch = < 1. Damit gilt die Ungleichung auch fiir alle x < 0.
Also ist die Menge L aller x € R, fiir die die Ungleichung erfiillt ist, die Menge

{zreR:z>1}U{zeR:z <0}
In Intervallschreibweise, die wir gleich offiziell einfiihren, kénnen wir auch
L = (—00,0) U (1,00)
schreiben.

Definition 4.3. Seien a,b € R mit a < b. Dann definieren wir folgende endliche

Intervalle mit den Endpunkten a und b:

[a,b] = {xeR:a<z<b}
(a,b) = {zeR:a<z<b}
[a,b) = {xeR:a<z<b}
(a,b) == {z€eR:a<z<b}

Dabei heifst [a,b] abgeschlossenes Intervall, (a,b) offenes Intervall und (a, b] und

[a,b) halboffene Intervalle. Die Mengen

(—00,b] == {zxeR:xz<b}
(—00,b) = {zeR:z<b}
[a,0) = {ze€eR:a<uz}
(a,00) = {zeR:a<uz}
(—o0,00) = {reR:a<zx}

heiflen unendliche Intervalle.

Beispiel 4.4. a) [1,3) U (2,4] = [1,4]

b) (=5,3)N[L,00) = [1,3)
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c) R\ (2,3] = (—00,2] U (3,00)
Definition 4.5. Der Betrag |a| einer reellen Zahl a ist wie folgt definiert:

al a, falls a > 0, und
al =
—a, fallsa <0

Anschaulich ist der Betrag |a| der Abstand von a zu 0.

Satz 4.6. Fir alle a,b € R gilt:
a) |a| > 0; Dabei gilt |a| = 0 genau dann, wenn a = 0 ist.
b) lab| = |al - [b]
¢) Falls b # 0 ist, so gilt ’% = %.
d) la+0b| <lal+ |b| (Dreiecksungleichung)
¢) Ja— b > |a| - b

Beweis. Alle Aussagen lassen sich leicht mit Hilfe von Fallunterscheidungen nach

der Verteilung der Vorzeichen von a und b beweisen. O

Mittels vollsdndiger Induktion lasst sich die Dreiecksungleichung auf mehr als

zwei Summanden verallgemeinern. Fir alle reellen Zahlen a4, ..., a, gilt

n n
D af <) lail
i=1 i=1

Beim Rechnen mit Betrdgen miissen oft Fallunterscheidungen getroffen werden.

So ist zum Beispiel

2 —x, falls 2 > z und
|2 — 2| =
r—2, falls 2 < x.

Definition 4.7. Fiir a,b € R nennen wir die Zahl |a — b| den Abstand von @ und

b.

Beispiel 4.8. a) Sei a =2 und b = 8. Dann gilt |a — b| = |2 — 8| = | — 6| = 6.
b) Seia=—-3und b=4. Dannist [a—b|=|—-3—-4|=|-7|="T.
¢) Sei a = —3 und b = —12. Dann gilt [a —b| =| -3 — (—12)| = 9| = 9.

Satz 4.9. a) Fir alle a,b € R ist |a — b > 0. |a — b| = 0 gilt genau dann, wenn
a="b ist.

b) Fiir alle a,b € R gilt |a — b| = |b — al.

¢) Fiir alle a,b,c € R ist la—¢| < |a—b|+|b—¢|.

Beweis. a) Wir wissen, dass |z| > 0 fiir alle z € R gilt. Also |a —b| > 0. || =0 gilt
genau dann, wenn x = 0 ist. Also gilt |a — b] = 0 genau dann, wenn a — b = 0 ist,
wenn also a = 0 gilt.

b) Ist @ > b, so ist a — b > 0 und damit |a — b =a —b. Wegen b —a = —(a — b)
ist in diesem Fallb—a <Oundes gilt [b—a|=—(b—a)=a—b=|a—D|.

Analog zeigt man |a — b| = |b — a| im Fall a < b.

c)Esgilt la—c|=]la—b+b—c|<|a—0b]+|b—¢| O
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4.3. Konvergenz.

Definition 4.10. Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung a : N — R. Anstelle
von a(n) schreibt man in diesem Zusammenhang oft a,,. Fiir die Folge a schreiben
wir auch (a1, as9,...), (an)nen oder einfach (a,). Die Zahl a,, ist das n-te Glied
der Folge a.

Beispiel 4.11. a) Wir betrachten die Folge mit den Gliedern a1 = 1, as =

az = + und so weiter. Allgemein sei also a,, = +.
3 n

)

N

b) Sei a; = 12, as = 22, a3 = 3 und so weiter. Allgemein sei also a,, = n?.
c)

Wir betrachten die Folge (—1,3,—1,3,...). Das n-te Folgenglied a,, ist also
—1, falls n ungerade ist, und sonst 3. Die Folge oszilliert also zwischen den Werten
—1 und 3.

Definition 4.12. Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen konvergiert gegen eine Zahl
a, falls es fiir jede reelle Zahl ¢ > 0 ein ng € N gibt, so dass fiir alle n > ng die
Ungleichung |a,, — a| < € gilt.

Falls die Folge (a,)nen gegen a konvergiert, so schreiben wir a,, — a fiir n — oo
oder einfach a,, — @ und nennen a den Grenzwert der Folge.

Wenn es ein a mit a,, — a gibt, so ist die Folge (a,) konvergent. Falls kein

solches a existiert, so ist die Folge divergent.

Man beachte, dass |a, — a| der Abstand zwischen dem Folgenglied a, und der
Zahl a ist. Ist a der Grenzwert der Folge (ay,)nen, so liegen alle bis auf endlich viele
Folgenglieder a,, in dem Interval (a —¢,a + ¢€).

Beispiel 4.13. a) Da fiir alle n,m € N mit n < m die Ungleichung % > % gilt,

nahert sich Folge (%)nEN immer weiter an 0 an. Daher vermuten wir % — 0. Um

das nachzuweisen, miissen wir zeigen, dass fiir jedes € > 0 ein ng € N existiert, so

dass fiir alle n > ngy die Ungleichung

gilt.
Wegen der Archimedischen Eigenschaft existiert ein ng € N mit é < nyg. Fiir alle
n > ng gilt ebenfalls é < n. Das Bilden der Kehrwerte liefert nun % < ¢ fiir alle
n > ng.
Das zeigt = — 0.
b) Fiir alle n € N sei a, = =1, Dann gilt =1 — 1. Es gilt nimlich
-1
n

1

n

Nach Beispiel a) gibt es fiir alle ¢ > 0 ein ng € N, so dass fiir alle n > ng die
Ungleichung % < ¢ gilt. In diesem Fall gilt also |”T_1 — 1| < ¢ fiir alle n > ny.
Damit konvergiert die Folge (a,)nen gegen 1.
¢) Die Folge mit den Gliedern a,, = n divergiert. Sei nimlich ¢ = 1. Fiir jedes

a € R existiert ein ng € N mit a < a,,. Fiir alle n > ny ist a,, mindestens a,, + 1.
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Damit gilt fiir unendlich viele n die Ungleichung |a,, —a| > 1. Also konvergiert (ay,)
nicht gegen a.

d) Sei a,, = —1, falls n ungerade ist, und a,, = 3, falls n gerade ist. Sei ¢ = 1
und a € R. Nach der Dreiecksungleichung kénnen nicht beide Absténde |a — 1| und
|a — 2| kleiner oder gleich 1 sein. Damit gibt es unendlich viele n mit |a — a,| > 1.

Damit konvergiert die Folge nicht gegen a.
Offenbar verhalten sich die divergenten Folgen in ¢) und d) sehr unterschiedlich.

Definition 4.14. Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen divergiert bestimmt gegen
00 (—00), falls fiir alle x € R ein ny € N existiert, so dass fiir alle n > ng die
Ungleichung a,, > z (a, < z) gilt. Falls eine divergente Folge nicht bestimmt
divergiert, so divergiert sie unbestimmt. Falls (a,,) bestimmt gegen oo divergiert,
so schreiben wir a,, — oo fiir n — co. Falls (a,) bestimmt gegen —oco divergiert, so

schreiben wir a,, — —oo fiir n — oo.

Die Folge in Beispiel 4.13 ¢) divergiert bestimmt gegen oo, die Folge in Beispiel
4.13 d) divergiert unbestimmt.

Lemma 4.15. Eine Folge (an)nen besitzt hochstens einen Grenzwert.

Beweis. Angenommen, die beiden verschiedenen Zahlen a,b € R sind Grenzwerte
d
5
Wegen a,, — a und a,, — b existieren ng, my € N, so dass fiir alle n > ny und

der Folge (an)nen. Da a und b verschieden sind, ist d = |a — b > 0. Sei € :=

alle m > myg gilt:

lan, —al < eund |a, —b| <e
Sei nun n grofer als das Maximum von a und b. Dann gilt gleichzeitig |a, —a| < &
und |a, — b| < e. Also ist

la —bl =la—an+an+b <la—ap|+b—ay| <2e=|a—b,
ein Widerspruch. O

Satz 4.16. Fir die Glieder a,, einer Folge gelte a,, > 0. Dann gilt a,, — co genau

dann, wenn - — 0 gilt.

an

Beweis. Es gelte a, — co. Um ai — 0 nachzuweisen, betrachten wir ein beliebiges
e > 0. Wir setzen r := é Wegen a, — oo existiert ein ng € N, so dass fiir all
n > ng die Ungleichung a,, > r gilt. Es folgt ai < ¢ fir alle n > ng. Damit gilt
1

— = 0.

An

ai — 0. Sei » € R. Wir konnen » > 0 annehmen und setzen

Umgekehrt gelte
€= % Dann existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ny die Ungleichung % =

|ai\ < e gilt. Also gilt fiir alle n > ng auch a, > % = r. Damit gilt a,, — co. O

Bevor wir weitere Beispiele betrachten, stellen wir fest, dass fiir alle b € R mit

b > 0 und alle n € N die Bernoullische Ungleichung

(1+b)">1+nb
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gilt. Diese Ungleichung folgt aus dem Binomischen Lehrsatz. Nach dem Binomischen

Lehrsatz ist ndmlich

(1+b)":1+<”>b+ (n)b2+...+<n)b"21+nb,
1 2 n

da () = n ist und da wegen b > 0 die Summe (%)b?+ ...+ (7)b" nicht negativ ist.

Beispiel 4.17. Es sei ¢ € R. Wir betrachten die Folge ¢!, ¢?, c3,.... Das n-te
Folgenglied a,, sei also die Zahl ¢”. Wir unterscheiden verschiedene Félle:
1. Fall: ¢ > 1

In diesem Fall ist ¢ = 1 + b fiir ein b > 0. Wir zeigen ¢" — oco. Hierzu sei r > 0.
Sei ng > 7. Dann gilt fiir alle n > ng die Ungleichung

c":(1+b)”21+nb>nb2n0b2%-b:r.

Also gilt ¢" — co.
2.Fall: 0 < Je] < 1

In diesem Fall gilt ¢ — 0. Hierzu sei d := %‘ Wegen 0 < |c] < 1 gilt d > 1, und
damit nach dem ersten Fall d” — co. Aus Satz 4.16 folgt nun = = [c|" = |¢"| — 0.
Daraus folgt aber sofort ¢” — 0.

3. Fall: c=0 oder ¢ =1.

In diesem Fall ist die Folge konstant, d.h., fiir alle n € N hat ¢ denselben Wert,
namlich ¢ selbst. Konstante Folgen konvergieren immer gegen den konstanten Wert
der Folgenglieder.

4. Fall: ¢ < —1.

In diesem Fall ist ¢ < —1 fiir alle ungeraden n € N und ¢" > 1 fiir alle geraden
n € N. Der Abstand von zwei aufeinanderfolgenden Folgengliedern ist also immer
mindestens 2. Daher konvergiert die Folge nicht. Die Folge divergiert auch nicht

bestimmt, da das Vorzeichen immer wechselt.

Beispiel 4.18. Wir betrachten fiir ein festes ¢ € R die Folge mit den Gliedern
a, = % Dann gilt a,, — 0.

Um das zu zeigen wahlen wir ein ng > |c|. Fiir alle n > ng gilt dann

ookl Il e
" n! ng! no+1 mo+2 7 n T mng! n’

da fiir i = ng + 1,...,n — 1 die Ungleichung |c| < i gilt.

Sei nun ¢ > 0. Wir wahlen nun ny € N, so dass sowohl ny > ng als auch
lel™ e
’no! g

n > gilt. Dann gilt fiir alle n > n;:

no no
g e
ng! n no!l

Damit konvergiert (a,)nen gegen 0.

Wir betrachten nun ein Beispiel einer Folge, die konvergiert, aber deren Grenz-

wert wir nicht einfach raten konnen.
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Beispiel 4.19. Fiir jedes n € N sei

1 n 1 n
() - (5"
n n

Wir geben einige (gerundete) Werte fiir a,, an:

a; = 2
ax = 2.25
as = 2.37037
ay = 244141
a0 = 2.593742460
a0 = 2.704813815

Wir sehen, dass die Folge wichst, aber immer langsamer.

Wir zeigen, dass eine Folge wie in diesem Beispiel konvergiert, auch wenn wir

den Grenzwert nur ndherungsweise berechnen kénnen.

Definition 4.20. a) Eine Menge M reeller Zahlen heift nach oben beschrinkt,
falls es eine Zahl K € R gibt, so dass fiir alle z € M die Ungleichung = < K gilt.
Ist M durch K nach oben beschrinkt, so nennen wir K eine obere Schranke von
M. Entsprechend definieren Beschranktheit nach unten und untere Schranken.

b) M C R heiflt beschrinkt, falls M sowohl nach unten als auch nach oben
beschrankt ist. Damit ist M beschrankt, falls ein K € R existiert, so dass fir alle
x € M die Ungleichung |z| < K gilt.

¢) Ist K eine obere Schranke von M C R und gibt es kein K’ < K, so dass
K’ ebenfalls eine obere Schranke von M ist, so nennen wir K die kleinste obere
Schranke oder das Supremum von M. Analog definieren wir eine gréfite untere

Schranke, die auch Infimum genannt wird.

Satz 4.21. Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Menge M C R besitzt ein Supre-
mum; entsprechend besitzt jede nichtleere, nach unten beschrinkte Menge M C R

ein Infimum.

Beweis. Wir zeigen den Satz nur fiir nach oben beschrinkte Mengen und Suprema.
Die Aussage fiir nach unten beschrinkte Mengen und Infima zeigt man entspre-
chend.

Sei also M C R nichtleer und nach oben beschrankt. Wenn M ein grofites Ele-
ment hat, so ist dieses bereits die kleinste obere Schranke von M. Wenn M kein

grofites Element hat, so sei
S:={K € R: K ist obere Schranke von M}.

Fiir alle x € M und alle K € S gilt dann < K. Nach dem Vollstandigkeitsaxiom
existiert ein ¢ € R, so dass fiir allez € M und alle K € S die Ungleichungx < ¢ < K
gilt. Es ist klar, dass ¢ die kleinste obere Schranke von M ist. O
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Falls das Supremum einer Menge M C R existiert, so bezeichnen wir diese Zahl
mit sup(M). Falls das Infimum einer Menge M C R existiert, so bezeichnen wir
diese Zahl mit inf(M).

Beispiel 4.22. a) Sei M = {1 : n € N}. Dann ist sup(M) = 1 und inf(M) = 0.
Dabeiist 1 € M und 0 ¢ M.
b) Sei M = {q€Q:q<0V¢*< 2} Dann ist sup(M) =2 & M.

Definition 4.23. a) Eine Folge (ay,)nen reeller Zahlen heifst monoton steigend
(oder auch monoton wachsend), falls fiir alle n € N die Ungleichung a,, < a1
gilt. Entsprechend definiert man monoton fallend.

b) Eine Folge (an)nen reeller Zahlen heift (nach oben, nach unten) be-
schrankt, falls die Menge {a,, : n € N} der Folgenglieder (nach oben, nach unten)
beschrankt ist.

Satz 4.24. Jede monotone, beschrinkte Folge reeller Zahlen konvergiert.

Beweis. Wir zeigen den Satz nur flir monoton wachsende Folgen. Fiir monoton
fallende Folgen geht der Beweis entsprechend.

Sei (an)nen eine monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge. Sei a das
Supremum der Menge A = {a,, : n € N} der Folgenglieder. Wir zeigen a,, — a.

Seie > 0. Da a das Supremum der Menge A ist, ist a—e keine obere Schranke von
A. Also existiert ein ng € Nmit a—e < a,,. Nun gilt fiir alle n > ng die Ungleichung
a—e < any < a, < a. Insbesondere gilt fiir alle n > ng die Ungleichung |a,, —a| < ¢.
Es folgt a, — a. O

Mit diesen Hilfsmitteln kdnnen wir nun zeigen, dass die Folge ((1+ 2)"),en kon-
vergent ist, auch wenn wir keinen einfachen Ausdruck fiir den Grenzwert angeben

konnen.
Korollar 4.25. Die Folge (an)nen mit a, = (1+ 2)™ ist konvergent.

Beweis. Wir zeigen, dass die Folge monoton wéchst und beschrénkt ist. Setzt man

b= —% in der Bernoullischen Ungleichung, so ergibt sich fiir alle n > 1:
) 1< ) 1 ":>n—1< n? -1 n:> n_ n? \"
n - n2 n - n?2 n—1"\n2-1
N n_ n? " N n+1\" n_S n "
n—1"\(n=1(n+1) n n—1"\n-1
1 n n—1 1 n 1 n—1
S (L) s (2 S (1+-) >(1+ = an > ans
n n—1 n n—1

Das zeigt, dass die Folge (a,)nen monoton wichst.

Wir zeigen nun, dass fiir alle n € N die Ungleichung a,, < 3 gilt. Dazu berechnen

wir a,, mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes:

(1) £ 03

k=0
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ot
t

Fir k e Nmit 1 <k <n gilt

<Z>1_n(n—1)...(n—k+1) 1

313

nk kInk k!

Damit ist

<1+ > <1+22k 11+Z< ) 11__(51)n1+2(;>n1<3.

Dabei haben wir die geometrische Summenformel

n—1 k 1\
3 (1> _1-()
= 1
— 2 1—-3
benutzt, die im letzten Semester mit Hilfe von vollstdndiger Induktion bewiesen
wurde.

Da a; = 2 ist, liegen alle Folgenglieder zwischen 2 und 3. Also ist die Folge
monoton und beschrénkt. Es folgt, dass die Folge konvergiert. O

Den Grenzwert der Folge mit den Folgengliedern (1 + %)n nennt man die Eu-

lersche Zahl e. Die ersten Stellen der Dezimaldarstellung lauten
e = 2.71828182845904 . . .

Wir halten noch ein wichtiges Kriterium fiir die Konvergenz von Folgen fest, das

allerdings keine Information iiber den Grenzwert liefert.

Satz 4.26 (Cauchysches Konvergenzkriterium). Fine Folge (ay,) reeller Zahlen ist
genau dann konvergent, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N existiert, so dass fiir alle

n,m > ng folgende Ungleichung gilt:
lan —am| < e

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass jede konvergente Folge das Cauchysche Kri-
terium erfillt. Um zu zeigen, dass jede Cauchy-Folge, also jede Folge, die das
Kriterium erfiillt, konvergent ist, muss die Vollstdndigkeit von R benutzt werden.
Einen Beweis des Cauchy-Kriteriums findet man in fast jedem Lehrbuch iiber Ana-
lysis.

Der folgende Satz ist niitzlich bei der Berechnung von Grenzwerten.

Satz 4.27. Seien (ay,) und (by,) konvergente Folgen reeller Zahlen mit den Grenz-

werten a und b. Dann gilt:

()(aner)%aer

(2) (an-bn) —a-b

(3) (¢-an) — c-a fir alle c € R.

(4) “) %, falls b # 0 und b, # 0 fiir alle n € N.
(5) Falls a,, <b, fir alle n € N gilt, so gilt auch a <b.
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Beweis. Wir beweisen nur (1). Die anderen Behauptungen lassen sich auf &hnli-
che Weise zeigen. Die Beweise finden sich in fast allen géngigen Lehrbiichern der
Analysis.

Sei e > 0. Wegen a,, — a gibt es n1 € N, so dass fiir alle n > n; die Ungleichung
lan, —a| < 5 gilt. Wegen b, — b gibt es ny € N, so dass fiir alle n > ny die
Ungleichung [b, — b < § gilt. Sei ny das Maximum von n; und ny. Dann gilt fiir
alle n > ng:

|an+bn—(a—|—b)|:|an—a—|—bn—b|§|an—a|+|bn—b\<%+%=€.

Anstelle von a,, — a schreibt man auch

lim a, = a oder einfach lima, = a.
n—oo

In dieser Schreibweise lauten die obigen Grenzwertregeln wie folgt:

1) limy, 00 (an + by) = limy, 00 @y, + limy, o0 by,

2 hmn—mo(an : bn) = limy, 00 @y - limy, 500 by,

4) limy, o0 $2 = F222 falls lim b, # 0 und b, # 0 fiir alle n € N.

5) Falls a,, < b, fiir alle n € N gilt, so gilt lim,, _c0 @y < limy, o0 byp.

(1)
(2)
(3) limy—o0(c-by) = ¢ limy o0 by
(4)
(5)

Mit dieser Schreibweise ist

1 n
e = lim <1+> .
n—o00 n

In den Féllen a,, — oo und a,, = —oo schreiben wir auch lim,,_,o. a,, = o0 be-
ziehungsweise lim,, s~ a, = —00. Ahnlich den obigen Grenzwertsétzen fiir endliche
Grenzwerte gibt es auch Sdtze iiber unendliche (uneigentliche) Grenzwerte. Wir

geben nur ein Beispiel:
(6) Gilt lim,, o a, = a fiir ein @ € R mit a # 0 und lim,,_, b, = 00, S0 ist

) oo, falls @ > 0, und
lim (apby,) =
oo —o0, falls a < 0.

Beispiel 4.28. a) Wir bestimmen lim,,_, o, ?m%’fkﬁ Es gilt

2n — 1 n(2-1) 1 2-1

3nft+n-2 n2(3+1-2) n 3+1 27

n2

Nach den oben genannten Grenzwertregeln gilt

1 21 2
li . n_})=0.-2=0.
Im( ) :

b) Es gilt
.23 4n—4 2+ 5 - & 2
lim = T —
n—o0o —3n3—|—1 n—oo —3 4+ = 3
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c) Es gilt
md4n—4 245 - % .
lim —————+—= lim (n- —*—=" | =— lim n = —oo0.
n—00 —3n2+1 n— o0 —3+? n—o0o

Satz 4.29 (Einschliefungssatz). Es seien (ay,), (by) und (c,) Folgen reeller Zahlen,
so dass fir alle n € N die Ungleichung a,, < b, < ¢, gilt. Die Folgen (a,) und (c,)
seien konvergent mit

lim a, = lim ¢, = a.
n—oo n—roo

Dann konvergiert auch (by,), und zwar ebenfalls gegen a. Es gilt also

lim b,, = a.
n— oo

Beweis. Sei € > 0. Wegen lim,, o0 a, = lim,, .o ¢, = a gibt es Zahlen nq,no € N,
so dass |a, — a| < ¢ fiir alle n > ny und |¢, — ¢| < ¢ fiir alle n > ng gilt. Sei ng das

Maximum von n; und no. Dann gilt fir alle n > ng mit b, > a
|bp, —al|=b,—a<c¢c,—a=|c, —a|l<e
und fiir alle n > ng mit b, < a
|bp, —a|=a—b, <a—a,=la, —a| <e.
Das zeigt b, — a. O

Wir betrachten noch zwei Beispiele fiir sogenannte Reihen.
Sei (ay,) eine Folge reeller Zahlen. Wir kénnen (a,,) eine neue Folge bilden, indem

wir die Folgenglieder aufsummieren. Fiir n € N sei
Sp,=a1+ -+ an.

Die so gewonnene neue Folge (s,,) ist eine Reihe. Die Summe s, = Y _, aj ist die

n-te Partialsumme der Reihe. Die Summanden a,, heien Glieder der Reihe. Die

Reihe s1, so,... mit den Gliedern bezeichnet man oft mit dem Symbol 22021 Ay,
Eine Reihe Z;o:l a, konvergiert gegen eine reelle Zahl s, falls die Folge der

Partialsummen s, = ZZ:I ayr gegen s konvergiert. Wir schreiben in diesem Fall

9]
E an = S.
n=1

Gilt s, — oo oder s, — —o0, so schreiben wir ZZL an, = oo beziehungsweise
s —

ZnZI ap = —0O0.
Wir kénnen die Indizes einer Reihe auch bei einer anderen Zahl als 1 anfangen

lassen. Es ist zum Beispiel klar, was mit der Reihe ZZOZO an gemeint ist.

Beispiel 4.30. a) Die harmonische Reihe >, % divergiert. Dazu fassen wir

die Glieder der Reihe wie folgt zusammen:

ar =1, ay=

)

+ o=

=~ =
] =
DN =

>

e~ =

+

W =

as + ag =
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ot Lplog 1]
a e ag = — e — = —
° 75 8 8 2
Allgemein gilt fiir alle ¢ € N:
- 1 1
i1 N
Qgi—141 + v+ agi > 2 = 3
Damit gilt fiir die 2™-te Partialsumme:
2" 1
San _kz:lk =a1+az+ (a3 +aq) + -+ (agn-141 + - + agn) >n-5

Also gilt lim, o 8, = 00.
b) Die geometrische Reihe Y~ , ¢" konvergiert fiir |¢q| < 1 gegen die Zahl

1—q-
Dazu erinnern wir uns an die geometrische Summenformel

zq

1-q

n+1

Wir wissen bereits, dass fiir ¢ € R mit |¢| < 1 gilt:

lim ¢" =0

n—00

Damit ist
n+1 1

1-
J;H;OZ‘J e e

1—q'

Wir bemerken noch, dass die harmonische Reihe ,gerade so* divergiert. Man

kann zeigen, dass die Reihe >~ ; fiir alle « > 1 konvergiert.

no

FEinige in der Mathematik haufig auftretende reelle Zahlen haben eine einfache

Reihendarstellung. So ist

™ 1 1 1 1 1
—=1== N .= 1)
4 3+5 7+9 7;)( )Qn—i—l
und
=1
e:;ﬁ

4.4. Funktionsgrenzwerte. Eine reelle Funktion ist eine Funktion von einer
Teilmenge D von R in die reellen Zahlen. Im Zusammenhang mit reellen Funktionen

f betrachtet man Grenzwerte des Typs

Jim f(z),

sogenannte Funktionsgrenzwerte.

Fiir eine reelle Funktion f bezeichnen wir mit D(f) den Definitionsbereich von

f.

Definition 4.31. Sei f eine reelle Funktion und zy € R. Angenommen, es gibt

eine Folge () von Elementen von D(f) \ {0} mit lim,,_, . 2, = 0.
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Wir sagen, dass f an der Stelle xo den Grenzwert a hat, und schreiben

Jim f(z) =a,

falls fiir alle Folge (x,) von Elementen von D(f) \ {zo} mit lim, . x, = xo die
Folge (f(zn))nen gegen a konvergiert, wenn also
55 f(en) = 0

gilt.

In dieser Definition wird nicht vorausgesetzt, dass g im Definitionsbereich von
f liegt. Es ist auch vollig irrelevant, welchen Funktionswert f an der Stelle ¢ hat,
falls xp in D(f) liegt.

Wir kénnen fiir den Grenzwert a auch die uneigentlichen Grenzwerte —oo und oo
zulassen und definieren auf die naheliegende Weise, wann lim,_,,, f(z) = oo oder
lim, 4, f(z) = —oc0 gilt.

Schlieflich lassen wir auch fiir o die uneigentlichen Grenzwerte co und —oo zu.

x5, o) =a

bedeutet also, dass es mindestens eine Folge (z,) von Elementen von D(f) gibt,

fiir die x,, — oo gilt, und dass fiir alle solchen Folgen

g flon) = 0
gilt. Wieder sind dabei ¢ = —oo und a = oo zugelassen. Analog definieren wir,
wann
gilt.

Anstelle von lim,_,., f(x) = a schreiben wir auch f(z) — a fir x — =o.

Beispiel 4.32. a) Sei f : R — R die Funktion mit f(x) = 22. Dann ist D(f) = R.
Fiir jedes zo € R gilt nun lim,_,,, f(z) = 23. Sei nimlich (z,,) eine Folge reeller
Zahlen mit lim,, . ©, = x¢ und x,, # xq fiir alle n € N. Dann gilt
lim f(z,) = lim 22 = ( lim .’L‘n> . ( lim xn) = 2.
Auf dhnliche Weise sieht man lim,_, o, f(2) = oo und lim,_,_ . f(z) = o0
b) Sei f : [0,00) — R die Funktion mit
1, falls x > 0, und
0, falls z = 0.

By

—
8

~—
I

Wir berechnen lim,_,o f(x). Fiir jede Folge (z,) von Elementen von (0,00) mit
xp — 0 gilt limy, o0 f(25,) = limy, 00 1 = 1, obwohl f(0) = 0 ist.
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¢) Sei f: R — R definiert durch

1, falls x > 0,
f(xz) =<0, falls z = 0, und
—1, falls z < 0.

Wir untersuchen, ob der Grenzwert lim,_,o f(z) existiert. Dazu betrachten wir die

Folge (x,) mit x,, = (i)n. Dann gilt z,, — 0 und fiir alle n € N ist z,, # 0.

Fiir alle geraden n ist x,, > 0 und damit ist f(x,) = 1. Fiir alle ungeraden n
ist x,, < 0 und damit ist f(z,) = —1. Es folgt, dass der Grenzwert lim, o f(z,)
nicht existiert. Damit existiert auch der Grenzwert lim,_,¢ f(x) nicht.

d) Wir betrachten noch die Funktion f(z) = 1. Hier ist es wichtig, welchen
Definitionsbereich wir zu Grunde legen. Sei zunéchst D(f) = (0, 00). Fiir alle z €
(0,00) gilt limy_,, f(z) = % Auferdem ist lim,_,o f(z) = oo.

Betrachten wir nun die Funktion f mit dem Definitionsbereich (—o0,0), so ist
fiir alle zg € (—o00,0) wieder lim,_,,, f(x) = ﬁ AuRerdem gilt lim,_,qg = —oo.

Betrachten wir die Funktion schlieflich auf dem Definitionsbereich R \ {0} =

(—00,0) U (0, 00), so existiert der Grenzwert lim,_,o f(x) nicht.
4.5. Stetigkeit.

Definition 4.33. Es sei f eine reelle Funktion und xzy € D(f). Die Funktion f

heifst stetig an der Stelle zg, falls fiir alle Folgen (z,,) in D(f) mit z,, — z¢ gilt:
Jim f(zn) = f(2o)-

Die Funktion f heift stetig auf einer Menge X C D(f), falls f an jeder Stelle

o € X stetig ist. Falls eine reelle Funktion auf ihrem gesamten Definitionsbereich

stetig ist, so nennen wir die Funktion stetig.

Ist eine Funktion f nicht stetig bei zg € D(f), so ist ¢ eine Unstetigkeitsstelle
von f.

In den Beispielen, die uns interessieren, wird es immer so sein, dass es fiir jedes
xo € D(f) mindestens eine Folge (z,,) gibt, die gegen xo konvergiert, so dass fiir
alle n € N die reelle Zahl z,, von z verschieden ist. In diesem Fall ist f genau dann

bei zg € D(f) stetig, wenn
lim f(z) = f(o)

T—xT0
gilt.
Beispiel 4.34. a) Sei ¢ € R. Dann ist die konstante Funktion f : R — R;z — ¢
auf ganz R stetig. Fiir jedes zg € R gilt ja

lim f(z) = ¢ = f(w0)-
T—xTQ
b) Die identische Funktion f : R — R;x +— x ist an jeder Stelle 2y € R stetig.
Sei ndmlich zy € R und sei (z,,) eine Folge mit z,, — x¢. Dann gilt

nl;n;o flz,) = nhﬁngo Tn =20 = f(x0).
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c¢) Nach Beispiel 4.32 a) ist die Funktion f : R — R;z — 22 an jeder Stelle
xo € R stetig.

d) Nach Beispiel 4.32 d) ist die Funktion f(z) = 1 an jeder Stelle ihres Defini-
tionsbereichs R \ {0} stetig.

e) Die Funktion f : [0,00) — R mit

1, falls x > 0, und
0, falls z = 0.

aus Beispiel 4.32 b) ist an der Stelle zo = 0 unstetig.
f) Die Funktion f aus Beispiel 4.32 ¢) ist ebenfalls an der Stelle zy = 0 unstetig.

Anschaulich kann man sich die Stetigkeit einer Funktion wie folgt vorstellen:

Der Graph einer reellen Funktion f ist die Menge

{(z, f(2)) : w € D(f)} CR®.

Ist f auf einem Intervall I C R definiert, so ist f genau dann auf I stetig, wenn
man den Graphen von f auf dem Intervall I ohne abzusetzen zeichnen kann. Die
Graphen der Funktionen aus Beispiel 4.34 a)-d) kann man auf jedem Interval in
ihrem Definitionsbereich ohne abzusetzen zeichnen, bei den Funktion aus e) und f)
geht das nicht, da die Graphen jeweils bei xg = 0 Spriinge aufweisen.

Fiir zwei reelle Funktionen f und g definiert man f 4+ g als die Funktion mit dem
Definititionsbereich D(f) N D(g), so dass fiir alle z € D(f) N D(g) gilt:

(f +9)(x) = f(x) +g()
Analog definiert man f — g, f g und g. Im Falle von 5 muss man allerdings noch
diejenigen = € D(f) N D(g) aus dem Definitionsbereich von 5 ausschliefen, fiir die

g(x) = 0 gilt. Der Definitionsbereich von 5 ist also die Menge
(D(f)ND(g)) \{z € R: g(x) =0}

Satz 4.35. Seien f und g reelle Funktionen, die an der Stelle xo € D(f) N D(g)
stetig sind. Dann sind auch die Funktionen f + g, f — g und f - g bei xq stetig. Ist
g(xzg) £ 0, so ist auch % an der Stelle xq stetig.

Beweis. Es sei (x,,) eine Folge in D(f) N D(g) mit x,, — xo. Wegen der Stetigkeit
von f und g bei zq gilt

lim f(z,) = f(ao) und lim g(a,) = g(xo).

n— oo n—oo

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte ergibt sich

Jim (f +g)(zn) = lim (f(zn) +g(zn)) = lim f(z,)+ lim g(zn,)
= f(xo0) + g(x0) = (f + g)(z0).

Damit ist f+g an der Stelle x( stetig. Analog zeigt man die iibrigen Behauptungen,

wobei man bei g noch den Fall g(zg) = 0 ausschliefien muss. O
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Wir erinnern uns daran, dass ein Polynom p iiber R ein Ausdruck der Form
a0+a1X+~~+anX”

ist, wobei die a; reelle Zahlen sind und X eine Unbekannte ist. Die zu einem reellen

Polynom p = ap+a1 X +- - -+ a, X" gehorende Polynomabbildung ist die Funktion
R—Rjzrag+arx+- - +apz".

Im Falle reeller Polynome kénnen wir ein Polynom als formalen Ausdruck mit seiner
Polynomfunktion identifizieren.

Eine rationale Funktion ist ein Quotient

zweier reeller Polynome. Der Definitionsbereich von R ist in diesem Fall die Menge
D(R) ={x e R: Q(x) # 0}.
Aus Satz 4.35 und aus Beispiel 4.34 ergibt sich sofort der folgende Satz:

Satz 4.36. Jedes reelle Polynom ist auf ganz R stetig. Jede rationale Funktion ist

auf threm Definitionsbereich stetig.

Wir diskutieren noch eine weitere, dquivalente Definition der Stetigkeit, die so-

genannte e-6-Definition.

Satz 4.37. Sei f eine reelle Funktion und sei xo € D(f). Dann ist f genau dann
an der Stelle xq stetig, wenn folgendes gilt:

Fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, so dass fir all x € D(f) mit |x — xo| < § die
Ungleichung | f(zo) — f(z)| < € gilt.

In Quantorenschreibweise liest sich diese Bedingung so:
Ve > 030 > 0Vae € D(f)(|x — xo] < 0 = |f(z) — f(zo)| < &)

Beweis. Sei f eine reelle Funktion und xg € D(f). Weiter sei € > 0. Angenommen,
es gibt kein § > 0, so dass fiir alle z € D(f) mit |z — 29| < 0 die Ungleichung
|f(x) — f(xo)] < e gilt. Wir zeigen, dass f an der Stelle g nicht stetig ist.

Fiir jedes n € N kdnnen wir ein z, € D(f) mit |z, — | < + wihlen, so
dass |f(zn) — f(zo)| > € gilt. Nun konvergiert (x,) gegen zo, wiahrend (f(x,))
entweder garnicht konvergiert oder zumindest nicht gegen eine Zahl konvergiert,
deren Abstand zu f(zg) kleiner als € ist. Also ist f bei xy unstetig.

Sei nun umgekehrt f nicht stetig bei xp. Dann gibt es eine Folge (x,) in D(f),
die gegen 1z konvergiert, wiahrend (f(x,)) nicht gegen f(z() konvergiert. Dann
existiert ein € > 0, so dass fiir kein ny € N alle f(z,,) mit n > ng einen Abstand
< € zu f(zp) haben. Fiir jedes § > 0 kann man nun ein n € N wihlen, so dass
zwar |z, — xg| < 0 gilt, aber trotzdem |f(x,) — f(zo)| > € ist. Das zeigt, dass die
e-0-Definition der Stetigkeit von f an der Stelle 2y nicht zutrifft. O

Beispiel 4.38. a) Wir betrachten zunéchst fiir ein ¢ € R die konstante Funktion
f:R—=R;x — c. Sei zg € R und € > 0. Dann gilt fiir alle x € R die Gleichung
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|f(z) — f(zo)] = |c — ¢|] = 0. Also kann man § > 0 beliebig wihlen und fiir alle
x € R mit |z — x| < J gilt immer noch |f(z) — f(zo)| < . Insbesondere erfiillt f
bei zy die e-d-Definition der Stetigkeit.

b) Sei f: R — R;z — z die Identitit. Weiter sei g € R und € > 0. Setze § = e.
Dann gilt fiir alle z € R mit | — 29| < ¢ die Ungleichung

|f(z) = f(zo)| = |z — 20| <0 =

Also erfiillt f bei xg die e-9-Definition der Stetigkeit.
c) Sei f:R — R;x +— 22, Sei 19 = 1 und ¢ = 2. Wir wollen § > 0 finden, so dass

fiir alle € R mit | — 20| < ¢ die Ungleichung |f(z) — f(xo)| < € gilt. Es soll also

|22 — 1| < 2 gelten. Ist z = 2, so ist #2 — 1 = 3 > 2. Ist aber zum Beispiel x = %,
sogiltx2—1:%—1=%<2.

Ist z =0, so gilt |22 — 1| = 1 < 2. Fiir alle z € [0, 2] gilt ebenfalls [z? — 1| < 2.
(Wir werden spiter noch sehen, warum das so ist.) Wenn wir also § = § wiihlen,
so erreichen wir, dass fiir alle z mit |x — x| < 0 die Ungleichung |f(z) — f(x0)| < &
gilt.

Wir halten nun ¢ = 2 fest und betrachten zy = 3. Wir probieren aus, ob es § = %
auch in diesem Fall tut. Sei zum Beispiel z = 3.4. Dann ist |z — 2| < 3, aber es

gilt 22 = 11.56. Damit ist
If(2) — f(xo)| = |2 — 22| = [11.56 — 9| = 2.56 > 2.
Wir miissen in diesem Falle das ¢ also kleiner wéhlen.

Dazu stellen wir zunéichst fest, dass 22 — 2% = (z — x0)(z + x¢) gilt. Damit ist

2

la? — 23] = | (¢ — @o)(x + 20)| = |z — o - & + o

Gehen wir davon aus, dass wir § auf keinen Fall grofser als 1 wéhlen, so ist gilt alle
x mit|z — x| < § die Ungleichung

2

|2? — af| = |z — xo| - |& + 20| < 8- (|1 + mo| + |m0l)-

In unserem Fall ist g = 3 und damit gilt
|2 — 23| <6§-7.
£

7
schon ¢ < 1 angenommen haben. Damit leistet 6 = min(2,1) das Gewiinschte.

Um also |22 — 23| < € zu erreichen, geniigt es, § = £ zu setzen, wobei wir aber oben

Im Falle £ = 2 koénnen wir also § = % wahlen, um diese Instanz der e-J-Stetigkeit
von f an der Stelle g = 3 nachzurechnen. Man beachte, dass hierbei das zu einem
¢ passende d von der Stelle zy abhéngt, anders als bei den Beispielen a) und b).

d) Wir betrachten nun noch die Funktion f : [0, 00) — R mit

1, falls x > 0, und
0, falls z = 0.
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Setzt man e = 1 und g = 0, so existiert fiir alle § > 0 ein z € [0, 00) mit |[z—x¢| < §

und x > 0, zum Beispiel xz = %. Fiir jedes solche x gilt nun
[f(z) = flzo)| =1 -0 =12>e.
Damit erfiillt die Funktion f nicht die e-6-Definition der Stetigkeit an der Stelle 0.

Abschlieftend halten wir noch fest, dass man Stetigkeit auch so interpretieren
konnen, dass die Anwendung einer stetigen Funktion mit dem Limesoperator lim

vertauscht. Ist (x,,) eine konvergente Folge im Definitionsbereich von f, so gilt
i £Ge) = £ (Jim o)

Auf diese Weise hilft die Stetigkeit der Funktion f bei der Bestimmung des Grenz-

wertes der Folge (f(z,)). Das ist niitzlich, da praktisch alle reellen Funktion, die

nicht durch Fallunterscheidung definiert werden, stetig sind, also zum Beispiel die

trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, die Logarithmusfunktion und die Ex-

ponentialfunktion.

5. DIFFERENTIALRECHNUNG

Wenn die Position eines sich bewegenden Objekts durch eine Funktion in Abhén-
gigkeit von der Zeit gegeben ist, so ist es naheliegend zu fragen, welche Geschwindig-
keit der Korper zu einem bestimmten Zeitpunkt hat oder welche Beschleunigung
er zu einem bestimmten Zeitraum erfdhrt. Allgemein kann man fiir Funktionen,
die den Wert irgendeiner Gréfe in Abhéngigkeit von der Zeit beschreiben, fragen,
welche Anderungsrate diese Grofe zu einem bestimmten Zeitpunkt hat. Rein geo-
metrisch m6échte man wissen, wie man fiir eine reelle Funktion f die Tangente an
den Graphen der Funktion in einem Punkt (xg, f(x0)) findet, falls man iiberhaupt
sinnvoll definieren kann, was diese Tangente ist.

Alle diese Fragen kann man mit Hilfe der Differentialrechnung beantworten,
die auf Isaac Newton (1643-1727) und Leibniz (1646-1716) zuriickgeht.

5.1. Die Ableitung einer Funktion. Wir betrachten eine reelle Funktion f :
I — R, wobei wir voraussetzen, dass I ein Interval ist. Die Stelle xy € I sei fest
gewdhlt. Zu jedem x € I betrachten wir den Differenzenquotienten
F@) = fo)
T — T

Dieser Differenzenquotient gibt die Steigung der Geraden durch die Punkte (zg, f(x0))
und (z, f(z)) an oder auch das Verhiltnis der Anderung von f ur Anderung von z.

Die Gerade durch die Punkte (g, f(x0)) und (z, f(z)) nennt man eine Sekante
im Punkt (o, f(x0)). Wenn wir jetzt den Punkt = immer néher an xy heran wandern
lassen, so nahert sich die Sekante der Tangente an den Graphen von f im Punkt

(z0, f(0)) an.
Die Steigung der Sekante nahert sich dabei dem Wert

i 1) = f(wo)

Tz—x0 T — X9
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an, falls dieser Grenzwert {iberhaupt existiert. Diesen Grenzwert werden wir die

Ableitung von f an der Stelle xy nennen und mit f'(z() bezeichnen.

Definition 5.1. Sei f eine reelle Funktion. Dann heift f an der Stelle o € D(f)
differenzierbar, falls der Grenzwert

o @)~ So)

T—TQ T — xo
existiert. Im Falle der Existenz bezeichnen wir diesen Grenzwert mit f’(zo) und
nennen ihn die Ableitung von f an der Stelle z.

Die Funktion f heift differenzierbar auf einer Menge X C D(f), wenn f an

jeder Stelle o € X differenzierbar ist. Schliefilich definieren wir zu f noch eine

reelle Funktion f’ mit
D(f") ={xo € D(f) : f ist an der Stelle zo differenzierbar},

die jedem xg € D(f) die Ableitung f'(z¢) von f an der Stelle xy zuordnet. Diese

Funktion f’ nennen wir die Ableitung von f.

Beispiel 5.2. a) Wir betrachten zunéchst fiir ein ¢ € R die konstante Funktion
f:R = R;x — c. Fiir jedes xg € R gilt dann

f(xzo) = lim 7}"(93) — f(z0) — lim % —o.
T—xg T — To T—T0 T — X
Damit ist f’(z¢) = 0. Die Ableitung einer konstanten Funktion ist also die Funktion,
die konstant 0 ist.
b) Sei f: R — R;x — z die Identitéit und zy € R. Dann gilt
f(x9) = lim f@) = f(@o) _ lim

T—T0 r — X T—To T — T

Tr — X
— =1

Die Ableitung der identischen Funktion ist also die Funktion, die konstant den Wert
1 hat.
c) Sei f: R — R;z + 22 und z9 € R. Dann gilt

flz) = flxo) _ |~ #° =

f/(.lﬁo) = lim
T—To Tr — X T—=x0 T — X
= lim (@ = 20) - (@+20) _ lim (z + z¢) = 2.
Tr—T0o xr — {L‘O T—rT0o

d) Wir betrachten noch die Betragsfunktion f(z) = |z|. Fiir alle ¢y > 0 ist

Flwo) = Tim L& =F@) o lal=fwel o w30
T—TQ r — X T—To X — X T—To T — T
Fiir alle ¢ < 0 gilt
Fa) — tim LB @) el
r—rxo xr — 3','0 Tr—xq xr — 1‘0
= g ED Ty, TTT_
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Die Ableitung f/(0) existiert jedoch nicht. Sei némlich (z,,) definiert durch z,, = L.

Dann ist lim,,_,~, z, = 0 und

_ 1 _ 10 1
lim 7f($n) 1(0) = lim 7}”’ 10 = lim 2 =1
n—oo T, — 0 n— o0 % -0 n—oo %
Sei nun z,, = —%. Dann ist lim,,_, o z,, = 0 und
— 1 _0 1
lim 710@") /(0) = lim 7| "’ 0 = lim % = —1.
n—00 x, —0 n— o0 —% -0 n—oo _%

Also existiert der Grenzwert lim,_,q w nicht. Die Betragsfunktion ist an der

Stelle 0 also nicht differenzierbar.
Satz 5.3. Sei f eine reelle Funktion und xg € D(f). Wir nehmen an, dass es eine
Folge (x,,) in D(f) gibt, die gegen xo konvergiert, wobei x,, # xq fir allen € N gilt.

Ist f an der Stelle xo € D(f) differenzierbar, so ist f an der Stelle xog auch stetig.

Beweis. Da f bei xq differenzierbar ist, existiert ein ¢ € R mit

0= lim 1) = f@0)
T—To r — X
Es gilt
i (10) = S = Jim = )
= lim @) = Jwo) | lim (x —x9) =a-0=0.
T—xTo T —x T—xo

Damit ist lim, ., f(z) = f(x0). Das zeigt die Stetigkeit von f an der Stelle xg. O

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht. So ist zum Beispiel die Betragsfunktion

an der Stelle 0 stetig, aber, wie wir bereits gesehen haben, nicht differenzierbar.

Bemerkung 5.4. a) Ist eine reelle Funktion f an der Stelle g € D(f) differen-
zierbar, so lautet die Gleichung fiir die Tangente an den Graphen von f im Punkt
(xo, f(z0)) wie folgt:

y = f'(zo)(z — z0) + f(z0)

b) Fiir eine reelle Funktion f definieren wir die héheren Ableitung von f an
der Stelle zq, falls diese existieren, rekursiv wie folgt:

Die 0-te Ableitung von f an der Stelle g ist f(zp). Wenn die n-te Ableitung
f() fiir ein n € Ny bereits definiert ist, so sei die (n + 1)-te Ableitung von f bei x
die Zahl

FOHD () = (f(n)>/ (o).
¢) Aunstelle von f’(xg) schreibt man auch %(zg) oder D f(xo).
d) Fiihren wir eine Variable h fiir z — x¢ ein, so ergibt sich

f(x) — f(zo) _ f($0+h)—f(l“o).

T — xg h
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Fiir den Grenzwert des Differenzenquotienten kénnen wir dann

lim f(xo+h) — f(zo0)
h—0 h

schreiben. In diesem Ausdruck kommt die Variable z nicht mehr vor. Wenn wir die
Notation vereinfachen und z anstelle von zq schreiben, so erhalten wir

h—0 h

5.2. Ableitungsregeln. Im Normalfall miissen wir zur Berechnung einer Ablei-
tung nicht den Grenzwert des Differenzenquotienten berechnen, sondern kénnen

verschiedene Ableitungsregeln einsetzen.

Satz 5.5. Seien f und g reelle Funktionen, die beide zumindest auf dem Interval
[a,b] definiert sind. Weiter seien f und g beide an der Stelle xq € [a,b] differenzier-
bar und c € R Dann sind auch die Funktionen f+g, f—g, c-f und f-g an der Stelle
xqg differenzierbar. Ist g(xg) # 0, so ist auch 5 an der Stelle xq differenzierbar. Fir

die Ableitungen dieser Funktion gelten die folgenden Regeln:

= (o) - g(xo) + f(xo) - ¢'(x0) (Produktregel)

5 5) (wo) = f/(%)'g(?;();)];)(f())'g,(%) (Quotientenregel)

Beweis. Wir zeigen (1) und (4). Die Beweise der anderen Regeln sind dhnlich.
Wir fixieren zunéchst eine Folge (x,,) in D(f)ND(g) mit x,, # zo fiir alle n € N.
Es gilt

(f +9)(@n) = (f + 9)(x0)

e p—
i (@) +g(@n) = f(20) — g(0)
n—00 T, — T0
— lim (f(x“) = f(wo) | glan) —g(:co))
n—00 Ty — X T, — Xo
= lim {E) @0 |y, 9(En) = 9(0)
n—o00 Ty — X n—oo Ty — To

= f'(z0) + ¢ (o).

Fiir die Produktregel erinnern wir uns daran, dass g an der Stelle xy auch stetig
ist, da Differenzierbarkeit Stetigkeit impliziert. Damit gilt lim, . g(z,) = g(x0).



68 STEFAN GESCHKE

Es folgt
i 9 (@) = (f - 9)(z0)
T ) e — e gl
o F(o) o) — fan) glan) + Jlan) 9(r) — Floo) ol
n—o0 L — Xo

Tn — T Tn — T

= lim (f(:cn)—f(xo) - g(z) + f(x0) - 9(%)_9(560))

= ['(x0) - g(x0) + f(0) - g'(x0)-

0

Satz 5.6. Firn €N sei f : R — R;x — x™. Dann ist f auf ganz R differenzierbar

und es gilt f'(z) =n-z" L.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch vollstdndige Induktion. Fiir n = 1 ist f(z) =

x! = 2. Wir haben bereits gesehen, dass in diesem Fall f/(z) = 1 = 20 gilt.

Sei nun n € N. Angenommen, es gilt (z")' = n - 2"~!. Dann ist

(") =(@" 2) =(@") r+a" - 1=n-2" 2 +2"=(n+1) 2"

Korollar 5.7. a) Alle Polynome sind auf ganz R differenzierbar. Fir P(x) =

apg +a1x + - -+ a,x™ st

P'(z) = a1 + 2022 + - - - + napz™ !

b) Rationale Funktionen R(x) = ggg sind auf threm gesamten Definitionsbereich

differenzierbar.

Beweis. Beide Teile dieses Satzes folgen sofort aus Satz 5.5 und Satz 5.6. Die Ab-
leitung einer rationalen Funktion ldsst sich leicht mit Hilfe der Quotientenregel

berechnen. 0O

Wir erinnern an die Komposition zweier Funktionen. Sind A, B, C' und D Mengen
und f: A — B und g : C — D Funktionen mit f[A] C C, so ist die Komposition
go f: A— D die Abbildung, die jedes a € A auf (go f)(a) = g(f(a)) abbildet.

Seien zum Beispiel f: R — R und g : [0,00) — R gegeben durch f(z) = 22 + 1

und g(x) = /x. Dann ist
(go f)(z) =vVaz2+1.

Man nennt g o f auch eine zusammengesetzte Funktion. Dabei bezeichnet man

f als die innere Funktion und g als die duféere Funktion.

Satz 5.8 (Kettenregel). Seien f: X — R und g : Y — R reelle Funktionen mit
fIX] €Y. Die Funktion f sei an der Stelle xo € X differenzierbar. Die Funktion g

sei an der Stelle f(xg) differenzierbar. Dann ist go f an der Stelle xo differenzierbar



MATHEMATIK II FUR STUDIERENDE DER INFORMATIK 69

und es gilt
(g0 f)(x0) = g'(f(x0)) - f'(w0).

Der Beweis der Kettenregel findet sich in allen géngigen Lehrbiichern der Ana-

lysis.

Beispiel 5.9. a) Sei h(z) = (32° — 5z + 2)7. Wir kdnnen h als zusammengesetzte
Funktion interpretieren: Sei g(y) = y” und f(x) = 323 — 5z + 2. Dann ist h(z) =
(g o f)(x). Nach der Kettenregel gilt:

W(x)=(gof)(x) =g (f(x) f'(x) =7 (32" = 5x +2)° - (92° — 5)

13
b) Sei h(z) = (42_; ) . Dann ist

4 1 423 + 1Y\’
B () = 13- 3+ x° +
r+1 r+1

1 (435 +1>12 1222(z + 1) — (42° + 1)

x+1 (x +1)2
g (AP 8ed 4120 1
N x+1 (x+1)2

Definition 5.10. Sei f eine reelle Funktion und sei X C D(f).
a) f heifit monoton wachsend auf X, falls fiir alle 1, 22 € X mit gilt 21 <
gilt:
f(z1) < f(z2)
b) f heift streng monoton wachsend auf X, falls fiir alle 1, zo € X mit gilt
T1 < xo gilt:
flz1) < f(a2)
¢) Analog definiert man monoton fallend und streng monoton fallend.
d) Die Funktion f heiflt (streng) monoton, falls f (streng) monoton wachsend

oder (streng) monoton fallend ist.
Man beachte, dass jede streng monotone Funktion injektiv ist.

Satz 5.11. Sei I C R ein Interval und f : I — R stetig und streng monoton auf I.
(Insbesondere existiert in diesem Fall die Umkehrfunktion f=1, die auf der Menge
flI] definiert ist.) Dann gilt
(1) Das Bild f[I] von I unter f ist ein Intervall.
(2) f~1 ist auf der Menge f[I] stetig.
(3) Ist f streng monoton wachsend (fallend), so ist auch f=1 streng monoton
wachsend (fallend).
(4) Ist f an der Stelle xo differenzierbar und gilt f'(zo) # 0, so ist =% an der
Stelle yo = f(xo) differenzierbar und es gilt

(F=1(wo) =

f(x0)
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Die Aussage (4) ist die Umkehrregel. Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen
wir auf die géngige Literatur. Wir konnen aber anschaulich erkléaren, wie es zu der

Formel
1

(f_ )/(yO) = f/(xO)

kommt.

Sei € I\ {xo}. Die Steigung der Sekante durch die Punkte (zo, f(zo)) und
(z, f(x)) ist

f(x) ~ Flwo)
r — X

Man erhilt den Graphen der Umkehrfunktion f~! indem man den Graphen von f
an der Geraden mit der Gleichung y = x spiegelt. Bei der Spiegelung geht der Punkt
(w0, f(x0)) in den Punkt (f(x0),20) = (yo, f (o)) iiber und der Punkt (=, f(x)) in
den Punkt (f(z), ). Die Steigung der Sekante von f~! durch die Punkte (f(z), )

und (f(zo),xo) ist
Tr — X

f(@) = f(xo)
Da f in xg stetig ist, gilt f(x) — f(xo) fiir # — xo. Damit ist (f~1)’(yo) genau der

Grenzwert von
Tr — X

f(@) = f(xo)’

wenn man x gegen xg laufen ldsst. Dieser Grenzwert ist aber genau m

Beispiel 5.12. Sei I = (0,00) und f : I — R definiert durch f(z) = 2. Dann
ist f auf I differenzierbar und streng monoton. Es gilt f/(z) = 2z und damit ist
f'(z) auf dem Interval I niemals 0. Die Umkehrfunktion f~* : (0,00) — (0, 00) von
[ ist bekanntlich die Wurzelfunktion y — ,/y. Es seien z,y € (0,00) mit 2* =y
beziehungsweise /y = . Nach der Umkehrregel gilt fiir die Ableitung von f ~1an
der Stelle y € (0, 00)
1 1 1 1
I — =1y = —_—= = = —.
(Vy)' =) () fllz) — (22 22 2y
Schreiben wir die Wurzelfunktion nun als (0, 00) — (0, 00); 2 — 1/, so erhalten wir

(VaY = 5=

5.3. Die Funktionen a”, log, x, 2" und ihre Ableitungen. Fiir eine natiirliche

Zahl n und eine reelle Zahl a ist a™ definiert als das Produkt von n Faktoren a:

a*=a-...-qa
N——

n Faktoren
AuRerdem ist a® = 1. Schlieklich definiert man
1
a "= —.
an
Damit sind alle Potenzen a” fiir ganzzahlige Exponenten x erklart. Es gelten fol-
gende bekannte Rechenregeln, die man leicht mittels vollstdndiger Induktion nach-

weisen kann:
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(1) a®-a¥ = at¥
(2) a® - b* = (a-b)*
(3) (a*)¥ =a™
Als néchstes erklaren wir Potenzen a® fiir rationale x. Dazu miissen wir zunéchst

die Existenz g-ter Wurzeln aus positiven reellen Zahlen nachweisen, wobei ¢ eine

natirliche Zahl ist.

Satz 5.13. Seia € R mit a > 0 und q € N. Dann gibt es genau eine reelle Zahl
x > 0, die die Gleichung x? = a [ést.

Beweis. Sei I = [0,00). Die Funktion f(x) = z? ist stetig und streng monoton
wachsend. Insbesondere ist f injektiv. Nach Satz 5.11 ist f[I] ein Intervall. Wegen
£(0) =0 und lim,_, f(z) = oo gilt also f[I] = [0, 00). Also gibt es mindestens ein
z € I mit f(x) = a. Wegen der Injektivitdt von f gibt es auch nicht mehr als ein

solches . O

Definition 5.14. Die eindeutig bestimmte Zahl x aus Satz 5.13 heiftt die g-te

Wurzel von a und wird mit /a bezeichnet.

Man beachte, dass a nur fiir a > 0 definiert ist. Auerdem gilt fiir alle a > 0
und alle ¢ € N die Ungleichung a > 0.

Definition 5.15. Sei z eine rationale Zahl und seien p € Z und ¢ € N mit x = %.

Fiir jedes a € R mit a > 0 setzen wir dann

Damit sind Potenzen positiver reeller Zahlen mit rationalen Exponenten erklért.
Man kann diese Definition nun wie folgt auf Potenzen mit reellen Exponenten er-
weitern.

Sei @ > 0 und z € R. Dann wéahlt man eine Folge (s, ) rationaler Zahlen, die
gegen x konvergiert. Ein solche Folge existiert immer:

Sei nédmlich

T =T10.r1T2T3 . ..
die eindeutige Darstellung von z als unendlicher Dezimalbruch mit ro € Z und
r; € {0,...,9}, wobei nicht alle bis auf endlich viele r; die Ziffer 9 sind. Dann sei
sy die rationale Zahl mit der Dezimaldarstellung rq.ry ...7,. Wie man leicht sieht,
konvergiert (s,) dann gegen x.
Nun definieren wir
a® = lim a®".
n—oo
Dieser Grenzwert existiert fiir alle ¢ > 0 und alle z € R. Auch héngt der Grenzwert
nicht von der Wahl der rationalen Folge (s,) ab. Alle Folgen rationaler Zahlen, die

gegen = konvergieren, liefern denselben Grenzwert.
Definition 5.16. Fiir a,z € R mit a > 0 sei

a® := lim a®",
n—oo
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wobei (s,) eine Folge rationaler Zahlen ist, die gegen x konvergiert. Fiir alle z > 0

sei aulserdem 0% := 0.

Beispiel 5.17. Wir wollen 2™ berechnen. Es gilt m = 3.14159. ... Die Kreiszahl «
ist nicht rational. Wenn wir wie oben die rationale Folge (s,,) wihlen, die gegen 7
konvergiert, so erhalten wir s; = 3.1, s = 3.14, s4 = 3.141, s5 = 3.1415 und so
weiter. Es gilt 21 = 8.57, 2°2 = 8.815, 2°3 = 8.82135 und 2°* = 8.82441. Die Folge
(sn) konvergiert gegen 7. Die Folge (2°~) konvergiert gegen 27.

Die Potenzrechenregeln gelten auch fiir Potenzen mit reellen Exponenten.

Satz 5.18. Es seien a und b reelle Zahlen > 0 und x und y beliebige reelle Zahlen.

Dann gilt:
(1) a® - a¥ = a®tY
(2) a”-b" = (a-b)"
3) (a® )y =a™v
(4) Ist a # 0, so gilt % al— vy,

Den Beweis dieses Satzes findet man wieder in der einschlidgigen Literatur.

Definition 5.19. Sei a > 0 eine reelle Zahl. Die Funktion f : R — R;x — a® heifst

die Exponentialfunktion zur Basis a.

Auch Funktionen der Form f(x) = ¢-a” werden gelegentlich als Exponential-
funktionen bezeichnet. Es ist wichtig, dass Exponentialfunktionen nicht mit Po-
tenzfunktionen verwechselt werden, die die Form f(x) = 2" fiir eine reelle Zahl r
haben. Bei den Potenzfunktionen wird die Basis variiert, bei den Exponentialfunk-

tionen der Exponent.

Satz 5.20. Seia > 0. Dann ist die Exponentialfunktion f(x) = a® auf ganz R ste-
tig. Ist a > 1, so ist die Exponentialfunktion zur Basis x streng monoton wachsend.

Ist 0 < a < 1, so ist die Exponentialfunktion zur Basis a streng monoton fallend.

Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen wir wieder auf die géngigen Lehrbiicher
der Analysis.
Da die Exponentialfunktion x +— a® fiir a # 1 streng monoton ist, besitzt sie

eine Umkehrfunktion.

Definition 5.21. Ist a € R, @ > 0 und a # 1, so bezeichnet man die Umkehrfunk-
tion der Exponentialfunktion z — a” als Logarithmus zur Basis a und schreibt

log,  fiir den Wert dieser Umkehrfunktion an der Stelle .

Ist 0 < a < 1, so gilt lim,_, a® = 0 und lim,_,_,, a® = oco. Ist a > 1, so gilt
limg, o0 a® = 0o und lim,_,_ o, a® = 0. Damit ist in beiden Fallen der Definitions-
bereich der Logarithmusfunktion « — log, = die Menge (0, c0).

Als Umkehrfunktionen der stetigen Exponentialfunktionen sind die Logarith-

musfunktionen ebenfalls stetig. Besonders wichtig sind die Logarithmusfunktionen
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log,, log, und log;,. Anstelle von log, x schreibt man oft In z. Den Logarithmus zur

Basis e nennt man den natiirlichen Logarithmus.

Satz 5.22. Es seien a,z,y, 7 € R mita >0, x>0, y >0 und a # 1. Dann gilt:

(1) log,(z - y) = log, x +log, y
(2) loga(‘rr) =T loga €z

(3) log, (ﬁ) =log,z —log, y

Bewets. Es gilt

a'%8a(TY) — gy = gloBa T . gloBa Y — gloga v Hlog, Y

Da die Exponentialfunktion x — a® streng monoton und damit injektiv ist, folgt
log, (z-y) = log, x+log, y. Auf dhnliche Weise kénnen wir (2) beweisen. (3) stellen
wir als Ubungsaufgabe. O

Wir stellen noch fest, dass man Logarithmen zu verschiedenen Basen leicht in-
einander umrechnen kann. Wir betrachten den Fall einer Basis a und der Basis e.

Wegen x = a'°8« @ gilt
Inz = In(a'*%*) = log, z - Ina.

Damit ist

1 Inx

og, r=—.
Ba Ina

Der Logarithmus zur Basis a unterscheidet sich vom natiirlichen Logarithmus
also nur um einen konstanten Faktor, ndmlich um den Faktor ﬁ Der néchste
Satz und die spéter daraus gefolgerte Ableitung der Funktion x +— e® zeigen die

besondere Bedeutung der Zahl e und des natiirlichen Logarithmus.

Satz 5.23. Der natirliche Logarithmus In ist auf seinem gesamten Definitionsbe-
reich differenzierbar und fir alle € (0,00) gilt

1
Inz) = —.
(n2)' = -

Beweis. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung:
Sei (zy,) eine Folge von 0 verschiedener reeller Zahlen > —1 mit z,, — 0 fiir
n — 0o. Dann gilt
Tim (14 2,) 7 =e.

Fiir den Beweis dieser Tatsache verweisen wir wieder auf die géngigen Lehrbiicher

der Analysis. Ein Spezialfall ist unsere Definition der Zahl e:

1 n
e = lim <1 + >
n—oo n

Hierbei ist die Folge (z,,) durch z,, = = gegeben.
Sei nun zg € (0, 00). Wir berechnen

. Inx—Inzg
lim ——.
T—To Tr — X
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Dazu sei (z,,) eine Folge reeller Zahlen > 0, die von z( verschieden sind, so dass

lim,, o0 n, = 2 gilt. Dann ist

Inz, —1 1 n 1 n—
Nn = MT0 _ .1n<m) Jn<1+w x0>
Ip — X0 Tpn — X0 o Tp — X0 i)

_ 1 _m Jn@+xn—%)_
rog Iy — X ZTo

Wenn wir y,, fiir I"T_OIO schreiben, so erhalten wir

Inz,, —Inz 1 1 1 a1
I BT 1) = — I (1 pa) ).
Tp — X0 o Yn Zo
Es gilt lim,,_o0 ¥ = 0. Nach unserer Vorbemerkung ist
lim ((1 + yn)ﬁ) =e.
n— 00

Wegen der Stetigkeit von In folgt

lim In ((1—|—yn)ﬁ> =In lim ((1—|—yn)ﬁ> =lne=1.

n—roo n—roo
Damit ist
1 -1 1 1 1
lip BEnINT0 ( (0 +yn)yn)> _ L
n—o0o Ty — To n—oo \ Ig o
Damit ist die Ableitung von In an der Stelle zy genau i O

Wir kénnen nun leicht die Ableitungen der allgemeinen Logarithmusfunktionen
berechnen. Seien a und x reelle Zahlen > 0. Dann ist
mz\" 1 11
1 '=—) = —  (Inz) = — - —.
(log, @) <lna> Ina (Inz) Ina =z
Nachdem wir die Ableitung von In berechnet haben, kénnen wir mit Hilfe der

Umkehrregel auch e® ableiten.

Satz 5.24. Fir alle v € R gilt

(e*) =¢€".

Beweis. Essei f(y) = Iny. Die Umkehrfunktion von f ist die Funktion f~!(z) = €®.
Wir wollen zeigen, dass (f~1)(x) = f~1(x) gilt. Wir wissen bereits, dass f'(y) = i
gilt. Nach der Umkehrregel gilt also

=y=[f""(a).

—
=
-
S~—
<
—~
8
N
Il
Il
< =] =

Dieser zeigt deutlich, warum die Funktion z +— e” so wichtig ist:
Die Ableitung dieser Funktion ist die Funktion selber und die e-Funktion ist,
bis auf einen konstanten Faktor, die einzige Funktion von R nach R mit dieser

Eigenschaft.
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Wir berechnen nun die Ableitungen allgemeiner Exponentialfunktionen x — a®.
Es gilt
— T lna.
Damit ist

(am)/ _ (erlna)/ :emlna_(ajlna)/ :ezlna ‘lna = a®Ina.

Nachdem wir nun Logarithmen und Exponentialfunktionen ableiten konnen, be-

trachten wir Potenzfunktionen.
Satz 5.25. Seir eine reelle Zahl. Dann gilt fir alle x € (0,00):
(z") = r 2"
Beweis. Es gilt 2" = e"(#") = ¢m"@ Eg folgt
(z7) = (er-lnm)/ _ erinz (r-lnz) = erlnz 1 .
O

Der Grund dafiir, dass wir nur reelle Zahlen x > 0 betrachten, ist der, dass wir
keine Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen kénnen. Fiir ganze Zahlen r konnen wir
z” fiir beliebige « berechnen. Wir wissen bereits, dass fiir alle natiirlichen Zahlen r
und alle z € R gilt: (z") =7 27!

Mit Hilfe der Quotientenregel kann man leicht nachrechnen, dass die Gleichung

(z") =r- 2"~ auch fiir negative r € Z und alle z € R gilt.
Beispiel 5.26. a) Es sei f(z) = 27*". Dann gilt
fla)=2""" 2 (—22)' =27 In2-(-22) = —2z-27" -In2.

b) Es sei f(z) = 2" - logyx mit D(f) = (0,00) und r € R. Dann gilt nach der
Produktregel

1 1 1
fl(@)=ra"" logyx +a" - — - - ="t (rloggaH— ) :

In2 In2
¢) Es sei f(x) =1In(lnx) mit D(f) = (1,00). Dann gilt nach der Kettenregel
N VS
Flw) = Inz ()= rlnz’

Wir betrachten noch ein interessantes Beispiel, ndmlich das sogenannte loga-
rithmische Differenzieren.
Fiir z > 0 sei f(z) = z*. Wir wollen f’(z) bestimmen. Es gilt

= 1
(x®) = (M) = (e*™*) =" (zInz) = 2” - (lnx—i—x : x) =z" (1+Inx).

Anstelle von f(x) schreibt man also e™(f(#)) und berechnet die Ableitung nach An-
wendung von Rechenregeln fiir den Logarithmus mit Hilfe der Kettenregel. Diese
Methode, Ableitungen zu berechnen, ist zum Beispiel immer dann ein vielverspre-
chender Ansatz, wenn sich die Funktion f auf nicht-triviale Weise in der Form
f(z) = g(z)"®) schreiben lisst.
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5.4. Die geometrische Bedeutung der ersten und zweiten Ableitung und
lokale Extrema. Ist f eine konstante Funktion, so ist die Ableitung von f iiberall

gleich 0. Die Umkehrung dieser Aussage gilt auch:

Satz 5.27. Sei f eine reelle Funktion, die auf dem Intervall [a,b] stetig und auf
dem Interval (a,b) differenzierbar ist. Gilt f'(x) =0 fir alle x € (a,b) so ist f auf

dem Interval [a,b] konstant.

Dieser Satz ist anschaulich klar: Wenn eine Funktion nirgends steigt oder fallt,

so ist sie konstant. Der folgende Satz ist dhnlich einleuchtend:

Satz 5.28. Sei f stetig auf dem Intervall [a,b] und differenzierbar auf dem Intervall
(a,b). Gilt f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), so ist f auf [a,b] streng monoton wachsend.
Gilt f'(x) < 0 fiir alle x € (a,b), so ist f auf [a,b] streng monoton fallend.

Beide Sédtze folgen leicht aus dem wichtigen Mittelwertsatz der Differenti-

alrechnung, den wir hier ohne Beweis angeben.

Satz 5.29 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Die reelle Funktion f sei
stetig auf dem Intervall [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es mindestens

ein & € (a,b) mit ® @
/ J) — f(a
(€)= T b4
Der Mittelwertsatz ist ebenfalls plausibel: er besagt, dass es zwischen a und b eine
Stelle £ gibt, so dass die Tangente im Punkt (&, f(€)) dieselbe Steigung hat wie die
Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)). Den Beweis des Mittelwertsatzes
findet man in allen Standardlehrbiichern der Analysis.

Ein dhnlicher Satz gilt fiir stetige Funktionen:

Satz 5.30 (Zwischenwertsatz). Die reelle Funktion f sei auf dem Intervall [a,b]
definiert und stetig. Es gelte f(a) # f(b). Sei y ein Wert zwischen f(a) und f(b).
FEs gelte also f(a) <y < f(b) oder f(b) <y < f(a). Dann gibt es ein x € (a,b) mit
f@) =y.

Zwei Instanzen des Zwischenwertsatzes haben wir schon diskutiert: Dass man
Graphen einer stetigen Funktion auf einem Intervall ohne abzusetzen zeichnen kann
und dass das Bild eines Intervalls unter einer stetigen, streng monotonen Funktion
wieder ein Intervall ist.

Eine wichtige Anwendung der Differenzialrechnung ist das Auffinden sogenannter

Extremwerte von Funktionen.

Definition 5.31. Die reelle Funktion f sei auf dem Intervall [a,b] definiert. Dann
hat f an der Stelle zy € [a,b] ein absolutes (oder auch globales) Maximum,

wenn f(xzo) das grofte Element der Menge

flla, b} = {f () : @ € [a, b]}

ist.
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Sei nun zg € (a,b). Dann hat f ein lokales Maximum an der Stelle zo, falls es
ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z € (zg — J, 29 + 0) gilt:

f(@o) = f(x)

Analog definiert man absolute und lokale Minima. Ein lokales Maximum oder

Minimum nennt man auch Extremum oder Extremwert von f.

Satz 5.32. Die reelle Funktion f sei auf dem Intervall (a,b) definiert und an der
Stelle xq € (a,b) differenzierbar. Hat f an der Stelle xo ein (lokales) Extremum, so
ist f'(x) = 0.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass f bei ¢ ein lokales Maximum hat. Fiirn € N
sel &, = T — % Da f bei x¢ ein lokales Maximum hat, gilt fiir geniigend grofte n

die Ungleichung
J(@n) = J(@o)

Tn — o

<0.

Definieren wir y, = x¢ + %, so gilt fiir geniigend grofte n die Ungleichung

J(yn) — f(z0)

> 0.
Yn — To
Da f bei zq differenzierbar ist, gilt
0 tim FOD I ) = S
n—oo UYn — X0 n—00 T, — To
Damit ist f/(zg) = 0. O

Die Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums in Satz 5.32 ist not-
wendig, aber nicht hinreichend. Die Ableitung der Funktion f(z) = 23 ist 322
Insbesondere ist f/(0) = 0. Aber die Funktion f ist streng monoton wachsend und
hat iiberhaupt keine lokalen Extrema.

Eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema liefert der néchste Satz.

Satz 5.33. Die Funktion f sei auf dem Intervall (a,b) differenzierbar. An der Stelle
xo € (a,b) gelte f'(xo) = 0.

a) Angenommen, es gibt ein § > 0, so dass f'(z) auf dem Intervall (xg — 6, x0)
positiv (> 0) ist und auf dem Intervall (xg,xg + &) negativ (< 0). Dann hat f bei
xo ein lokales Maximum.

b) Angenommen, es gibt ein 6 > 0, so dass f'(x) auf dem Intervall (zo — 0, x¢)
negativ (< 0) ist und auf dem Intervall (xo,xo 4 6) positiv (> 0). Dann hat | bei

xo ein lokales Maximum.

Beweis. Wir zeigen nur a), da b) auf dieselbe Weise folgt. Sei z € (zg — J, zg + J).
Falls z < x gilt, so ist f nach dem Mittelwertsatz auf dem Intervall [z, 2] monoton
wachsend. Also ist f(z) < f(xo).

Falls > xo gilt, so ist f auf dem Intervall [xg,x] monoton fallend. Es folgt

wieder f(z) < f(zo). Das zeigt, dass f bei x¢ ein lokales Maximum hat. O
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Korollar 5.34. Die Funktion f sei auf dem Intervall (a,b) zweimal differenzierbar.
An der Stelle xo € (a,b) gelte f'(xo) = 0.

a) Ist f"(xg) <0, so hat f an der Stelle xy ein lokales Mazimum.

b) Ist f"(x0) >0, so hat f an der Stelle xo ein lokales Minimum.

Beweis. Wir zeigen wieder nur a). Es gilt

/ o
0> f//(x[)) — lim f (i[]) f (ﬁo) .
T—To r — X
Damit gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € (xg — J, ¢ + ¢) die Ungleichung
f'(@) — f'(x0)

r — X

<0

gilt. Also gilt fiir alle x € (xg — 8,20 die Ungleichung f'(x) > f'(z). Wegen
f'(xo) = 0 folgt daraus f'(z) > 0 fur alle z € (xg — J,20]. Analog sieht man,
dass f'(x) < 0 fiir alle z € [xg, 20 + 0) gilt. Nach Satz 5.33 hat f also ein lokales

Maximum bei zg. O

Um die lokalen Extrema einer Funktion zu bestimmen, sucht man also zunéchst
die Nullstellen der Ableitung der Funktion und betrachtet dann die zweite Ablei-
tung, die hoffentlich dariiber Auskunft gibt, ob an der Nullstelle der Ableitung ein
lokales Maximum oder Minimum vorliegt.

In der Praxis m6chte man oft das Maximum oder Minimum einer Funktion be-
stimmen, um einen in einem gewissen Sinne optimalen Wert irgendeines Parameters
zu bestimmen.

Die Existenz von Extremwerten folgt aus dem folgenden Satz:

Satz 5.35. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann existieren x1,x2 € [a,b],

so dass f bei xq ein absolutes Maximum hat und bei x5 ein absolutes Minimum.

Man beachte, dass das absolute Maximum einer differenzierbaren Funktion f :
[a,b] = R an einem Endpunkt des Definitionsbereichs vorliegen kann. In diesem
Falle wissen wir nichts iiber die Ableitung von f an dieser Stelle. Nur wenn ein
absolutes Maximum im Innern (a,b) des Definitionsbereichs vorliegt, wissen wir,

dass die Ableitung f’ an dieser Stelle verschwindet.

Beispiel 5.36. Gesucht sind die Kantenldngen des Rechtecks, welches unter al-
len Rechtecken mit dem gegebenen Umfang U den maximalen Flacheninhalt hat.
Das Rechteck mit den Kantenlingen x und y hat den Umfang 2z + 2y und den
Flacheninhalt A = x - y.

Da der Umfang U fest vorgegeben ist, gilt die Gleichung

2x 42y =U.

Damit ist y = %U — 2. Nun kénnen wir den Flacheninhalt des Rechtecks in Abhén-

gigkeit von z als

(1 a2
A(m)—x(QU x)—QUx x
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ausdriicken.

Wir wollen nun dasjenige x, und damit auch y, bestimmen, fiir das A den maxi-
malen Wert annimmt. Zunéchst stellen wir fest, dass die Seitenldngen eines Recht-
ecks immer positiv sind. Aulerdem kann keine Kante eines Rechtecks mit Umfang
U eine Lange > %U haben. Damit brauchen wir A(z) nur auf dem Intervall [0, %U ]
zu studieren. Fiir z = 0 und 2 = %U ergibt sich A(x) = 0. Insbesondere liegen an
diesen beiden Stellen keine maximalen Werte von A vor.

Wenn die Funktion A auf dem offenen Intervall (O, %U ) einen maximalen Wert
annimmt, so handelt es sich um ein lokales Maximum. Damit muss die Ableitung
von A an einer solchen Stelle 0 sein.

Es gilt A’'(z) = 31U — 22. Die Nullstelle dieses Polynoms liegt bei = 1U. Es
gilt A”(z) = —2 < 0. Damit liegt bei # = U ein lokales Maximum vor. Dieses
ist das einzige lokale Maximum von A(z). Damit nimmt A an der Stelle z = 1U

tatsdchlich den maximalen Wert an, und zwar den Wert

1 1,
a(jv) =

Fiir dieses z ergibt sich y = %U— iU = %U . Bei dem Rechteck mit dem maxima-
len Fliacheninhalt bei vorgegebenen Umfang U handelt es sich also um ein Quadrat

mit der Kantenlénge iU .

Ohne ndher darauf einzugehen, bemerken wir noch, dass eine Funktion f, deren
zweite Ableitung auf einem Intervall I existiert und positiv ist, auf diesem Inter-
vall konvex ist, d.h., dass fir alle x1,z,22 € I mit ;1 < z < x5 die folgende

Ungleichung gilt:

o) < LELZIE ()

Die Ungleichung bedeutet, dass der Graph von f auf dem Intervall [, z2] unterhalb
der Verbindungsgeraden zwischen den Punkten (z1, f(x1)) und (z2, f(x2)) verlauft.

Entsprechend ist eine Funktion f, deren zweite Ableitung auf einem Intervall 1
existiert und negativ ist, auf diesem Intervall konkav, d.h., dass fir alle 1, z, 25 € T

mit r; < x < x5 die folgende Ungleichung gilt:

f(x) > f(332) - f(331>

T2 — X1
5.5. Trigonometrische Funktionen. Der Einheitskreis ist die Menge der Punk-
te (z,y) in der Ebene R?, die die Gleichung 2% + y? = 1 erfiillen. Der Einheitskreis
besteht aus den Punkten der Ebene, deren Abstand zum Nullpunkt genau 1 ist.

(z —x1) + f(21)

Es handelt sich also um den Kreis um den Nullpunkt mit Radius 1. Die Kreiszahl
7 ist die Hélfte des Umfangs des Einheitskreises. Der Einheitskreis hat also den
Umfang 27. Man kann zeigen, dass 7 irrational ist, dass also m ¢ Q gilt. Die ersten

Dezimalstellen von 7 lauten wie folgt:

T = 3.1415926535 . . .
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Sei nun « € [0, 00). Wir durchlaufen den Einheitskreis ausgehend von dem Punkt
(1,0) entgegen dem Uhrzeigersinn bis die Lange des durchlaufenen Bogens genau

« ist. Sei (x,y) der Punkt, an dem wir zum stehen bleiben. Wir definieren nun
cosa =z und sina =y.

Dadurch haben wir die Funktionen cos,sin : [0,00) — R definiert. Wir kénnen
diese Funktionen auf negative Zahlen fortsetzen, indem wir im Falle & < 0 den
Kreis im Uhrzeigersinn durchlaufen. Die beiden Funktionen sin (gelesen Sinus)
und cos (gelesen Cosinus) sind also auf ganz R defniert.

Aus dieser Definition folgt:

sin0=0 sinZ=1 sinm=0 sin3 =-1 sin2r=0
cos0=1 cosgzo cosm = —1 00537“:0 cos2m =1

Aufierdem gelten fiir alle n € Z die Gleichungen
cos(2mn + a) = cosa und sin(2mn + a) = sin a.

Die Funktionen Sinus und Cosinus sind also periodisch mit einer Periode der Lange
2.

Im Folgenden schreiben wir = anstelle von «. Aus der Definition von sin und
cos ergeben sich auch noch folgende Eigenschaften, wobei wir sin®z fiir (sinx)?
schreiben und cos? z fiir (cos z)%:

sin?z +cos?y =1
sin(—z) = —sinz
cos(—x) = cosx
Funktionen mit der Eigenschaft f(—z) = —f(z) nennt man ungerade Funktio-
nen, da Polynome, in denen nur ungerade Exponenten auftreten, diese Eigenschaft
haben. Funktionen mit der Eigenschaft f(z) = f(—z) nennt man gerade Funk-

tionen, da Polynome, in denen nur gerade Exponenten auftreten, diese Eigenschaft
haben.

Satz 5.37. Die Funktionen cos und sin sind auf ganz R stetig.

Fiir den Beweis dieser Tatsache verweisen wir auf die géngige Literatur. Eben-
falls ohne Beweis geben wir die folgenden Eigenschaften von sin und cos an, die

Additionstheoreme genannt werden:
sin(zq + x2) = sin 1 cos 9 + cos xq sin x

cos(z1 + x2) = cosxq cos xe — sinxy sin o

Aus den Additionstheoremen ergibt sich:

. ™ . ™ L
sin m+§ 251nxcos§+cosa:s1n§:cosx
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Auf dhnliche Weise zeigt man die folgenden Aussagen:
. . T .
sin(z + 7) = —sinz, cos (:r + 5) = —sinz und cos(x + 7) = —cosx

Schlieflich gilt auch noch

sin(2z) = 2sinz cosx und cos(2x) = cos? z — sin? z.

Die Funktionen sin, cos, tan und cot nennt man trigonometrische Funktio-
nen. Dabei sind tan (Tangens) und cot (Cotangens) wie folgt definiert: Fiir alle

z € R mit cosz # 0 setzt man

sin x
tanx := .
cosx
Fiir alle x € R mit sinz # 0 setzt man
cos T
cotx :(= ——.
sinx

Die Nullstellen des Cosinus liegen bei 7, ‘%’T und so weiter. Damit ist der Tangens
an den Stellen (% + n) 7w, n € Z, nicht definiert. Die Nullstellen des Sinus liegen bei
0, m, 27 und so weiter. Damit ist der Cotangens an den ganzzahligen Vielfachen von
m nicht definiert. Man kann leicht nachrechnen, dass der Tangens und der Cotangens
beide periodisch mit der Periode 7 sind.

An dieser Stelle bemerken wir noch, dass der Winkel « in der Mathematik immer
im Bogenmalf$ angegeben wir, d.h., so wie wir das oben beschrieben haben. In an-
deren Gebieten werden Winkel bekanntlich in Grad angegeben, wobei der Vollkreis
dann einem Winkel von 360° entspricht. Ein Winkel o im Bogenmafs entspricht
5=+ 360°. Umgehrt entsprechen x Grad einem Bogenmaf von 555 - 2m = 155 -

Wir bestimmen nun die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen. Hier

.

werden wieder alle Winkel im Bogenmafs angegeben. Geometrisch sieht man, dass
fiir o nahe bei Null der Wert von « und sin « fast gleich sind. Fiir 0 <z < 7 gilt

die Ungleichung .
sinx

sinx <z < tanx = .
cos T

dividiert man durch sin x und geht dann zu den Kehrwerten iiber, so ergibt sich

sinx
1>

> CcOosx.

Ist nun (z,) eine Folge reeller Zahlen > 0 mit x,, — 0, so ergibt sich wegen der
Stetigkeit von cos der Grenzwert

sin x,,
=1.

lim
n—oo I,

Dasselbe gilt fiir jede Folge (z,,) negativer Zahlen, die gegen Null konvergiert. Ins-

gesamt ergibt sich
. sinx
lim =1.
x—0 I
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Satz 5.38. Die Funktionen sin, cos, tan und cot sind an jeder Stelle ihres Defini-

tionsbereichs differenzierbar und es gilt:

(sinz)’ = cosz

(cosz) = —sinz
1
tanz) = —— =14 tan’z
( ) cos?
-1
(cotz) = —— =—1—cot’z
sin® x

Beweis. Wir zeigen zunéchst (sinx)’ = cosz. Die anderen Ableitungen lassen sich
dann leicht berechnen. Sei (z,) eine Folge reeller Zahlen # x mit x,, — 2. Wir

miissen zeigen, dass
sinx,, —sinx

Ty — X
gegen cos x konvergiert. Es gilt:

sinx, —sinz  sin(z, —x +z) —sinz

Ty — T Ty — T
sin(z,, — x) - cosx + cos(z, — ) -sinz —sinx

Ty — T
i n n -1 .
_ sin(z, — ) cosz + cos(zy, — x) - sing
Ty — Ty —
_ sin(zn, — ) cos 4+ (cos(zn — ) — 1) - (cos(wy —x) + 1) i
Ty — T (y, — x) - (cos(z, — ) + 1)
sin(x,, — x) cos?(z, —x) — 1 .
= ———-cosT+ -sinx
Ty — (xp, — ) (cos(z, — )+ 1)
sin(z,, — x) sin?(z,, — ) )
=——2-cosx — -sinx
Ty — @ (xn, — ) - (cos(z, —x) + 1)

sin(z,, — x) sin(z,, — x) -sinz
=———>|cosx —
Tp — T cos(z, —x)+1

Da sin und cos stetig sind und cos0 = 1 und sin 0 = 0 gelten, konvergiert der letzte

Ausdruck gegen cos .

Nun gilt
i
(cosz) = (sin (x + g)) = cos (1: + g) = —sinx,

. !/ .
, sinx cos® x +sin? z 1 9
(tanz) = = 5 =——-=1l+tan"x
cos cos? x cos? x
und
. / 02 2 1
' CcosT —sin” x + cos” x — 9
(cotz) = (= = — = ——=—-1l—cot’x
sin sin® x sin® z

O

Wir diskutieren nun noch die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funkti-
on. Offenbar ist keine der trigonometrischen Funktionen, die wir bisher diskutiert
haben, injektiv. Wenn man jedoch die trigonometrischen Funktionen auf geeignete

Intervalle einschrankt, so existieren Umkehrfunktionen.
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(1) Die Funktion @ + sin z ist auf dem Intervall [—%, %] streng monoton wach-

send. Die Funktionswerte von sin auf diesem Intervall laufen von —1 bis 1.
Damit existiert eine Umkehrfunktion

. T

arcsin : [—1,1] — {—5, 5}

von sin : [—%, g] — [—1,1]. Die Funktion arcsin wird Arcussinus gelesen.

Da sin auf [fg, g] streng monoton wichst und stetig ist, ist auch arcsin

streng monoton wachsend und stetig.
(2) Die Funktion & — cosx ist auf dem Intervall [0, 7] stetig streng monoton
fallend. Wieder werden alle Werte in dem Intervall [—1,1] als Funktions-

werte angenommen. Damit existiert eine Umkehrfunktion
arccos : [—1,1] — [0, 7]

von cos : [0, 7] — [—1, 1], die stetig und monoton fallend ist.
(3) Die Funktion z + tanz ist auf dem Intervall (—%, %) ist stetig und streng
monoton wachsend. Es werden jedoch alle reellen Zahlen als Funktionswerte

angenommen. Damit existiert eine Umkehrfunktion

T
arctan : R — (—5, 5) ,
die stetig und monoton wachsend ist.
(4) Die Funktion x — cotx ist auf dem Intervall (0,7) ist stetig und streng
monoton fallend. Es werden wieder alle reellen Zahlen als Funktionswerte

angenommen. Damit existiert eine Umkehrfunktion
arccot : R — (0,7),
die stetig und monoton fallend ist.
Satz 5.39. Die Funktionen Arcussinus und Arcuscosinus sind auf (—1,1) differen-

zierbar. Die Funktionen Arcustangens und Arcuscotangens sind auf ganz R diffe-

renzierbar. Es gilt:

1
s ’
arcsinz) = ——
Goesine) = =
-1
(arccosz) = ———
V1—a?
1
tanz) = ——
(arctan x) T2
-1
to) = ——
(arccot x) T2

Beweis. Wir verwenden die Umkehrregel. Fiir alle z € (—g, g) ist die Ableitung

des Sinus an der Stelle x von 0 verschieden. Sei y = sinz. Dann gilt
(arcsiny)’ = L ! = !
v= (sinz)  cosz /1 _sin?z JI-y°

Analog zeigt man die Formel fiir (arccosz)’.
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Fir z € (—%,%) ist (tanz)’ von Null verschieden (Ubungsaufgabe). Sei y =
tanz. Dann gilt nach der Umkehrregel

111
(tanz)  1+tan?z 1+y2

(arctany)’ =

Analog zeigt man die Formel fiir (arccot z)’. O

5.6. Exkursion: Die komplexen Zahlen. Einer der Griinde, warum man anstel-
le der rationalen Zahlen mit den reellen Zahlen arbeitet ist der, dass sich gewisse
Gleichungen in Q nicht 16sen lassen, wahrend in R Losungen existieren. Ein Beispiel
ist die Gleichung 22 = 2, die die irrationalen Losungen £+/2 hat. Da das Quadrat
jeder reellen Zahl > 0 ist, lisst sich aber zum Beispiel die Gleichung 22 = —1 in R
nicht 16sen. Dieses Problem 16sen wir, indem wir ein letztes Mal den Zahlenbereich
erweitern und von den reellen Zahlen zu den komplexen ZahlenEiibergehen. Die
komplexen Zahlen werden in vielen Anwendungen der Mathematik benétigt, etwa
in der Physik oder in der Elektrotechnik.

Definition 5.40. Wir setzen
C=R?*={(a,b) : a,b € R}.

Auf C definieren wir eine Addition und eine Multiplikation. Fiir alle a,b,¢,d € R
sei
(a,b) + (¢,d) :==(a+¢,b+d)
und
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + be).

Satz 5.41. Die Menge C bildet beztiglich der in Definition 5.40 definierten Addition

und Multiplikation einen Kérper, den wir auch mit C bezeichnen.

Beweis. Die Assoziativ- und Kommutativgesetze sowie das Distributivgesetz rech-
net man schnell nach. Das neutrale Element beziiglich der Addition ist (0,0).
Wie iblich bezeichnen wir dieses neutrale Element ebenfalls mit 0. Wir wissen
auch schon, dass (C, +) eine abelsche Gruppe ist, ndmlich dieselbe abelsche Grup-
pe wie die Gruppe (R2?,+). Das zu (a,b) inverse Element beziiglich + ist also
—(a,b) = (—a, —b).

Das neutrale Element beziiglich - ist (1,0). Fiir alle (a,b) € C gilt ndmlich

(a,0)-(1,0):=(a-1—-b-0,a-0+b-1) = (a,b).

Ist (a,b) # 0 so ist (ﬁ,ﬁ) das zu (a,b) inverse Element beziiglich der
Multiplikation:

a —b
(a,b)' (a2+b27a2+b2>

a —b —b a
— . —b- . b- = (1,0
((L 112+b2 a2+b27a a2+b2 + a2+b2) ( ’ )

O
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Um nun den Koérper C der komplexen Zahlen als Erweiterung von R auffassen
zu kénnen, miissen wir R mit einer geeigneten Teilmenge von C identifizieren. Diese

Teilmenge ist einfach die z-Achse in R2, also die Menge
R ={(a,0) : a € R}.
In der Tat rechnet man schnell nach, dass fiir alle a,b € R gilt:
(a,0) + (b,0) = (a + b,0) und (a,0) - (b,0) = (ab—0-0,a-0+0-b) = (ab,0)

Das zeigt, dass die Abbildung a +— (a,0) ein Isomorphismus von Kérpern zwischen
dem Korper R der reellen Zahlen und dem Unterkérper R von C ist.
Wir kénnen also tatséchlich so tun, als ob die Menge R eine Teilmenge von C

ist. Wir vereinfachen nun unsere Notation wie folgt:

Definition 5.42. Die komplexe Zahl (0,1) nennen wir die imaginére Einheit
und bezeichnen sie mit i. Anstelle von (a, b) mit a,b € R schreiben wir a+ib. Dabei

nennen wir @ den Realteil der komplexen Zahl a 4 b und b den Imaginérteil.

Es gilt
i*=(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-14+1-0) = —1.

Praktisch kann man nun mit komplexen Zahlen in der Form a+1b wie folgt rechnen:

e Es diirfen die bekannten Rechenregeln in Kérpern angewendet werden.

e Immer wenn wir einem Term 72 begegnen, kénnen wir diesen durch —1
ersetzen.

e Am Ende der Rechnung ordnen wir die Terme so, dass wir wieder einen
Ausdruck der Form ¢ + id erhalten.

Beispiel 5.43. a) Es gilt (a+1b) + (c+id) = a+c+i(b+d). Das entspricht genau
unserer Definition von (a,b) + (¢, d).
b) Es gilt

(a+1b) - (¢ + id) = ac + aid + ibc + i*bd = ac — bd + i(ad + bc).

Das entspricht genau unserer Definition von (a,b) - (¢, d).
¢) Wir dividieren zwei komplexe Zahlen. Sei ¢ + id # 0, d.h., wir nehmen an,

dass ¢ und d nicht beide 0 sind. Dann gilt
a+ib  (a+1ib)-(c—id) ac+bd+i(bc— ad)

c+id (c+id)-(c—id) 2+ d?

Insbesondere ist

1 c—id
c+id 2+d?
Definition 5.44. Fiir eine komplexe Zahl z = a + ib ist Z := a — b die zu 2
konjugiert komplexe Zahl. Der Betrag von z ist die Zahl |z| := va? + b2.

Satz 5.45. a) Fiir jede kompleze Zahl z ist |2|> = z - Z. Der Realteil von z ist die
Zahl §(z + Z). Der Imagindrteil ist die Zahl §(z — Z).
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b) Fiir zwei komplexe Zahlen z1,zo gilt
21+ 22 =721 +22

sowie

21'22:71'72

Beweis. a) Es gilt
(a4ib) - (a —ib) = a® — i%b* = a® + b* = |2|*.

Die Aussage iiber den Real- und Imaginérteil von z ist noch einfacher nachzurech-
nen.

b) rechnet man ebenfalls leicht nach. O

Manchmal ist es sinnvoll, komplexe Zahlen nicht durch z- und y-Koordinaten

darzustellen, sondern durch Polarkoordinaten. Dabei wird der Punkt
r+iy = (z,y) € C =R?

durch den Winkel ¢ der Geraden durch den Nullpunkt und (z,y) und den Betrag
roi= \/m der komplexen Zahl x 4 ¢y beschrieben. Man beachte, dass im Fall
r = 0 alle Winkel ¢ dieselbe komplexe Zahl, ndmlich 0, beschreiben.

Sind der Winkel ¢ und der Betrag r einer komplexen Zahl z gegeben, so ist
z =x + iy = r(cos ¢ + isin¢). Man beachte, dass im Falle x # 0 die Gleichung

gilt. Mochte man den Winkel ¢ im Intervall [0, 27) aus 2 und y berechnen, so muss
man verschiedene Fille unterscheiden:

arctan £, falls x > 0 und y > 0,

arctan £ 4- 2, falls 2 > 0 und y <0,

¢ = §arctan £ + 7, falls x < 0,

w/2, falls £ =0 und y > 0,

3r/2, fallsz =0 und y < 0

Eine andere Moglichkeit ist es, den Arcuscosinus zu benutzen, um ¢ zu berechnen.

arccos 7, falls y > 0
90 =
27 — arccos 7, falls y <0
Wir untersuchen die Multiplikation komplexer Zahlen in Polarkoordinaten. Sei

z1 =71 (cosa + isin )

und

29 =19 - (cos B+ isinf).
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Dann gilt

2129 =171 72 (cosacosf —sinasin B + i - (sinacos § + cos asin f))
=ry-ro- (cos(a+ 8) +isin(a+ 3)).

In Polarkoordinaten kann man die Multiplikation also wie folgt beschreiben:
Die Betréige der Zahlen werden multipliziert und die Winkel addiert.

Eine unmittelbare Folge dieser Feststellung ist die folgende:

Bemerkung 5.46. Fiir jede komplexe Zahl z und jedes n € N existiert eine kom-
plexe Zahl ¢ mit (" = z. Sei nédmlich z in Polarkoordinaten durch den Winkel ¢
und den Betrag r gegeben. Setze

= Ur- (cosf +isin£) )
n n
Dann ist (" = z.

Eine Verstarkung dieser Bemerkung zeigt, dass wir mit den komplexen Zahlen
einen Zahlenbereich gefunden haben, in dem sich zumindest Polynomgleichungen

befriedigend 16sen lassen.

Satz 5.47 (Fundamentalsatz der Algebra). Fir jedes Polynom p(z) € Clz] vom
Grad > 1 existiert eine komplexe Zahl z mit p(z) = 0. Damit zerfdllt jedes nicht-

konstante Polynom tiber C in Linearfaktoren.
Einen Beweis des Fundamentalsatzes findet man zum Beispiel in [6].

5.7. Das Newton-Verfahren. Im Folgenden werden wir wieder ausschliefslich
iiber den reellen Zahlen rechnen. Wir kénnen Nullstellen von Polynomen zweiten
Grades mit Hilfe der p-g-Formel bestimmen. Fiir Polynome dritten und vierten Gra-
des existieren im Prinzip dhnliche Formeln, die jedoch sehr kompliziert sind. Fiir
Polynome noch héheren Grades existieren keine entsprechenden Formeln mehr. Fir
Funktionen, die keine Polynome sind, gibt es im allgemeinen keine Formeln, um die
Nullstellen zu bestimmen.

Es gibt jedoch numerische Verfahren, um Nullstellen differenzierbarer Funk-
tionen zumindest ndherungsweise zu bestimmen. Eines dieser Verfahren ist das
Newton-Verfahren, das wir hier vorstellen.

Sei f : [a,b] — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(1) f" existiert auf ganz [a,b] und ist stetig.

(2) Fiir alle z € [a,b] gilt f'(x) # 0.

(3) f(a)- f(b) <0
Nach Bedingung (3) ist entweder f(a) < 0 und f(b) > 0 oder f(a) > 0 und f(b).
Da f differenzierbar ist, ist f auch stetig. Nach dem Zwischenwertsatz hat f also
eine Nullstelle in dem Intervall [a, b]. Diese wollen wir niherungsweise bestimmen.

Nach Bedingung (1), ist f" auf [a, b] stetig. Wieder mit Hilfe des Zwischenwert-
satzes folgt aus (2), dass entweder fiir alle 2 € [a,b] die Ungleichung f'(x) > 0 gilt
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oder es gilt f'(x) < 0 fiir alle z € [a, b]. Damit ist f entweder streng monoton wach-
send oder streng monoton fallend. Insbesondere hat f nicht mehr als eine Nullstelle
in dem Intervall [a, b].

Wir wihlen nun einen Punkt zg € [a, b] als erste Naherung fiir die Nullstelle von
f in dem Intervall [a, b]. Die Geradengleichung der Tangente an den Graphen der
Funktion f im Punkt (zo, f(z0)) lautet

y = f(xo) + f'(x0) - (x — x0).

Diese Tangente ist eine Approximation der Funktion f. Daher ist die Nullstelle der
Tangente eine Naherung der Nullstelle von f. Die Nullstelle der Tangente bestim-

men wir, indem wir die Gleichung

f(zo) + f(z0) - (x —20) =0

nach x auflosen.

Es ergibt sich
. (o)
f'(wo)

Die geometrische Vorstellung ist nun die folgende:

r =2

Die Stelle x( ist eine, moglicherweise schlechte, Néherung der Nullstelle von
f. Wir verbessern diese Néherung, indem wir f durch die Tangente im Punkte
(0, f(xo)) anndhern und deren Nullstelle bestimmen. Die Nullstelle der Tangente
sollte ndher an der wirklichen Nullstelle von f liegen als z. Dieses Verfahren kénnen
wir dann iterieren um immer bessere Naherungen der Nullstelle von f zu bekommen.
Dabei kann Einiges schiefgehen. Zum Beispiel kann es passieren, dass die Nullstelle
der Tangente garnicht in dem Intervall [a, b] liegt. Wenn z¢ jedoch nahe genug an
der Nullstelle von f liegt, so geht alles glatt. Das ist der Inhalt des folgendes Satzes,

den wir ohne Beweis angeben.

Satz 5.48. Die Funktion f : [a,b] — R erfille die Bedingungen (1)-(3). Dann
existiert ein d > 0, so dass Folgendes gilt:

Sei ¢ die eindeutig bestimmte Nullstelle von f in dem Intervall [a,b] und sei
xo € [a,b] mit |xg — c| < §. Dann konvergiert die Folge (x,) definiert durch die

Vorschrift

Tnt1 = Tp — f/(llf )
n

gegen c.

Beispiel 5.49. Wir wollen das Newton-Verfahren benutzen, um /2 zu berechnen.
V2 ist die eindeutig bestimmte Nullstelle der Funktion f(z) = 22 — 2 in dem
Intervall [1,3]. Es gilt f'(z) = 22 und f”(x) = 2. Damit erfiillt f auf dem Intervall
[1,3] die Bedingungen (1)—(3).

Die Rekursionsvorschrift, die die Folge (z,,) definiert, lautet

2 2 2
. T, —2 2xp;-—z,+2 1 2
Tntl = Tn 2, 2z, 2 Tn ¥ zn )
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Wir starten mit x¢ = 2. Dann gilt

T9g = 2

r; = 1.5

o = 1.416666667
rs = 1.414215686
g = 1.414213562,

wobei die Werte auf acht Nachkommastellen gerundet sind. Die Zahl x4 ist genau
der auf acht Nachkommastellen gerundete Wert von V2.

5.8. Die Regeln von L’Hospital. Die Bestimmung eines Grenzwertes der Form

ist manchmal schwierig, wenn Zahler und Nenner fiir + — zo beide gegen 0 oder

beide gegen oo streben. Die Regeln von L’Hospital helfen in dieser Situation.

Satz 5.50. [L’Hospitalsche Regel, der Fall %/ Sei I ein Intervall und xo € I. Die
Funktionen f und g seien fir alle x € I mit © # xq differenzierbar. Fir alle x € T
mit x # xg gelte g(x) # 0 und ¢'(x) # 0. Ferner sei

lim f(z)= lim g(x)=0.

r—xo r—rxo

Dann gilt

o f@) ()
A g(z) A g (z)

)

falls der rechte Grenzwert existiert oder gleich oo oder —oo ist.
Ein entsprechender Satz gilt fiir z — oo und z — —oo anstelle von z — .

Satz 5.51. [L’Hospitalsche Regel, der Fall %/ Sei a € R und I = (a,00). Die
Funktionen f und g seien fir alle x € I differenzierbar. Fir alle x € I gelte
g(z) # 0 und ¢'(x) # 0. Ferner sei

lim f(z) = lim g(z) = 0.

Tr—r00 Tr—r00

Dann gilt
o 1@ )

o0 gz)  evoe g'(2)

falls der rechte Grenzwert existiert oder gleich oo oder —oo ist.

e’ —1

T ) Fiir x — 0 streben Zéhler und
Nenner des Bruches gegen 0. Fiir  # 0 gilt 3z # 0. Aufferdem sind e* — 1 und 3z

differenzierbar. Damit gilt

Beispiel 5.52. a) Wir berechnen lim,_,q (

Coet -1 et 1
lim = lim — .
z—0 3x z—0 3 3

Es gibt auch eine L’Hospitalsche Regel fiir Briiche, bei denen Zéhler und Nenner

gegen oo streben.
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Satz 5.53. [L’Hospitalsche Regel, der Fall 2] Sei I ein Intervall und xo € I. Die
Funktionen f und g seien fiir alle x € I mit x # xq differenzierbar. Fir alle x € T
mit x # xg gelte g(z) # 0 und ¢’'(x) # 0. Ferner sei

Jim [f(z)] = lim |g(z)] = oo.
Dann gilt
!
lim —f(x) = lim ! (a:)’
% gla) et g (2)
falls der rechte Grenzwert existiert oder gleich oo oder —oo ist.

Ein entsprechender Satz gilt auch fiir z — oo anstelle von z — xg.

Beispiel 5.54. a) Wir bestimmen einen Grenzwert, den wir bereits auf andere

Weise berechnen kénnen. Es gilt

lim Su 1 limé—§
z—o00 2 — 1 w—)oo2_2.

b) Oft ist es nétig, die L’Hospitalschen Regeln mehrfach anzuwenden. Es gilt

x €T x

I < lim —— = i =
e 2 —r 1 a2y — 1 anme 2

Dieses Argument funktioniert fiir jedes Polynom p(x) anstelle von 22 —x + 1, wobei
man solange ableiten muss, bis p(™)(z) konstant ist. Der Grenzwert ist in diesem

Fall co oder —oo. Wir sagen, dass e* schneller als jedes Polynom wéchst.

Beispiel 5.55. Wir wollen den Grenzwert lim, .o * berechnen, wobei wir x* zu-
néchst nur auf dem Intervall (0,00) betrachten. Fiir + = 0 kénnen wir 27 = 1
setzen, was aber fiir den Funktionsgrenzwert unerheblich ist. Wir werden jedoch
sehen, dass 1 der ,korrekte* Wert fiir * an der Stelle x = 0 ist.

Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt

. . x . i
lim 2% = lim eln(m ) — lim e Inz _ ehmm_,gzlnz7
z—0 z—0 z—0

falls der Grenzwert lim,_,q = In = existiert. Der letztgenannte Grenzwert ist von der
Form 0 - 0o bzw. in diesem Falle 0 - (—o0).

Wenn wir anstelle von zlnz jedoch 1% schreiben, haben wir den Ausdruck
in eine Form gebracht, die von den L’ Hospltalschen Regeln abgedeckt wird. Es gilt
lim,_q % = oo und lim,_,gInx = —0o0. Man beachte, dass In x nur auf dem Intervall
(0, 00) definiert ist. Es gilt

1 2

Inx T
limxlnx = hmT = lim —%- = lim —— = lim —z = 0.
x—0 —0 b z—0 -2 z—0 x z—0
Damit ist
lim SC hmzﬁgxlnm — 60 - 1.

z—0
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6. INTEGRALRECHNUNG

In der Integralrechnung geht es um die folgenden beiden Grundfragen:

e Das Flacheninhaltsproblem. Wie bestimmt man den Inhalt einer Fla-
chen, die krummlinig berandet ist?
e Das Stammfunktionsproblem. Wie findet man zu einer gegebenen Funk-

tion f eine Stammfunktion, d.h., eine Funktion F mit F’ = f.

Wir werden sehen, dass es sich bei diesen beiden Problemen im wesentlichen um
dasselbe Problem handelt.

6.1. Das bestimmte Integral. Im Folgenden sei f : [a,b] — R eine beschrinkte
Funktion. D.h., dass das Bild f [[a,b]] des Intervalls [a,b] unter der Abbildung f
beschrankt ist. Jede stetige Funktion, die auf einem abgeschlossenen, beschrénkten
Intervall definiert ist, ist automatisch beschrankt, da sie auf diesem abgeschlossenen
Intervall ihr Minimum und ihr Maximum annimmt.

Wir wollen nun die Fliache berechnen, die durch die z-Achse, die Geraden z = a
und & = b und durch den Graphen der Funktion f eingeschlossen ist. Dabei werden
Flachenstiicke unterhalb der z-Achse mit einem negativen Vorzeichen beriicksichtigt
und Flichenstiicke oberhalb der z-Achse mit positivem Vorzeichen. Wir nennen
diese Flache die Flache unter der Kurve f.

FEine Methode, diese Flidche ndherungsweise zu berechnen, ist es, sie durch eine
Vereinigung von Rechtecken zu approximieren. Dazu wihlen wir zunéchst n € N
und unterteilen [a,b] in n gleichgrofe Intervalle. Die Endpunkte dieser Intervalle
sind

b—a b—a
To = a, xlza—I—T, To=a+2- e T, = b.

Eine solche Zerlegung des Intervalls [a,b] nennen wir eine dquidistante Zerle-

gung.
Fir jedes i € {1,...,n} sei

M; :=sup{f(z) : z € [x;_1, 7]}

und

m; = inf{f(z) : x € [z;-1, 2]}
Da f[[a, b]] beschrankt ist, existieren die Suprema und Infima jeweils. Ist f stetig, so
ist das Supremum der Funktionswerte von f auf einem abgeschlossenen, beschrénk-
ten Intervall sogar ein Maximum. Entsprechend sind in diesem Fall die Infima sogar
Minima.

Nun sei

U, ::Zmzwb;a
i=1

die n-te Untersumme von f und

On ileb;a
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die n-te Obersumme von f.

Es ist klar, dass U,, eine untere Schranke fiir die Fliche unter der Kurve ist,
wahrend O,, eine obere Schranke fiir die Fliache unter der Kurve ist.

Fiir den Beweis des folgenden Satzes verweisen auf die einschlégige Literatur,

zum Beispiel [6].

Satz 6.1. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Fir n — oo konvergieren
die beiden Folgen (U,)nen und (Op)nen gegen denselben Grenzwert, den wir mit
f: f(x)dx bezeichnen.

Wir setzen also

b
/a f(z)dx = nh_}rrgo 0, = nh_{glo U,.
f: f(z)dz heilt das bestimmte Integral von f iiber [a,b]. Die Funktion f heift
Integrand.
Das bestimmte Integral f; f(x)dx ist der Fliacheninhalt der Fliche unter der

Kurve f.

Bemerkung 6.2. Ublicherweise betrachtet man nicht nur dquidistante Zerlegun-
gen von [a, b], sondern auch Zerlegungen, bei denen die Teilintervalle unterschiedli-
che Langen haben. Fiir eine Zerlegung Z und eine beschrinkte Funktion f : [a, b] —
R kann man die Obersumme O(Z) und die Untersumme U (Z) wie oben definieren.
Die Funktion f heift integrierbar, falls fiir jedes € > 0 und jede geniigend feine
Zerlegung Z von [a, b] gilt:
o2)-UZ)<e

Fiir integrierbare Funktionen f konnen wir das bestimmte Integral f; f(z)dz wie
oben definieren. Man kann zeigen, dass jede beschriankte Funktion f : [a,b] — R

mit nur endlich vielen Unstetigkeitsstellen integrierbar ist.

Beispiel 6.3. Wir bestimmen die Fliche, die von der -Achse, der Funktion f(z) =
22 und der Geraden z = 1 eingeschlossen wird. Da f(0) = 0 gilt, betrachten wir
die Funktion f also nur auf dem Intervall [0, 1]. Auf diesem Intervall ist f streng
monoton wachsend. Damit wird der maximale Wert von f auf einem abgeschlos-
senen Intervall [c,d] C [a,b] am rechten Rand des Intervalls angenommen, also an

der Stelle d. Der minimale Funktionswert wird am linken Endpunkt ¢ des Intervalls

angenominen.
Es gilt:
n . n . n SN\ 2 n
1\1-0 1 1 1 1 1 9
n=xtlorn) T R ()= R ) -m
1 nn+1)@2n+1) 2n°+3n+1
- nd 6 N 6n?
Damit gilt

lim O,, = lim
n— o0 n— o0

3

2n2 +3n+1 _1
6n2 o
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Die Flache unter der Kurve hat also den Flacheninhalt %

Wir geben einige wesentliche Sétze {iber bestimmte Integrale an, deren Beweise

man in den Standardlehrbiichern der Analysis findet.

Satz 6.4. Seien f,g: [a,b] = R integrierbar und ¢ € R. Dann sind auch f+ g und

¢ f auf [a,b] integrierbar und es gilt

/ (4 o)) = /  fla)de + / " (@)
/abc~f(x)dx = c-/abf(x)dx

Satz 6.5. Es seic € [a,b]. Ist f auf [a,b] integrierbar, so ist f auch auf [a,c] und

auf [c, b] integrierbar und es gilt

/f m—/f m+/f

Ist umgekehrt f auf [a,c] und [c,b] integrierbar, so ist f auch auf [a,b] integrierbar.

sowie

Satz 6.6. Seien [ und g auf [a,b] integrierbar.
(1) Gilt fir alle x € [a,b] die Ungleichung f(x) < g(x), so ist

/f dx</ o(x)de.

(2) Mit f ist auch die Funktion x — |f(z)| integrierbar und es gilt

/ ' flaye| < / @) da.

S/:If(x)ld:H/ab l9(a)| do

Fiir eine integrierbare Funktion f : [a,b] — R definieren wir

= [t

als den Durchschnittswert von [ auf dem Intervall [a,b]. Die Zahl ¢ ist die

b
/ (f(2) + g(x)) da

Hohe eines Rechtecks der Breite b — a mit demselben Flacheninhalt wie die Fléche
unter der Kurve f.
Der folgende Satz besagt, dass eine stetige Funktion auf dem Intervall [a, b] ihren

Durchschnittswert (oder auch Mittelwert) annimmt.

Satz 6.7 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann
gibt es ein & € [a,b] mit

b
/ f(@)dz = F(E)(b—a).



94 STEFAN GESCHKE

6.2. Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung. Die Funk-
tion f : [a,b] — R sei integrierbar. Nach Satz 6.5 ist f dann auch auf jedem In-
tervall der Form [a,z] mit = € [a, b] integrierbar. Damit kénnen wir eine Funktion
F :[a,b] — R durch die Vorschrift

F(z) = / F(t)t

definieren. F'(x) ist also die Flache unter der Kurve f auf dem Intervall [a, z].

Satz 6.8 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung). Die Funktion
f:a,b] = R sei auf [a,b] stetig. Dann ist die Funktion

F:a,b] %R;xH/ ft)dt
differenzierbar und fir alle x € [a,b] gilt F'(x) = f(x).

Beweis. Seien z,xq € [a,b] mit x > x¢. Der entsprechende Differenzenquotient von
F lautet i
F(x) =~ F(zo)  [7 f(t)dt — [ ft)yde [, f(t)dt
x —xo B x — xo T oz—x
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein £ € [xg, ] mit

/ " F(0dt = £)(x — o).

A F(@) = Flao) _ f©)(z =)
z) — F(x T—x
== == f().
r — X r — X
Sei nun £ > 0. Wegen der Stetigkeit von f gibt es 6 > 0, so dass aus |{ — xg| <
folgt, dass |f(&) — f(xo)| < € gilt. Gilt nun |z — o] < J, so ist auch |£ — x| < 0.

Also gilt |f(&) — f(xo)] < e.
Der Wert des Differenzenquotienten liegt also beliebig nahe bei f(x(), wenn x

nur nahe genug bei x( liegt. Ein entsprechendes Argument funktioniert auch, wenn

T < xg ist. Das zeigt

F'(wo) = lim P = Flay) _ f(zo).

T—T0 Tr — X

O

Definition 6.9. Es sei X CR und f: X — R. Ist F: X — R differenzierbar mit
F'(z) = f(x) fiir alle € X, so nennt man F eine Stammfunktion von f.

Der Fundamentalsatz besagt also, dass die Funktion F(z) = [” f(t)dt eine
Stammfunktion von f ist.

Wir stellen zunéchst fest, dass sich zwei Stammfunktionen einer gegebenen Funk-

tion hochstens um eine Konstante Unterscheiden.

Satz 6.10. Sind Fy und Fy im Intervall [a,b] Stammfunktionen von f, so un-

terscheiden sich Fy und Fy nur um eine additive Konstante. D.h., es gibt eine
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Konstante ¢ € R, so dass fir alle © € [a,b] gilt:
Fi(z) = Fy(z) + ¢

Beweis. Da Fy und Fy differenzierbar sind, ist auch F; — F5 differenzierbar und es

gilt fiir alle x € [a, b]:
(F1 — Fy)'(z) = Fi(z) = F3(x) = f(z) = f(z) =0

Die Ableitung der Funktion F; — F ist also auf dem gesamten Intervall [a, b] gleich
0. Damit ist F; — F» eine konstante Funktion. Sei also ¢ € R, so dass fiir alle x € [a, ]
gilt: (F1 — F2)(z) = c. Damit gilt fiir alle « € [a,b] die Gleichung

Fi(z) = Fa(x) + c.
(]

Der folgende Satz folgt aus dem Fundamentalsatz der Differential- und Integral-
rechnung und zeigt, wie man bestimmte Integrale berechnen kann, wenn man die

Stammfunktion des Integranden kennt.

Satz 6.11. Die Funktion f sei stetig auf [a,b]. Weiter sei F eine Stammfunktion
von f. Dann gilt

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz ist f; f(t)dt eine Stammfunktion von f. Nach

Satz 6.10 existiert eine Konstante ¢ € R, so dass fiir alle © € [a, b] gilt:

Flz) = / F(t)dt+ ¢

Es folgt
F(b) — F(a) = /ab ft)dt +c— (/aa f)de + c> = /ab ft)dte.

O

6.3. Die Berechnung von Integralen. Satz 6.11 gibt uns eine Methode, ein

/ab f(x)dx

zu berechnen. Man muss nur eine Stammfunktion F' von f finden und dann F(b) —

bestimmtes Integral

F(a) berechnen. Im Folgenden werden wir uns daher mit dem Problem befassen,
zu einer gegebenen Funktion eine Stammfunktion zu bestimmen. Wir miissen also

das Ableiten umkehren.

Beispiel 6.12. a) In Beispiel 6.3 hatten wir die Féiche unter der Kurve f(z) = 22
auf dem Intervall [0,1] berechnet, also fol 22dz bestimmt. Wir berechnen dieses
bestimmte Integral nocheinmal durch Auffinden der Stammfunktion von 22. Wir
wissen, dass fiir jedes & € N die Ableitungsregel (z*) = k- 2%~! gilt. So ist zum
Beispiel (¢3) = 322. Damit gilt (123)" = 22.
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Sei also F(z) = 2. Dann ist F eine Stammfunktion von f(z) = z%. Also gilt

/1 2d —F(l)—F(O)—l—O—l
Ox €r = =3 =3

b) Wir berechnen die Fléche unter der Kurve sin z im Intervall [0, 7]. Wir wissen,

dass (cosz)’ = —sinz gilt. Also ist — cosz die Stammfunktion von sinz. Also gilt
s
/ sinzdr = —cosm — (—cos0) =1+1=2.
0

Wir fithren einige niitzliche Schreibweisen ein. Ist F' eine Stammfunktion der
stetigen Funktion f, so schreiben wir [F(x)]% fiir F(b) — F(a). Es gilt also

b
[ e = [F@) = FO) - Fla).

Manchmal schreibt man anstelle von [F(x)]% auch einfach F(z)|%, vor allem, wenn
es sich bei F'(z) um einen ldngeren Ausdruck handelt.

Wir schreiben also zum Beispiel

/2 ld;zc =[nz)?=In2—-Inl=1In2.
1 x

Ist I eine Stammfunktion von f, so bezeichnet man F' als unbestimmtes In-
tegral von f und schreibt fiir F auch [ f(z)dz. F = [ f(x)dz sollte dabei nicht
als Gleichung aufgefasst werden, sondern als Abkiirzung fiir die Aussage “F' ist eine
Stammfunktion von f”.

Die folgende Tabelle gibt die Stammfunktionen einiger elementarer Funktionen
an. Von der Richtigkeit der Tabelle kann man sich durch Ableiten der Stammfunk-

tionen {iberzeugen.

Funktion f Stammfunktion F
x" (fiir € R mit r # —1) g
% In ||
H-% arctanx
\/1177 arcsin x
e’ e’
sinx —cosx
cosx sinz

Da das Integrieren die Umkehrung des Ableitens ist, kann man jede Ableitungsre-
gel riickwarts auch als Integrationsregel lesen. Damit ergibt sich sofort der folgende
Satz:

Satz 6.13. Seien f,g: [a,b] = R integrierbare Funktionen und ¢ € R. Dann gilt:
(1)
[+ a@is = [ s+ [ g

/c~f(a;)dac=c-/f(a:)dx

(2)
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Auch die Produktregel ldsst sich als Integrationsregel auffassen. Das fiihrt auf

die partielle Integration.

Satz 6.14 (Partielle Integration). Die Funktionen f und g seien auf dem Intervall
[a,b] differenzierbar mit stetigen Ableitungen f' und g'. Dann gilt:

[ F@sta)ds = s@gla) - [ £ @)do
Beweis. Nach der Produktregel gilt

(f9) =f'9+ fg"

Umstellen der Gleichung liefert
flag=(f9) - fg'.

Integration auf beiden Seiten liefert (in abgekiirzter Schreibweise)

/f’g=fg—/fg',

wie behauptet. U

/az - cos xdx

mit Hilfe partieller Integration berechnen. Dazu interpretieren wir x - cosx als f’g,

Beispiel 6.15. a) Wir wollen

wobei allerdings zunachst unklar ist, ob wir z oder cos x als f’ interpretieren wollen.
Wenn wir x als f’ interpretieren, miissen wir im Folgenden z integrieren, was den
Ausdruck komplizierter macht. Der Ausdruck cos x wird allerdings beim Integrieren
nicht komplizierter, wahrend x beim Ableiten einfacher wird. Daher setzen wir
f'(z) = cosz und g(x) = x an.

Fiir die Funktion f konnen wir dann sin x wéhlen. Auflerdem ergibt sich

g (z) =1

Nach dem Satz iiber die partielle Integration ist

/f’(z)g(az)dm = f(z)g(x) — /f(a:)g’(z)dx = (sinz) - x — /(sinx) -ldx
=zsinx — (—cosx) = zsinx + cosx.

b) Bei der partiellen Integration ist es nicht immer offensichtlich wie man den
Integranden in der Form f’g schreiben sollte. Wenn man zum Beispiel [ Inzdz
berechen mochte, erweist es sich als giinstig, f'(x) = 1 und g(z) = lnz anzusetzen.

Dann kann man f(z) = x wihlen und es ergibt sich ¢/(z) = . Nach Satz 6.14 ist

/lnmdx:/1~lnmda::xlnx—/x~ldx:xlnm—x.
T

Wir erinnern uns nun an die Kettenregel

(flg(x)) = f'(g(x)) - g'(x)

dann
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und betrachten zum Beispiel die Funktion 2z¢®”. Wir sehen sofort, dass 2z die

Ableitung von 2 ist. Damit gilt

2we” = ¢ -2z = f'(g(x)) - ¢ (2),
mit f(z) = e® und g(x) = 22. Nach der Kettenregel ist f(g(z)) eine Stammfunktion
von f'(g(x)) - ¢’(x). Damit ist
/2&3612 do = e” .

Wir berechnen nun das Integral der Funktion cos(3z 4+ 1). Dazu wollen wir
cos(3z +1) in der Form f’(g(z)) - ¢'(x) schreiben. Es ist naheliegend, g(x) = 3z +1
anzusetzen. Dann ist ¢'(z) = 3, also

cos(3z+ 1) = f'(g(x)) - ¢'(z) = f'(Bx + 1) - 3.
Es folgt
f'Br+1) =

und damit f’(z) = & cosz. Das liefert f(z

cos(3x + 1)

W =

= %Sin z. Damit ist

~—

1
/003(31‘ + 1)dx = / 3 cos(3z + 1) - 3dx

— [ £16@) o'}z = flg(a) = g sin(3a + 1)

Die beiden letzten Beispiele sind Beispiele fiir die Integration durch Sub-
stitution. Wir betrachten diese Integrationsmethode zunichst fiir den Fall der

bestimmten Integration.

Satz 6.16 (Substitutionsregel). Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine stetige

Funktion und g : [a,b] — I differenzierbar mit einer stetigen Ableitung. Dann ist

b g(b)
) - ¢ (z)dx = w)du.
/af(g( ) -g'(@) /g(a) f(w)

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel gilt

(F(g(x))) = f(g(x)) - ¢’ (x).

Durch zweimalige Anwendung des Fundamentalsatzes der Differenzial- und Inte-

gralrechnung erhalten wir nun die Substitutionsregel:

b L
/ fg(@)) - g'(z)dz = F(g(b)) — F(g(a)) = / f(u)du
a g(a)

Wir sehen, dass wir in diesem Satz einmal eine Funktion in der Variablen u und
einmal eine Funktion in der Variablen x integrieren. Der Zusammenhang zwischen
den Variablen u und z ist, dass in dem Integral auf der rechten Seite u schreiben,
wihrend in dem Integral auf der linken Seite g(x) auftritt. Wir sagen, dass wir u

fiir g(x) substituieren.
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Fiir die praktische Anwendung der Substitutionsregel stellen wir uns vor, dass
wir u := g(z) setzen und dann berechnen, wie sich du mit Hilfe von dz ausdriicken
lasst, wobei wir so tun, als kénnten wir mit du und dxr so wie Zahlen rechnen
kénnten. Wenn wir uns v als Funktion vorstellen, die von x abhéngt, dann ist

du
=T

du
g'(z)?

g (x)

Es gilt also du = ¢'(z)dz oder auch dz = falls ¢’ (x) fiir alle relevanten z von

0 verschieden ist.

Beispiel 6.17. a) Wir berechnen

/sin(?x + 1)dz.

Es ist naheliegend, u := 2x + 1 zu substituieren. Dann ist

du
— = (2 1) =2
dz (22 +1) ’

also dxr = %du. Damit gilt
. . 1 1 1
/sm(2m + 1)dz = /sm(u) . idu = 5(— cosu) = ~3 cos(2z + 1).

Da wir ja die Stammfunktion von sin(2z + 1) ausrechnen wollen, miissen wir am
Schluss an Stelle von v wieder 2z + 1 einsetzen.
Probe:

1 !
(—2 cos(2x + 1)) =3 sin(2x + 1) - 2 = sin(2z 4+ 1)

b) Wir berechnen das bestimmte Integral

1
s
——dx.
/o (1+a22 ™

Dazu substituieren wir u = g(z) = 1 + 2. Es ergibt sich (ciTZ = 2z, also du = 2zdx

oder %du = zdz. Einsetzen in das Integral liefert

/1 r /9<1> L1, -11* -1 R
—_—aAr = — e —qQUu = —_— = — _ = —,
0 (1 + (E2)2 g(O) u2 2 2-u 1 4 2 4

¢) Eine klassische Aufgabe zur Integration durch Substitution ist die Berechnung
der Fléache eines Kreises. Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Einheits-
kreis. Bekanntlich besteht der Einheitskreis genau aus den Punkten (x,y) € R?
mit
2 +y? =1
Lost man diese Gleichung nach y auf, so erhélt man

y==+v1-—a2

Die obere Hélfte des Einheitskreises ist also genau der Graph der Funktion f(z) =
V1 — x2, die auf dem Intervall [—1, 1] definiert ist. Damit ist die Flache des Kreises,
also eigentlich die vom Einheitskreis eingeschlossene Fliache, genau das doppelte der

Flache unter der Kurve f auf dem Intervall [-1,1].
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Wir miissen also das bestimmte Integral

1
/ V1 —22dx
-1

berechnen. Dazu benutzen wir die etwas iiberraschende Substitution u = arcsin z,
also sinu = x. Ableiten der Gleichung sinu = x auf beiden Seiten liefert
du
cos(u) - P 1,
also dx = cos(u)du. Einsetzen in das Integral liefert
1 z z

/ V1—22dr = / \/1 — sin?(u) cos(u)du = / cos? (u)du.
1 -z _

3
Das letzte Integral kénnen wir mit Hilfe von mehrfacher partieller Integration 16sen.
/cos2 (u)du = sinu cosu — /(— sin? u)du = sinu cos u + /sin2 (u)du
= sinwucos + /(1 — cos? u)du = sinucosu + u — /cosz(u)du
Es folgt
2 / cos?(u)du = sinu cosu + u.
Damit gilt

iy

2

! 1
/ V1—a?de = [2(sinucosu + u)}
-1

Damit ist die Flache des Einheitskreises genau 7. Mit derselben Technik lésst sich

T
.1

2

il
5

I

zeigen, dass die Fliche eines Kreis mit Radius r genau 77?2 betrigt.

Ein weiteres Problem ist die Integration gebrochen rationaler Funktionen,

also von Funktionen der Form % wobei p(z) und ¢(z) Polynome sind.
Sei eine rationale Funktion f(z) = % gegeben. Zundchst muss man beachten,

dass im Falle eines bestimmten Integrals nicht {iber eine Nullstelle von ¢(x) hinweg
integriert werden darf. Abgesehen davon kénnen wir die Stammfunktion von f(x)

mit Hilfe der folgenden Schritte bestimmen:

(1) Polynomdivision. Die erste Mafnahme ist eine Polynomdivision, so dass

wir f(x) in der Form
b(z)
alr)+ ——
O @
mit Polynomen a und b schreiben kénnen, wobei der Grad von b(z) echt
kleiner als der Grad von ¢(x) ist. Die Stammfunktion von a(x) kénnen wir

leicht finden. Also miissen wir uns nur noch mit der rationalen Funktion
% beschéftigen, wobei der Grad von b(z) echt kleiner als der Grad von
q(zx) ist.

(2) Partialbruchzerlegung. Man kann zeigen, dass sich jedes reelle Polynom

als Produkt von Polynomen vom Grad hoéchstens 2 schreiben lésst. Jeder
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Bruch % lasst sich schreiben als Summe von Briichen der Form

A
(x —7r)i’
wobei j eine natiirliche Zahl ist, so dass (x —r)? ein Teiler von ¢(x) ist, und

Briichen der Form
Bx+C

(22 + sz + 1)k’

wobei k eine natiirliche Zahl ist, so dass (22 4 sz + t)* ein Teiler von ¢(z)
ist.

Integration. Rationale Funktionen der Form ﬁ konnen leicht mit Hilfe
der Substitution u =  — r integriert werden.

Integrale von Funktionen der Form
C
22+ sx+t’
in denen der Nenner keine reelle Nullstelle hat, kénnen durch die Substitu-

tion
T+ 35

_ 2
4

bis auf einen konstanten Faktor auf die Form

1
—d
/ u? +1 Y
gebracht werden. Es gilt

[
———du = arctan u.
u? +1

u =

Funktionen der Form
Bx+C
22 +sz+t
lassen sich als Summe von einem Summanden der Form
D
22+ sx+t
und einem Summanden, der ein konstantes Vielfaches von
2x + s
22+ sz +t
ist, schreiben. Summanden vom ersten Typ haben wir bereits oben disku-
tiert. Summanden vom zweiten Typ kann man leicht mit der Substitution

u = 2 + sx + t integrieren.

Beispiel 6.18. Wir berechnen

/xi'*'ldx
22 —5x+6

Das Polynom im Z&hler hat bereits einen kleineren Grad als das Polynom im Z&hler,

weshalb die Polynomdivision entfdllt. Mit Hilfe der p-g-Formel sehen wir, dass die
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Nullstellen des Nenners die Zahlen 2 und 3 sind. Es gilt
(x —2)(x — 3) = 2% — 5z + 6.

Damit gibt es A, B € R mit

z+1 _ A n B
22—-5x4+6 =x—-2 2x2-3

Wir multiplizieren die Gleichung mit 22 — 52 + 6. Das liefert
r+1=A(x—-3)+B(x—2)=(A+B)r—34—-2B.

Uber den reellen Zahlen sind zwei Polynomfunktionen genau dann gleich, wenn die
beiden Polynome gleich sind, wenn also die Koeffizienten vor den entsprechenden

Potenzen von z iibereinstimmen. Es folgt:
A+B =1
-3A-2B =1
Als Losung dieses Gleichungssystems erhélt man A = —3 und B = 4. Die gesuchte

Partialbruchzerlegung lautet damit

v+l -3 4
22—-bx4+6 =x—-2 x-—3

Um das Integral [ I_—_?’de zu berechnen, substituieren wir © = x — 2 und erhalten

du = dx. Damit ist

-3 -3
/ dx:/—du:—3ln|u\:—31n|:1c—2\.
u

T —2
4
/x_gdx:4ln|:1:—3\.

Analog sieht man

Insgesamt ergibt sich

x+1 -3 4
—————dx = dex =—-3Injx — 2| +4In|z — 3|.
/w2—5m+6x /(m—2+x—3) x 3lnjx —2|+41In|zx — 3|

Beispiel 6.19. Wir wollen [ #‘:ﬁﬂ_ldx berechnen. Wieder brauchen wir keine

Polynomdivision durchzufithren. Wir raten eine Nullstelle des Nenners, namlich 1.
Eine Polynomdivision liefert 3 — 22 + 2 — 1 = (x — 1)(22? + 1). Damit existieren

A, p,q € R mit
3 +5 A pr+q
B -x24+r—-1 -1 2241
Wir multliplizieren die Gleichung mit 2% — 22 + 2 — 1 und erhalten

3r+5=A@*+ 1)+ (pr+q)(z—1)=Az* + A+ pz? —pr+qx —q
=(A+p)®+(-p+qr+A—q
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Das liefert das folgende Gleichungssystem:

- p + q —
A - q =5
Die eindeutige Losung dieses Gleichungssystems lautet A =4, p = —4 und ¢ = —1.
Damit gilt
3z +5 4 n —4x —1
w3 —x24+x—-1 x-1 2+1
Es gilt:

3z 495 4 -4z —1
T dr= d
/x379:2+x71x /<x1+x2+1) v

4 2x 1
= dr -2 | ——dx — | ——d
/x—lx /xz—i—lx /x2—|—1x

=4ln|z — 1| —2In|z? + 1| — arctan =

Beispiel 6.20. Wir berechnen [ dz. Es gilt (22 + 2z +5) =2z + 2 und

x+3
z2+2z+5
/ T+ 3 da:—l/ 2r + 6 dar
224+2c+5  2) x2242x+5

1 / 2z +2 dz +2 / 1 d
“2) 2x2at5 2245
Das erste der beiden Integrale berechnet man mit Hilfe der Substitution

u=ax>+4+22+45

und erhélt 5 )
T +
—— = _de=In|z?+2 5].
/$2+2m+5a: nlz® + 2z + 5
Fiir das zweite Integral substituieren wir v = —£H_ = %, also x = 2v — 1. Das

22
5=

liefert dx = 2dv. Es gilt

JE—— 2 oo [
2+2+5 0 ) @-12+2@0-D+5 " ) w2+a”

1 1 1 1 z+1
= - ————dv = —arctanv = — arctan [ ——
2 v2 41 2 2 2
Insgesamt erhalten wir

z+3 1 9 z+1
/mdm—iln‘m +2$+5|+&I‘Ctan (2> .

6.4. Uneigentliche Integrale. Bisher haben wir bestimmte Integrale auf endli-
chen, abgeschlossenen Intervallen [a, b] berechnet und dabei vorausgesetzt, dass der
Integrand ganz [a, b] definiert ist und beschrénkt ist. Man kann aber manchmal auch

Integralen auf unendlichen Intervallen auf sinnvolle Weise einen Wert zuweisen.

Beispiel 6.21. a) Wir betrachten das Integral
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und verstehen sofort, wie dieser Ausdruck zu verstehen ist. Wir wollen die Fliache

unter der Kurve ?12 auf dem Intervall [1,00) berechnen. Es gilt

1 1

Der naheliegende Wert von floo %dx ist
b b
1 1 1
lim —dx = lim {} = lim ( + 1> =1.
b—oo J; T bmoo | T |, booo b

b) Nun betrachten wir das Integral

o0
1
/ —dx.
1 X
1
/fdx = —1In|z|.
x

b
lim —dz = lim [ln|x\]l{ = lim (Inb—0) = occ.
b—oo J1 T b— oo b— oo

Bekanntlich ist

Es gilt

Definition 6.22. Sei a € R. Fiir jedes b > a sei die Funktion f auf dem Intervall

[a, b] integrierbar. Falls der Grenzwert

b
e

existiert, so nennen wir f auf dem Intervall [a, c0) uneigentlich integrierbar und

/aoo fl@)dx = blir& /ab f(x)dx.

Wir sagen in diesem Fall auch, dass das Integral [ f(z)dz existiert oder auch

definieren

konvergiert. faoo f(z)dz ist ein uneigentliches Integral. Analog definiert man

L boo f(x)dz.

Falls f fiir ein ¢ € R sowohl auf (—o0, ¢] als auch auf [¢, 00) uneigentlich integrierbar

ist, so nennen wir f auf (—oo, c0) uneigentlich integrierbar und definieren

/_Z f(z)dx = /_Coo f(z)dz + /:o @) d.

Wir geben eine Anwendung uneigentlicher Integrale.

Satz 6.23. Sei f : [1,00) — [0,00) stetig und monoton fallend. Dann konvergiert

die Reihe -
> fn)
n=1

/100 f(x)dx

genau dann, wenn

konvergiert.
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Beweis. Da F monoton féllt, gilt fiir jedes n € N die Ungleichung

n+1
[ fada < -1
Es folgt
n+1 n
/1 fla)yde <> fi)- 1.
i=1
Ist also -
Z f(n) < oo
n=1

so gilt auch

/Oc f(x)dz < .
1
Umgekehrt gilt
n+1
/ f(x)de > f(n+1)- 1.

Es folgt

n+1 n+1

JRRCEE SR

1 =2

Ist also ~
/ f(z)dz < oo,
1

so ist

Z f(n) < oo.
n=2
Damit konvergiert auch

> fn).
n=1

Korollar 6.24. Die harmonische Reihe

=1
2.
n=1

divergiert.
Die Reihe
o0
1
>3
n=1

konvergiert.
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