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Vektorrechnung und Matrizenringe

Erinnerung: Fir einen Korper K und n € N ist K" die Menge
aller n-Tupel mit Eintragen aus K.

Wir definieren eine Addition auf K".
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Definition 8.1

Wir nennen die Elemente von K" Vektoren.

Die Summe zweier Vektoren (a1, ..., an),(b1,...,bn) € K"
definieren wir komponentenweise.

Es sei

(31,...,an)—|—(b1,...,bn) = (al—l—bl,...,an—i—bn).

AuBerdem definieren wir die Multiplikation von Vektoren mit
Elementen des Korpers K.
Seia € Kund v=(a1,...,a,) € K". Dann sei

av = (aa1,...,qan).

In diesem Zusammenhang nennt man « einen Skalar mit dem der
Vektor v skaliert wird.
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Beispiel 8.2

Wir stellen uns Vektoren in R? als Punkte in der
Anschauungsebene oder als Pfeile vom Nullpunkt zu einem Punkt
in der Ebene vor.

Die Summe von Vektoren lasst sich dann geometrisch als
Aneinanderreihung von Pfeilen interpretieren.

Entsprechendes gilt in R3 oder ganz allgemein in R”, wobei unsere
Anschauung im Falle n > 3 natiirlich sehr herausgefordert wird.
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Sei v :=(—1,3) und w := (2, -1).

y-Achse

x-Achse
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Sei v :=(—1,3) und w := (2, -1).

y-Achse

w x-Achse
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Sei v :=(—1,3) und w := (2, -1).

y-Achse

w (um v verschoben)

w x-Achse
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Sei v :=(—1,3) und w := (2, -1).

y-Achse

w (um v verschoben)

v+ w

w x-Achse
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Sei a =25 und v :=(—1,3).
Dann ist av = (—2.5,7.5).

Die Multiplikation mit dem Skalar « entspricht einer Streckung um
den Faktor a.
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Satz 8.3
Sei K ein Kérper und n € N.

a) (K", +) ist eine abelsche Gruppe.
Das neutrale Element der Addition ist der Vektor (0, ...,0), den
wir den Nullpunkt nennen.

b) Fiir alle viw € K" und alle o, 5 € K gilt:
1. a(v+w)=av+aw

2. (a+p)v=av+pv

3. (a- )V—a(BV)

4. 1lv =

Eine Struktur der Form K" mit der Operation + und der

Multiplikation mit Skalaren ist ein Vektorraum.
Wir werden Vektorraume im zweiten Teil der Vorlesung studieren.
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Beispiel 8.4
Wir betrachten wieder R? und v = (-1, 3).

Sei
U={av:acR}.

Dann ist U eine Untergruppe von (R2, +).

Fir a;, 8 € R gilt namlich nach Satz 7?
av—fv=(a+(=p))v e U.

Nach unserem Kriterium fiir Untergruppen folgt nun, dass U
tatsichlich eine Untergruppe von (R?, +) ist.

Die Menge U der skalaren Vielfachen von v ist einfach die Gerade
durch den 0-Punkt, die den Vektor v enthalt.

Die Nebenklassen von U in R? sind die Geraden in R?, die zu der
Geraden U parallel sind.
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Sei v:=(-1,3) und w:=(2,—1) und U := {av: a € R}.

y-Achse

x-Achse
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Sei v:=(-1,3) und w:=(2,—1) und U := {av: a € R}.

y-Achse

x-Achse
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Sei v:=(-1,3) und w:=(2,—1) und U := {av: a € R}.

y-Achse

w x-Achse
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Sei v:=(-1,3) und w:=(2,—1) und U := {av: a € R}.

w+ U
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Wir definieren noch eine weitere Operation zwischen Vektoren in
K".

Definition 8.5

Seien (a1,...,an), (b1,...,bp) € K".

Dann ist das (Standard-) Skalarprodukt von v = (a1,...,a,) und
w = (b1, ..., b,) das Korperelement

(v,w) :=aiby + -+ apby.

Die Bezeichnungen “Skalarprodukt” und “Multiplikation mit einem
Skalar” geben leicht Anlass zur Verwirrung.

Es handelt sich um die Standardbezeichnungen und man muss
aufpassen, dass man sich immer genau klarmacht, worum es geht.
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Beispiel 8.6

Wir rechnen wieder liber dem Korper R.
Sei v =(1,2,3) und w = (—1,2,1).
Dann gilt

(viw)=1-(-1)+2-2+3-1=-1+4+3=6.
Man erinnere sich an den Satz von Pythagoras:
In einem rechtwinkligen Dreieck, in dem die Langen der Katheten,
also der Seiten, die am rechten Winkel anliegen, a und b sind, gilt

fur die Lange ¢ der Hypothenuse, also der Seite, die dem rechten
Winkel gentiber liegt, die Gleichung

a2+ b% = 2.
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Insbesondere ist der Abstand des Punktes (a, b) € R? vom
Nullpunkt genau v'a2 + b2 = /{(a, b), (a, b)).

y-Achse

(a.b)

a x-Achse
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In hoheren Dimensionen gilt das Entsprechende.

Daher nennen wir fiir einen Vektor v € R"” die Zahl |v| = y/(v,v)
den Betrag von v.

Der Betrag von v ist nichts anderes als der Abstand von v vom
0-Punkt.

Der Betrag |\| einer reellen Zahl X ist der Wert den man erhilt,
wenn man das Vorzeichen von \ weglasst.

Soist | —5| =5, |2.5| =2.5und |0 = 0.

Der folgende Satz fasst die Eigenschaften des
Standardsskalarprodukts und des Betrages zusammen.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Satz 8.7
a) Sei K ein Kérper und n € N.
Dann gelten folgende Aussagen fiir alle « € K und alle
u,v,we K"

1. (v,w) = (w,v)

2. {av,w) = a(v,w)

3. (Ut v w) = (, w) + (v, w)
b) Fiir alle n € N, alle v,w € R" und alle A € R gelten die
folgenden Aussagen:

1. |v|>0

2. |lv|]=0&v=(0,...,0)

3 vl = Al |v]

4. |v+ w| < |v| + |w| (Dreiecksungleichung)
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Definition 8.8
Seien m, n € N und sei K ein Korper.Eine m x n-Matrix iiber K ist

ein rechteckiges Zahlenschema der Form

all d12 e din
ani dal»o ... aon

)
dmi d4m2 - -- amn

wobei die a;; Elemente von K sind.
Wir schreiben eine solche Matrix kiirzer (ajj)1<i<ma1<j<n Oder
auch einfach (aj;), wenn die Dimension m x n der Matrix klar ist.
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In einer Matrix (ajj)1<i<mai<j<n Nennen wir (a1, ..., aj,) die i-te
Zeile und
alj

amj

die j-te Spalte.
Die Menge der m x n-Matrizen iiber dem Korper K bezeichnen wir
mit K™*"
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Definition 8.9

Fiir zwei m x n-Matrizen A = (aj;) und B = (bj;) iiber einem
Kérper K sei A+ B die Matrix (aj; + bjj).

Der Eintrag in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der Matrix
A + B lautet also ajj + bjj.

Die m x n-Matrix, deren Eintrage alle 0 sind, nennen wir eine
Nullmatrix.

Fir o € K und A= (aj) € K™*" sei

aA = (aajj).
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Wie im Falle von K" sieht man schnell, dass (K™*", +) eine
abelsche Gruppe ist.

Neben der Addition von Matrizen und der Multiplikation von
Matrizen gibt es eine weitere Verkniipfung von Matrizen, die fast
noch wichtiger ist als die beiden schon genannten Operationen,
namlich die Matrizenmultiplikation.
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Definition 8.10

Sei K ein Korper und seien £, m,n € N.

Weiter sei A= (a;) € K™ und B = (bj) € K™ ".

Dann ist AB = A- B die ¢ x n-Matrix C = (cj), deren Eintrag cix
das Korperelement

ainbik + -+ + aimbmek,

also das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte
von B, ist.
Es gilt also

AB = Z a,-jbjk
Jj=1

1<i<tA1<k<n
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Eine wichtige, nichttriviale Eigenschaft der Matrizenmultiplikation
ist die Assoziativitat.

Satz 8.11
Sei K ein Korper und seien k, ¢, m,n € N.
Sind Ac KKt B € K™ und C € K™*", so gilt

(A-B)-C=A-(B-C).
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Betrachtet man n x n-Matrizen fur ein festes n, so kann man die
Matrizen in beliebiger Reihenfolge multiplizieren.

Satz 8.12
Sei n € N und sei K ein Kérper. Dann ist (K"*" 4+, ) ein Ring,
der Ring der n x n-Matrizen lber K.
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Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation in K"*" ist die

Einheitsmatrix
10 0
01 0
En — . 5
00 1

bei der auf der Diagonalen Einsen stehen und sonst nur Nullen.

Die Einheitengruppe des Matrizenringes K™*" sind die
invertierbaren Matrizen. Der Matrizenring K™*" ist fiir n > 1 nicht
kommutativ.
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Matrizen und ihre Multiplikation spielen eine wesentliche Rolle
beim Losen linearer Gleichungssystem und damit zum Beispiel auch
in der Optimierung oder fiir bildgebende Verfahren.

In der Graphentheorie kann man Matrizenmultiplikation zum
berechnen von Wegen in Graphen einsetzen.

Matrizen spielen auch eine wesentliche Rolle im
Page-Rank-Algorithmus mit dem zum Beispiel Google die
Reihenfolge der Suchergebnisse festlegt.
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Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
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Beispiel 8.13

Die Gleichung
2x —3 =5

ist eine lineare Gleichung in der Variablen x.
Diese Gleichung lasst sich leicht umformen zu der Gleichung

2x = 8.

Diese Gleichung ist dquivalent zu x = 4.
Die Zahl 4 [ost also die Gleichung.
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Im Allgemeinen lasst sich eine lineare Gleichung in einer
Unbekannten in der Form

ax=>b

schreiben.
Dabei ist x die Unbekannte bzw. Variable.
Die Koeffizienten a und b sind Elemente eines festen Kérpers K.

Unsere Diskussion linearer Gleichungen und Systeme lineare
Gleichungen bezieht sich im Prinzip auf Gleichungen mit
Koeffizienten in beliebigen Korpern.

Konkrete Beispiele werden jedoch immer reelle Koeffizienten
haben.
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Beispiel 8.14
Die Gleichung
4x —2y =1

ist eine lineare Gleichung in den zwei Variablen x und y.
Wir bringen y auf die rechte Seite und erhalten

2y = 4x — 1.
Division durch 2 liefert
1
=2x — —.
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Losungen dieser Gleichung sind alle Paare (x,y) der Form

1
t,2t — =
(e2-3).

wobei der Parameter t eine reelle Zahl ist.

Die Lésungsmenge der Gleichung ist also die Menge

{(2r3) ees}
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Definition 8.15
a) Eine lineare Gleichung in den Variablen xy, ..., x, ist eine

Gleichung der Form
aixi+---+anx,=>b

wobei die Koeffizienten a; Elemente eines festen Korpers K sind.
Die Lésungsmenge der Gleichung ist die Menge

{(xt, ... %) € K"+ a1xq + -+ + apxy = b}
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b) Ein lineares Gleichungssystem in den Variablen xi, ..., x,
besteht aus mehreren linearen Gleichungen:

auxt+ -+ awmxs = b
ax1+ -+ amxn = bo
amixt + -+ 3mnXn = bm
Ein n-Tupel (x1,...,xn) € K" Iost das Gleichungssystem, wenn
(x1,...,Xn) jede der m linearen Gleichungen erfiillt. Die

Losungsmenge des Gleichungssystems ist der Durchschnitt der
Losungsmengen der einzelnen Gleichungen.
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Das Gleichungssystem heiBt konsistent oder I6sbar, falls liberhaupt
eine Losung existiert.

Das Gleichungssystem heiBt inkonsistent oder unlosbar, falls keine
Losung existiert.

Das Gleichungssystem heiBt homogen, falls by = --- = b,, = 0 gilt.
Jedes homogene Gleichungssystem hat die triviale Lésung
(x1y...,xn) =(0,...,0).

Ein homogenes Gleichungssystem kann aber auBer der trivialen
Losung noch weitere Losungen haben.

Wir nennen zwei lineare Gleichungssysteme in denselben Variablen
aquivalent, falls sie dieselben Losungsmengen haben.
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In einer Matrix (ajj)1<i<mai<j<n Nennen wir (a1, ..., aj,) die i-te
Zeile und
alj

amj

die j-te Spalte.
Die Menge der m x n-Matrizen iiber dem Korper K bezeichnen wir
mit K™*"
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Einem linearen Gleichungssystem konnen wir nun verschiedene
Matrizen zuordnen.

Definition 8.16

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

aiixy + -+ apXxp, = bl
azixy + -+ amx, = b2
amix1+ -+ amnXn = bm.
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Das Gleichungssystem hat die Koeffizientenmatrix

all dl12 e din
ani daj»o ... aon
dmi adm2 - -- amn

und die erweiterte Koeffizientenmatrix

all ai? . din bl
ani dano . aon b2
ami am2 ... amn bm
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Beispiel 8.17

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

X1 +x+2x3 = 9
2x1 +4xp — 3x3 =
3x1 +6x0 —bx3 = 0.
Dieses Gleichungssystem hat die Koeffizientenmatrix
11 2
2 4 -3
3 6 -5

und die erweiterte Koeffizientenmatrix

11 2 9
2 4 -3 1
36 -5 0
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Elementare Umformungen und Zeilenstufenform

Im Folgenden werden wir sehen, wie man lineare Gleichungssysteme
|0st, wie man einem Gleichungssystem ansieht, ob es losbar ist, und
wie die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystem aussieht.
Dazu benutzen wir elementare Gleichungsumformungen bzw.
elementare Zeilenumformungen.
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Definition 8.18

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

aiix1+---+awwxy, = b
aixi+ -+ amxp, = b
amiX1 + -+ amnXn = bm.

Die folgenden Operationen nennen wir elementare
Gleichungsumformungen:

1. Vertauschen zweier Gleichungen

2. Multiplikation einer Gleichung mit einer von O verschiedenen
Konstante

3. Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen
Gleichung
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Beispiel 8.19

Wir betrachten wieder das Gleichungssystem

x1+x+2x3 = 9
2x1 +4x0 —3x3 =
3x1 +6x0 —5x3 = O.

Vertauschen der letzten beiden Gleichungen liefert

x1+x+2x3 = 9
3x1 +6xp —bxz3 =
2x1 +4x0 —3x3 =
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Aktuelles Gleichungssystem:

X1+ x2 + 2x3
3x1 + 6x0 — 5x3
2x1 + 4xo — 3x3

1

Multiplikation der ersten Gleichung mit 2 liefert

2x1 +2x0 +4x3 = 18
3x1 + 6x2 — 5x3 0
2x1 +4x0 — 3x3
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Aktuelles Gleichungssystem:

2x1 +2x0 +4x3 = 18
3x1 + 6x2 — 5x3
2x1 +4xo — 3x3

|
= O

Addition des (-1)-fachen der dritten Zeile zur ersten Zeile liefert

—2x0 +1x3 = 17
3x1 + 6x2 — 5x3 0
2x1 +4x0 — 3x3
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Satz 8.20

Elementare Gleichungsumformungen andern die Losungsmenge
eines linearen Gleichungssystems nicht.

D.h., zwei Gleichungssysteme, die durch elementare
Gleichungsumformungen auseinander hervorgehen, haben dieselben
Losungsmengen.

Die elementaren Gleichungsumformungen eines linearen
Gleichungssystems entsprechen elementaren Zeilenumformungen
der erweiterten Koeffizientenmatrix:

1. Vertauschen zweier Zeilen

2. Multiplikation einer Zeile mit einer von 0 verschiedenen
Konstanten

3. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile
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Beispiel 8.21
Wir betrachten die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems aus

Beispiel 77:
11 2 9
2 4 -3 1
36 -5 0
Vertauschen der letzten beiden Zeilen liefert
11 2 9
36 -5 0
2 4 -3 1
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Aktuelle Matrix:

11 2 9
36 =50
2 4 -3 1

Multiplikation der ersten Zeile mit 2 liefert

2 2 4 18
36 -5 0
2 4 -3 1
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Aktuelle Matrix:

2 2 4 18
36 -5 0
2 4 -3 1

Addition des (-1)-fachen der dritten Gleichung zur ersten
Gleichung liefert

0 -2 7 17
3 6 -5 0
2 4 -3 1
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Definition 8.22
Eine Matrix ist in Zeilenstufenform wenn folgende Punkte erfiillt
sind:
1. Alle Zeilen, die nur Nullen enthalten, stehen unten in der
Matrix.

2. Wenn eine Zeile nicht nur Nullen enthalt, so ist der am

weitesten links stehende, von Null verschiedene Eintrag eine
Eins (die fiihrende Eins dieser Zeile).

3. Fiir je zwei verschiedene Zeilen, die nicht nur Nullen
enthalten, steht die fiihrende Eins der oberen Zeile echt weiter
links als die fiihrende Eins der unteren Zeile.

In einer Matrix in Zeilenstufenform stehen also in Spalten mit
fuhrenden Einsen unter den fiihrenden Einsen nur Nullen.

Ist eine Matrix in Zeilenstufenform und stehen auch iiber den
fuhrenden Einsen nur Nullen, so ist die Matrix in reduzierter

Zeilenstufenform.
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Beispiel 8.23

Die Matrizen
1 4 2 9 1 10 1 5 2
01 -7 -1}, 0 1 1| und {O O 1
00 1 2 0 0O 0 0O

sind in Zeilenstufenform, aber nicht in reduzierter Zeilenstufenform.
Die Matrizen

1 10 010
0O 1 1} und |1 O O
0 20 00O

sind nicht in Zeilenstufenform.
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Die Matrizen

1 00 110 1 2 0 4
010], 0 01)und |O O 1 3
0 01 0 00 0 00O

sind in reduzierter Zeilenstufenform.
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Ist die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen
Gleichungssystems in Zeilenstufenform, so konnen wir leicht die
Losungsmenge des Gleichungssystems bestimmen.

Beispiel 8.24
Wir betrachten das Gleichungssystem

x1 + 4xo 4+ 2x3 + 9xy
X0 —Tx3 — X4 =
x3+2x, = 1.
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Die erweiterte Koeffizientenmatrix

14 2 9 2
01 -7 -1 3
00 1 2 1

ist in Zeilenstufenform. Wir formen die dritte Gleichung um und
erhalten
x3=1—2xq.

Umformen der zweiten Gleichung liefert
xXp =34 7x3 + x4.

Anstelle von x3 konnen wir 1 — 2x4 Einsetzen.
Das liefert

X2:3+7(1—2X4)—|—X4:3—|-7—14X4—|-X4:10—13X4.
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Durch Umformen der ersten Gleichung ergibt sich
X1 = 2 — 4X2 - 2X3 - 9X4.

Wieder konnen wir die bereits erhaltenen Ausdriicke fiir xo und x3
einsetzen. Das liefert

X1 = 2 — 4(10 — 13X4) — 2(]_ — 2X4) — 9X4
=2—40+52x4 — 2+ 4x4 — 9x4 = —40 + 47x4.

Das heiBt, dass x1, xo und x3 durch x4 eindeutig bestimmt sind.
Dieses Verfahren nennen wir Riickwartseinsetzen.
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Wir fuihren feinen Parameter t € R ein und setzen x4 := t.
Dann ergibt sich x3 =1 — 2t, xo = 10 — 13t und x; = —40 + 47t.
Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist die Menge

{(—40 + 47t,10 — 13¢,1 — 2t,t) : t € R}.
Wir nennen (x1, x2, x3,xa) = (—40 + 47¢,10 — 13¢,1 — 2t, t),

t € R, die allgemeine Losung des Gleichungssystem in
Parameterform.
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Definition 8.25

Ist ein Gleichungssystem in den Variablen x1, ..., x, gegeben,
dessen Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform ist, so nennen wir
die Variablen, die zu Spalten mit fiihrenden Einsen gehoren,
fiihrende Variablen. Die anderen Variablen heiBen freie Variablen.

Im vorherigen Beispiel ist die Variable x4 frei, alle anderen sind
fihrend. Die Werte der freien Variablen konnen wir frei wahlen
und erhalten immer eine entsprechende Losung des
Gleichungssystems. Die Losungswerte der fiihrenden Variablen
ergeben sich aus den gewahlten Werten der freien Variablen.
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Wenn die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems reduzierte
Zeilenstufenform hat, dann ist es noch einfacher, die allgemeine
Losung zu bestimmen.

Beispiel 8.26

Das Gleichungssystem

N

X1 +2x =
x3 = 3

1 20
00 1)’

die reduzierte Zeilenstufenform hat.

hat die Koeffizientenmatrix
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Die fiihrenden Variablen sind x; und x3. Die Variable x; ist frei.
Durch die zweite Gleichung ist x3 bereits eindeutig bestimmt. Die
erste Gleichung liefert x; = 4 — 2x».

Fihren wir wieder einen Parameter t ein und setzen x, := t, so
erhalten wir die allgemeine Losung (4 — 2t,t,3), t € R.

Im Unterschied zum Beispiel 7?7 konnen wir die Losung des
Gleichungssystems in diesem Falle direkt ablesen und ein
Ruckwartseinsetzen ist unnotig.
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Satz 8.27

Mittels elementarer Zeilenumformungen lasst sich jede Matrix tiber
einem Korper K in eine Matrix in reduzierter Zeilenstufenform
uberfiihren. Der folgende Algorithmus, das GauB-Jordan-Verfahren,
leistet das Gewtinschte:
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1. Bestimme die am weitesten links stehende Spalte der Matrix,
die von Null verschiedene Werte enthalt.

2. Ist der oberste Eintrag der gefundenen Spalte eine Null, so
vertausche die oberste Zeile mit einer geeigneten Zeile, die in
dieser Spalte keine Null hat.

3. In der bestrachteten Spalte ist nun der oberste Eintrag ein von
Null verschiedenes Korperelement a. Dividiere die erste Zeile
der Matrix durch a und erzeuge so eine fiihrende Eins.

4. Addiere das jeweils passende Vielfache der ersten Zeile zu den
anderen Zeilen, so dass alle Eintrage unter der fiilhrenden Eins
der ersten Zeile Null werden.

5. Wende die Schritte (1)—(4) auf die Matrix an, die man durch
Streichen der ersten Zeile erhalt und iteriere das Verfahren bis
die Matrix Zeilenstufenform hat.

6. Mit der letzten nicht verschwindenen Zeile beginnend, addiere
geeignete Vielfache dieser Zeile zu den darliber liegenden
Zeilen, um uber den fiihrenden Einsen Nullen zu erzeugen.
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Wir konnen nun lineare Gleichungssysteme losen, indem wir
zunachst die erweiterte Koeffizientenmatrix nach dem
GauB-Jordan-Verfahren in reduzierte Zeilenstufenform bringen und
dann die Losungen des Gleichungssystems an dieser erweiterten
Koeffizientenmatrix ablesen.

In manchen Fillen ist es giinstiger, den Schritt (6) wegzulassen
und die Losungen eines Gleichungssystems anhand der erweiterten
Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform durch Riickwartseinsetzen
zu bestimmen. Diese Variante des GauB-Jordan-Verfahrens nennt
man das GauB-Verfahren.
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