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19. Ubungsblatt
Abgabetermin: Mi, 09.05.18, zu Beginn der Vorlesung, Abholung um 8:20 Uhr.

Die erste Aufgabe ist eine S-Aufgabe. Das Ziel dieser Aufgabe ist es, eine stilistisch
perfekte Losung aufzuschreiben. Die Halfte der Punkte wird fiir die Darstellung
vergeben.

13 Sei V ein K-Vektorraum und ¢ € End(V). Seien v, ..., v, € V Eigenvektoren von
¢ zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten Aj,..., A;. Beweisen Sie nur unter
Benutzung der Definitionen: vy, ..., vy sind linear unabhéngig. (6 Punkte)

2. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, V* sein Dualraum und sei ¢ €
End(V). Beweisen Sie ohne Verwendung der Determinante oder des Minimalpo-
lynoms: ¢ € End(V) und ¢* € End(V*) haben dieselben Eigenwerte. (6 Punkte)

3. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Sei ¢ € End(V') eine Projektion, das heift
©?=¢.Sei V=V @&V mit V] = ker(¢ — id) = im¢ und Vy = ker ¢ die Zerlegung
geméif §17.7. Sei k = dim V1, so dass n — k = dim Vj.

(a) Sei U : K™ — V ein Isomorphismus und v; = ¥(ey),...,v, = ¥(e,) die zu-
gehorige Basis. Dann hat ¥~1opoW € M(n, K) genau dann die Diagonalgestalt

1

0

wenn (v1,...,vg) eine Basis von Vi und (vg41,...,v,) eine Basis von V) ist.

(b) Sei ¢ € End(K"™) = M(n, K) gegeben durch die Matrix

3 0o 1 1
-14 1 -7 -7
8 -1 5 5
-14 1 -7 =7

A=

Bestimmen Sie ein S € GL(n, K) mit S~!- A - S eine Diagonalmatrix wie in

(a)- (10 Punkte)



4.

(a) Seien V' ein K-Vektorraum, ¢ € End(V) und fi,...,f, € K[T] paarweise
teilerfremd mit f(¢) =0 fir f = f1-...- f,. Selen p1,...,0r,q1,...,q € K[T
gegeben! mit

1:plfl+ql(f1flf7")7 Z‘:17"'7747
wobei der Term fz jeweils fortzulassen ist. Seien weiterhin
0= (g fi--. fir.. o)) € End(V).

Zeigen Sie, dass ker f;(¢) = im(Il;), dass (), ker II; = {0} und dass

=1, i=1,...,n

HZHJZO, furlgzyéjgr, (P)

id=1I; +---+1I,.
Insbesondere sind die II; also miteinander kommutierende Projektionen.
Hinweis: Machen Sie sich zunéchst den Fall » = 2 durch Anpassung des Beweises
von Lemma 17.5 klar.

(b) Seien nun IIy,...,II, € End(V) mit den Eigenschaften (P) aus (a). Zeigen Sie,
dass V=Vi@- - @V, mit V; =im(IL;), i =1,...,r.

Sie haben somit Satz 17.5 alternativ bewiesen. (10 Punkte)

*5.

Die folgende Aufgabe ist eine *-Aufgabe. Sie kann, muss aber nicht eingereicht wer-

den.

Die Punkte ziihlen nicht zu den Ubungspunkten, sondern werden als Extra-

punkte vermerkt.

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei 1 < r < n. Man betrachte eine
Sequenz von paarweise verschiedene Unterrdumen

{0}=Us SIS CU =V.

Zeigen Sie, dass die folgenden Eigenschaften dquivalent sind.

(1)
(2)
(3)

r=n.
dim(UfH_l/Ui) =1firo<i<r-—1.

Ist U ein Unterraum von V und U; C U C Uy fir 0 < i < r —1, so gilt

U=U,; oder U=U;. (8 Punkte)

!Die Existenz von solchen p;, ¢; folgt aus dem Euklidischen Algorithmus.



