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Aufgabe 43 (4 Punkte)

Zeigen Sie ker T k = kerT l, falls T ein selbstadjungierter Operator und k, l ∈ N+ ist.

Aufgabe 44 (4 Punkte)

Seien A und B abschließbar sowie B relativ beschränkt bzgl. A.
Zeigen Sie D(A) ⊆ D(B) und D(A) ⊆ D(A+B).

Aufgabe 45 (4 Punkte)

Sei Hn für jedes n ∈ N ein Hilbertraum sowie Tn ∈ L(Hn) jeweils ein beschränkter Operator.
Setze H :=

⊕

∞

n=0Hn und D(T ) := {(xn) ∈ H | (Tnxn) ∈ H}. Für (xn) ∈ D(T ) definiere
dann T ((xn)) := (Tnxn).
Zeigen Sie, daß T selbstadjungiert ist, sobald jedes Tn (bzgl. Hn) selbstadjungiert ist.

Aufgabe 46 (7 Punkte)

Sei A := − d2

dt2
mit D(A) := {ψ ∈ L2[0, 1] | ψ,ψ′ ∈ AC[0, 1], ψ(0) = 0 = ψ(1)}. Weiter sei

q ∈ L2[0, 1] reell; der entsprechende Multiplikationsoperator werde wieder mit q bezeichnet.
Zeigen Sie, daß q A-beschränkt ist und berechnen Sie die A-Schranke. Für welche q ist A+ q

selbstadjungiert?

Aufgabe 47 (10 Zusatzpunkte)

Beweisen Sie den Spektralsatz für unbeschränkte selbstadjungierte Operatoren noch mal.

Strategie: Zerlege den Hilbertraum H geeignet in Teilhilberträume Hn, so daß Tn := T |Hn

jeweils beschränkt und selbstadjungiert ist, und stückle dann aus den Spektralscharen für Tn

eine Spektralschar für T zusammen. Den dafür notwendigen Spektralsatz für beschränkte
selbstadjungierte Operatoren dürfen Sie selbstverständlich als bekannt voraussetzen.

En detail : Sei Pλ die Spektralschar zu A := (1 + T ∗T )−1 und definiere

Qn := P 1

n

− P 1

n+1

,

für n ∈ N. Zeigen Sie, daß die direkte Summe derHn := QnH wieder H ist. Anschließend zei-
gen Sie, daß Tn := T |Hn

= TQn beschränkt und selbstadjungiert auf Hn ist. Der
”
beschränk-

te“ Spektralsatz liefert für jedes Tn eine Spektralschar En,λ; diese sind Einschränkungen auf
Hn einer Spektralschar Eλ auf H. Setze schließlich

Sn :=
∫

(n−1,n] λ dEλ

D(S) :=
{

x ∈ H |
∑

n∈N
‖SnFnx‖

2 <∞
}

Sx :=
∑

n∈N
SnFnx für x ∈ D(S)

mit Fn := En − En−1. Mit Hilfe von Aufgabe 45 zeigen Sie T = S und T =
∫

λ dEλ.


