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Was haren

und
x° +20x+16=0
Gemeinsam?



Erster Teil

Symmetrie im geometrischen
Kontext



"Bin ich normal, wenn ich Symmetrie
Brauche?" - Von Fanny Jimenez (Die Welt)




Wes Anderson: The fantastic Mr. Fox (2009)




Maurits Cornelis Escher: Convex and Concave (1955)




Ustad Ahmad Lahauri: Taj Mahal (1653)







Plato: Timaeus (360 BC)




Johannes Kepler: Mysterium Cosmographicum (1596)
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Was ist Syvmetrie?

Eine Symmetrie einer geometrischen Figur F ist eine Abbildung
von F auf sich selbst, die Abstande und Winkel erhélt.

Spieaelung Drehuna

Verschierung
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Wie kann man Syymmetrie messen?
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Drehsymmetrie: Tetraeder

Symmetrien:
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» 3 Drehungen a, b, c um 180° um diagonale Achsen
» 4 Drehungen dy, 0>, d3, dy um 120° um Héhenachsen



Drehsymmetrie: Tetraeder

Symmetrien:

Identitat e

3 Drehungen a, b, c um 180° um diagonale Achsen

4 Drehungen dy, ds, d3, dy um 120° um Héhenachsen
4 Drehungen d?, d2, d2, d2 um 240° um Hdhenachsen
also insgesamt 12.
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Drehsymmetrie: Prisma

Symmetrien:
» Identitat e
» 5 Drehungen v, v2, v3, v* v® um 60°, 120°, 180°, 240°,
300° um vertikale Achse



Drehsymmetrie: Prisma

Symmetrien:
» Identitat e
» 5 Drehungen v, v2, v3, v* v® um 60°, 120°, 180°, 240°,
300° um vertikale Achse
» 6 Drehungen hy, ho, hz, hy, hs, hg um 180° um horizontale
Achsen
also insgesamt 12.



Multiplikationstafel: Tetraeder

o e a b C d1 d12 d2 d22 d3 dg d4 df
e e a b C d1 d12 d2 d22 d3 dg d4 df
a a e (o b d4 dg d3 df d2 d12 d1 dg
b b (o e a > df d; dg ay d22 d3 d12
c C b a e d3 d22 d4 d12 d1 df dg dg
d1 d1 d3 d4 d2 d12 e dg b df C d22 a
d12 diz d‘% dg déz e d1 (o d4 a d2 b d3
do | Ob | Ay d3 d; df b d22 e d12 a dg c
d22 d22 dg d12 d42_ (o d3 e dg b d4 a d1
d3 d3 d1 d2 d4 d22 (o d f a d§ e d12 b
dg dg d22 df diz a d4 b d1 e d3 (o d2
ds | Ay | O | O4 d3 dg a d12 (o d22 b df e
df df d12 dg d22 b d2 a d3 c d1 e d4




Multiplikationstafel: Prisma

o e v VIV vA WP h1 hg h3 h4 hs he
ele |l v [V V|V VP h | h]|h]|h] hs| he
vIivI[ v VvV v e | h | h|ha|hs| hg]| by
VIV VB v [ ve el v h|hy| hs| hg!| hy| ho
VvV Vv el v v | h|hs| hg| hy| hol g
VIV Vel v [ VB VB hs| hg| hy | ho hy ! hy
wivil el v [ v V[ v k| h | h|h| h]hs
hy | hy he hs | hy h3 ho e VA VB2 v
h2 hg h1 he hs h4 h3 4 e VI vA VB2
h3 h3 h2 h1 h6 h5 h4 vl "4 e vl v VB
h4 h4 h3 h2 h1 he h5 v3 V2 4 e ve | vA
hs | hs | hy h3 ho | hy he vi v V2 4 e Vo
h6 h5 hs h4 h3 h2 h1 VvV V2 4 e




Symmetrie auf mathematisch
Definition
Eine Gruppe ist eine Menge G mit einem Kompositionsgesetz
abeG ~ aobedG

mit den folgenden Eigenschaften:

1. Es gilt
(aob)oc=ao(boc)

2. Es gibt ein Identitédtselement e € G mit
aoe=a=eoa.

3. Jedes a € G hat ein Inverses a ! € G mit



Klassifikation der endlichen Drehgruppen



Zweiter Teil

Symmetrie iy alaerraischen
Kontext



X2 +px+q=0

(N Substitution: x =z — 5
(I Gleichung wird zu

(I Lésungen fir z sind

g

(VY Lésungen flr x sind

P P2 PP
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x3+ax?+bx+c=0



x3+ax?+bx+c=0

Niccold Tartaalia
(1500 — 155N



fhw sei oW, 1531, dem 22. Februar, in Venedig. Diese sind &w
*J‘regﬁy Aufgaben vorgeschlagen von mir, Gntonio Maria Fior, an
" Sie, Berrn Niccolo Tarlaglia:

1. Finde cine Zaﬂﬂ, diec mit ihror dritten Wurzel addiert sechs
orgib?, 6.
- 2. Finde zwei Zallen in doppellem Verhilinis, so dass wenn das
Quadrat der grésseren mit der Kleineren mulliplizier?t und

dicses Brodukt zu den urspriinglichen Lahlen addiert wird, Jo,s
Erochnis wierzig ist, 4o. '
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fhw sei oW, 1531, dem 22. Februar, in Venedig. Diese sind &w
*J‘regﬁy Aufgaben vorgeschlagen von mir, Gntonio Maria Fior, an
" Sie, Berrn Niccolo Tarlaglia:

1. Finde cine Zaﬂﬂ, diec mit ihror dritten Wurzel addiert sechs
orgibl, 6 ~ x3+x=6
- 2. Finde zwei Zallen in doppellem Verhilinis, so dass wenn das
Quadrat der grésseren mit der Kleineren mulliplizier?t und
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fhw sei oW, 1531, dem 22. Februar, in Venedig. Diese sind &w
*J‘regﬁy Aufgaben vorgeschlagen von mir, Gntonio Maria Fior, an
" Sie, Berrn Niccolo Tarlaglia:

1. Finde cine Zaﬂﬂ, diec mit ihror dritten Wurzel addiert sechs
orgibl, 6 ~ x3+x=6
- 2. Finde zwei Zallen in doppellem Verhilinis, so dass wenn das
Quadrat der grésseren mit der Kleineren mulliplizier?t und

dicses Brodukl zu den urspriinglichen Kahlon addiert wird, Jo,s
Ergobnis vierzig ist, 4o. ~ 4x3 + 3x =40 '
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:o,v%ogua; Formel (1535):

© Wenn der Fubus und dic Dinge zusammen

Gleich ciner diskrelen Zojﬂ sind,
Finde zwei ZaJﬂm mil dieser als Differenz.
Dann mache ¢s zur Gewohnheit

- Dass deren Brodukt immer soll gleich sein

Genau zum Fubus cinem Dritlel dor Dinge,

" Der Rest, als allgemeine Regel,

{ Der Subtraklion deren Fubikwurzeln

- Ist gleich Deiner Unbekannten.
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:o,v%ogua; Formel (1535):

% Wenn der Kubus und dic Dinge zusammen
. Gleich ciner diskveten Zahl sind,

Finde zwei ZaJﬂm mil dieser als Differenz.

Dann mache ¢s zur Gewohnheit

- Dass deren Brodukt immer soll gleich sein

Genau zum Fubus cinem Dritlel dor Dinge,

" Der Rest, als allgemeine Regel,
{ Deor Subtraktion deren Fubikwurzeln
_"Us% leich Deiner Unbekannien,

}x3+px:q
==y




:o,v%ogua; Formel (1535):

© Wenn der Fubus und dic Dinge zusammen
Gleich ciner diskrelen Zojﬂ sind, }
Finde zwei ZaJﬂm mit dieser als Differenz. |}
Dann mache ¢s zur Gewohnheit

- Dass deren Brodukt immer soll gleich sein
Genau zum Fubus cinem Dritlel dor Dinge, }
" Der Rest, als allgemeine Regel,

{ Der Subtraklion deren Fubikwurzeln

- Ist gleich Deiner Unbekannien. }




{ Der Subtraklion deren Fubikwurzeln
4 _"Us% leich Deiner UnbeRannien,

:av’{ogiia; Formel (1555)'
% Wenn der Fubus und dic Dinge zusammen
. Gleich ciner diskveten Zahl sind,

- Dass deren Brodukt immer soll gleich sein

" Der Rest, als allgemeine Regel, } e
L

oIS

Finde zwei Lahlen mit dieser a‘ls Differenz. Ju—v=q
Dann mache ¢s zur Gewohnheit
uv- =«

Genau zum Fubus cinem Dritlel dor Dinge,
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x*+axd+bx2+cx+d=0



x*+axd+bx2+cx+d=0

Cardano und Ferrari (Ars maana I1545):

—a 1 |a® 2 25 (b2 — 3ac + 12d)
R R
3(21;»‘* — 9abe + 27¢2 + 27a2d — 72bd + \/ —4(b? - 3ac +12d)° + (2b% — 9abe + 27¢2 + 27a%d — 721;«1)2)
E
263 — 9abe + 27¢2 + 27a2d — T2bd + \/ —4(b? - 3ac +12d)° + (26% — 9abe + 27¢2 + 27a%d — 72bd)”
+ 54
1 |a 4b 25 (b2 — 3ac + 12d)
-3 15-5- ;

3
3(2!73 — 9abe + 272 4 27a%d — 72bd + \/—4(5? — 3ac + 12d)° + (26° — Yabe + 27 + 27ad — 72bd)2)

(2178 — Oabe + 2762 + 27a%d — 72bd + \/~4(5? — 3ac + 124)° + (2% — Yabe + 272 + 2Tad 72bd)2) ’

54

—a® + 4ab — 8¢

1
23 (b23ac+12d) (2h379nbr+?7r2+27a2d772hd+ —4(b?—3ac+12d)"+(2b° —9abe+27c2 +27a2d—72bd)* ) ?
51

3(2,,3 b > T20)°1 (29 —9ab 3 5a md)z)%




X+axt+bx3+cxP+dx+e=0




X+axt+bx3+cxP+dx+e=0

Evariste alois
(18I — 1832)



X+axt+bx3+cxP+dx+e=0

Wie symmetrisch ist diese Gleichuna?



Symmetrie von polynomialen Gleichungen

Jede polynomiale Gleichung
X"+a, 4 x" "+ +a=0 (%)
mit Koeffizienten in Q hat Lésungen
X1, X0, ..., Xp
in C, so dass

1

X"+ an X"+ tag=(x—x1)(x — x2) ... (X — Xp).

Eine Symmetrie der Gleichung () ist eine Vertauschung der
Lésungen die alle polynomialen Relationen zwischen xy, ..., X,
mit Koeffizienten in Q erhalt.



Beispiel: x* -2 =0

» Lésungen: a=v2, b=iv2,c=—v2,d=—iv2.
» Polynomiale Relationen:
» Wegen x* — 2 = (x — a)(x — b)(x — ¢)(x — d) gelten die
Gleichungen
abcd = -2
abc + abd + acd + bed = 0
ab+ac+ad+bc+bd+cd=0
at+b+c+d=0.

» Zusatzlich gelten
&b = -2 a b
b’c?=-2 &c*=2
d?=-2 bd*=2
a?a = 2.

» Symmetriegruppe = Dy



Beispiel: x3 + x> —-2x +1=0

» Ldsungen: a = 2cos(%r), b = 2cos(%), c = 2cos(%).
» Polynomiale Relationen:
» Wegen x3 + x2 — 2x + 1 = (x — a)(x — b)(x — ¢) gelten die

Gleichungen
abc = —
ab+ac+ bc=-2
at+b+c=-1.
» Zusatzlich gelten
b
b=2a -2
c=b%—
a=c®>-2.
a c

» Symmetriegruppe = C3



Qalois’ fundamentale Einsickt:

Komplexitat Komplexitat
einer Gleichung ihrer Symmetriegruppe

Wenn die Symmetriegruppe “zu kompliziert” ist, dann kénnen
die Lésungen nicht durch eine explizite Formel beschrieben
werden.



Was haren

und
x° +20x+16=0
Gemeinsam?



Die Syvwmwetriearuppe As.

Dies ist die kleinste Gruppe die “zu kompliziert” ist. Deshalb hat
die Gleichung

x> +20x+16=0

keine explizite Lésungsformel, die nur die vier
Grundrechenarten und Wurzeln einbezieht.



Danke!



