Mit Euler zur Alhambra: Symmetrie in der Ebene
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Einleitung

In diesen Notizen geht es um Symmetrie in der Ebene. Etwas vereinfacht ausgedriickt
werden wir Symmetrie mit einer Methode untersuchen, die jedem von klein auf vertraut

ist:
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Die Mathematik, die hinter einer systematischen Studie dieser “Falt-Methode” steckt,
ist relativ modern und es ist einigermafien aufwendig sie formal zu beschreiben. Das
Ziel dieser Vortragsreihe ist, einen elementaren Einblick in einige Aspekte dieser Theorie
zu geben, ohne in die technischen Details zu gehen. Als Leitfaden gilt eine konkrete
Fragestellung: die Klassifizierung der Symmetrien von Tapetenmustern wie man sie zum
Beispiel in der Alhambra in Spanien finden kann:
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Zum grofiten Teil stammt das Material wie auch die Idee fiir diesen Kurs aus den Refe-
renzen [I], 2], die ich als weiterfithrende Lektiire empfehle.

1 Symmetrie in der Ebene

1.1 Bewegungen

Jeder hat eine natiirliche Intuition dafiir, was es fiir ein gegebenes Objekt bedeutet,
symmetrisch zu sein.

Schmetterling Mandala

Unsere Intuition sagt uns auch, dass das Mandala ein grofleres Mafi an Symmetrie hat
als der Schmetterling.

Frage 1.1. Kann man Symmetrie “messen”?

Definition 1.2. Eine Symmetrie einer geometrischen Figur 7" in der Ebene ist eine Be-
wegung die T auf sich selbst abbildet. Unter einer Bewegung verstehen wir hier:

(1) Spiegelung an einer Achse,



(2) Drehung um einen Punkt,
(3) Verschiebung,
(4) Gleitspiegelung: Spiegelung gefolgt von einer Verschiebung entlang der Spiegelachse.

Bemerkung 1.3. Unsere Definition von Bewegung ist etwas willkiirlich, man kann aber
zeigen, dass Bewegungen genau die abstandserhaltenden Selbstabbildungen der Ebene
sind. Insbesondere ist die Hintereinanderausfithrung von Bewegungen wieder eine Bewe-
gung! Dies ist nicht direkt aus unserer Definition erkennbar.

Die folgenden Figure illustrieren die fundamentalen Beispiele von Symmetrien in der
Ebene:
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Wir kénnen nun unsere Definition von “Symmetrie” verwenden, um zu messen wie
symmetrisch eine Figur T ist: wir zéhlen einfach wie viele Symmetrien die Figur hat und
nennen das Resultat die Symmetriezahl von T. Hierbei sind Mathematiker (aus gutem
Grunde) pedantisch und zéhlen auch die Identitdtsbewegung mit, somit hat jede Figur
mindestens eine Symmetrie.

Figur Symmetriezahl
Schmetterling 2

Smiley 2
Recycle-Zeichen | 3

Mandala 16
Yetifullspuren o0



Die Symmetriezahl einer geometrischen Figur gibt uns ein niitzliches Ma$ fiir die Sym-
metrie einer gegebenen geometrischen Figur. Thre Niitzlichkeit hat allerdings ihre Gren-
zen: Zum Beispiel haben alle YetifuBspuren eine unendliche Symmetriezahl. Trotzdem
wiirde man doch zum Beispiel sagen wollen, dass Fuspur II mehr Symmetrie aufweist
als Fulspur III.

Auch die beiden Mandalas

Mandala | Mandala 1l

haben die gleiche Symmetriezahl 8. Allerdings sind alle Symmetrien des Mandala I durch
Drehungen gegeben, wihrend das Mandala IT auch Spiegelungssymmetrien besitzt.

Frage 1.4.Die Symmetriezahl ist schén und gut. Aber gibt es vielleicht eine prézisere
Methode, Symmetrie zu messen?

Aus der obigen Kritik der Symmetriezahl geht hervor, dass wir beim Zéhlen der Sym-
metrien vielleicht die unterschiedlichen Typen von Symmetrien unterscheiden sollten: zum
Beispiel konnten wir zwischen Drehungen und Spiegelungen unterscheiden. Im néchsten
Abschnitt fithren wir Symmetriecodes ein, die im wesentlichen auf dieser Idee aufbauen.

1.2 Der Symmetriecode

Wir beschrinken unsere Interesse jetzt auf eine bestimmte Klasse von symmetrischen Fi-
guren in der Ebene: nédmlich solche deren Verschiebungssymmetrien durch zwei Verschie-
bungen in unabhéngige Richtungen erzeugt sind. Figuren, die diese Art von Symmetrie
aufweisen heiflen Tapetenmuster. Ein paar Beispiele:
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Ein Symmetriecode ist eine Folge von Zeichen aus der Menge {*, x,0,2,3,4,...}, die
sich von links nach rechts wie folgt zusammensetzt:

e cine Folge von Zahlen (genannt Drehzahlen)

e cine Folge des Zeichens *

e cine Folge von Zahlen (genannt Spiegelzahlen)
e cine Folge des Zeichens x

e cine Folge des Zeichens o

Wir ordnen nun einem gegebenen Tapetenmuster 7' einen Symmetriecode zu. Dazu
verwenden wir die folgende begriffliche Konvention: Zwei Punkte in der Ebene heiflen
unabhdngig, wenn es keine Symmetrie von T' gibt, die den einen auf den anderen Punkt
abbildet. Genauso heiflen zwei Geraden unabhingig, wenn es keine Symmetrie gibt, die
die eine auf die andere Gerade abbildet.

(1) Zunéchst suchen wir nach Punkten um die 7" Drehsymmetrie hat. Hier gibt es zwei
verschiedene Typen:

o Zyklischer Punkt: Ein Punkt um den es Drehsymmetrie gibt, durch den aber
keine Spiegelachse verlauft. Falls es einen zyklischen Punkt gibt, dann notie-
ren wir die Anzahl N der Drehsymmetrien (Drehzahlen) um diesen Punkt. Fiir
jeden weiteren zyklischen Punkt, der unabhéngig von den schon gefundenen
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ist, notieren wir die Drehzahl. Wenn es also k paarweise unabhéngige zykli-
sche Punkte gibt, dann ist das soweit entstandene Codewort eine Folge von
natiirlichen Zahlen

NNy -« - Ny

in willkiirlicher Reihenfolge.

e Diedrischer Punkt: Ein Punkt an dem sich mindestens zwei Spiegelachsen
schneiden. Falls es einen diedrischen Punkt gibt, dann notieren wir die Anzahl
M der sich schneidenden Spiegelachsen (Spiegelzahlen) und schreiben den Co-
de *M rechts neben den schon entstandenen Code. Falls es mehrere diedrische
Punkte gibt, dann zeigt eine leichte Uberlegung, dass die Gesamtheit der Spie-
gelachsen von T die Ebene in kongruente Gebiete zerlegt, so dass die diedri-
schen Punkte genau die Eckpunkte dieser Gebiete sind. Wir wihlen ein solches
Gebiet GG, so dass der schon betrachtete diedrische Punkt ein Eckpunkt ist.
Dann laufen wir in beliebiger Richtung am Rand des Gebietes G entlang und
notieren die Spiegelzahlen derjenigen auftretenden Eckpunkte, die unabhéngig
zu schon notierten diedrischen Punkten sind. Der resultierende Code hat nun
die Form

NyNg - -« Ny s My - - - My

falls der Rand von G genau p paarweise unabhéngige Eckpunkte hat.

(2) Falls T keine diedrischen Punkte hat, konnte es Spiegelsymmetrie um parallele Spie-
gelachsen geben. In diesem Falle notieren wir, rechts neben dem Code fiir eventuelle
zyklische Punkte, fiir jede unabhéngige Spiegelachse das Symbol .

(3) Falls es Gleitspiegelungen gibt, deren zugehdrige Symmetrieachse keine Spiegelachse
schneidet, dann fiigen wir fiir jede unabhéngige Symmetrieachse das Symbol x
rechts an den Code an.

(4) Falls die Figur keine der obigen Symmetrien besitzt und somit lediglich die fiir
Tapetenmuster vorrausgesetzten Verschiebungssymmetrien besitzt, dann hat diese
Figur den Code o.

Beispiel 1.5. Die obigen Tapetenmuster haben folgende Symmetriecodes:

Muster | Symmetriecode
I *x442

II 4x2

111 2222

IV ok

1.3 Jede Symmetrie hat ihren Preis

Wir ordnen nun jedem Symmetriecode einen Preis zu, der sich anhand folgender Tabelle
berechnet:



Symbol | Preis in €
* 1
o
M o
X 1
o 2

Das mag an dieser Stelle etwas willkiirlich erscheinen, die Logik hinter dieser Preistabelle
wird sich am Ende dieses Kurses erschlieflen.

Beispiel 1.6. Alle Symmetriecodes aus Beispiel [1.5] kosten 2 €.
Diese Rechnung ist kein Zufall:
Satz 1.7. Jeder Symmetriecode eines Tapetenmusters kostet 2 €.

Das Verstidndnis des Beweises von Satz[1.7]und insbesondere der Methodik, die in den
Beweis eingeht, bildet das Hauptziel dieser Vortragsreihe. Zunéchst betrachten wir eine
interessante Anwendung:

Satz 1.8. Die Liste der Symmetriecodes mit Preis 2€ besteht genau aus den folgenden
Codes:

2222 632 442 333 %2222 %632 *442 %333
2%22 22% 4x2 3%x3  *xx * X X X 22X o

Insbesondere gibt es, unter Verwendung von Satz (1.7, hochstens 17 verschiedene Symme-
trietypen von Tapetenmustern.

Beweis. Nehmen wir zunéchst an, dass der Symmetriecode nur Drehzahlen enthélt. Die

Preise d fiir Drehzahlen erfiillen % < d < 1, so dass der Code entweder drei oder vier

Stellen hat. Falls er vier Stellen hat, dann muss er
2222
lauten. Direktes Nachrechnen zeigt, dass die Codes mit drei Stellen
632,442, 333

sind. Ein Code der Form *M;M,...M; kostet 2€ genau dann wenn der Code M;M, ... M
(die M; sind jetzt Drehzahlen) 2€ kostet. Somit sind die Codes dieser Form genau

%2222, %632, 442, %333.

Wenn ein Code die Folge N % M enthélt so &ndert sich sein Preis nicht, wenn wir diese Folge
durch *NNM ersetzen. Die Codes der Form N; ... Ny *M; ... M; fiir 2€ lauten demnach

2%22, 22%, 4%2, 3%3.
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Der einzige 2€-Code mit zwei Symbolen * ist

*k.

Falls es ein Symbol X in einem Code gibt, dann kénnen wir es durch * ersetzen ohne,
dass sich der Preis dndert. Demnach sind

* X, X X, 22X
alle Codes, die ein x enthalten. Zuletzt muss ein Code der o enthélt natiirlich schon

O

sein. L]

Aufgabe 1.9. Zeige, dass die Tapetenmuster auf Seiten 1 und 2 des Appendix alle Sym-
metriecodes mit Preis 2€ ausschopfen. Folgere, dass es genau 17 verschiedene Symme-
trietypen von Tapetenmustern gibt.

Aufgabe 1.10. Bestimme auch die Symmetriecodes aller anderen Tapetenmuster im Ap-
pendix. Fiir den Rest des Tages: Halte Ausschau nach weiteren Tapetenmustern auf
Boden, Wanden, etc, fotografiere sie, und bestimme die zugehorigen Symmetriecodes.

2 Euler-Charakteristik

2.1 Flachen

Wir betrachten zunéchst Flachen ohne Rand, also zum Beispiel die Ebene, eine Sphére,
ein Torus, etc. Eine Landkarte auf einer Flache F' besteht aus einer Menge von Punkten,
und einer Menge von Kurven die zwischen den Punkten verlaufen. Hier setzen wir vorraus,
dass sich die Kurven nicht schneiden und sich lediglich in den vorgegebenen Punkten an
ihren Enden beriihren. Die Punkte einer Karte heiflen Vertizes, die verbindenden Kurven
heiflen Grenzen, und die {ibrigen Gebiete auf der Fliche heiflen Ldinder. Ein Land heift
einfach, wenn es sich zu einer Kreisscheibe deformieren 148t. Eine Landkarte heifit einfach,
wenn jedes Land einfach ist.

Beispiel 2.1. Wir betrachten die Ebene. Wir wéhlen einen beliebigen Punkt als Vertex
und fiigen eine Grenze hinzu, die einen Kreis bildet, der den Vertex mit sich selbst ver-
bindet. Dies ergibt eine Landkarte, welche die Ebene in zwei Léander aufteilt. Das Land
im Inneren des Kreises ist einfach. Das Land auflerhalb des Kreises ist nicht einfach und
somit ist die Landkarte auch nicht einfach. Wenn wir allerdings die analoge Landkarte
auf einer Sphére betrachten, so teilt die Grenze die Sphére in zwei Lénder auf, die beide
einfach sind. Insbesondere ist die Landkarte selbst also einfach.

Wenn eine einfache Landkarte endlich viele Vertizes, Grenzen, und Lénder hat, dann
definieren wir ihre Fuler-Charakteristik als

|{ Vertizes}| — |[{Grenzen}| 4 |{Lénder}|.



Satz 2.2. Sei F' eine Fliache. Dann hat jede endliche einfache Landkarte die gleiche Euler-
Charakteristik.

Beweis. Seien zwei endliche einfache Landkarten gegeben. Dann bilden wir die Vereini-
gung aller Vertizes und Grenzen, und fiigen, wenn nétig, neue Vertizes an den Schnitt-
punkten der Grenzen ein. Wir erhalten eine neue endliche einfache Landkarte, die eine
gemeinsame Verfeinerung beider urspriinglichen Landkarten bildet. Es geniigt also zu zei-
gen, dass sich die Euler-Charakteristik einer endlichen einfachen Landkarte nicht unter
Verfeinerung éndert. Jede Verfeinerung ist durch mehrfache Anwendung der folgenden
Operationen gegeben:

(1) Einfiigen eines Vertizes auf einer Grenze: Hierbei erhoht sich die Anzahl der Vertizes
und die Anzahl der Grenzen jeweils um 1, so dass sich die Euler-Charakteristik nicht
dndert.

(2) Einfiigen eines Vertizes im Inneren eines Landes. Dann muss jedoch gleichzeitig
eine Grenze eingefiihrt werden, die diesen Vertex zu einem anderen Vertex an einer
Grenze des Urspriinglichen Landes verbindet (sonst wére die erhaltene Landkarte
nicht mehr einfach). Hierbei erhoht sich wieder sowohl die Anzahl der Vertizes als
auch die Anzahl der Grenzen um 1. Die Euler-Charakteristik bleibt also gleich.

(3) Einfiigen einer neuen Grenze, die zwei Vertizes am Rand eines Landes verbindet.
Hierbei erhoht sich die Anzahl der Grenzen, aber auch die Anzahl der Lander jeweils
um 1, so dass sich die Euler-Charakteristik wieder nicht &ndert.

]

Fiir jede Flidche F', die eine endliche einfache Landkarte besitzt, kénnen wir also die
Euler-Charakteristik von I definieren als

X(F) = Euler-Charakteristik einer endlichen einfachen Landkarte auf F'.

Beispiel 2.3.Betrachten wir eine Sphire. Wir wihlen einen Vertex auf dem Aquator,
und den Aquator selbst als Grenze. Dann zerlegt diese Grenze die Sphére in zwei einfache
Lander. Die Euler-Charakteristik der Sphére ist also

1-1+2=2.

Es gibt sogar eine noch grobere einfache Landkarte, welche einfach nur aus einem Vertex
besteht und keine Grenzen hat. Der Rest der Sphére bildet eine Scheibe, so dass die
Landkarte einfach ist. Die Euler-Charakteristik berechnet sich zu

1+1=2
im Einklang mit Satz [2.2]
Aufgabe 2.4. (1) Berechne die Euler-Charakteristik der folgenden Fléchen:

e Torus.

e Oberflache einer Kaffeetasse.



e Oberflache einer Teekanne ohne Deckel.
e Oberflache einer Brezel.

e Oberflache eines beliebigen Objektes was diesbeziiglich interessant erscheint.

(2) Wie éndert sich die Euler-Charakteristik einer Flidche, wenn man die Oberfléche
eines Henkels anklebt? Genauer gesagt klebt man den Henkel wie folgt an: wir
entfernen aus der gegebenen Flache und aus einem Torus jeweils eine kleine Scheibe,
so dass auf beide Fldchen ein kreisformiger Rand entsteht. Jetzt kleben wir die
beiden Rénder zusammen.

(3) Berechne die Euler-Charakteristik einer Sphire mit g angeklebten Henkeln.

Wir pausieren an dieser Stelle um festzustellen: Die Sphére hat Euler-Characteristik
2 und jedes Tapetenmuster kostet 2€. Besteht ein Zusammenhang? — Der besteht in der
Tat und die etwas willkiirlich erscheinende Preisliste fiir Symmetriecodes beruht darauf.

2.2 Orbiflachen

Der Schliissel fiir dieses Verstédndnis basiert auf der Faltmethode die wir beireits in der
Einleitung erwahnt haben: Fiir eine gegebene ebene Figur T', bilden wir eine ,, Falt-Flache
Fr, indem wir alle Punkte in der Ebene identifizieren, die durch eine Symmetrie von T
ineinander iibergefiihrt werden kénnen. Was bei diesem Prozess entsteht schauen wir uns
am besten in ein paar Beispielen an:

Beispiel 2.5. Betrachten wir das Mandala I als ebene Figur 7', dann bildet die Falt-Flache
Fr eine Kegel-Flache wobei der zyklische Punkt am Ursprung zur Spitze des Kegels wird.
Fiir Mandala II erhalten wir einen Sektor mit zwei Kanten, die sich an einem Eckpunkt
treffen, welcher zum diedrischen Punkt des Mandalas korrespondiert. Nehmen wir ein
Tapetenmuster 7" mit Symmetriecode o. Dann ist Fr ein Torus.

Wie wir an den Beispielen erkennen konnen, gibt es eine Korrespondenz zwischen
geometrischen Merkmalen der Fliche Fr und Besonderheiten der Symmetrie von 7"

Symmetrie von T' | Geometrie von Frp
Spiegelachse Kante

diedrischer Punkt Ecke

zyklischer Punkt Spitze

Wir stellen auch fest, dass die Eckpunkte (bzw. Spitzen) der Fliche Fr, per Konstruktion,
zu den unabhéngigen diedrischen (bzw. zyklischen) Punkten in der Ebene korrespondie-
ren. Die Drehzahlen und Spiegelzahlen im Symmetriecode von 7' liefern also genau eine
Zahl fiir jede Ecke und Spitze.

Definition 2.6. Eine Orbifidche F ist eine Flache mit Kanten, Ecken, und Spitzen, wobei
jede Ecke und Spitze mit einer natiirlichen Zahl > 2, genannt Orbizahl, versehen ist.
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Beispiel 2.7.Jede gewohnliche Flache ohne Rand, also zum Beispiel die Ebene, eine
Sphére, oder ein Torus, definiert eine Orbiflache ohne Kanten, Ecken, und Spitzen.

Beispiel 2.8. Fiir jede ebene Figur T bildet die Faltfliche eine Orbifliche F7: Jede Ecke
korrespondiert zu einem diedrischen Punkt in der Ebene. Die Orbizahl der FEcke ist die

zugehorigen Spiegelzahl. Jede Spitze kommt von einem zyklischen Punkt und wir wihlen
die Drehzahl als Orbizahl.

Aufgabe 2.9. Erstelle eine Liste der Orbiflachen, die durch das Falten von Tapetenmu-
stern entstehen.

Die Schliisselidee ist jetzt die Euler-Charakteristik einer Orbifliche einzufiihren. Eine
Landkarte auf einer Orbiflache ist definiert wie fiir eine Fléache, wobei wir zusétzlich die
folgenden Bedingungen stellen:

(1) jede Ecke und Spitze ist ein Vertex,
(2) jeder Kantenpunkt liegt auf einer Grenze.

Weiterhin heifit eine Landkarte auf einer Orbifléche einfach, falls jedes Land ist einfach ist.
Fiir eine einfache Landkarte auf einer Orbiflidche, definieren wir die Euler-Charakteristik

als
1
> T X ot Z
vEVertizes ”U| g€Grenzen |g| lGLander

wobel wir setzen

2M  falls v eine Ecke mit Orbizahl M ist,
falls v auf einer Kante liegt, aber kein Eckpunkt ist,

sonst.

2 falls g auf einer Kante liegt,

sonst.

{ falls v eine Spitze mit Orbizahl N ist,
9] = {

=1

Bemerkung 2.10. Die Idee hinter dieser Numerik wird klar, wenn man eine Landkarte
auf der Faltflache Fr einer Figur T" betrachtet: Wir entfalten diese Landkarte in der Ebene
und iiberzeugen uns, dass das Resultat eine Landkarte in der Ebene definiert. Dann gibt
es fiir jeden Vertex v in der entfalteten Landkarte, der auf v in Fr gefaltet wird, genau
|v| Symmetrien, die v fixieren. Genauso gibt es fiir jede Grenze g genau |g| Symmetrien.

Aufgabe 2.11. Sei F eine Orbifliche. Verallgemeinere Satz[2.2} Zeige, dass jede endliche
einfache Landkarte auf I die gleiche Euler-Charakteristik hat.

Fiir jede Orbiflaiche F, die eine endliche einfache Landkarte besitzt, konnen wir also
die Euler-Charakteristik von F definieren als

X(IF) = Euler-Charakteristik einer endlichen einfachen Landkarte auf F.

Einige Beispiele von Euler-Charakteristiken:
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Sphére 2

Sphére mit einer Spitze mit Orbizahl N | 2 — %
Hemisphére mit Aquator als Kante 1
Torus 0
Faltfldche von *632 0

2.3 Hauptsatz
Satz 2.12.Sei T ein Tapetenmuster. Dann gilt x(Fr) = 0.

Beweis. Wir wahlen eine endliche einfache Landkarte L auf Fr und entfalten die Land-
karte in der Ebene. Wir betrachten einen Fundamentalbereich B dessen Rand durch
Grenzen der Karte gegeben ist. Weiter wéhlen wir einen Radius » > 0 und betrachten
das ebene Gebiet A, das alle Kopien von B (under Symmetrien von 7') enthélt, welche im
Kreis mit Radius r enthalten sind. Sei k& die Anzahl von Kopien von B, die A enthélt. Wir
entfernen nun den Teil der entfalteten Landkarte der nicht in A (zusammen mit seinem
Rand) enthalten ist, und erhalten so eine endliche Landkarte L in der Ebene. Fiir jedes
Land in L enthilt L genau k Linder (genau ein Land in jeder Kopie von B). Wir erhalten
also die Formel

[{Lénder in L}| = k|{Lénder in L}|.

Fiir jede Grenze g in L enthalt L in etwa |ﬁ Grenzen: Falls g eine Kante in Fr ist,
dann liegt jede zugehorige Grenze in L auf einer Spiegelachse. In diesem Fall taucht die
Grenze in genau zwei Fundamentalbereichen auf, es sei denn, die Kante liegt am Rand
von A. Deswegen gibt die Formel eine Zahl die etwas kleiner ist, als die tatsédchliche Zahl —
diejenigen Spiegelgrenzen, die auf dem Rand von A liegen werden per Formel mit Gewicht
% gezahlt, obwohl sie nur in einem Fundamentalbereich vorkommen. Wir schreiben also

~ 1
[{Grenzen in L}| =€+ k Z Tl

g€Grenzen in L

Allerdings konnen wir den Fehler € im Verhéltnis zu k beliebig klein machen, indem wir
den Radius r vergrofern: die Anzahl der Grenzen auf dem Rand von A wéchst proportio-
nal zu 7 (dem Umfang), wihrend die Anzahl aller Grenzen in A proportional zu 72 (der
Fldche), und demnach auch proportional zu k, wichst. Wenn r grof§ wird, dann wird also
¢/k beliebig klein.

Durch ein vollstandig analoges Argument, erhalten wir die Formel

~ 1
|{Vertizes in L} =0 + k Z —,
vEVertizes in L |U|

wobei €/k fiir groles r beliebig klein wird.
Andererseits, konnen wir die Karte L mittels (inverser) stereographischer Projektion
als eine Karte auf der Sphére auffassen, so dass das Komplement von A ein Land ist,
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welches den Nordpol enthilt. Dies ergibt eine Karte auf der Sphére die somit Euler-
Characteristik 2 hat. Wir kombinieren alle Formeln und erhalten

2 = x(5?) = |{Vertizes in L}| — |{Grenzen in L}| + [{Lénder in L}| + 1
:5—€+I€X(FT>+1

und demnach
X(Fr)=06/k—¢e/k+1/k.

Nach den obigen Abschiatzungen wird die rechte Seite fiir groffes r beliebig klein. Dies
impliziert x(Fr) = 0. O

Aufgabe 2.13. Verifiziere die Formel y(Fr) = 0 fiir Tapetenmuster deiner Wahl durch
explizite Rechnung mittels einer gewdhlten Landkarte.

Satz 2.14. Sei T ein Tapetenmuster, und sei P(T") der Preis des zugehorigen Symmetrie-
codes. Dann gilt die Formel

X(Fr) = x(8*) = P(T).
Insbesondere folgt daraus unser Hauptsatz [1.7]

Beweisskizze. Schritt 1: Wir beginnen mit der Sphére S2. Der Symmetriecode eines Ta-
petenmusters kann nun als Anleitung fiir eine Folge chirurgischer Eingriffe interpretiert
werden, die die Sphére Schritt fiir Schritt abédndern. Jedes Zeichen im Symmetriecode
korrespondiert hier zu einem elementaren Eingriff:

(1) Das Zeichen o korrespondiert zum Ankleben eines Henkels. Wir entfernen also eine
Kreisscheibe im Inneren der Orbifliche und kleben einen Henkel an den enstandenen
Rand. Wie in Aufgabe (2) schon gezeigt wurde, reduziert sich dabei die Euler-
Charakteristik um 2. Wenn wir an die Sphére einen Henkel kleben, dann erhalten
wir einen Torus. Dies ist die Falt-Orbifléche fiir ein Tapetenmuster das neben den
Translationssymmetrien keine weiteren Symetrien hat.

(2) Eine Drehzahl N korrespondiert zum Ankleben einer Kegel-Orbifliche wobei die
Spitze Orbizahl N hat. Wieder entfernen wir hierzu eine Kreisscheibe und kleben
den Rand des Kegels an den entstandenen Rand. Zeige, dass sich bei diesem Eingriff

die Euler-Charakteristik um % reduziert.

(3) Das Symbol * korrespondiert zu einer Operation, die eine Kreisscheibe im Inne-
ren der Orbifliche entfernt, so dass der Rand dieser Scheibe zu einer Kante der
Orbiflache wird. Zeige, dass sich hierbei die Euler-Charakteristik um 1 reduziert.

(4) Eine Spiegelzahl M korrespondiert zu einer Operation, die auf einer schon beste-
henden Kante der Orbiflache, einen Eckpunkt mit Orbizahl M einfiihrt. Zeige, dass
M—1

sich hierbei die Euler-Charakteristik um S reduziert.

(5) Das Symbol x korrespondiert zum Eingriff, der eine Kreisscheibe entfernt, und
an den enstandenen Rand ein Mobiusband einklebt. Zeige, dass sich die Euler-
Charakteristik hierbei um 1 reduziert.
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Mit etwas Arbeit zeigt man nun, dass die so erhaltene Orbiflache genau die Faltfliche Fr
ist.

Schritt 2: Man zeigt, dass sich bei jedem der Eingriffe (1)-(5) die Euler-Charakteristik ge-
nau um den zugehorigen Preis des Symbols im Symmetriecode verringert. Dies impliziert
die Aussage des Satzes. O

Aufgabe 2.15. Verifiziere die Aussage von Schritt 1 fiir méglichst viele Tapetenmuster
deiner Wahl. Gib einen ausfiihrlichen Beweis von Schritt 2.

Aufgabe 2.16. Offenes Ende: Die Losung von Aufgabe impliziert, dass auch Sym-
metriecodes welche nicht genau 2€ kosten eine geometrische Interpretation haben. Was
passiert zum Beispiel wenn ein Code billiger als 2€ ist? Kann man diesen Code als Ta-
petenmuster auf der Sphére interpretieren? Finde interessante Beispiele fiir sphérische
Tapetenmuster und untersuche deren Symmetriecodes. Kénnen wir all dies benutzen um

Tapetenmuster auf der Sphére, Teekanne, zu klassifizieren? Diese Thematik ist ausfiihr-
lich im Buch [I] beschrieben.
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