1 Losungen

1.1 Aufgabe 1

Es operiere im folgenden G = S,, durch Konjugation auf sich selbst. Sei
o € Sy, wir wollen |G| berechnen, also wieviele Permutationen o fest lassen.
Sei 0109 - -0y die Zykelzerlegung von o mit ord(c;) = n; und n; < niy;.
Definiere auflerdem p = p, := (n1,ng, ..., ny).

Ist nun © € Gy, so ist mo;m ! = o; mit n; = n;, d.h. 7 permutiert in der
Zykelzerlegung die k-Zykel, dafiir gibt es ¢x(p)! Moglichkeiten.

Die Darstellung eines k-Zykels als (a1, a2, ...,ax) ist nur eindeutig bis auf
den ersten Eintrag, es gibt also k& Moglichkeiten einen k-Zykel zu schreiben,
fiir ¢;(p) verschiedene k-Zykel also k) Moglichkeiten.

Insgesamt haben wir |G| = [}_; cx(p)!ke®).

Nach Aufgabe 2 Blatt 2 gibt es eine Bijektion f : G/ — P,. Mit Hilfe von
f lésst sich G schreiben als die disjunkte Vereinigung

G=J !
pEP

Da die Vereinigung disjunkt ist und f eine Bijektion, gilt nach der Bahnfor-
mel

m=jgl= Y 9= S o= Y ) 1)

[o]eG/~ |Gol [0]eG/~ pEP,
Es ist nun fiir o € f~1(p)

G| n!
Gol Tz ck(p) ks

Setzt man dies nun in (1) ein und teilt die Gleichung durch n! erhélt man

[f~Hp)| = |Go| =

=2 [Ti=1 cr(p)!kex )

peP,



1.2 Aufgabe 2

Da D,, semidirektes Produkt von (r) = {r® r1,... "~} und (s)
ist, lisst sich Dy, (mit 1 := %) schreiben als

D, = {1,r,r2,...,rn_1,s,sr, sr2, . ,sr"_l}

- (.4

Wegen srs = r~1 gilt srfs = v~ (Gilt fiir k& = 1. Wenn es fiir k gilt, so

haben wir sr*T's = sr¥ssrs =r
Fiir ein Element der Form r* gilt nun:

k+1 k _k’l“_l).

o ripkp=i = pith=—j — pk

o srirk(srd) ™l = spiphp—is = p=F

d.h. die Konjugationsklasse besteht aus r* und seinem Inversen.
Fiir ein Element der Form sr* gilt

o risrkp=i = gp—ipkp—i = gp—ith—3 = gpk=2j

o srisrF(spd) =l = pmipkp=is = ph=25 = gp2k

l

Ist nun sr* konjugiert zu srf so gilt

{=k—-2j modn oder £=2j—k modn.

(2)

Ist nun n = 2m so gibt es also wegen der ersten Kongruenz ein ¢ € Z mit

{—k+2j=mnc=2mc,

woraus folgt: 2 teilt /—k. Die zweite Kongruenz liefert 2 teilt £+ k.

Insgesamt

haben wir, dass sr* genau dann konjugiert zu srf ist, wenn k und ¢ beide

gerade oder ungerade sind (wenn n gerade ist).
Insgesamt Zerfillt D,, = Ds,, also in die Konjugationsklassen:

° {rk,r_k} fur k=0,1,...,m,

° {3,37"2,57"4,...,sr2(m*1)},

° {sr,sr3,sr5,...,sr2m*1}.

Bemerkung: Fiir ungerades n bilden die Spiegelungen s, sr, sr-2

eine einzige Konjugationsklasse.

n—1
R 1



1.3 Aufgabe 3

Sei G eine Gruppe und seien A C B C G Untergruppen. Dann gilt Zg(A) D
Za(B).

Sei dazu g € Zg(B), also gilt ghg~! = b fiir alle b € B. Weil A C B gilt
ebenso gag~! = a fiir alle a € A, also g € Zg(A).

Sei nun G = S3, Up = {id}, U1 = ((12). Es gilt nun

e Es gilt Ng(G) = Ng(Up) = S3 (denn Uy, G sind normal in G) und
N¢(Ur) = Uy (denn Uy ist nicht normal in G, also ist Ng(U;) eine
echte Untergruppe von G, deren Ordnung von 2 geteilt wird und die
Uy enthélt). Wir haben somit

Uy C U C G
Ng(lh) =G ¢ Ng(Uy) =Us 2 Ng(G) =G
Damit sind die Aussagen (a) und (b) i.A. falsch.

o Es gilt Z¢(G) = Up (denn 3-Zykel und Transpositionen vertauschen
niemals) und Zg(Uy) = G (denn id vertauscht mit jeder Permutation).
Wir haben also Uy C G und Zg(Up) B Zg(G). Damit ist (c) i.A. falsch.

e Esgilt Z(G) = Zg(G) = Uy (siehe oben), Z(Uy) = U und Z(Up) = Uy
(U und Uy sind abelsch). Wir haben somit
Uy C Ui C G
Z(U) =Uo 2 Z(U)=U1 ¢ Z(G) ="Uo

Damit sind die Aussagen (e) und (f) i.A. falsch.

1.4 Aufgabe 4

Es war ein kleiner Fehler in der Aufgabenstellung. Man muss zusétzlich noch
annehmen, dass H nicht die triviale Untergruppe ist.

Sei G eine endliche einfache Gruppe und {1} # H C G eine Untergruppe
von Index n > 1 (dies heifit, dass H eine echte Untergruppe ist). Sei M :=
{9Hg ' | g € G}.

Weil G endlich ist, ist offenbar auch M endlich (denn M ist eine Teilmenge
der Potenzmenge von G). G operiert auf M durch

(h,gHg™") = (hg)H (hg)™",
d.h. wir haben einen Homomorphismus

L:G—>SM§S‘M|



Wir zeigen, dass ¢ injektiv ist. Der Kern von ¢ ist eine normale Untergruppe
von G, also {1} oder G, weil G einfach ist.

Angenommen ker: = G, dann gilt (gh)H (gh)™' = hHR™! fiir alle g, h € G,
also insbesondere gHg~! = H fiir alle g € G.

Damit widre H normal in G, was aber den Voraussetzungen widerspricht.
Folglich ist ker: = {1} also ¢ injektiv.

Somit ist also ¢ : G — Sy eine Einbettung. Nun ldsst sich Sy genau dann
in S,, einbetten, wenn n > | M| gilt.

Wir zeigen also nun noch n > |M|. Sind nun g, h in der selben Linksneben-
klasse, also gilt gh~—! € H, so haben wir

H =gh 'H(gh™")~" = gh™"Hhg™",

woraus g~ 'Hg = h™'Hh folgt.

Ist R:={g; |i=1,2,...,n} ein Vertretersystem der Linksnebenklassen von
H in G, so haben wir also M = {gHg*1 g € R}, womit eine surjektive
Abbildung von der n-elementigen Menge R auf die Menge M gegeben ist,
also n = |R| > |M]|.

1.5 Aufgabe *

Sei G eine endliche Gruppe und n die kleinste Primzahl, die die Gruppen-
ordnung teilt. Ist nun H eine Untergruppe von G vom Index n, so ist H
normal.

Beweis: G operiert auf der Menge G/H der Linksnebenklassen durch
(h,gH) — hgH

Wir haben also einen Homomorphismus ¢ : G — .5,.
Sei nun h € H, dann gilt wegen (hg)g ' =h € H

hgH = gH fir alle g € G

also ist H C ker ¢, insbesondere ist H eine Untergruppe von ker ¢.
Es gilt nach dem Satz von Lagrange

n=[G:H] =[G :ker¢|ker¢: H].

Da n prim ist, ist [G : ker¢] = 1 oder [ker¢ : H| = 1. Im zweiten Fall ist
H = ker ¢, womit H normal ist.

Im ersten Fall ist G = ker ¢, womit gilt ghH = hH fiir alle g,h € G, was
gleich bedeutend ist mit

g=ghh™' € H fiir alle g € G.

Damit ist dann H = @, also normal in G.



