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Aufgabenblatt 12

Aufgabe 1. Sei K ein Korper, f € K[X], L der Zerfallungskoérper von
f,und Zy := {a € L| f(a) = 0} die Menge der Nullstellen von f iiber L.
Zeige:

a) Die Einschrénkung von ¢ € Aut(L/K) auf Z; definiert eine Einbettung
der Galoisgruppe Aut(L/K) in die Permutationen S|z, von Z;:

Aut(L/K) = Sizp, = ¢lz,-

b) Ist f irreduzibel iiber K, so wirkt Aut(L/K) transitiv auf Z;.
(4 Punkte)

Aufgabe 2. Sei p prim und f € Q[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad p.
Zeige: Hat f iiber C genau zwei nicht-reelle Nullstellen, so gilt Aut(L/K) =
S, fiir den Zerféllungskoérper L von f.

(Hinweis: Da f irreduzibel ist, hat f keine mehrfache Nullstelle iiber C.

Verwende nun Aufgabe 1 und die komplexe Konjugation.)
(4 Punkte)

Aufgabe 3. Sei f:= X° -2 € Q[X] und L der Zerfillungskérper von f.
Bestimme Aut(L/Q). Zeige dazu:
a) Ist o Nullstelle von f tiber L, so gilt [Q(«a) : Q] = 5.
b) L enthilt die Gruppe der 5-ten Einheitswurzeln G5 := {n € C|n°® = 1}.
c¢) Sei £ ein Erzeuger von G5 = Z/5. Der Isomorphismus

¢ (Z/5) — Aut(Gs),  ¢(0)(n) == 1"

induziert einen Isomorphismus Aut(Q(&)/Q) = (Z/5)*.
(Bemerkung: Nach Blatt 10, Aufgabe 3 gilt [Q(§) : Q] = 4.)
d) Aut(L/Q) ist isomorph zum semidirekten Produkt Z/5x(Z/5)* beziig-

lich der Wirkung ¢. (6 Punkte)
unkte



*-Aufgabe. (Konstruierbarkeit des regelmifligen n-Ecks) Der Kdrper
der konstruierbaren Zahlen ist definiert als der kleinste Unterkorper K C C,
der abgeschlossen ist unter dem Bilden von Quadratwurzeln.

Zeige: Die Eckenmenge G, := {£ € C|£" = 1} des regelméfligen n-Ecks liegt
genau dann in K, wenn ¢(n) eine Potenz von zwei ist. Dabei ist die Fulersche
w-Funktion definiert als

o(n) = |(Z/n)*| = [{m € {1....,n} : ggT(n.m)=1}.

Anleitung: Zeige zunéchst:
a) Ist G eine 2-Gruppe mit |G| > 2, so gibt es einen Normalteiler G’ C G
vom Index zwei. (Hinweis: Verwende, dass es ein g € Z(G) der Ordnung
2 gibt.)
b) Ist in (a) insbesondere G' C Aut(L/Q) fiir eine Galoiserweiterung L/Q,
so ensteht LY aus LE durch Erweitern mit einer Quadratwurzel.

Verwende nun (ohne Beweis) folgende Verallgemeinerung von Aufgabe 3c):
Ist £ ein Erzeuger von G, so ist Q(£)/Q eine Galoiserweiterung und

Aut(Q(¢)/Q) = (Z/n)".
(+4 Punkte)



