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1 Gruppen

0 Motivation:
0.1 Wiederholung:
Definition:

a) Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer assoziativen Verkniipfung mit Einselement
e € G und Inversen.

Verkniipfung: - : G x G — G mit (a,b) — a-b=: ab

e Eins (= neutrales Element) : Va € G:ae =ea =a
Inverse: Va € G3b € G : ab = ba = e Notation: b =: ¢!
assoziativ: Va,b,c € G : (ab)e = a(be)

b) G heifit abelsch oder kommutativ, falls Va,b € G : ab = ba

¢) Sind G, H Gruppen, so heifit ¢ : G — H Homomorphismus, falls gilt:
Va,be G: pla-gb)=pla) g p)

hier gilt auerdem noch: p(eg) = ey

0.2 Eindeutigkeit inverser Elemente:

Lemma: Sei M eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung - : M x M — M, mit einem
neutralem Element e € M und Va € M gilt: 3b € M mit ab = e (Rechtsinverse), dann existiert
zu jedem a € M genau ein Inverses b € M. Insbesondere ist (M, -, e) eine Gruppe und Inverse in
Gruppen sind eindeutig.

Beweis:

zu a € M sei b € M das Rechtsinverse, also ab = ¢

a) b ist auch linkinvers, denn sei ¢ € M rechtsinvers zu b, dann folgt:
a = ae = a(bc) = (ab)c = ¢ daraus folgt sofort: ba = be = ¢
b) Eindeutigkeit der Inversen:
gelte ab = ba = e = ab' = b'a. Nun gilt: b/ = eb/ = (ba)l/ = b(ab’) =be =b
also sind die Inversen gleich.
O

0.3 Beispiele:

a) (Z,+,0)
b) n € N\{0}, = (Z/,, +,[0]) hier ist N = Ny

)
)

¢) Die additive Gruppe eines Korpers K: (K, +,0) =: K,

d) Die multiplikative Gruppe eines Korpers K: (K\{0},-,1) =: K,
)

e) M Menge, so ist B;;(M) := {¢ : M — M | ¢ ist bijektiv } mit der Verkniipfung: (¢, ) — pot)
eine Gruppe. Hier ist o die Komposition und ¢! ist die Umkehrabbildung.
Speziell: ist M = {1,...,n} so heifit S,, := B;;(M) symetrische Gruppe auf n Elementen.
Diese ist im Gegensatz zu a) - d) fiir n > 2 nicht abelsch.

f) Matrixgruppen: siehe lineare Algebra: GL(n, K) , O(n) , SO(n), U(n), SU(n), Sp(n),...

g) Sei V Vektorraum iiber K, dann bilden die affinen Transformationen:

Aff(V)={p+v|peGL(V),veV}

eine Gruppe, die aufler fiir V' =0 oder K = Fy , dimg (V) = 1 nicht abelsch ist.
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h) (V, <,>) euklidischer VR, so bilden die Bewegungen
Mor(V,<,>) :={f=p+v| 0 € O(V,<,>),v €V} (0 orthosonale Gruppe)
eine Gruppe.
i) Produktgruppen: Sind (G1,e1), (G2, e2) Gruppen, so auch
((G1 x Ga, (e1,€2)) mit (a,b) - (¢,d) — (a-g, b,c g, d)

Notationsmissbrauch: Die Gruppe G x Ga. Das gleiche gilt fiir [[ G; mit Indexmenge T
icl
0.4 Endliche Gruppen / Gruppentafeln:

Ist G eine Gruppe mit | G |< oo, so ist die Verkniipfung durch die Gruppentafel gegeben, also
G ={e,ai,a2,...,a,} mit Vi # j:a; #a; , a;, # e

ap ae ajay a1a9 a1as
ag asge aoa1 ao0a9 ao2a3

In jeder Zeile und in jeder Spalte kommt jedes Element genau einmal vor (*), denn fiir alle b € G
haben die beiden Gleichungssysteme: bc = a (Zeile b) und db = a (Spalte a) genau eine Losung
c=>b"1ta und d = ab~! hierbei betrachten wir die c—te Spalte und die d—te Zeile.

Anwendung: Klassifizierung der Gruppen mit | G |< 4:
i) |Gl=1=G={e}
ii.) | G |=2 = G = {e,a} betrachte also die Tafel:

| [ela]

el e a|wegen (*¥)ist ? =e.

alal|?
d.h. G ~ Z/5 mit e — [0], a = [1]. Aufpassen, in G' mult, in Z,, add.

iii.) |G |=3=G=/{e,a,b}

H

ellejalb 7 =b, denn wenn 7 = a wire ab = b, aber a # e

allal?le

bllblela
In der Tat gilt: G ~ Z,3 mit e — [0], a — [1], b — [2] Permutationen von a, b erlaubt.

iv.) | G|=4, = G ={e,a,b,c} Wir unterscheiden 2 Fille:

blc]
ellelal|b]|c
allale|?]0b]|ab##bsonst a=e, und wegen (*) folgt ab = c
bllblclel|a
cllclblale

Es folgt: G ~ 7Z /5 xZ /5 mit e +— (0,0), a — (1,0), b+ (0,1), ¢ = (1,1) und Permutationen.
2) Jz € G\{e} : 2% # e, 0BdA sei z = a und b := a?(**)



Seite: 3

| [elafb]c]
efllelalb|c
allalbl|?7]e
bllb|lc|!|a
cllclelalb

?:ab +# a,b sonst a,b = e, und ab = e fithrt zu Widerspruch, also ab = ¢
16?2 =e denn b- b= a?b(xx) = a(ab) = ac=-e
Es folgt: G ~ Z,4 mit e — [0], a ~ [1], b+ [2], ¢ — [3] . a,c kénnen permutieren.

0.5 Symmetriegruppen:

Wichtiges Beispiel von Gruppen:
Symmetrien einer Figur in R”™.

Definition:

a) Fir S C R™ ist
Sym(S) :={f € Aff(R") [ f(5) = S}

eine Gruppe, die Symmetriegruppe von S.

b) Analog: abstandserhaltende Transformationen:
OSym(S) := Sym(S) N Mor(R",<,>p) mit <,>q ist standard Skalarprodukt

Beispiele:

a) S = reguliires -Eck := conv{e?™t | k = 0,....,1 — 1} ¢ C = R? . Dabei sci conv die konvexe
Hiille
D; := Sym(S) nennt man Diedergruppe denn sie ist die eigentliche Symm. eines Dieders
= 0Sym(S)
21

Elemente von D : [ Drehungen um Vielfache von =* und 1 Spiegelungen.

27 27

b) S:Z[ea ] CC=R>={a+b-e% |abecZ}

e = cos(%”) R sin(%“) = HT\E” und S bildet ein Gitter

Sym(S) C Aff(R?) "erzeugt” von Transformationen um z € S, Spiegelungen, Drehungen um

Vielfache von %ﬂ

¢) Polyedergruppe = Sym(S) mit S : Polyeder.
Fiir die reguléren Polyeder: S = reguldrer Tkosaeder (20) (oder reg. Dodekaeder(12)), dann ist
Sym(S) ~ As = {0 € S5 | sgn(o) = 1} (Zykel von (1,2,3,4,5) ” Isokaedergruppe ”
S = Tetraeder (4) dann ist Sym(S) ~ Ay (Drehung um Eckpunkt und Spiegelungen durch
Kantenhalbierende) = ” Tetraedergruppe”
S = Einheitswiirfel (Octaeder (8)), dann ist Sym(S) ~ Sy, heifit deswegen auch die Wiirfel-
gruppe

Bemerkung: Symmetriegruppen liefern eine Auswertungsabbildung
Sym(S) x R* — R" mit (f,z) — f(x)
Diese ist dquivalent zu einer Abbildung
Sym(S) — Af f(R™) mit f — (z+— f(x))

Ist Beispiel einer Gruppenwirkung. (heifit Gruppe mischt auf einer Menge rum)
Man versteht Gruppen ganz wesentlich durch ihre Gruppenwirkungen.
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1

Gruppenwirkungen

1.1 Definition:

1. - Eine Wirkung (von links) oder (Links-) Operation einer Gruppe G auf einer Menge M ist

eine Abbildung
2 GxM— M, (a,z)—ax

Mit den folgenden Eigenschaften:
i) a,b € Gund z € M: a.(b.z) = (ab).x
ii) Ve € M : e.x = x mit e = id

- Rechtsoperationen: M x G,, (z,a)— z.a
Mit den folgenden Eigenschaften:

i) a,b € Gund z € M: (v.a).b) = x.(ab)
iil) Ve € M : x.e =z mit e = id

Der grofie Unterschied ist: Links operiert zuerst mit b und dann mit a, Rechts zuerst mit a
Hat man eine solche Wirkung, so nennt man M auch G—Raum

. Seien M ein G—Raum, N ein H—Raum und ¢ : G — H ein Homom. Eine (¢—)iquivariante Abbildung

ist eine Abbildung f : M — N, die mit den Gruppenoperationen vertriiglich ist, d.h.:

Ya € G,Vr € M gilt: f(a.x) = p(a).f(x) wobel der erste Punkt auf M operiert und der 2.
auf N. Haufigster Fall: G = H,p = id : f(a.x) = a.f(x) = Isomorphie von G—Ré#umen: f
bijektiv und ¢ = id.

1.2 Beispiele

a) Sy, operiert auf M = {1,...,n} (von links) : 0.k := o(k), wird also dadurch definiert

b) GL(V) operiert auf V (v.l.) : p.x = p(z)

¢) Jede Gruppe operiert auch auf sich selbst

(a) von links: G x G(= M) — G mit (a,z) —» ax:=a-x
(b) von rechts: G(= M) x G — G mit (z,b) » z.b:=z-b

d) triviale Wirkung: von G auf M: Va € G, Vax € M soll gelten: a.x := x
(Jede Gruppe operiert auf jeder Menge und tut nichts)

1.3 Gruppenwirkungen als Homomorphismen:

Satz:

1. Eine Linksoperation von G auf M ist dquivalent zu einem Homomorphismus ® : G — B;,; (M)

2. Eine Rechtsoperation von G auf M ist dquivalent zu einem Antihomomorphismus

®:G— Bij(M) ,dh.Va,be G : ®(ab) = D(b) o D(a))

Beweis:
1) Ist G x G — M eine Linksoperation, so ist Va € G

®(a) = (x — a.x)

bijektiv mit Umkehrabbildung: ®(a~1).
Ve e M : ®(a)(®(at)(z)) =a(atx)=(aa )z =cax=12x
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® ist ein Gruppen hom.: Vx € M gilt:

O (ab)(x) = ab.x = a.(b.x) = D(a)(P(b)(x)) = (P(a) o (b)) (x)
= ®(ab) = ®(a) o D(b)
Umgekehrt:

Sei ® : G — B;;(M) ein Hom.. Definiere a.z := ®(a)(x), ...
2) Analog ®(a) := (z — z.a)

B(ab)(x) = .(ab) = (¢.0).b = (5)(®(a) () = (B(b) o B(a))(x)

1.4 Bemerkung: Links- und Rechtsoperationen:
Ist .: G x M — M, (a,x) — a.x eine Linksoperation (+), so ist
M x G — M mit (z,a) = a ta
eine Rechtsoperation (++) und umgekehrt.
Begriindung:
Ist @ ein Homomorphismus von Gruppen, so ist ® o Inv ein Antihomomorphismus mit:
InvG x Gya—a™ '

®(Inv(ab)) = ®(b"ta ) = @b~ 1) - ®(a™t) = (P o Inv)(b) - (® o Inv)(a)

(+) ist dquivalent zu ® : G — B;;(M) ; ++) ®olnv:G — B;;(M)

Dies ist ein Antihomomorphismus. Komponieren wir die beiden (der von der Rechtsoperation)
erhalten wir einen Homomorphismus.

Im folgenden betrachten wir nur Linksoperationen, wenn nicht anders vermerkt.

Bemerkung;:
o fast alles aus lineare Algebra war Dinge verstehen bis auf Gruppenwirkung

1.5 Bahnen:
Definition: Sei M ein G—Raum und z € M, so heif3t
Gr={az|aceGtCM
Bahn oder auch Orbit (der G—Wirkung) durch z.
Bemerkung: G.zx ist selbst wieder ein G—Raum durch: b.(a.z) = (ba).x
Beispiele:
a) M=R?=C,G=S0(2) =U(1) mit der Standardwirkung (durch lin. Abbildungen)

ein Punkt , fir: z =0

ein Kreis , fiir: x # 0

G.a = S)2(0) = {y € R* | [|y|| = |[=[|} = {

b) G = (Rso,-) operiere auf M = R? vermége t.(x,y) := (tz,ty)

G(xﬂy) = {(0’0)7 fiir: (x’y) — (070)

Strahl ohne 0 , sonst

¢) G = (Rso,-) operiere auf M = R? vermége t.(z,y) := (tz,t 1y)
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d) G = K* die mult. Gruppe eines Koérpers K, operiere auf M = K™\{0} vermoge
to =tz (Skalarmultipl.)

Dann ist jede Bahn ~ K*
e) G = {e, (123),(132)} C Sy
Wobei (123), (132) hier Zykel sind:
d.h. genauer: (123) : 1+—2,2+— 3,3 +— 1,4 — 4 und
(132) 11 3,2 1,3 2,44
dann ist G ~ Z/3 und somit: G = {e, &, &2}
Setzte M = {1, ...,4} x {1,...,4} Dann ist die G—Wirkung auf M:

a.(z,y) == (a.z,a.y) (Diagonaloperation)

Wir erhalten 4 Klassen:
{(1,1),(2,2),(3,3)} = G.(2,2) = G.(3,3)

G (1,2) = {(1 2) (2 3) (3, 1)} = G.(273) =G. ( ,1)

G.(3.4) = {(3.4), (1,4), (2.4)} = G.(1.4) = G.(2.4)

G. (474) = {(474)}

G.(1,3) ={(1,3),(2,1),(3,2)} = G.(2,1) = G.(3,2)

G.(4,1) ={(4,1),(4,2),(4,3)} = G.(4,2) = G.(4,3)
C

T.A:=TAT!

Das heifit hier sind die Bahnen gerade die Matrizen mit gleicher Jordan-Normalform bis auf
Permutation der Jordanblocke.

Exkurs Zykelschreibweise fiir Elemente von S,, = B;;({1, ...,n}):
o € S, betrachte die durch die Potenzen von o erzeugte Untergruppe :

<o>={c"€S,|neZ}CS,

Die Wirkung < o > auf M = {1, ...,n} zerlegt M in paarweise disjunkte Bahnen (= Zykel). Z.B.:
o= (123) € S,

In der Zykelschreibweise geben wir die durchlaufenen Bahnen von o geméafl der von o gegebenen
Reihenfolge.

Zudem gilt hier das einelementige Bahnen weggelassen werden kénnen und dass Permutationen als
gleich angesehen werden:

(123) = (123)(4) = (231)(4) = (312)(4) = (4)(123)

je nach Startpunkt
Ein Beispiel sei (173)(24) € S7 Dies entspricht der Abbildung:

1—-72—43—1,4—25—56—6,7—3
1.6 Standgruppen und die Struktur von Bahnen:
Definition: Ist M ein G—Raum, x € M, so heif}t
Gy ={aeGlax=uz}

Die Standgruppe (oder auch Isotropiegruppe , Stabilisator) von x.
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Satz: Ist M ein G—Raum, die fiir x € M induzierte Abbildung F': G — M mit a — a.x ist eine
Bijektion des Quotientenraums G/, von G nach der Wirkung von G, von rechts

(a ~ b= 3c € Gp.b = ac) mit der Bahn G.x.

Beweis:

Wir wissen, das Bild(F') = G.x nach Def. von F und der Bahn. Nun miissen wir noch iiberpriifen,
ob F auf den Aquivalenzklassen (der G, —Wirkung) konstant ist:

Va € G und Ve € G,: F(ac) = (ac).x = a.(c.x) = a.x = F(a)  (im vor letzten Schritt: ¢ € Gz)

Dies zeigt bereits: F' induziert eine Surjektion

F: G/GI — G.x
Nun miissen wir noch zeigen, dass Fiauch injektiv ist:
Seinen [al, [b] € G/, und F([a]) = F([b)).
Def

= F(a)=F(0b)=az=bx= (b"ta)x=b"1(ax)=b"ti(ba)=(b"tb)z=cx =2
=c:=blae G, = a=bc=[a =[b
O

Merke: .
(Aquivalenzklasse) G/g, = G.x  (Teilmengen)

hier ist wirklich Gleichheit gemeint, also dies ist eine kanonische Bijektion.

1.7 Beispiele

a) G = Sy wirke auf R* durch Permutation der Koordinaten:

0’.()\1, ...,)\4) = (/\0(1), ) /\0(4)).
Es gilt: |G| =[Sy = 24

i) Standgruppe von x = (A, A, p, i), A 7é

Go ={e, (12),(34),(12)(34)}, | G2 |
Bahn:

R ES (O W) RO W WIS N7 WA N (T WP R (7N WIN WO
also | G.x |=6 damitist | G |=| Gz |- |Gy |=6-4=24

i) 2= (AN p),A#pu
G, = {e,(123),(132),(12),(23), (13)} ~ S3 C Sy also | G, |=6
Dann ist
G.x = {0 A1), (AN 1, A)y (A 1, A A), (e, A A A}

und |G |=| Gz | |Gy |=4-6=24
b) G:GL(n,(C)7G<1 n =! Ubung in LA.
0 1)

Bemerkung: in Beispiel a)i) ist G, die Kleinsche Vierergruppe.

1.8 Standgruppen lings einer Bahn
Satz: Sein M ein G—Raum, z € M, y = a.x € G,. Dann gilt:
Gy=a-Gg- a”!

also jedes Element von G, konjugieren.

Beweis:
TCTbe Gy o by=y=b.(azx)=az= (ba)xr=ax= (a"tba)r =ecx=x=a"tba € G,

" 57 Daauch z =a" 'y, dh x € G.y, zeigt die Hinrichtung ” C ” schon:
Gy Clat)-Gy-(aH)t=at Gy a
= a-Gy-a'Cla- (a7t Gy-a)-at =G,
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Beispiel: Standwirkung von S3 auf M = {1, 2, 3}.
Seixz=1,G, ={e(23)}, a = (123),G(123).. = G2 = {e, (13)} Aber ebenso: G(12)., = {¢, (13)}
denn:

(123) - G, - (123)7 = {e, (123) - (23) - (123) 7} (= 132)} = {¢, (13)} = G und:

(12) - Gy - (12)71 = {e, (12) - (23) - (12) 71} = {e, (13)} = G2

Bei endlichen Gruppen haben alle Punkte einer Bahn die gleiche Kardinalitdt. Und ldngs einer
Bahn kommt jede beliebige Gruppe vor.

1.9 Transitive Wirkungen

Hier gibt es nur eine Bahn.

Definition: G operiert auf M transitiv, falls ein z € M existiert mit
M=Gzx (=VyeM:Gy=M)

M heifit dann auch (G—) homogener Raum.

Bemerkung: Aus (1.6) folgt dann: M ist isomorph als G—Raum zu G/¢,. D.h. die Wirkung:
a.[b] := [ab] ist wohldef., da G, auf G von rechts operiert.

Umgekehrt tritt jede Untergruppe H C G als Isotrophiegruppe einer transitiven G—Wirkung auf,
nimlich auf dem Raum G/g, dem Raum der Links-Nebenklassen bzgl. H.

Wiederholung:
G.x C M Bahn
G, C G Stabilisator
G/¢, — G.x,[g] — g.x Bijektion
Transitive Wirkung: G.o = M

1.10 Nebenklassen
Definition: Sei G eine Gruppe
a) H C G heifit Untergruppe, falls e € H, H - H C H (Hier sogar Gleichheit gefordert!)

b) G/yist der Quotient von G nach der Aquivalenzrelation a ~ b:< 3h € H : b= ah
(H operiert auf G von rechts)

c) H \%ist der Quotient von G nach der Aquivalenzrelation a ~ b :< 3h € H : b = ha
(H operiert auf G von links).

d) Elemente von G/ : aH heiflen Linksnebenklassen von H in G

Elemente von H\ : Ha Rechtsnebenklassen von H in G

Beobachtung: G= || [a]= || eH= || [aJ= || Ha
[al€eG/u [al€eG/u [a]eH\® [a]le H\?
(L] ist disjunkte Vereinigung)
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1.11 G—Wirkung auf G/p:
G x G/g — G/g mit: (a,bH) — abH

wohldefiniert: angenommen wir hétten b’ = bh ,h € H einen anderen Reprisentant von bH,
also VH = bH
= ab'H = abhH = abH

denn H — H, h' — hh' ist bijektiv.

Diese Wirkung ist transitiv nach Definition.

Standgruppe von [e] : Gg ={a € G |aH =H} =H

1.12 Zusammenfassung von 1.6 - 1.11:

Jede G—Bahn einer G—Wirkung auf einer Menge M ist isomorph als G—Raum zu G/ fiir eine
Untergruppe H C G, und jede Untergruppe H C G tritt auf diese Weise auf.

1.13 Anzahlformeln

Satz:

1. Sei Mein endlicher G—Raum und G.z1, ..., G.x, die paarweise disjunkten Bahnen, dann gilt:
(M| =" |G.a,]
i=1

2. Sei G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann gilt:
G
G| = |G/ul-|H|=|H\"|-|H]|
Insbesondere |H| | |G| (teilt)

Beweis: ,
i=1
b) Wende a) an auf die Rechtswirkung von H auf G:
G x H— G, (a,h) — ah

Bahnen = Linksnebenklassen von H in G = r = |G/ |
IG /x|
Ferner: Va € G: |aH| = |H|= |G| =|M|= > |a;H|=|G/u|-|H|.

i=1

Analog fiir H \“mit der Linkswirkung von H auf G.

1.14 Anwendung: Ordnung von Gruppenelementen

Definition: Sei G eine Gruppe. Die Ordnung ord(g) eines Gruppenelementes g € G ist die
Kardinalitét der von g erzeugten Untergruppe

<g>={g"[neN\{0}} CG (9°=¢)
Bemerkung:

00 , falls Vn € N\{0} gilt g™ # e

e alternativ: ord(g) =
mativ: ord(g) {mm{n € N\{0} | g =e} , sonst

Korollar (aus Satz 1.13) |G| < co = ord(g) | |G| (teilt).



Seite: 10

Y/ d(g) =
Bemerkung: Spéter (zyklische Gruppen): < g >~ vord(g) = oo
Z]ora(g) , sonst

Beispiel: |G| =p, p prim, = G ~Z/,

Beweis:

Wihle g € G\{e} = ord(g) # 1, teilt aber p = ord(g) = p. = G = {e,g,9%, ...,g"? "1}
dann ist der Isomorphismus gegeben mit:

iso: 7L/, — G, k> gF

explizit: G =7Z/5,g=2: {€=0,2,4,6,3} ={0,2,4,1,3} mod 5 =7Z/5

1.15 Index einer Untergruppe

Definition: Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe mit einer endlichen Menge der Links-
nebenklassen (G/g). Dann heifit
[G: H] :=|G/H|

Index von H in G.

Bemerkung: Wenn |G| < oo (4% [G: H]||G|

1.16 Der Bahnenraum M/G:
Ist M ein G—Raum und x,y € M, so gilt entweder G.x = G.y oder G.xNG.y =0 :
z€GaxNGy = 3Ib,a € Gmit z=a.x=">y
=r=(a"'b)yeGy
= G.x=G.(a"hy) = (Ga b))y =Gy

2 Normale Untergruppen und Kerne

Fiir Mengen oder Vektorrdume haben alle Teilmengen bzw. Unterrdume (die strukturerhalten-
den Teilmengen) die gleichen ”Giite”. Fiir Gruppen bilden die Kerne von Homomorphismen aber
ausgezeichnete Unterobjekte, die normalen Untergruppen.

2.1 Normalteiler

Definition: Sei G eine Gruppe, eine Untergruppe H C G heifit normal (oder Normalteiler), falls
gilt:

Va € G:aHa™ ' = H (nur als Menge zu sehen)

anders ausgedriickt: (Vh € H : aha™ € H)
Formelzeichen: H <1 G (fiir Untergruppen H < G).

Bemerkung: Es reicht aHa~' C H zu zeigen, dann gilt nimlich:
H = (aa YH(aa ") = a(a ' Ha)a ' Cc aHa™*

Ebenso reicht: Va € G : aH = Ha (Linksnebenklassen = Rechtsnebenklassen)
Beweis:

"="H = (a"ta)H =a 1(aH) =a"'Ha

"<"H =aHa ' < aH = Ha
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Beispiele:
a) G = S3, s0 ist H = {e,(12)} nicht normal, denn etwa fiir a = (13) :
aHa ' ={e,(13) 0 (12) 0 (13) '} = {¢,(23)} # H
also keine normale Untergruppe.
b) G =53, so ist H = {e, (123), (132)} ist normal, denn Va € S3 ist:
ord(aha™') = ord(h) und ord((123)) = ord((132)) = 3
c) Aff(R") ={p+v|¢ € GL(n,R),v € R"}. Die Translationen
T={id+v|veR"}CAffR") , T~(R",+)

bilden eine normale Untergruppe (oder einen Normalteiler.

NR: a=pt+v=al=pt—pt):

denn:

aoailzao(ga’lfgofl(v)):cp(go —o ) tv=id—v+v=id
atoa=alo(p+v)=¢ Hp+v)—p ) =id

1

Seit=id+ueTl, a—cp+v€Aff(R”)
aoroat = p(roa)+v=plat +u)

to =@ =7 (v) +u) +o=id+ p(u)
= Gl(n,R) C Af f(R™) ist keine normale Untergruppe.

d) In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe normal.

2.2 Die Restklassengruppe

Satz: H C G ist ein Normalteiler gdw. die Gruppenstruktur auf G eine solche auf G/ induziert.
Beweis:

Erinnerung: [a] := aH

7 = 7. Es ist wohldefiniert:

(aH)(bH) 7 "2 aHb Yo H T (ab)HH = (ab)H

Dies zeigt: [a] - [b] := [a - b] ist wohldefiniert.
Assoziativitat wird ”geerbt”von G : ([a] - [8]) - [c] = [a-b- ] = [a] - ([8] - [c])
Neutrales Element:[e] = H
” ¢ 7 .
Va € G:aHa™* DCEf (aH)(@a 'H)=[a] - [a™ ) =[aa" ] =[] = H

(Lieblings-) Beispiel: Aff(R")/gn = GL(n,R), [¢ + v] — ¢ ist wohldefiniert.

2.3 Normalteiler und Kerne

Satz: Ist ¢ : G — G’ ein Gruppenhom., so ist ker(¢) C G normal und jeder Normalteiler tritt
in dieser Weise (fiir irgendein ) auf.

Beweis:

"= "% : acker(f),be G = bab~! € ker(p).

In der Tat gilt:

o(bab™) " o () p(a) p(b1) = p(B)p(b™ 1) TEY (b Y) = ple) = e
~—~

=€
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<7 HAG=¢:G— G/g,a [a] = aH hat ker(p) = H, denn

pla)=e] < aeH=H<acH

2.4 Induzierte Abbildungen

Satz: Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhom. und H <1 G mit H C ker(p). Dann gibt es genau einen
Gruppenhom. ¢ : G/g — G’ mit (*) ¢ = o g mit q: G — G/g die Quotientenabbildung
Beweis:

#(q(a) = (7o q)(a) 2 (a)

Es muss gelten (Eindeutigkeit): @([a]) =
:= p(a) ist wohldefiniert:

Umgekehrt ist (Existenz): @([a]) :

HCker(p)

p(aH) = p(a) - p(H) ¢(a) - {e} = {p(a)}

2.5 Die Struktur von Gruppenhomomorphismen

Erlnnerung aus LA: ¢:V — W lineare Abbildung zwischen K-VRen faktorisiert wie folgt:
\%4 H% V/ker (®) =2 5 Im(p) =W (< ist Inklusion eines Unterraums, injektiv), (— Surjektion).

Fiir Gruppen:

Satz: Ein Gruppenhom. ¢ : G — G’ induziert einen Isomorphismus @ : G/jer(p) — Im(yp).
Insbesondere erhélt man eine Faktorisierung;:

q !
G — G/rer(p) Ry Im(p) — G

Beweis:
@ ist surjektiv nach Def.
@ ist injektiv:
@(la]) =e = w(a) = e = a € ker(p) = [a] = [e] € G/ker(p)

d.h. zu zeigen ist: ker(@) = {[e]}
Wir wissen: ker(v : G1 — Ga) = {e} = ¢ injektiv, denn:

Y(a) =9(b) = 1/J(alfl) —e=ab l=e=a=0b

2.6 Bilder & Urbilder von Normalteilern

Satz: Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhom.

a) N'9G" = ¢~1(N') <t G. (*Urbilder von Normalteilern sind normal”)
b) N < G und ¢ surjektiv = ¢(N) < G'.

Beweis:

a)a€ ¢ Y (N'),beG.z: bab~t € p~1(N'):
p(bab™ 1) = ¢(b)p(a)p(b ') € N' , da ¢(a) € N', N' <G
b) a € N,b' € G'. b/ ¢(a)(b)~! € ¢(N), da aber ¢ surjektiv = 3b € G : b’ = ¢(b). Damit:
Vola)(b) ™! = p(b)d(a)p(b) ™ = ¢p(bab~ ') € ¢(N), da schon bab™* € N , denn: N <G
O
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2.7 (Erster) Isomorphiesatz (Kiirzungsregel fiir normale Untergruppen)

Satz: Sei G eine Gruppe und sein K < G, H < G zwei Normalteiler mit K C H. (= K < H)
Dann ist
H/K - G/K

normal und die Komposition kanonischer Abbildungen
¢:G % G/x % (G/x)/(H]x), ara] - [[a]

induziert einen kanonischen Isomorphismus G/p ~ (G/k)/(#/)-

Beweis:
1) H/x <G/ :a € H,b e G, dann gilt: b( aK )b~ € bHb? fhommal pr
€eG/k

2) ker(¢) = H :
"D7: am [a] & [[a]]ly/
"CV: acker(d) = lal =aK =q(a) €ker(q) =H/k ={hK |h€e H} CG/x = 3he H:
aK =hK CH=aHd CH=acH.
Nun fertig nach Satz (2.5).

Der zweite Isomorphiesatz wird in den Ubungen behandelt.

3 Zyklische Gruppen
3.1 Definition

Eine Gruppe G heifit zyklisch, falls ein @ € G existiert mit G =< a >= {a" | n € Z}
Bemerkung;:
G ist dann abelsch: a* - a¥ = a*T¥ = a¥t# = a¥ - a*.

3.2 Beispiele:
a) (Z,0,+) ist zyklisch: Z =< 1 >, d.h. 1 ist additiver Erzeuger.
b) Z/, ist zyklisch, Z/, =< [1] >.

¢) G=7/y x Z/ ist nicht zyklisch, denn Va € G:a? =e= | <a>| < 2 aber |G| =4
(Achtung: Z /o x Z /5 ist nicht isomorph zu Z/4!)

d) |G| = p prim. = G zyklisch. In der Tat: G ~ Z/,, siehe Bsp. 1.14.

3.3 Untergruppen von 7Z

Satz: Jede Untergruppe H C Z ist zyklisch, dh.I3n e N: H =<n >=n-2Z
Beweis:
Fall 1: Ist H = {0}, soist H = n - Z mit n = 0.
Fall 2: H # {0}, dann gibt es ein kleinstes n € N\{0} mit n € H 5 H =<n >:
7 C 7”7 mit jedem Element liegen auch die Vielfachen drin.
7 D7 m € H Teilen mit Rest: m =an+b, b€ {0,....,n—1},a € Z (*¥)

=b=m—-an€ Hund b<n

= b = 0 nach Wahl von n

> m=anec<n>

O

Bemerke: in (**) betrachten wir eigentlich: an = n* =n+mn+n+ ...+ n a mal
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3.4 Struktur zyklischer Gruppen
Satz: Sei G =< a > eine zyklische Gruppe. Betrachte ¢ : Z — G, v — a”. Es gilt das folgende:
1. entweder: ord(a) = oo und ¢ ist ein Isomorphismus
2. oder: ord(a) < oo und ¢ induziert einen Isomorphismus ¢Z/,, — G fiir ein n € N\{0}
Beweis:
1. ¢ ist Hom.: p(p +v) = a*t = a*a” = o(p)p(v)

2. ¢ ist surjektiv, da G =< a >
Ry ¢ induziert einen Isomorphismus @ : Z/ker(p) — G
& ker(¢) = nZ fir ein n € N

o n = 0: liefert (1.)
e n > 0: liefert (2.)

3.5 Korollar:
Im Fall (2) gilt:

ord(a) = min{v € N\{0} | a” = e} und G = {e,a,az,,,,a" '} = {a",...,a" "'}

O

3.6 Untergruppen

Satz: Jede Untergruppe einer endlichen zyklischen Gruppe G =< a > ist selbst eine zyklische
Gruppe. Ferner hat man fiir |G| < co eine Bijektion fiir :

A : {Teiler d € N von |G|} — {H C G Ugrp.}, d—< a >
Beweis:
1. |G| = 00 = G ~ Z, fertig mit Satz 3.3

2. Also 0.E. (Satz 3.4): G = Z/n, n € N\{0}.

Betrachte: q : Z — Z/,, die kanonische Abbildung.
Sei nun H C Z/,, Ugrp. = ¢ '(H) C Z Ugrp.

230 eN: ¢ Y(H)=dZ ,(d+#0, dan e N\{0}
Ferner:
dZ = q *(H) D ker(q) = nZ,=d|n

Dies zeigt: H = q(¢'(H)) =< d >C Z/,, = A ist surjektiv.
A ist injektiv:
<d>=<d >CZ/n, d||G] =dZ=q ' (<d>)=q ' (<d >)=dZ
=d|dund d' | d
=>d=d
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3.7 Zerlegung Zyklischer Gruppen (Chinesischer Restsatz)

Satz: Ist m = qq, ..., ¢~ mit paarweise teilerfremden ¢; € N\{0}, so ist:

a)

4

die kanonische Abbildung
O L) = Lfg X ... XL[q,, a+MmL > (a+qZ,...,a+ q-Z)
ein Isomorphismus. Insbesondere ist
L]g X ... XL/,

zyklisch.

(Chinesischer Restsatz - klassische Form)
Fiir alle aq, ..., a, € Z sind die simultanen Kongruenzen

a=a; mod q

a=ay mod qo
a=a, mod q,

eindeutig losbar modulo m (gesucht ist a)
Beweis:
a) = b): a = (ay,...,a,). Das heift :

Existenz von a < ¢ surjektiv

Eindeutigkeit von a < ¢ injektiv

a) Induktion nach 7:
o =1:ist trivial: id : Z/1 = Z/1,a+ 1Z — 1+ 1Z

or=2: Ubung Blatt 1 Aufgabe 2. (Jag, a0 €Z: a1q1 + asga =1
(a1, ag erhilt man via Euklidischem Algorithmus.)

e (r—1)—r(r>2):Setzeqd :=q,q¢" :=q2+ ... - g
Diese sind teilterfremd. Nach Induktion sind die kanonischen Abbildungen:

Z)g B L)y % .. X L/,

Zm B Ly X Tfg

Isomorphismen.
= Die Komposition

0 L B L)y x Lf g "B T % .. X T,
ist auch ein Isomorphismus:

a+mZw— (a+qZ,a+q"2)—~ (a+qZ,.....,a + q,7)

Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Konvention: in diesem Kapitel haben wir die Konvention, dass abelsche Gruppen additiv ge-
schrieben werden, also

eab~a-+b

eal~d-a, deZ,acCG
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© < Ay, p > Lfgy + o+ 2L/,

Sei G abelsch und endlich erzeugt, d.h. daq,....,a, € G: G =< ay,...,a, >.
Wir suchen Klassifikationen.

Beispiel: |G| =4 = G ~7Z/4o0der G~17/s x Z/s =< (1,0),(0,1) >. Wir werden sehen, dass
stets G ~Z/pn, X .. X L/n,., n; €N gilt.

(\V/Z Tn; > 0= |G| =n1+ ...+ nr) (soll hier + stehen ??777)

Die n; kann man eindeutig auf zwei Arten erhalten:

4.1 Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen
Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.

(a) Es gibt genau eine endliche Folge natiirlicher Zahlen di,...,d; € N\{1} = {0,2,3,...} mit
di | diga.
Konvention: Vn e N:n |[Ound 0 |n =n=0gdw. a|b< Jc:b=ca
Derart, dass
G~ Z/dl X ... X Z/dt

(b) Es gibt bis auf Reihenfolge eindeutige Primzahlpotenzen ¢; = pi'*, ..., qs = p2+, (p1 prim) und
ein eindeutiges r € N mit
G>Z/g X ... XL]qg, xZ"

Die p; brauchen nicht paarweise verschieden zu sein. Wir betrachten sie hier nicht als Grup-
penelemente, deshalb verletzen wir unsere Konvention fiir dieses Kapitel auch nicht.

Beweis:

Wird das gesamte Kapitel beanspruchen.

Beispiele
a) G =17Z/g, dann ist Z/¢ die Darstellung nach (a), Z/2 x Z/5 die Darstellung nach (b).
Es wiirde hier auch schon reichen |G| = 6 anzugeben, dann wiirde das gleiche Folgen.

darst.(a)

Wb ®) g )y X Loz X Lfgs X Lfs X Lfgs X L5 " Zfo X Lfg2.5 X L2335 mit

b) G
di =2, dy =22-3, d3 =233%-5
¢) Z/4: nach Darstellung (a): Z/4 sonst andere Gruppe, nach (b) : Z /52
Z)axZ)]s: nach (a): Z/a X Z/2 nach (b) : Z/o1 X Z/
4.2 Bemerkung:
Ist G ~7Z/n, X ...XZ/n,, so sind die Faktoren Z/,,, Untergruppen von G. Vermoge:
©i L/ n, — G, la] = ¢ 1((0,...,[a],...,0))

Diese Untergruppen (und die Zerlegung von G in ein Produkt der Z/,,,) sind aber nicht eindeutig,
denn ist etwa
Vil = Lfpy X oo X Lf gy, X Lf sy X oo X Lfp, = G

nicht trivial (# 0), so liefert ; + ¢ eine andere Identifikation von Z/,, mit einer Ugrp. von G.
Insbesondere gilt die Bemerkung: fiir Z/4, C G und fiir Z/,» C G im Satz.

Beispiel:

G=17Z/2 XxZ/3 hat (g) = 3 Zerlegungen als Produkt:

Va,b € G\{0},a #bist Z/2 x Z/2 — G, (m,n) — ma + nb ein Isomorphismus.

Wdh.: G abelsch, endlich erzeugt, dann gilt:
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a) G~ Zd1 X ... X Zdt s dz"di—o—l

b) G~=Z/gm X ... X L grs ; dildiy1 p; prim. mit go = pge

4.3 (b) = (a)

Wir konstruierten die unindizierte Folge dj := d;_;. Gefordert ist dann dj ,|d;. Nach Konvention
der Teilbarkeit von 0 miissen wir setzen

dy=..=d, =0 7verarztet” Z"

Durch Ubergang zu G/zr = Zg, X ... X Lq, mit (ay, ..., as,b) + (ay, ..., as) kénnen wir jetzt o.E.
r = 0 annehmen.

Dann gilt |G| =¢q; - ... - g5 < 0.

Sortiere die ¢; nach Primzahlpotenzen, d.h. schreibe ¢;; statt g, mit ¢;; := p?
i# ¢ und Vi, 5 n;; <ng g

Dann ist:

ij

mit p; # p; fur
! n1,s Ne,se

dy =py ' Pe

d = plieit pleset

(%)

d N1,s7 —m+1 Ne,se—m—1
m

=P ...De

mit m := max s; und n;; := 0 fiir j < 0 ist die eindeutige Folge von dj mit d;_,|d;, die Produkt
von ¢;; ist so, dass [[d; = |G|
(hier besser Ausdriicken!!!!)

Mit anderen Worten:
i := Produkt mit den hochsten Primzahlpotenzen
%, := Produkt mit den zweithéchsten Primzahlpotenzen

d!, := Produkt mit den niedrigsten Primzahlpotenzen

Nach dem chinesischem Restsatz (3.7) gilt:
Vi Z/d;+1 ~ Z/p;”l,sl—i X oo X Z/p:e,sgfi
Und damit folgt aus (b): G ~Z/g, x ... x Z/ar,

vergleiche Beispiel 4.1.b):

G~ Z/2 X Z/22 X Z/Qs X Z/g X Z/33 X Z/52

mit p; := 2,po := 3,p3 = 5 folgt dann.
?111:1,7112:2,7113:3 — 51 =3
No1 = 1,n90 =3 — 59 = 2 =>m=3
ngy = 2 — s =1

weiter folgt:
dj = 2ms . 3naz . 5rer = 93.33. 52
d/2:2n12,3n21.5n30 =923.3.1
d/g —9ni1 . 3n20 . 5n3,-1 =91 .1.1

4.4 Zum Beweis von 4.1,b

Zum Beweis von 4.1,b werden wir zunéichst den ”freien Anteil” Z" abspalten.
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Definition:

a) Ein Element endlicher Ordnung in einer Gruppe heifit Torisionselement.

b) Eine Gruppe ohne Torisionselemente # e heifit torisionsfrei

¢) Eine abelsche Gruppe heift frei, wenn G ~ @ Z := {(n;)icr € [] Z| n; # 0 fiir endlich viele 7}
icl i€l
fiir eine Menge I. (Ist G endlich erzeugt, dann ist G ~ Z" fiir ein r)
4.5 Satz: Charakterisierung von freien Gruppen

Eine torsionsfreie, endlich erzeugte abelsche Gruppe ist frei.

Bemerkung: vorsicht, dies ist nicht nichtig ohne ”endlich erzeugt” z.B. ist Q torsionsfrei, aber nicht
frei. (Bew. Ubung)

Beweis Satz:
Seien aq,...,a, € G Erzeuger. = ¢ : Z" — G, (n1,...,n;) = niay + ... + nya, ist surjektiv.
p ist injektiv < ayq, ..., a, sind ”linear unabhéngig”, im folgenden Sinne:

nai+...+na,=0=>n;=...=n,=0

Annahme: jede Menge von Erzeugern ist ”linear unabhingig”.
Waéhle unter den Mengen von Erzeugern mit ninimalem r eine aus mit

T T
Zniai =0 und Z |74
i=1 i=1

auch minimal.

Wenn G torsionsfrei ist und Vi : a; # 0 (Minimalitidt von r), dann ist |{i | n; # 0}] > 2 . Sei also
0.E. ny,m2 # 0, genauer 0 < ny < ng (evtl. 1 + 2, und a; <> —a;)

Betrachte das neue Erzeugendensystem:

ay =ay +ag,a, :=a;, i>1

Relation: 0 = nya) + (n2 —ny1)ah + nsal + ... + neal., aber |ng —ny| < |ng| dies ist ein Widerspruch
zur Minimalitét von Y [n,|
= 3 ”linear unabhéngige”a, ..., a,
und fiir diese gilt:
p:7Z" =G

ist ein Isomorphismus.

4.6 Eindeutigkeit von r, Def Rang

Definition: G, H Gruppen, dann ist Hom(G, H) := {¢ : G — H| ¢ ist Homomorphismus} die
Menge der Homomorphismen.

Dann folgt:
(617 "'76T) €eG71" = H0m<G7Q7+) = Qr

denn

Hom(G,Q) = Q" , ¢ (p(e1),...,p(er)

ist ein Isomorphismus, mit der Umkehrabbildung:

T K
(G — Qzﬂz‘ez‘ = Zm%) — (ay,...,ar)
i=1 i=1

Insbesondere ist r = dimgHom(G, Q) eindeutig festgelegt.
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Definition: Fiir eine endlich erzeugte abelsche Gruppe heifit
rk(G) := dimgHom(G, Q)

Rang von G. (rk von engl. rank)

Bemerkung: Ista € G ein Torsionselement (a* = 0,k > 0), so gilt firalle : G — Q : ¢(a) = 0,
denn & - p(a) = p(ka) = p(0) =0 € Q.
Mit anderen Worten: diese Definition sieht nicht den Torsionsanteil von G.

Bsp.: Z/2XZ =G, {g € G| ordlg) = oo} = {Z/2 x Z\{0}} = A ist keine Untergruppe
G\A = {(0,0),(1,0)}
4.7 Die Torsionsgruppe
Definition: Ist G abelsch, so heifit

Gior = {a € G | ord(a) < oo}
Torsionsgruppe von G.
Bemerkung: Gy, C G ist tatsichlich eine Untergruppe, denn: a,b € Gy = In,m # 0 mit
ma=0,nb=0 = (mn)-(a+b) =0=a+0b € G

O

4.8 Abspalten von G,
Lemma: Sei G abelsch und endlich erzeugt, und T := Gy,,, dann gilt:
a) G/r~7Z", r =rk(Q)
b) G~Tx G/T

Beweis:
a) Nach Satz 4.5 ist z:

(i) G/r ist endlich erzeugt
(ii) G/r ist torsionsfrei
(i) rk(G/7) =rk(G)
Diese gelten, denn:
(i) Erzeuger von G liefern Erzeuger von G/r. Vermége ¢ : G — G/ (Projektion)

(ii) Sei @ € G/r mit ma = 0. Wihle a € G mit a = g(a). Dann ist ¢(ma) = mq(a) = ma =0
=mac€Tl =odr(a) <oo=a€T =a=q(a)=0

(iii) Hom(G,Q) ~ Hom(G/_-T,Q) denn ¢ : G — Q faktorisiert eindeutig iiber ¢ : G — G/
(Va € T.p(a) = 0)

b) Betrachte die Surjektion:
¢: GGl ST
Wiéhle ay, ..., a, € G mit q(a;) = e;, i = 1,...,7 (d.h. Standarderzeuger hochheben), dann ist:

$:Z" = G, (my,...,my) — Zmiai

ein Rechtsinverses zu ¢ (=Spaltung), d.h. go s = Idz-, denn e; = a; N
Eine Spaltung eines Hom. von abelschen Gruppen liefert eine Produktzerlegung:

Y:TxXZ" — G, (a,b) — a+ s(b) (ist ein Hom. !)
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Der Umkehrhomomorphismus dazu ist gegeben durch:
O:G—->TXxZ", a— (a—(soq)(a),q(a)
dann ist fir a — (soq)(a) € T:
gla—(soq)(a)) =qla) — (gos)(gla)) =0 denn(qos) = Idy

Weiter gilt:

®oV(a,b) =P(a+s(b) = (a+s(b)—(soq)(a+s(b)),qla+sb))
= (a+s(b) — s(q(a)) —s((g o s)(b)),q(a) + (g0 5)(b))
=0 =b =0 =b

= (a+s(b) — s(b),b) = (a,b)
und
Wod(a) =1(a—(soq)(a),qla)) =a—(soq)(a) + (sog)(a) =a
O

Bemerkung: Spaltung fiir nicht abelsche Gruppen fiihrt zu einem semidirekten Produkt. (Ubung
4.4)

Nach 4.8 reicht es jetzt den Hauptsatz 4.1,b fiir T' = GYy,, zu zeigen. Dazu brauchen wir allerdings
noch, dass T endlich erzeugt ist. Das folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma: G endlich erzeugt, abelsch, H C G Untergruppe, dann ist auch H endlich erzeugt.
Der Beweis hierzu spéter.

Bemerkung: Ist T eine endlich erzeugte Tausionsuntergruppe, dann folgt |T| < oo, also:
T=<ay,..,a> = T= {Zmiai |o<m; < ord(ai)}

4.10 Zerlegung in p—Gruppen
Definition: Sei p prim. Eine p—Gruppe ist eine endliche Gruppe, in der die Ordnungen der

Elemente p—Potenzen sind:
Va € G Je: ord(a) = p°

Lemma: Sei T abelsch

a) Fiir p prim ist
T(p):={aeT|3e: ordla)=p°} CZ

eine Untergruppe (und eine p—Gruppe)

b) Ist |T'| < oo, und sind p,, die Primfaktoren von |T'|, so definiert die Verkniipfung einen Isomor-
phismus
O:T(p1) X ... xT(pn) =T

Beweis:
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2)

Beobachtung;:
Seien a,b € T, o := ord(a), B := ord(b), dann ist

afa+b) = Blaa) + a(Bb) = 040 =0
Woraus folgt, dass af € Z - ord(a + b) und daraus:
ord(a + b)|ord(a) - ord(b)

Inverse: p° - a = 0 < p° - (—a) = 0 Demnach sehen wir wenn: a,b € T = a+ b € T(p)
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b) ® ist surjektiv:
Fiir a € T betrachte < a > C T'. Dann ist < a > zyklisch. Dann gilt:
n
Im: <a>~Z/ym = m|T)| also:m:pr"
i=1
Nach dem Chin. Restsatz ist dann:
<a>~L)m L) ay X ... X L] _an
Py P
11 p)’
das Bild von T'(p;)N < a > also Z,a:, erzeugt von iz " . Dies zeigt: a € Im(®).
 ist injektiv: '
Seien t; € T'(p;), mit 1 + ... + ¢, = 0. Fiir jedes j zeigen wir: t; = 0.
Setze t' :=t;, t":=>t;, q:= T, ¢ =111Tw) = IZjl’ also ¢, q"” sind Teilerfremd.
i#] 1#]
=3dn,meZ: mq +ng" =1
=t = (mq +ngd")t' =m ¢t +nq"t' = —ng"t" =0
—
=0
O
Beispiel:
Z =7]y2 X L]z X L]3s X L[33 X L[5, dann ist:

IT| =:p1-pa-ps mit: pp:=2°, pp:=3* p3:=5

Damit sind dann:

- T(2) =Z/9 x Z/ss x {(0,0,0)}
S T(3) ={(0,0)} x Z/3 x Z/3 x {0}
S T(3) = {(0,0)} x Z/5 x Z /3 x {0}

4.11 Zerlegung von p—Gruppen

Zum Beweis der Existenz im Hauptsatz 4.1,a bleibt noch:

Satz: Zerlegung von p—Gruppen:

Jede endliche, abelsche p—Gruppe zerfillt in ein Produkt zyklischer p—Gruppen.
Beweis durch Induktion nach |7|:

IA: |T| =1: trivial.

IS: Wihle a € T maximaler Ordnung ord(a) = p©:

VbeT: ord(b) <ordla) (= q#0)
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Betrachte die von a erzeugte zyklische Untergruppe < ¢ >~ Z/p (da p—Gruppe).
Weiter sei H C T maximal unter den Untergruppen mit HN < a >= {0} (existieren: H = 0Oist eine!)
T # T, da a nicht in H. Daraus folgt:

\H| < |T| " H o~ Zfper % oo X Df pen
Es bleibt zu zeigen:
<a>xH =T, (ma,b)—~ma+b
—_—

Z[ per X ... XL/ pen
ist ein Isomorphismus:

injektivi ma+b=0=b=—-ma€ HN<a>={(0)} =b=0,ma=0
surjektiv: Es reicht zu zeigen, dass die folgende Komposition

k - _
<a>—=<a>xH T "™ T/y =T, a"— a™
q

surjektiv ist. (also ”surjektivitdt mod H”).

angenommen nicht, dann existiert ein b € T\ < @ >. Sei d so dass p?d = 0. Sei d minimal mit
dieser Eigenschaft. Ersetze b durch p?~'b ¢< @ >. Dann ist p-b =0, d.h. 0.E. d = 1.

Sei b € T eine Hochhebung von b : b = ¢(b). Nach Wahl von a gilt:

ord(b) < ord(b) = ord(pb) = orzf)(b) <

ord(a) = ord(a)
da < a > NH = {0}. Hier néchstes mal weiter. weiter zum Beweis des letzten Satzes: Sei
Tp—Gruppe, abelsch und endlich erzeugt. Weiter < a >C T zyklische Gruppe, dann folgt:
. <a>=17Z/pe
2. Jede echte Untergruppe von < a > ist sogar in < p - a > enthalten, denn Teiler von
|<a>|=pe<;%;>Ugrp.von<a>mitd'—><da>
Weiter folgt aus der Annahme:
- ord(a) ist max.
- H C T Ugrp. mit HN < a >= {0} maximal

Beweis:
72 4+ :<a>xH 5T ist Isomorphismus.

1) + ist injektiv. okay
2) <a>—T:=T)/g ist surjektiv. Angenommen das wire nicht so, dann gilt:
3be T\{< a >} mit pb €< @ > udn pb # a
2 pb €< pa >
= 3¢: p(b—¢) =oaber b#¢, dab¢<a>
=< b—¢>nN<a>={0}, da einzige echte Untergruppe von Z/,
= setze H := H+ < b— ¢ > ist eine T—Gruppe mit HN < a >= 0, aber H < H.

Widerspruch zur Annahme H maximal.
O
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4.12 Eindeutigkeit der Zerlegung der Torsionsgruppe T’
T ~T(p1) X .... x T(p,) ist eindeutig nach Konstruktion. Mit 4.11 folgt dann:

T(p1) 2Z/par X .. X L[ pas

Es stellt sich die Frage: Ist die Partition (d;) von n : |T'(p)| = p™ eindeutig?
Ja, Beweis iiber absteigende Induktion nach |T'(p)|:

Betrachte ker(T(p) & T(p) : t s pt) :=T,.
= T, ~< (p~1,0,...,0), ..., (0, ..., 0,p% =1 >
=T, = (Z/,)* = bestimmt s durch |T,| = p°
= T(p)/1, 2L/ par-1 X ... X L[ pa,—

4.13 Nachtrag:

G endlich erzeugte, abelsche Gruppe, H C G Untergruppe. Dann ist auch H endlich erzeugt.
Beweis iiber Induktion nach Anzahl der Erzeuger:

e H = {0} okay
o G =< A1y eeey Ay >, G = G/<ar>a g— g

Nach Induktionsvoraussetzung gilt:_H =< by, ...,bs >C G endlich erzeugt.
Wiihle Représentanten b; € G von b; € G/ <4, >

= H C< by,...,bs;a, >
= HN < a,~ ist Untergruppe ¥ pn< ar >=<da, >
= H =< by,...,bs;da, > mit da, =bs11 = okay

5 Konjugation
5.1 Beobachtung:
Eine Gruppe G ist nicht abelsch genau dann wenn sich die Wirkung von G durch Konjugation

i:GxG—G: (ar) = azxa*

nicht trivial ist.

5.2 Bemerkung
Im Gegensatz zur Multiplikation wirkt die Konjugation durch Automorphismen von G, d.h.:

io(ry) == azya™ = araa tayaT! =i, () - ia(y)

(das heifit i : G — Aut(G)). Solche durch i gegebenen Automorphismen heifien innere Automorphismen.

Bemerkung: bei Multiplikation gilt: g(xy) # gz - gy

5.3 Definition:

1. Bahnen der Konjugation heiflen Konjugationsklassen und zwei Répresentanten der selben
Konjugationsklasse heiBen konjugiert.(d.h. a ist konjugiert zu b < 3¢ € G : a = cbc™1)
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2. Die Standgruppe von a € G unter der Konjugation heifit Zentralisator Zg(a) von a:
Zg(a)={be G| bab~! = a}

3. Die Fixpunktmenge der Konj. heifit Zentrum Z(G) von G
Z(G)={a€G|pab™' =a Vbe G}
—_——

=abelsch

Beobachtung: A C G Ugrp. ist normal & A ist Vereinigung von Konjugationsklassen. Also
wenn A invariant gegen Konjugation ist.
= insbesondere ist Z(G) <9 G normal.
5.4 Beispiel:
Fiir die Menge der Permutationsgruppe S, ist
?
die Menge der Konjugationsklassen <+ Summenpartition von n = 3 d;, d; > 0
i=1
mit (7] — Zykeltyp von m.
Beweis: Ubung 2 Aufgabe 2
5.5 Klassengleichung

Sei G endlich und ay, ..., a, Représentanten der Konjugationsklassen (mit a; nicht konjugiert zu a;
falls ¢ # j), dann folgt:

Gl =Y 1Gl/ 1 zaa)
=1

Beweis:
Zerlege GG in Bahnen:

G =[] G.ai; Bahn G.a; = G/q,, = G/z0(a,)

Dann folgt daraus:

1G] =" 1Gail = Y161/ zg @)
i=1

5.6 Anwendung: Zentrum von p—Gruppen

Satz: Jede p—Gruppe hat ein nicht-triviales Zentrum
(z.B. im Gegensatz zu S, : Z(S,) = {e} oder GL(n,K) : Z(Gl(n,K)) = K -1 (Einheitsmatrix))

p° =G =12(G) + Y 1Gl/ |20
i=1

mit a; Reprédsentanten der nicht-trivialen Konjugationsklassen.
Dann folgt dass |Z(G)| durch p teilbar ist, da p® und die Summe durch p teilbar sind.
O
Erginzung: Nicht-triviale Konjugationsklassen sind solche, die aus mehr als einem Punkt bestehen,
also gerade das Komplement der Fixpunktmenge Z(G).

Wiederholung zur Konjugation: (hier bin ich mir nicht sicher dass das alles stimmig ist)

y(a,z) — aza™ =: ky(x)

Konjugation G ~ G, [G ~ X]
Zentralisator von a € G:

(Ga=) Zgla):={be G |bab~* =a} (ba=ab)
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und G, Stabilisator von a unter der Konjugationswirkung.
Wir erhalten die Bahnenformel fiir Konjugationswirkung = Klassenzahlformel.
Konjugationsklassen repréasentiert durch aq, ..., a, € G mit

G|
Z |ZG az

Weiter hatten wir das Zentrum von p—Gruppen.
Das Zentrum ist:
Z(G)={a € G|Ybe G :ba=ab}

Hier stammt der Begriff der p—Gruppe daraus dass:

|G| = p" fur p prim = Z(G) # {e}.
Ein Zentrum ist immer normal, also ist

Z(G) =A{z | |ka(z)| = 1}

Punkt: (o) : G = ¥ 194 ¥ O 12(G) 4+ p.() = p | 12(G)

acZ(G) a; #Z(G)
5.7 Satz
Aus |G| = p? folgt G abelsch (= G ~Z/,2 oder Z/, X Z/,).
Beweis:

Gl =p?*2° 2(0) # {e}
= |G/ z)| € {1,p}
= G/ z(q) ist zyklisch.
Sei a € G Erzeuger: G/ ) = <a > .
=>VbeG:b=a'cfireinieZ, ce Z(Q).

G ist abelsch:

. ; ;!
Seien xt =a'-¢c, y=a"

-/, gegeben dann ist :
. 3 * . Y . ./ .
zy = (a‘c)(a* ) ® gigi'ed = oo = a¥ dide = of daic = yx
(x)c € Z(@)
0

5.8 Konjugierte Untergruppe, Normalisator

Diese Konjugation induziert auch eine Operation auf der Menge der Untergruppen von G.

Definition:

a) H,H’ € G heiflen konjugiert, falls
H' =aHa™*

fiir ein a € G. (Also gerade die Bahnen)
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b) Der Normalisator einer Untergruppe H C G ist der Stabilisator der Wirkung von G auf der

Menge der Untergruppen:
Ng(H) :={a€G|aHa ' =H}

Bemerkung: H C Ng(H) und H ist Normalteiler von Ng(H) nach Definition. (es wurden

gerade die Elemente ausgesucht die das erfiillen)
Ferner ist Ng(H) ist die grofite Untergruppe von G mit dieser Eigenschaft:

H cG, HaH = H' C Ng(H)
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5.9 Beispiel:

Sei G :=< (1234)(56), (123456) >C Sg (nicht abelsch)
—_—

=:a =:b

Weiter sei H =< (13)(24) >~ 7Z/4
~——

mit GAP folgt: |G| = 72

Dann sind die Normalen Untergruppen von G:
N1 =36, N; = < (1234)(56),(35)(46), (264)(135) >
|Na| =36, No = < (123654),(35)(46), (264), (135) >
|N3| =36, N3 = < (46),(35)(46), (264), (135) >
|Ns| =18 =22, N, = < (35)(46), (264), (135) >
Ns5| =9, N;=<(264),(135) > ~Z/5 x Z/3
{e}

Nebenrechnung:

(135) - (35)(46) - (264) = (13)(24)

Also ist die kleinste Untergruppe, die H enthilt gerade Ny. N4 heifit dann normaler Abschluss.
Der Normalisator Ng(H) = < (24), (12)(34)(56) > ist nicht normal in G, |[Ng(H)| = 8, und
Ng(H)/H ~ Z/Q X Z/Q

PC- Programm GAP: ”Groups, Algorithms, Programming”kostenlos zum runterladen.

5.10 Beispiel aus linearen Algebra:

Sei G = GL(2, K), H—{(é T) |)\€K}

NG(H):{AeGL(ZK)W/\EIu: A-(é i>=((1) ’f)~A}<:>A<(1) ?)A_lz((l) /f)

Wir suchen also eine Losung fiir das Gleichungssystem:
a b\ (1 X\ _[(a ar+bd
¢ d 0 1) \c ex+d
1 w\(fa b\ [(a+cp b+du
0 1)\ec d) c d

Wir such also a, b, ¢, d so dass: VAJu....
Dies ist l1osbar in p g.dw. ¢c=0:(=d#0),aA+b=b+du gdw. p:= 2

Dies zeigt: Ng(H) = {(8 Z) | ad # 0} also obere Dreiecksmatrizen.

6 Die Sylowsitze

Die Sylowsitze behandeln p—Untergruppen von endlichen Gruppen. Sehr méchtiges Hilfsmittel
zum Studium von Gruppen! Korektur: G heifit p—Gruppe, falls |G| = p” fiir ein r. (4.10: Va € G :
ord(a) = p" fiir ein r ~» T(p) fiir endlich erzeugte abelshes G.

Beweis:

a)|Gl=p", aeG=><a>CG:|<a>|||G=p" = ord(a) =p° fireine < r.

b) Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen: aus

-G 2L X XL per und

“PL= .. =Ds =D, DiED>S
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muss folgen: T'(p) = Z/ o1 X ... X Z/pes und somit: [T'(p)| = p e,

6.1 Satz Sylow I

Sei G eine endliche Gruppe und sei p prim mit p” | |G|, > 0. Dann existiert eine Untergruppe
HCGmit |Hl =p".

Beweis nach Induktion nach 7:
r = 0 trivial.
r>0:
Schritt 1:
Sei K C G minimal unter den Untergruppe H C G mit der Eigenschaft: p 1 [G : H|.
Dann wissen wir:
Gl = |K|-[G: K] =p" | K|
Ferner gilt: VH ¢ K Untergruppe: p | [K : H], denn p | [G : H] (Minimalitdt von K) und
[G:H]|=|G: K]-[K : H], denn aus den Isomorphiesétzen folgt:

HCKCG=G/k~(G/u)/(k/n) = |G: K] =[G: H]/[K : H]
Ersetze G durch K. Dann haben wir gewonnen:
(x)VH S G(=K): p|[G: H]

Also wenn wir den Satz fiir K zeigen ist er bewiesen. Also kénnen wir ohne Einschrénkung kénnen
wir (%) fiir G annehmen. (siehe auch néchstes Lemma)

Schritt 2:
Wie in Beweis von Satz 5.6 zeigt die Klassenzahlformel jetzt: p | |Z(G)| (benutzt (x))

Sei Z(G) abelsch 2 3ae Z(G) : ord(a) = p. Weiter ist fiir a € Z(G):
<a> <G = G=G/ca>

Gruppe mit p" ! | |G]

Schritt 3: B B B
Nach Induktionsannahme existiert H C G mit |H| = p"~'. )
Betrachte die Quotientenabbildung ¢ : G — G und setze H := ¢ ' (H)

H — H
N N
G L G

H ~ H/ ker(gynm = H/ (q)) = H/ <a> = |H| = |H| - ord(a) =p"' -p=p" -

Lemma:

Sei G eine endliche Gruppe und sei p prim mir p” | |G|,» > 0,VH C G:p|[G: H|=3H C G:
|H| =p"

genau dieses Lemma wird in Schritt 1 des Beweises des letzten Satzes bewiesen.

6.2 Korollar (Cauchy):
p||G| = 3¢ € G mit ord(g) = p, ndmlich z.B. alle g € H\{e} mit H wie in 6.1 (ord(g)|ord(H))

6.3 Definition p—Szlow-Untergruppen:

Sei G eine endliche Gruppe mit |G| = p” - m mit p, m teilerfremd, dann heilen die Untergruppen
der Ordnung p" p—Szlow-Untergruppen, oder p—Szlows. Die existeny folgt aus 6.1
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6.4 Beispiele:
e K=2/,, G=GL(n,K)
Gl =" =1 " —p) " —p) . (" —p")
———t ——
() ()
(x)#der Moglichkeiten der 1.Spalte = |(Z/,)™ — {0}|
(#x)#der Moglichkeiten der 2.Spalte, unabhéngig zur 1. = |(Z/,)" — Z/p, - 1.Spalte]

Daraus folgt:
Gl =" =Dp- ("' =1Dp?- .- (p" " ="t =pp*p® - p" T m, p il
Sei H definiert als:

also H C GL(n, K), dann folgt:
|H| =p"~tpn=2..p = H ist p—Sylow

e G abelsch |G| = p"m, p # 2 prim, dann folgt:
es existiert genau eine p—Sylow, ndhmlich:

T(p) = {g € G |ord(g) EpN}

6.5 Anwendung:
Es sei |G| = 2p, p # 2 prim., dann folgt:
entweder: G = Z/4,
oder: G= D, =7Z/s x L/,

Beweis:
Aus 6.2 folgt:
Jr,s € G mit ord(r) = p und ord(s) = 2. Weiter folgt:

H:=<r>= 7/, hat Index 2 in

G:={e,rt,r? P s, sr, 50t L srPTL)

3 st Normalteiler, also s -7 - s~ = r! fiir ein [ € {1,...,p}
Wegen s = 1 gilt:

woraus folgt:
l=+1modp

und daraus wiederum:

{l =1: srs!=r= Gabelsch=G=Z/y,

l=—1: spst=rp1 WG Z/y x L/,

6.6 Satz (Sylowsiitze):
Es sei G endliche Gruppe mit |G| = p"m, p, m teilerfremd, dann gilt:
a) je zwei p—Sylows sind konjugiert.

b) H C G untergruppe mit |H| = p®, s < r, dann ist H in einer p—Sylow enthalten.

28



Seite:

c) Sei s, die Anzahl der p—Sylows in G dann gilt:
i) s, =1modp
.. . a
ii) s, teilt % =m

Beweis:

29

Betrachte die Wirkung von G durch Konjugation auf der Menge S := {P | P C G p — Sylow} der

p—Sylow Untergruppen von G.

1) Behauptung: Bahnenlinge |G.P| ist teilerfremd zu p VP € S

Beweis:
PCcGp:={geG|gPg~' =P}

= |G p| enthilt alle p—Potenzen von |G|, da |P| schon alle enthilt (per Def.)

= |G.P| = llGi‘ ist teilerfremd zu p.

2) Sei P € S fest gewiihlt. Betrachte H C G mit |H| = p* (wie in b) byw a) fir H = P, € S)

Die Einschriankung der G—Wirkung auf S zu einer H—Wirkung auf einer Bahn G.P definiert

eine Zerlegung von G.P in H Bahnen.

G.P=H.DP |_| |_|H.Pl, P,,..,PeSsS

Behauptung;:

H—Wirkung hat einen Fixpunkt P; (& h- P - h'=P, Vhe H).
Beweis:

|H.P;| = “Llf;l ; teilt |H|, also |H.P; | = p'J ist p—Potenz

aber nach 1( teilt p nicht |G.P| = Z |H.P;| = Z pi
j=1 j=1

= Ji:r; =0= P, ist Fixpunkt , |H.P;| =1

3) Behauptung:

H C P, = H.P (H Fixpunkt)

Daraus folgt dann a) und b):

a) denn fiir alle H, P € § 2 H.Pe G.P
Beweis: P; = H.P < hPth™' = P, Yh € H
= H C Ng(P,) ={g9 € G| g.P..g~* = P;} (Normalisator von P;)
~> Brauchen 2 Isomorphiesétze:
Ist H C N Ugrp. , P << N normal dann gilt:
1) PH ={ph|pe€ P, h € H} ist eine Untergruppe von N
2) P/prng ~ PH/g
Beweis des Isosatz.:

Vp,p' € P, h,h' € H gilt:

—_—
o ph(p'h )"t =ph-W~'p~t. b -h' h-n"'ec PH

und ph-h'~1p~t-n'-h~' € P,daP < N
= PH Untergruppe.

e P— PH/y, p+ pH ist surjektiv mit kern PN H

zu 3):
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—~
2.0s0 | P
T |PRNH| L
;/—/ ps

pT

|PH| = |PiH/u| - |H| :

p—Sylow [HP;| = p®

4) Sei nun H = P; also G.P = PP ]]... ][ PP
1, fallsi=j
aus 2,3) folgt P; P; =

AuBlerdem P C Gp = |P]| teilt |Gp| =

_ B (S (€l (€]
Sp=|G.P| = Gr] teilt Pl

6.7 Korollar

es sei H C G p—Sylow, dann gilt:
H<aG&s,=1

Beweis:
77:>”SZ{H}
T s=1=>s={H}=H<G

Nun zur Anwendung zur Klassifikation von endlichen Gruppen:

6.8 Anwendung 1:

Gruppen der Ordnung 15:
Beweis:

Dann ist |G| =15 = 3 - 5. Wir betrachten also die 3—Sylows und 5—Sylows:

nach Satz 6.6 iii) gilt:
s5|3, s5 =1 mod 5= s5 =1

5303, s3=1mod 3= s3=1
= Anzahl der Elemente der Ordnung;:
1: 1(e)
3: 2=3—1(Elemente von P\{e}, P3 — Sylpw )
5: 4 =5—1(Elemente von P\{e}, P5 — Sylpw )

Also insgesamt 7
= G hat 15-7= 8 Elemente der Ordnung 15. Insbesondere ist G zyklisch:

GZZ/15 ZZ/g XZ/5

Der zweite Teil des Beweises folgt aus :

p — Potenz # 1, sonst = Anzahl der p—Sylow Sp 2) |G.P| =1 mod p

30

- |H| ist p—Potenz, also ist P, = H.P; auch P,H eine
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6.9 Lemma:

n
Es sei G eine endliche Gruppe, |G| = [] p;’ mit p; prim, paarweise verschieden. Fiir jedes i existiere
i=1

genau eine p; —Sylow, dann folgt:
G=][P=Px..xP,
i=1

Beweis:
Vi : P; <t G nach Korollar 6.7. Wir behaupten, dass

P x ... ><Pn—>G, (al,...,an)|—>a1-...-an

ein Isomorphismus von Gruppen ist.
Beweis iiber Induktion nach n:
n = 1 okay
n>1:Q:=Py-...-P,={ay...-a, | a; € P}
Aus P < G folgt: @ ist die von Ps, ..., P, erzeugte Untergruppe von G:
Va,-,bi € P; de; € P; mit (ag, ...,an) . (bg, ,bn) = (Cg, ...,Cn), in der Tat aibj = b;-a,-
Ferner: Q <G und P, N Q = {e}, denn
a € PLNQ = ord(a)|p]* und ord(a)||Q] = pi* - ... - pi* = ord(a) =1
Niéchster Schritt:
Va € Q,Vb € Py : ab = ba (induktiv ¢ ist ein Hom.)
aba bt =a(ba b)) € Q (wobeia€ Qundba b € Q)
= (aba bt e P, ( wobei aba™', b7t € Py)

Insbesondere Py x Q — G, (b,a) — ba ist ein Hom., nach Induktionsvoraussetzung gilt dann:
p:PLXxPyx..xP, 5P xQ—G

ist auch ein Hom.
Zu zeigen ist nun noch: P; X Q — G ist bijektiv:

injektivi b€ P, € Q :ba=e=b=atePNQ={e}=a=b=c¢
surjektiv: |G| = |P1| - |Q|

6.10 Anwendung 2:

Sei |G| = 99 dann folgt: G ist abelsch (= 1) G ~7Z/3 x Z/11 ii) G~Z/9 x Z/11)
Beweis:

s11 =1 mod 11, 511‘9 =511 =1

s3 =1 mod 3, s3|ll = s3 =1

|P3| =9 =32 591257 p. abelsch , und aus Lemma 6.9 (sagt welcher Fall) folgt:

G ~ P;; x P3 abelsch
O

6.11 Anwendung 3: (allgemein)

|G| = p-q, p,q verschiedene Primzahlen, oBdA sei p < ¢. Seien weiter P C G p—Sylow, Q C
G q—Sylow, dann ist:
sq =1mod g und s¢lp =P Sg=1

d.h. Q ist eindeutig , Q < G.
Man kann dann zeigen:

G>Qx°Po:P— Aut(Q) ~7Z/q—1
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7 Kompositionsreihen

Ziel ist die Klassifikation endlicher Gruppen.

Definition:
Sei
G=G >Gr1>Grgb...> Gy ={e}

wobei G,._1 maximale Untergruppe # G,.
dann heilt G, > G_1 > Gr_2 > ... > Gg = {e} Kompositionsreihe.
Maximalitidt < G;/q,_, ist einfach, d.h. G;/¢,_, hat keine nichttriv. Normalteiler.

i—1

Der Satz von Jordan Holder sagt nun: fiir jede endliche Gruppe G sind die Quotienten

{Gr/Gr—1,y.....; G1/Go }

sind bis auf Reihenfolge eindeutig.

Die Klassifikation reduziert sich zu:

e Klassifikation einfacher Gruppen

e Klassifikation von Erweiterungen durch einfache Gruppen:
gegeben G und einfache Gruppe N. Die Erweiterung von G durch N sei:

ker(p) =N <G5 G

Definition: G heifit auflbar :& es existiert eine Kompositionsreihe mit G;/¢,_, zyklisch.

i—1

8 Einfache Gruppen

Klassifikation (1980 er): G endlich, einfach, dann folgt:
G~

1) Z/p,p prim (zyklisch)
2) A, C S,, n>>5 (alternierend)

1)
(2)
(3) PSL(n,Fy) = SL(n,F,)/w,\f0}), PSU(n,Fy), PSp, PQ° (klassisch linear)
(4) Exzeptionelle algebraische Gruppen iiber Fy (exzeptioneller Lie- Typ)
()

5) (Sporadisch) 26 Gruppen:

-9 Mathieu—Gruppen Mll, Mlg, M22, ]\4237 M24
- 3 Fischer-Gruppen (1966- '81)

- weitere, die grofite hei sst Monstergruppe M, |M| = 8 - 10°% (1981)
kleinste: |Mj1| = 7920 Elemente (1961)

2 Ringe
(spéter: Konstruktion von Korpern)
9 Grundlegendes

9.1 Erinnerung

Definition: Ein Ring ist eine Menge R mit zwei assoziativen Verkniipfungen, der Addition +
und der Multiplikation -, so dass:

i.) (R,+) ist eine kommutative Gruppe (neutrales Element 0 := 0g), (d.h. stets unitér)
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ii.) (R,-) hat ein neutrales Element 1 = 1y (ist eindeutig, (R, -, 1g) heifit Monoid
iii.) Es gelten die Distributivgesetze

iv.) Ist (R,-), kommutativ, so heifit der Ring kommutativ.

Bemerkung:
a) Gewohnlich spricht man nur von ” dem Ring ” (= (R, +-,1Rr))

b) Konvention: ” Punkt vor Strich ”

)
c) Vae Rgilt: 0-a=0
d) VYa € R gilt: (=1)-a=—a

9.2 Beispiele:
a) Z,Z/, (~ Zahlentheorie)

b) Korper K

¢) Der Nullring, also R = {0} (0g = 1g!)

)
)
)
d) Sei V ein k — VR, dann ist:

Endy(V)(¢ - ¢ := p o) nicht kommutativer Ring wenn dim(V) > 1.

(2

e) Polynomringe K[X] = { a;X"|neNa eK } (die Summe hier ist formaler Ausdruck)
=0

maz(n,m)

(Za,-XZ) + ijXj = (a; + b)) X", mit a; = 0 fiir i > n,b; =0 fiir j >m
i=0 §=0 0

<

und der Multiplikation:

<§n:aixi>- En:bjxj =3 > abi | x*
i=0 =0

k \i+j=k

f) induktiv R Ring, R[X}, ..., X,] = (R[X1, ..., Xn_1])[Xn] = {Z ail...aianl...XfL",ai IS R}
~ benutze Multiindizes I = (iy, ...,7,) € N, a7 = a;,4,..4,, X 1= Xt X

e Add. (Z a[Xi) + (Z ijj) = Z (CLZ‘ +bj)XI

1€EN™
o Mult.: (ZGIXI) . (ZbJXJ) = Z < Z a[bJ) XK
keNn \I+J=K

g) ist allgemein (M, -) ein Monoid (d.h. eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung udn 1), so
definiere:
Monoidring iiber R:

R(M) = { Z amX™ | am, € R, [{m | a,,—0}] < oo}

meM

o Add.: (D" amX™)+ (Db X™) = ;M(am + b)) X™

o Mult.: < S ame> : < S ann> =3 ( D anbm) XK

meM neM keM \nom=K
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Bemerkung

- zu Beispiel e): in dieser Notation identifizieren wir

(Z a; X*") mit (Z al X’ ,m<n
i=0 i=0

falls a; = a und fiir i < m gilt o} fir i > m

- AD jetzt behandeln wir nur noch kommutative Monoide. Hierbei gilt:
R(M) kommutativ < (M, -) kommutativ, (schreibe (M, +))
insbesondere ist R[X7, ..., X;,] = R[N"]

9.3 Homomorphismen von Ringen

R, S Ringe, dann nennen wir eine Abbildung R — Sp einen (Ring-) Homomorphismus, falls:
i) p(1r) =15
ii) p(a+b) = p(a)+ ¢ (b)

9.4 Beispiele:
a) 0:Z—ZL/n, m—m+nZ = ker(p) =nZ

b) Auswertungsmorphismus in Polynomringen: R Ring, A € R:

evy: RIX] =R, Y a;X'—> a)N€ER
(genauso fiir andere Monoide)
9.5 Unterobjekte I: Unterringe
Sei R ein Ring, A C R heifit Unterring, falls:
1e A, A-AC A, (A,+) ist abelsche Untergruppe

Sei ¢ : R — S Homom. von Ringen, dann ist I'm(y) ein Unterring.
9.6 Unterobjekte II: Ideale
Sei R ein Ring, I C R heifit Ideal, falls gilt:

i.) (I,+) C (R,+) ist (additive) Untergruppe

ii.) R-IcI,I-RcCI

9.7 Satz:

a) Ideale in R sind genau die Kerne von Ringhomomorphismen ¢ : R — S

34

b) Sei I C R Ideal, dann folgt dass die Multiplikation in R eine Multiplikation auf R/; induziert,

s.d. R/ wieder ein Ring ist.
(in b) gilt sogar Aquivalenz, wir zeigen aber nur eine Richtung)

Beweis:
a)” <7 sei [ :=ker(p: R— S), ¢ Ringhomomorphismus, dann gilt:
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i.) Da ¢ : (R,+) — (S,+) Gruppenhom, ist ker(p) Untergruppe

ii.) a € R, beI= p(ab) = p(a)p(b) =0, da (b)) =0
=abel

=7 Sei I C R1Ideal = I = ker(R — R/r), und R/ ist Ring nach b)
b) Definiere (a +I) - (b+I) := ab+ I. zeige dazu:

- wohldefiniert: a’ —a € I und ¥ — b € I, dann ist:
—— ~——
! g
ab—ab=(f+a)(g+b)—ab= fg+ fb+ag € I, da alle Summanden in I
Die Wohldefiniertheit der Addition wurde schon bei Gruppen gezeigt.

- Ringaxiome: fiir R/: geerbt von R

Bemerkung wir definieren R/; als R/; := {r+ |r € R}

9.8 Wie fiir Gruppen folgt:
Satz:

a) jeder Ringhom. ¢ : R — S faktorisiert als:

R = R/per(p) — in(p) — S
b) Ist weiter I C R Ideal, so faktorisiert ¢ iiber R/ genau dann wenn I C ker (o)

9.9 Beispiele:
a) {0} € R Ideal
b) R C R ist Ideal

¢) I C Z = I (additive) Untergruppe (Z,+) SUB3 T — . 7 fir einm € Z

d) ai,...,as € R, dann ist (aq,...,as) := Raj + ... + Ras das von aq, ..., as erzeute Ideal.
Solche Ideale heiflen endlich erzeugt.

Beispiel:
Ideale von Z sind endlich erzeugt nach ¢):

ICZIdeal & 1= (m)fireinmeZ

Bemerkung
1. Beispiele a),b) sind die ”trivialen Beispiele”

2. Jedes Ideal von Z[X1, ..., X,,] ist damit endlich erzeugt. Ringe mit dieser Eigenschaft heifien
Noethersch



Seite: 36

9.10 Eigenschaften von Idealen
Satz: Sei R ein Ring, I, J Ideale, dann gilt:
a) INJ, I+ Jsind wieder Ideale
b) {i-j| i€ I,j e J}istim allgemeinen kein Ideal, definiere stattdessen (Achtung neue Notation!!):
I-J:= {Zalbj | a; € I,bj S J}
(2]

Weiter gilt:
I-JcInJcIl+J

Beweis hierzu in den Ubungen

9.11 Beispiele

Sei R=7Z,I=(m)=mZ, J = (n) = nZ, dann folgt:

e (m)(n) = (nm)

(n) =: (kgV(n,m)) kleinste gemeinsame Vielfache

e (m)

N
e (m)+ (n) =: (99T (m,n)) groBte gemeinsame Teiler

9.12 Bemerkung:
I=(f1,.sfn), J =(91,., gm) endlich erzeugt, dann ist:

I-J:=(figjli=1,...,n; j=1,..,m)
I+J:: (fl?"")fnagl7"'7gm)

Erzeuger fiir I N J im Allgemeinen schwieriger

10 Integritidtsbereiche und Korper

In diesem Kapitel betrachten wir kommutative Ringe.

10.1 Definition:
Sei R ein Ring

a) Fir a,b € R ist a ein Teiler von b (" a teilt b 7, 7 b ist Vielfaches von a ), falls eine der
folgenden Bedingungen gilt:

i) IceR: b=a-c
ii) b€ (a) = Ra

i) (b) C (a)

und schreiben alb

b) a € R heifit Nullteiler, falls es ein ¢ € R\{0} gibt mit a-c¢ =10

c¢) Ein Integritétsbereich ist ein Ring # {0}, der keine Nullteiler # 0 besitzt

10.2 Beispiele fiir Integrititsbereiche
- Z, Korper, K[X] fiir K Korper, R[X] fir R Integrititsbereich
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10.3 Kiirzen in Ringen

Lemma:
In einem Ring R gelte ax = ay, fiir a,z,y € R und sei a kein Nullteiler, dann ist z =y
Beweis:

ar=ay<alr—y)=0=>z—y=0

O
10.4 endliche Integrititsbereich
Satz:
Jeder endliche Integritétsbereich ist ein Korper.
Beweis:
Zu zeigen ist die Existenz von multiplikativen Inversen:
Fiir a € R\{0} betrachte
te: R— R, b—ab
(dies ist in Allgemeinen kein Hom.)
injektiv:
11a(b) = p1a (') = ab = ab/ "X’ b =1
Ist R endlich folgt auch dass u, surjektiv ist und daraus schliefflich :
b eR:p(b)y=ab=1
Somit besitzt R multiplikative Inverse.
O

10.5 Restklassenringe und Integrititsbereiche
Satz Fiir n < 2 ist Z/, Integrititsbereich genau dann wenn n eine Primzahl ist.
Beweis:
7 =7 z.z. n ist prim.:
Ja,b € N mit: ~
n =ab=ab=0inZ/,
= a=0oder b =0 (da Int.bereich)
=a=mnoderb=n
7 «<=7: Sei n prim.: -
ab=0inZ/, = ab € nZ
= nlab
(n prim) = nla oder n|b
=a=0oderb=0

10.6 Die Charakteristik eines Integrititsbereiches
Sei R ein Integritdtsbereich, betrachte den Homomorphismus
0:Z—R, m—n-lg=sgn(n)- 1+1+...+1)
—_— —
n mal

Dann ist ker(¢) = (a) mit a € N\{1}  (hier 15 # Or)

37
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Lemma a ist Primzahl.
Beweis:
Sei a =bc, bc e N:
= 0= p(a) = ¢(bc) = p(b)p(c)
(R Int.bereich) = ¢(b) = 0 oder ¢(c) =0
= b€ (a) oder ¢ € (a)
(a=bc)=b=aoderc=a

O
Definition: Die Zahl a (0 oder prim) heifit Charakteristik von R. Wir schreiben char(R)
10.7 Bemerkung

enthélt R einen Korper K als Unterring, so gilt nach Definition

char(R) = char(K)
Definition: Der Durchschnitt aller solcher Kérper K C R heif3t Primkorper vom R

Bemerkung: Fiir Integritétsbereiche der Charakteristik 0 miissen keine Primkorper existieren
(z.B. Z[X]). Fiir endliche Charakteristik hat man dagegen den folgenden Satz.

Satz: Ein Integritéitsbereich R der Charakteristik p > 0 hat einen Primkorper K. Ferner gilt:
Ko~TF,:=(Z/p,+,")

Beweis:
Die Abbildung ¢ : Z — R aus 10.6 induziert eine Injektion Z/, — R. Das Bild ist K.

10.8

Umgekehrt kann man sich fiir beliebige Ringe R die Frage stellen, welche Faktorringe R/; mit
I C R Ideal, Integritatsbereiche oder Korper sind.

Definition:

a) Ein Ideal I C R heifit Primideal, falls gilt:

I'#Rund [abe I = aeloderbcel

b) Ein Ideal J C R heifit maximal, falls:

J#Rund [I ¢ R1deal ,J C I=J=1I]

Beispiel: R =17Z,I = (n) dann ist:

ab e I < njab " B™ nla oder bn|b < n prim

Satz: Sei R Ring und J,I C R Ideale, dann gilt:
a) R/ ist Integritdtsbereich < I Primideal
b) R/, ist Korper < J ist maximales Ideal

Beweis:
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a) (direkt aus der Definition):
a,be R~ a,be R/;

I Primideal < [abel= a€cloder bel

i) ) 0

R/ Integritiitsbereich < [ab=0= a=0oder b=0]

b) 7 =":¢q: R— R/; =: K Korper
Sei I C Rmit JCIzz I=JoderI=R.
Dann folgt: ¢(I) € K Ideal (¢ surjektiv impliziert dann ¢(I) = (0) oder ¢(I) = K) und
I=1+J=qq)).

Es gilt entweder: ¢(I) = (0) =1 =J
oder: ) =K=I1I=q Y (K)=R
7 <7 Sei J maximales Ideal und a € R\{J}

(J maximal) = J + (a) = R
=dbeJceR:b+ac=1gr=ac= 1y,

Bemerkung: Hinter dem Beweis steckt:

R R/;

u 5 U

I I I’ C R Ideal BRER Ideale
-1 I'>1I in R/]

u % U

I (0)

10.9 Beispiele

a) (a) C Z Primideal ' 5 Primzahl oder n = 0
(n) C Z maximal < n Primzahl

b) Ein Ring R ist ein Integritéitsbereich < (0) C R ein Primideal ist
¢) In Z[X] sind z.B. prim.

o I=(p)={> ax"|Vi:pla;}
R/I 2IF;O[J;]

o I =(2%+1).SeiieCmiti%=1:
R/ ~Z[i]={a+b;|a,beZ}
hierbei ist ~ induziert von R — Z[i], x+— i und ) a,z* — Y a,i*

o I =(pa*+1), R/ ~F,[i]={a+b;i|abeF,}
[ 12(3,$—5),R/[’1Z/32R—>Z/37 x5

Die beiden ersten I sind Primideale, R/ Integrititsbereiche
Die letzten beiden I sind maximal, R/; ist Korper
10.10 Bruchrechnung - der Quotientenkérper

Wie Z in Q, so ist jeder Integritédtsbereich R Unterring eines kleinsten Korpers, des Quotien-
tenkorpers von R.
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Definition: sei R ein Integritétsbereich. Ein Quotientenkorper von R ist ein Kérper K zusammen
mit einem injektiven Homomorphismus ¢ : R — K mit der folgenden universellen Eigenschaft:

Ist ¢ : R — L ein injektiver Hom. in einen Korper L, so faktorisiert ¢ in eindeutiger Weise {iber ¢,
d.h.

dY:K—-L mit p=1o.

Bemerkung: Wie stets in solchen Situationen folgt die Eindeutigkeit von K und R — K bis
auf eindeutige Isomorphie. R Integrititsbereich, Quot(R) Quotientenkdrper mit:

Beispiel: R =7, Quot(Z) = Q. ¢ injektiv ist notwendig fiir die Existenz von :

10.11 Existenz von Quot(R)

Satz: Jeder Integrit”atsbereichR hat einen Quotientenkorper.
Beweis:
Konstruktion: (vergleiche Konstruktion von Q aus Z)

Auf R x (R\{0}) betrachte die Aquivalenzrelation
(a,b) ~ (a',b) = abl =d'b

Definiere: K := (R x (R\{0}))/~. )
Schreibweise: a/b oder auch ¢ fiir die Aquivalenzklasse [(a,b)]. Insbesondere gilt: Vc € R\{0} :
a/b = ca/ch.

Addition: a/b+ ¢/d := (ad + bc) /bd
Multiplikation: (a/b) - (¢/d) := ac/bd. diese sind wohldefiniert, Kérperaxiome gelten.
zu zeigen ist noch die Universelle Eigenschaft von ¢ : R - K, a+ a/l:

Sei ¢ : R — L ein injektiver Ringhomomorphismus in einen Koérper.
Mit ¢ = 1 o« muss dann gelten: ¥(a/1) = ¢(a). Dann gilt aber auch:

p(a) =Y(a/1) = @(a/b-b/1) = p(a/b) -9 (b/1) = (a/b) - ©(b)
= P(a/b) = p(a) - p(b)~!
Dies zeigt die Eindeutigkeit von ).
Existenz: Umgekehrt definiert ¢ : K — L, a/b +— ¢(a) - p(b)~! einen wohldefinierten (!) Hom.

Y: K —>Lmitpo=1vo.
O

Bemerkung

- Injektivitdt gefordert, sonst bekommt man Probleme beim teilen.

- Ist R C K’ mit K’ Kérper, dann ist Quot(R) = {ab~! € K' | a € R,b € R\{0}} der von R
erzeugte Unterkorper, ¢ : R — Quot(R) kanonische Inklusion.

10.12 Beispiele:

a) K Korper, so definieren wir:

K(X) := Quot(K[X]) =

ap+ a1x + ... + ax”
i,0; € K, by, # 0V
{bo—l—blx—i—...—i—bnx" @i, bi € 7 m}

rationale Funktionen mit Koeffizienten in K.

b) R Integrit”atsbereich= Quot(R[X]) = K[X] mit K = Quot(R).
R[X] ist Integrit” atsbereich(auch Gaufl -Lemma):

(ag + a1z + ... + ana™) - (b + by + ... + bypx™) = (agbo + ... + apbypx™™™)

Sind die ersten beiden Polynome ungleich 0, so auch das Produkt.
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10.13 Ausblick:

Allgemeiner kann man die Nenner auf eine beliebige multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S C
R\{0} einschriinken. (1 € 5,55 C S):

S7IR:={a/b € Quot(R) | b € S} ist Unterring von Quot(R).

Man nennt dies die Lokalisierung von R in S. Der Begriff stammt aus der Algebraischen Geometrie,
insbesondere im Fall S = R/; mit I C R Primideal (< R/; mult. abgeschlossen).

Etwa der Fall R = K[X]. I = (x — \), A € K, definiert dann: f/g € SR d.h. (g ¢ (X — \)) eine
(algebraische) Funktion:

K>{aeK|g(x)#0} - K, xw f(x)-g(x)"" (ist wohldefiniert!)

Mit anderen Worten schréankt die Lokalisierung die Betrachtung auf solche rationalen Funktionen
ein, die in « = X definiert sind, denn A € {a € K | g(x) # 0}, da g(A\) # 0, denn g ¢ (X — A).
In Algebraischer Geometrie:

Ringe R + Riéume (Spec(R))
f € R <> Funktionenspec(R) — K
f/g <> Funktionenspec(R\{g = 0}) - K

10.14 Zusammenfassendes Beispiel:

Fiir R = R[X] und das maximale Ideal I = (X? + 1) haben wir vier Kérper betrachtet:
- den Primkérper Q C R[X] also den Koérper der konstanten Polynome

den Korper der Koeffizienten R

den Restklassenkérper R/; = R[X]/(X2+1)~C, X —i

den Quotientenkorper Quot(R) = R(X)

Vorsicht:
Falls I # R, (0) (= Nulllideal), so gibt es keine Hom: R/; — Quot(R) oder Hom:Quot(R) — R/;.

11 Teilbarkeitstheorie

11.1 Unzerlegbare Elemente
Definition: Sei R Integrit”atsbereich,
a) Fiir a,b € R al|b, schreibe a/b oder ¢ fiir das eindeutige Element ¢ € R mit a = bc

b) a € R heifit Einheit, falls 3b € R: ab = 1 und die Menge der Einheiten: R* (bilden multiplika-
tive Gruppe)

¢) b€ R\R* heifit echter Teiler von a, falls ¢ = bc und ¢ ¢ R*.

d) a € R heiflt irreduzibel oder unzerlegbar, falls a ¢ R*, a # 0 und falls a keine echte Teiler
besitzt. Ansonsten heifit a zerlegbar oder reduzibel.

11.2 Beispiele:
a) R=7Z,dann ist R* = {1,—1} und a € Z\{0, %1} ist unzerlegbar < a = £p, p prim.

b) Die unzerlegbaren Elemente in K[X], K Korper, so sind die Polynome f mit deg(f) > 1
(K[X]* = K*), mit Koeffizienten in K, die irreduzibel als Polynome in K sind, etwa:

f=X2+1 N g-h o.E. sei g, h normiert(hichster Koeff = 1), deg(g) = deg(h) = 1. Schreibe:
g=X -\ h=X—pmit \,u € K, dann ist gh = X% — (A + )X + A\

Demnach:

f=ghed+u=0 u=1u=-\\=1

Dies zeigt: f € K[X] irreduziebel < —1 ist kein Quadrat in K. Z.B. ist f irreduzibel iiber R, F3,
aber f ist reduzibel iiber C,F5,da 2-2=4= —1
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¢) Schreibe Z[i] C C fiir den von Z und 4 erzeugten Unterring.
[i2=—1=2Z[i] = {a +bi|a,bc Z}]

Dann ist 2 = (14 ¢)(1 — %) eine Zerlegung von 2 in irreduziblen Elemente.
Beweis:
Die Norm in C liefert einen Hom. von Monoiden:

v:(Z[i],") = (N,), a+bis|a+bi]> =a®+b?

denn |(a + bi)(c + di)|? = |a + bi|? - |c + di|>. Daraus folgt:

v(Z[i]*) =1 und a + bi zerlegbar = v(a + bi) hat mehrere Primteiler:

v(l4+i) =v(1—1i)=2= 144 und 1 — ¢ unzerlegbar und keine Einheiten. Keine Einheiten, da
v(l1+4) # 1. Angenommen 1+i = of mit «, 8 ¢ Z[i]* = 2 = v(1 +1i) = v(a) - v(B) aber beide
ungleich 1, also Widerspruch

11.3 Konvention:

Ist R C S Unterring und (i, ...., {, so schreiben wir R[(1, ....,(,] C S fiir den kleinsten Unterring
von S der R und (1, ...., (, enthélt, explizit:

Einsetzungshom. X; — (;

11.4 Existenz von Zerlegungen in irreduzible Elemente
Satz: Sei R Integrit”atsbereich, in dem jede Folge
(a1) C(ag) C...CR & W:ayq1|a,

von (Haupt-) Idealen stabilisiert, d.h. 3N mit (a,) = (a,)Vv,x > N. Dann ist jede Nichteinheit
a € R\{0} ein Produkt von irreduziblen Elementen.
Beweis:

Schritt 1:

a € R\{R* N {0}} hat einen irreduziblen Teiler.

Induktiv: wéhle a, mit a1 = a, a,41 echter Teiler von a,. Dies bricht ab, falls a, irreduzibel.
Sonst: (a1) C (ag2) C ...

Nach Voraussetzung folgt: v > N : (a,) = (ap41)-

Insbesondere gilt:

ay+1 € (a,) und a, € (ay41) = 3Ib,c € R: ay,41 = ba, = beay 41

Da R Integrit” atsbereich folgt bc = 1 dies ist ein Widerspruch denn a,; ist kein echter Teiler von
ay.

Schritt 2:
Sei induktiv b, qein irreduzibler Teiler von a/(by - ... - b,). Die Induktion bricht ab, falls
e:=a/(by -...-b,) eine Einheit ist. (= a = ((eb1) - ... - by).
Falls nicht:
(a) C (a/bl) C (a/(blbg)) C ...
Wie in Schritt 1 existiert v mit: a/(by - ... - b,) und a/(bs - ... - by41) unterscheiden sich nur um eine
Einheit, d.h. kein echter Teiler von a/(by - ... - by).
O

11.5 Bemerkung

a) Ringe, in denen aufsteigende Ketten von Idealen stabilisieren, heilen Noethersch. Alle ”natiirlich”
vorkommenden Ringe sind Noethersch, z.B. Z, K[ X1, ..., X,;], Quotienten und Lokalisierung von
Noetherschen Ringen.

Nicht Noethersch ist z.B. K[Rxsg] = { ST ay,
endlich

M
~
N
—~
~
Bl
~
N

ay, € K, AieIR{} ) c
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b) Fiir R = Z oder R = K[X] haben wir Abbildungen
v:R\{0} = N

43

némlich a — |a| fiir Z und f — deg(f) fir K[X], mit den folgenden Eigenschaften Va,b € R\{0}:

(vergl. Gradfunktion in 11.9)

- v(ab) > max{v(a),v(b)}

- Die Gleichheit gilt genau dann wenn: a € R* oder b € R”®

Die Voraussetzungen des Satzes 11.4 gilt fiir solche, sehr speziellen Ringe:

(a1) C (az) C ... = v(a1) > v(az) >

Alternativ beweist man den Satz fiir diese Ringe sofort nach Induktion nach v(a)

11.6 Zur Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Elemente
In Z[iv/5] C [C] hat 21 keine eindeutige Zerlegung:
1.21=3-7
2. 21 = (14 2iv/5)(1 — 2iv/5)
3,7,1 + 45 sind irreduzibel:
la+biV5]2 =a?+5b>, [3>=3%, |7°=7%, [1+2iV5> =21

keine dieser ganzen Zahlen liisst sich nichttrivial als (a? + 5b%) - (¢? + 5d?) schreiben.

Es gibt jedoch eine eindeutige Zerlegung auf den Niveau von Idealen:
m = (7,14 2iV5) = (7,1 — 2iV/5)

01:=(3,14+2iV5) 0y := (3,1 —2iV5)
sind Primideale und

my - e = (7)

0102 = (3)

71 - 01 = (14 2iV/5)

Ty - 09 = (1 — 2iV/5)
und somit:

eindeutig bis auf Reihenfolge.

Bemerkung Kummer und Dedekind fithrten den Begriff "ideale Zahlen” in der Zahlentheorie
ein. Diese erlauben eine eindeutige Zerlegung (bis auf Reihenfolge) in irreduzible ideale Zahlen. In
moderner Sprache zeigt man, dass in jedem Dedekind-Ring jedes Ideal I eine bis auf Reihenfolge

eindeutige Darstellung als Produkt von Primidealen hat:

__ma mp
I=mn".m

Dedekind-Ringe sind die ”eindimensionalen, reguléren” Ringe, wobei:
(dim(R) = 1) :& (7 C R Primideal = 7 = (0) V 7 maximal

mit R Integrit”atsbereich.
Solche Ringe sind also recht speziell.
Im allgemeinen (R Noethersch) erhélt man nur eine sogenannte Primérzerlegung:

I=p1N..Nog

mit g; "Primérideale” (z.B. Potenzen von Primidealen)
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Beispiel: In Klz,y,z]: (zy,yz,20) = (z,y) N (y,2) N (z,2) (2 (z,9) - (y,2) - (2,2))

11.7 Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Elemente

Da die Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Elemente demnach eine Eigenschaft des Rings
ist definieren wir:

Definition: Sei R ein Integrit” atsbereich

a) u € R heifit prim, falls (u) C R Primideal ist.

b) R heifit faktoriell, falls jede Nichteinheit # 0 bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutiges

Produkt von Primelementen ist.

Bemerkung:

2)

"uprim” & wlab = ula V ulb

7 0 0

abe (u) = ac(u)Vv be(u)
b) Ist R Noethersch, dann ist: R faktoriell < jedes irreduzible Element ist prim. (siehe auch
Beispiel 721”)
11.8 Beweis der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Elemente

Wir werden die Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Elemente in Z,Z[i], K[X] wie folgt
abstrakt in 3 Schritten beweisen:

i) Z,Z]i], K[X] sind Euklidische Ringe (11.9, 11.10) (3v...)
ii) Euklidische Ringe sind Hauptidealringe (11.11, 11.12)
iii) Hauptidealringe sind faktoriell (11.13, 11.14)

11.9 Definition: Euklidisch
Ein Integrit”atsbereichR heifit Euklidisch, falls es ein Abbildung
v:R\{0} - N (Gradfunktion)
gibt mit der folgenden Eigenschaft:
a,b€ R,b# 0= 3q,r € R:a=qgb+r (Teilen mit Rest) und r # 0 = v(r) < v(b)

Bemerkung: b #0, dann ist v(b) =0=b € R":

Teile 1 mit Rest durch b: 1 = gb+r und r = 0, denn v(b) = 0 dann ist b eine Einheit, denn ¢ = b~1.
11.10 Beispiele:

a) Z ist Euklidisch, mit v(a) := |a| (bekannt: teilen mit Rest)

b) K[X] ist Euklidisch mit v(f) := deg(f) (bekannt: teilen mit Rest)

¢) Z[i] mit v(a + bi) := a® + b? ist Euklidisch (Ubung!)

11.11 Hauptideal,
Definition: Sei R Ring,

a) Ein Ideal I C R heifit Hauptideal, falls I = (a) fiir ein ¢ € R (wird von nur einem Element
erzeugt)

b) R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal ein Hauptideal ist.
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Zwischenbemerkung: Bei Aufgabe 4 Blatt 8: p= > a, X" ,p' = Y na,z" !
n>0 n>1

Wiederholung:
- R faktoriell :< Vu € R\{R* N {0}} Jaq,...,a, prim: u = a; - ... - a,, wobei
- a € R prim :< (a) C R Primideal

Primelemente sind irreduzibel.

R faktoriell = jedes uw € R\{R*N{0}} ist bis auf Reihenfolge und Einheiten eindeutiges Produkt
von irreduziblen Elementen.

Zu Bemerkung 11.7 ¢):
hier gilt sogar Aquivalenz, hier aber nicht bewiesen. Beweisidee:

W= a1y = by by = by by € (a1)
:>E|i:bi€(a1)
éa1|b,;

da aber b; irreduzibel folgt 3¢; € R* : b; = ¢;a; Induktion nach min{r, s}
Wir wollen zeigen:
R Euklidisch = R Hauptidealring (<> Teilen mit Rest)= R faktoriell.
11.12 Satz:

Jeder Euklidische Ring R ist ein Hauptidealring.
Beweis:
Fiir I C R ein Ideal # (0). Wéhle a € I\{0} mit v(a) = min{v(b) | b € I\{0}},

v:R\{0} - N

die Gradfunktion. Dann ist zu zeigen: I = (a):

Sei b € I, dann b = ga+ r und r # 0 oder v(r) < v(a).
r=0:b=qa=0b€ (a)
r#0:r=b—qa €I, daschon b,qa €

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von a.

11.13 Lemma
Sei R ein Integrit”atsbereich, v € R\{0} Nichteinheit,
a) Es gilt: (uv) C R maximal = (u) Primideal = u irreduzibel

b) Ist R ein Hauptidealring, so gelten in a) auch die Umkehrung. Insbesondere sind die irreduziblen
Elemente genau die Primelemente

Beweis:
a) bekannt:
(i) (u) maximal < R/(,) Koérper = R/(,) Integrit”atsbereich< (u) Primideal

(u)Primideal
= a

(ii) w=ab= ab € (u) € (u) oder b € (u) = a € R* oder b € R*
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b) Wir zeigen: u irreduzibel = (u) C R maximal, also:
zz. v € R = (u,v) = R oder (u,v) = (u):

Sei R Hauptidealring = 3a € R: (u,v) = (a)
=3df,g€e R:u= fa, v=ga

Da u irreduzibel folgt mit © = fa entweder a € R* = (u,v) = (a) = R
oder f € R* = (u,v) = (a) = (u).

Korollar:

- In R[X], f € R gilt: K[X]/(f) ist ein Kérper genau denn wenn f irreduzibel ist.

Bemerkung: Rechnen in diesen Koérpern Explizit: g € K[X]\(f) also kein Vielfaches von
[, so 1Bt sich das Inverse g € K[X]/(y) wie folgt bestimmen:

i) Mit Euklidischem Algorithmus: angewendet auf f, g liefert p, ¢ € K[X], so dass pf +qg =1
Daraus folgt: gg = 1 in K[X]/(s), dh. g=g~".

ii) Mit Lineare Algebra: deg(f) =r =1, X, ..., X"~ ist K—Basis von K[X]/(f)- Das heift fiir g
gibt es Koeffizienten ag, ...,a;m € K (m <7):

O0=as+a1g+ ... + amg™) mod f

Wihle m minimal mit a,, # 0 (also breche ab wenn erste lineare Abhiingigkeit gefunden wird)

Dann gilt: ag # 0 :
0=a1g+ ... +amg™ =glar + ... + amg™ ")

=0

im Integrit”atsbereich K [X]/ (), also ein Widerspruch zur Minimalitat von m.

= G-~ g g = 1
und damit (_ﬂ G am 7m71) = )71
o aog a g g

allerdings ist die erste Variante viel Einfacher!

11.14 Satz Jeder Hauptidealring ist faktoriell

(d.h. jedes u € R\({0} NR?) ist Produkt von Primelementen)
Beweis:
Jedes irreduzible Element ist prim (nach Satz 11.13)
nach Satz 11.4 gilt dann:
Fiir Ringe mit aufsteigender Kettenbedingung fiir Hauptideal gilt eine Zerlegung in irreduzible
Elemente. D.h. zu zeigen bleibt noch das wir eine aufsteigende Kettenbedingung (hier diquiv. R ist
Noetersch).
Sei (ag) € (a1) € ... aufsteigende Kette von Idealen
= I := {J (a;) ist ein Ideal:
i>0
seibel,re R=rbel,denn3n:be (a,) =rb€ (a,) CI

RHIR=3Ja€eR:1=(a)=3IN:a€(a,) Yn>N = (a) = (an)

11.15 Korollar
Z,7[i], K[X] sind faktoriell
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11.16 Zur Untersuchung der Primzerlegung

Zur Untersuchung der Primzerlegung in Z[X]| und K[X, ..., X,] = K[X1, ..., Xp-1][X»] (n > 1),
die keine Hauptidealringe sind, verallgemeinern wir wie folgt:

Satz: Ist R faktoriell, so ist auch R[X] faktoriell. Die Primelemente (=irreduziblen Elemente)
von R[X] sind genau:

a) die irreduziblen Elemente von R (als Polynome von Grad 0)
b) f € R[X] mit
(i) f ist irreduzibel in K[X], K = Quot(R).

d
(i) a| fra€ R=a€ R* (InHIR dquivzu f = 3 a;X?, dann (ay,...,aq) = R)
i=0
f heifit dann primitiv.

Beweis: 11.18

11.17 Vorbereitung: Gauf-Lemma

Lemma: Sei R faktoriell und P, Q € R[X] primitiv, dann ist PQ € R primitiv.
Beweis:

Angenommen a|PQ,a ¢ R*.

Da R faktoriell ist gilt:

3 Primelement p € R mit pla = PQ =P -Q =01in (R/,) [X].

Ferner ist (p) C R Primideal, also R/, Integrit” atsbereich.

= P=0o0der Q=0
= p|P oder p|Q
= P oder @ ist nicht primitiv, also Widerspruch

11.18 Beweis von 11.16

Die Irreduzibilitét der Elemente ist in a), b) ist klar:

a): f in K[X] konstantes Polynom, also nicht reduzibel, wenn nicht schon in R

b): f=g-hin R[X].
- deg(g) > 0,deg(h) > 0= f = g-hin K[X] nichttriviale Zerleg. in K[X] verboten nach (i)
- deg(g) = 0 oder deg(h) =0 = a:= g teilt f (%) gER”

Zerlege P € R[X] zunéchst in K[X]: P=Q1-...- Q,,Q; € K[X]:

Da R faktoriell ist, kénnen wir Q; = ¢; - @} schreiben mit @} € R[X] primitiv, ¢; € K.

=P=Q) ...-Q. , c:Hci:a/bEK

mit a,b € R teilerfremd. Nach dem Gauf-Lemma folgt: @Y, ..., Q.. primitiv.
Aber 1/(b-Qf - ...- Q) in R[X]
also folgt:

beR"=ceR

Zerlege nun noch ¢ in R in Primelemente.

Dies liefert die Existenz der Zerlegung in Elemente aus a), b) und die Vollstéindigkeit unserer Liste
der irreduziblen Elemente.

Es bleibt noch zu zeigen: dies irreduziblen Elemente in R[X] sind prim.

Gelte: P|Q1Q2 (= P|Q1 oder P|Q2) = P teilt Q1Q; in K[X]
Entweder ist P € R\{0} oder P prim in K[X] = P teilt Q1 oder Q2 in K[X],
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0.E gelte: P|Q; in K[X]
Schreibe: Q1 = TP, T € K[X]. Sei a € R mit T’ := oT € R[X], dann gilt:
a@Q, =T'P in R[X]

Ist w € R Primfaktor von a, so folgt u|T’, denn P primitiv (Gau$i-Lemma )
Nach Kiirzen der Primfaktoren diirfen wir also ¢ € R* annehmen. (= T € R[X])
= P teilt Q1 in R[X].

11.19 Korollar:

K[X1,....Xn], Z[ X1, ..., X,] sind faktoriell. Aber dies sind keine HIR fiir n > 1, bzw.n > 0!
fir n > 1ist K[X71, ..., X,,]/(f) nie ein Kérper. man braucht mindestens K [X7y, ..., X,,]/I und I hat
mind. n Erzeuger

12 Irreduzibilitdtskriterien fiir Polynome

In der Koérpertheorie werden wir vor allem Korper der Form

QX1/ )

untersuchen. Nach Lemma 11.13 gilt das dies ist ein Korper gdw f € Q[X] irreduzibel ist.
Es ist daher wichtig, Irreduzibilitétskriterien fiir Polynome zu kennen.

12.1 Korollar zu Satz 11.16
Sei R faktoriell, K = Quot(R), f € R[X] primitives Polynom, dann gilt:

f € R[X] irreduzibel & f € K[X] irreduzibel

Bemerkung

- Dies ist eine wichtige Aussage, also sollte man sich den Beweis nochmal klar machen! Der ent-
scheidende Punkt dabei ist das GauB-Lemma .

- Fir f € Z[X] ist die Irreduzibilitidt iber Z einfacher zu verifizieren als iiber Q, wie wir sehen
werden.

12.2 Kriterium I (Methode der unbestimmten Koeffizienten)
Sei f € R[X], R Integrit”atsbereich. Setzte an:
f= (b() +0 X+ ...+ mem) . (CO +c X +...+ Can)

mit n,m > 1, m+n =deg(f), (m <n). Finde b;, ¢;?
Zeige dann die UnloBbarkeit des entstehenden GLS in den b;, ¢;

Beispiel: f= X%+ X2+2X +1 € Z[X]. die einzige Moglichkeit ist m = 1,n = 2.
Ansatz:

(X3 4+ X2 42X +1) = (bg +b1X) - (co + 1 X + c2X?)
= b()CO + (b001 + blco)X + (bng + blcl)XQ + b1€2X3

b102=1:>b1::|:1,62i1 o.E b1:1:CQ (biH—bi,CjH—Cj)
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Passiert stets falls f normiert. Das Ubrige GLS:

c1+bg=1 (I)
Co+b001:2 (II)
bocog =1 (III):>Z)0::|:1

Fall 1: bg =1 (I:I>I) co=1 (:I>) ¢1 = 0 Widerspruch zu (1)

Fall 2: bg = —1 = ¢g = —1, ¢; = 2 Widerspruch zu (IT)

Also nicht l6sbar!

12.3 Abspaltung von Linearfaktoren

Fiir m =1 ist die folgende Beobachtung niitzlich:

Satz: Sei R ein faktorieller Ring, k = Quot(R) und f = > a;X* € R[X], n = deg(f). Seien
a, B € R teilerfremd, dann gilt:

a/B ist eine Nullstelle von f in K[X] < (X — a)|f in R[X].

Ferner gilt dann: Sla,, a|ag. Kein Beweis, aber einfach nachrechnen.

Beispiel:

a) Sei wieder f = X3+ X% +2X + 1 € Z[X]
Die moglichen «, 8 sind dann: g = +1,a = +1
dha/g=+1: f(1)=5#0, f(-1)=-1#0

b) f=2X3—-11X +5 € Z[X]
B=1,42, a==+1,45 = o/f € {+l,+£3 £5 +£2}
Nachrechnen ergibt:
fla/B) #0

also f irreduzibel

Beweis 12.3:
7 <=7 okay
7 =7 : Teilen mit Rest in K[X]: f(8X —«a) ¢+ r mit deg(r) =0 oder r=0d.h r € K.
Daraus folgt:
0=f(a/B8)=0-q+r=r=0

Argumentiere mit dem Gaufi-Lemma wie in Satz 11.16, um mit ¢ € R[X] zu zeigen.
a, B teilerfremd = X — « primitiv

O

Bemerkung: Wenn man bei diesem Verfahren herausfindet das f reduziebel ist erhélt man auch
gleich die Zerlegung. Weiter ist 12.3 eine Hilfe um das Kriterium schneller zu verifizieren.

12.4 Kriterium IT (Reduktion modulo eines Primideals)

Ist R Integrit”atsbereich, f € R[X] und I C R Primideal mit f € (R/;)[X] irreduzibel und

deg(f) = deg(f) (also hochster Koeffizient liegt nicht in I), so ist auch f irreduzibel:
Sei f = gh Zerlegung in R[X] mit deg(g), deg(h) > 0, dann folgt:

= [ = gh und deg(f) = deg(f) = deg(g) = deg(g) > 0,deg(h) = deg(h) > 0

besonders niitzlich in Verbindung mit Kriterium I fiir f, falls R/; endlich.
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Beispiel:
Sei f=X5+X2+1¢€Z[X]

Betrachte mod 2: f hat keine Nullstellen (also kein Linearfak abspaltbar):
1+414+1#0mod2 , 040410 mod 2
Demnach f = gh nichttrivial und
deg(g) < deg(h) = deg(g) = 2,deg(h) =3

Polynome vom Grad 2 iiber Fy = Z/5:
X2=X X, X2+1=(X+1)2 X2+ X = X(X +1) irreduzibel, X2 + X + 1 irreduzibel.
Aber X2+ X + 14X+ X2 +1:

(X°+X%24+1): (X24+X+1)= X3+ X%+ Restl

12.5 Kriterium IIT (Eisensteinkriterium)

Satz: Sei R faktoriell und f = Y a;X° € R[X] primitiv und n = ged(f) > 1. Es gebe ein
Primelement u € R, so dass:

i) ula; fir i =0,...,n — 1 [f primitiv = u { a,]
i) u?1ag
Dann ist f irreduzibel und heiffit dann Eisensteinpolynom.

Beweis:
Angenommen f = gh mit:

g=by+..+b6,X" , h=co+..+c;X°,r,5s>0
wobei b; = Oflir 2 > r und ¢; =0 fiir j > s

u prim

Da u|ap und ag = byco = u|bp oder u|cyg sagen wir u|bg
auf3-Lemma
=

Da f primitiv ¢ g, h primitiv = 3k : u { bg. Sei k minimal mit dieser Eigenschaft
ut be(= ulbi,i =0,....k—1)

Betrachte
ar = bocg + bicg—1 + ... + brco
(k<r<n) wulag und ulbjcy fir i =0,....k—1

Daraus folgt u|bgco.

aber u { by, also u|co = u?|ag = bocog Widerspruch.

12.6 Beispiele:

a) f=X*+6X3+2X%+2 € Z[X] setzte u =2

b) a € Z sei kein Quadrat, dann sind X" + a, X" = a irreduzibel.

f irrdeuzibel in einem Ring, dann auch in einem Isomorphen. Also suchen wir einen geeigneten in
dem wir das Kriterium anwenden kénnen

12.7 Bemerkung zum Eisensteinkriterium

Manchmal hilft eine Substitution X — X + A\, A € R um die Anwendbarkeit des Eisensteinkriteri-
ums zu erreichen: Klassisches Beispiel: p—tes Kreisteilungspolynom

f=(XP-1)/(X-1)=1+X+..+XP"  pprim

Betrachte f(X +1) = (X +1)P - 1)/X = zp; X =)+ G)X +..+()x7 !
k=1

Hier ist das Eisensteinkriterium anwendbar fiir u = p, dies zeigt: f irreduzibel!
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13 Symmetrische Polynome

13.1 Definition:

Wirkt eine Gruppe G auf einem Ring R durch Ringhomomorphismen (d.h. ® : G — Aut(R)
Gruppenhom.), dann heift die Fixpunktmenge R := {r € R | g.r = r¥g € G} der Invariantenring
der G—Wirkung (R® ist wirklich ein Ring]).

13.2 Beispiel:

Klassifikation der Wirkung von G = Z/5 auf R := K[X] mit einem Koérper K

a) triviale Wirkung RY = R

b) sei 7 € G\{e} das nicht triviale Element (7 # e, 72 = e). Sei weiter

D0 (X) ==X, o7(Y)=-Y
dann ist: o o o
(I)T(Z ainZYJ) = Z(*l)hLJai]‘Xle
—_——
f
(= ©,.(f) = f © a;; =0 fir alle 4, j mit ¢ + j ungerade)
feRE
Damit 4Bt sich jedes Monom in R® als Produkt schreiben:

X2y?(yX)l  abec>0

Uw— X2
~ Definiere Ringhom K[U,V, W] % RS via { V — Y2
W — XY

Behauptung ¢ induziert einen Ringisomorphismus:
¢ K[U,V,W]/wy-w2 = RY

Beweis:

z.z.. (UV —W?) = ker(¢):

7 C” klar

727 K[U,V,W]/(wv-w=) hat eine lineare k—Basis

UV, UVPW | a,b > 0)

Die von ¢ auf (X20Y?20 x2a+1y2b+1 | ¢ p > () abgebildet wird. Dies ist Basis von RY. Daraus

folgt ker(y) = 0 und damit ker(y) = (UV — W?)

c) .(X)=Y,2.(Y) =X fiir 7 € G\{e}
o
f = ZainZY] € RG & Qi = Qj;
0,J

f heiBt symmetrisch ~» Def 13
Bemerkung
e lineare Wirkung, ist eine Wirkung die Linear auf den Koordinaten Wirkt

e Allgemeiner gilt fiir jede Lineare G—Wirkung auf K", dass K[Xi, ..., X,,]¢ ein Quotient eines
Polynomrings iiber K ist (= K—Algebra)

e Minimale Erzeugendensysteme von R sind nicht eindeutig!
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13.3 Definition: Symmetrische Polynome

Wirke die Permutationsgruppe S,, auf dem Ring R[X7, ..., X,;] durch Permutation der Variablen:

E ) oy i ._E ) 2! i
0. Wiy yin X1y ey Xyt 1= Wiy in Kl s oos Xy

Yo € 8S,.
R[X1, ..., X,;]°" heiBt Ring der symmetrischen Polynome.

13.4 Familien symmetrischer Polynome

a) Das d—te elementarsymmetrische Polynom sq € R[X1, ..., X,,]":

S1 :X1+X2++Xn
S92 :X1X2+X1X3++X1Xn+X2X3—|—
allgemein:

Sq — Z X“de

1<ii<...<iq

b) Das d—te totalsymmetrische Polynom t4:

td: Z X“de

1< <...<iq

Also:
i =5

to :SQ+ZX12

=1

etc.

¢) Das d—te Newtonpolynom

N, = ixid
=1

Bemerkung

1) All diese Polynome sg4,tq, Ng sind homogen, d.h. alle Monome des Polynoms haben gleichen
Grad.

2) Jede dieser Familien erzeugt Q[Xj, ..., X,,]°! d.h.

! !
Qls1, ..., 8n] = Qlt1, .., tn] = Q[N1, ..., Ny,]
und der néchste Satz sagt noch aus, dass:

Q[s1, ..., sn] 'Z° Q[X1, ..., Xpn]®"

13.5 Hauptsatz iiber Symmetrische Polynome
Sei R ein Ring, dann ist ® mit:
®: R[YL,...Y,] S RIXy, ..., X%, Yy Sa(X1,..., Xp)

ist ein Isomorphismus.
Beweis: folgt noch



Seite: 53

13.6 Zum Beweis

Zum Beweis benotigen wir den Begriff der Ordnung auf Monomen. Definiere lexigraphische Ordnung
auf Monomen durch:

XX > XX

genau dann wenn fiir das kleinste k mit iy # ji gilt i > ji
zum Beispiel:
XPX5 > X7 X310 = X x9x30

Eigenschaften:
1) Jede fallende Folge von Monomen ist endlich.

2) Ordnung ist vertriglich mit der Multiplikation.

Definition: Das Leitmonom LM( > oarXx?
IEeNn

) B {maa:{XI lar # 0} falls 37: Ay #£0

0 ,sonst

13.7 Beweis von 13.5
1) ® ist injektiv:

LM(S}*....Si) = LM(Sy)"....LM(S,,)"
= X (X1 X9)2 - (X1 X))
_ X{1+---+in 'X;2+~--+in . 'Xin

= LMSH=LM(S))=I=J
also genau dann wenn:
W4 +ip = j1+ ...+ Jjn

in = Jn

0 (5 arS!) = man (XXX, £0)
IeNn

= (X aTT #0= Y a;S" #0), also ® injektiv

2) @ ist surjektiv:

Sei f =3 arX! symmetrisch, dann ist:
LM(f) = X{*..Xj» mit j; > jo > ... > j, (da f symmetrisch)
= X{I_b (X1 Xo)72708, (X7...X, )
= LM(S3792) . LM(S32 9. . LM (Sir)
= LM(f — ag,...i, ST 77%...8i") < LM(f)
= Fertig durch Induktion nach LM —Ordnung.

Die Diskriminante
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13.8 13.8 Beispiele (zur Entwicklung symmetrischer Polynome in die S; via LM)

a) Ay = (Xl — X2)2 = X12 —2X1X5 +X22
LM(Ay) = X7 = LM(s?) (s1 = X1+ Xo)
= AQ — S% = —4X1 Xy = —4s9
= AQ = S% — 459

b) Az= ] (Xi—Xj)
i#3,j€3

= —(X1 = X2)% - (X2 — X3)*(X1 — X3)?

= 483 + 2753 — 18515253 + 45753 — 5753

13.9 13.9 Definition:

a) Wir definieren die Diskriminante D,, (in n Variablen) durch:

H (Xi — X;) = (_1)(;) H(X1 - Xj)2 =: D,(81,..,8n)

1#ji6,J€n 1<j
b) Die Diskriminante von
f=X"+a X" ' +..+a, € R[X]
ist D, (f) := Dp(aq,...,an)

Bemerkung: (zu 13.9) Eigenschafte von D, (f) :
Zerfallt f in Linearfaktoren

F=1]x+M)

i=1
Dann folgt: a, = sq(A1, ..., An) Vd € {0,...,n} und damit

Du(f) =T =) (%)

i#]
13.10 Mehrfache Nullstellen

Aus (*) erhalten wir das folgende Korollar:

o4

Korollar: Sei R ein Integrit” atsbereichund f € R[T] zerfalle in einen Oberring S von R (R < 5),

also R ins Unterring von S, dann gilt:

f hat mehrfache Nullstelle < D,,(f) =0
Bemerkung Ein solches S gibt es immer (siche Kapitel 14)

13.11 Bemerkung
Eine Moglichkeit, mehrfache Nullstellen zu finden:
F=X=Ng=ffe(X;—N

~ bestimme ggT'(f, ') via euklidischem Algorithmus.
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3 III Korper

Jeder nichttriviale Ringhomomorphismus ¢ : K — L zwischen zwei Korpern K und L ist injektiv,
da {0} das einzige echte Ideal von K ist.
Daraus folgt: i ist eine Inklusion und heifit Kérpererweiterung von K, notiert als L/K

14 14 Algebraische Korpererweiterungen
14.1 Definition:

Ist L/K eine Koérpererweiterung und ag,...,a, € L, so bezeichnet K(a,...,a,) den kleinsten
Unterkorper von L der K und aq, ...a, enthélt.
L heifit endlich erzeugt, falls L = K(ay, ..., ay,) fiir Erzeuger oy, ..., € L

Bemerkung: VORSICHT!:

K(X) := Quot(K[X]) muss unterschieden werden von dem durch X und K in Quot(K[X]) er-
zeugten Unterkorper.

Zur Klarheit benutze kleine Buchstaben fiir Elemente einer Korpererweiterung und grofle fiir un-
abhéngige Variablen.

14.2
Sei L/ K Korpererweiterung. Definiere:

a) [L: K] :=dimg (L) heiit Grad von L/K (L ist K-Vektorraum)
L/K heifit endlich, falls [L : K] endlich

b) degi(a) := [K(a) : K] heifit Grad von o € L iiber K
Bemerkung (zu b) « heifit algebraisch iiber K, falls degx (o) < oo, andernfalls transzendent.

Beispiele:
o [C:R] =dimp(C)=2  (R—Basis (1,i) = i algebraisch)
. [Q(V2): Q] =2 (Q-Basis (1, v2)

o [R:Q] =00 da Q" abzshlbar aber R nicht
o [K(X):K]=o0

14.3 Charakterisierung algebraischer Elemente
Satz: Sei L/K eine Korpererweiterung. Fiir a € L\ K sind dquivalent:

1. « ist algebraisch iiber K

2. 3f € K[X] mit f(a)=0

3. Es existiert ein Zwischenkérper L', mit K C L' C Lmita € L, [L': K] < o0
Beweis:

1) = 2) dimg(K(a)) < 00
= dn € N, so dass die Potenzen 1 = oY, ..., ™ iiber K linear abhiingig sind , d.h.

3¢, oy ¢ € K\{0} mit cg +c1a’ + ... + c,a™ =0

= setze:
fi=e, X"+ ..+ X+

dann ist f(a) =0
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2) =3) o.E. sei f irreduzibel in K[X], dann gilt: (f) ist maximal, da K[X] HIR. Nach 11.13 folgt
dann: L' := K[X]/(y) ist ein Kérper.

Behauptung: N
K[X]/(f)*)K(OL), X—a

ist Isomorphismus.

Beweis:

Sei g(a) =0

= (f,9) = (h), da K[X] HIR
= hlf,g

= 0o.E. h = f, da f irreduzibel. /
3)=1) Aus K(o) C L' = [K(a) : K] <[/ : K] <

14.4 Das Minimalpolynom

Sei L/K Korpererweiterung und « € L algebraisch iiber K. Sei d € N die kleinste Zahl, so dass
(a?,...,a?) linear abhiingig sind. Dann folgt:

Jeg, g1 €K ot +eg1av + 4+ =0
Definition: Irr(a, K) := X% +cq_1 X9 + ... + ¢ heiit Minimalpolynom von « iiber K wdh:

K C Loder L/K, a € L heifit alagebraisch & 3 f € K[T]: f(a) =0¢€ L.
Grad von L/K:

[L: K] :=dimg(L)
die anderen Elemente heiflen transzendent (z.B. e eulersche Zahl, ).
Weiter hatten wir, dass « algebraisch < [K(«) : K] < 0o
Minimalpolynom:
gegeben L/K, « € L algebraisch iiber K. dann sei:

Irr(a, K) := das normierte Polynom f # 0 kleinsten Grades mit f(«) =0

14.5 14.5 Eigenschaften des Minimalpolynoms Irr(«, K)
Satz:
a) Irr(a, K) ist irreduzibel
b) f e K[T]\{0}, f(a)=0= Irr(a, K)|f
c) degr(a)(:= [K(a) : K]) = deglrr(a, K) =:d und 1, a, a2, ..., a?"! ist eine K —Basis von K ()
d) K[T]/(Irr(a, K)) = K(a), g+ g(a) ist ein Isomorphismus
Beweis:
a) Irr(a, K) =g-h = g(a) =0 oder h(a) =0

degITT(%K) min deg(h) = 0 oder deg(g) =0

b),d) wie im Beweis von Satz 14.3 (2)=(3):
L/K.acL, feK[T),f(a)Z0
=3L: KCcL CL,L':K]<o0o, acl

c) K[T/(Irr(a, K)) ~ K(a):

Irr(a, K) =T+ ;T 4 cg= ot = (o™ 4. 4 ¢q)

d

Demnach: 1, o, a2, ..., a¢ erzeugt K () und sind linear unabhiingig/K nach Def von Irr(a, K)

O
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Bemerkung;:

- Umgekehrt tritt jedes irreduzible f € K[T] als Minimalpolynom eines Elementes o € L auf, mit
L/K eine Kérpererweiterung, nédmlich von o := T in L := K[T'/y).

- zu ¢): setze f := Irr(a, K), dann stimmt die folgerung genau dann wenn f(a) =0

14.6 14.6 Multiplikativitit der Grades
Satz: Fir K C L C M Korper gilt:
M K] =[M:L)-[L: K]
Hy < Hy<G=|[G:H|=[G: Hy] [Hz2: Hy]
Beweis 14.6:
[M: K] =00 [M:L]=ocoder [L:K]=00,/
Sei also: W1y -y b € M Basis von M als L—VR und
A1, ..., As € L Basis von L als K—VR.

Wir zeigen:
fiA; ist eine Basis von M als K—VR, wobei ¢ =1,...,7, j=1,..,s

Erzeugendensystem:
L=K- -\ +..+ K-\ und damit:
M =Ly +....+ Ly,
=(K- M+ ...+ K- X1+ . (K- A+ o+ K- X)) pr :ZK)\”L]'

1,J

Lineare Unabhéngigkeit:

Zozij)\iuj = 0 mit QG5 € K.
3

Dies ist aber gerade:
,

(Z az‘j)\i) 2
j=1 \i=1
Da g unabhéngig/L = Vj : > a;;A; =0

i=1
A; unabhéngig/K = Vi,j: a;; =0

14.7 Definition:

Eine Korpererweiterung L/K heifit algebraisch, falls jedes « € L algebraisch ist.

Korollar zu S.14.6 Endliche Koérpererweiterungen L/K sind algebraisch und es gilt Vo € L:
degr ()|[L : K]

Beweis:
a€L,dann K C K(a) C Lund [L: K] =[L: K(o)] - degk ()

Beispiel von L/K algebraisch mit [L : K] = oo:
K(V2) c K(V2,V3) C ... C K(..... /D)

setze:

L= |J E(/p1 . vpr)

P1;---sPr
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14.8 Satz

1) Jede endlich erzeugte, algebraische Korpererweiterung ist endlich (algebraisch wichtig, vgl.
K(T) = Quot(K|[T]) tiberabzéhlbar wenn K unendlich)

2) Fiir L/ K Korpererweiterung ist
{a € L | o algebraisch } C L Unterkérper
(und ist algebraische Korpererweiterung von K).
3) Seien K C L C M Korper mit M/L, L/K algebraisch, so ist auch M /K algebraisch.

Beweis:

1) Fiir L = K(ay, ..., ap) betrachte K C K(ay) C K(ag,a3) C ... C K(aq,...,an) = L
mn

14,6
= [L:K]= Hl degr(ar,....an) (i) < 00
1=

<degka;

2) z.z.: a, B algebr./K = a — 3, «af~! algebraisch/K korrekt, denn:

a—Baf e [K(o,B): K] = [K(a,B): K(a)] -[K(a): K] <o

=degg (a)B<degr B<oo <oo

3) Sei o € M. z.z. o ist algeb/K:
d .
M/L algeb. =3 f=> ;X" pBieL: fla)=0eM
i=0
Insbesondere ist a auch algebraisch iiber K (B, ..., B4, d)
Fertig mit Korollar 14.7, denn K (a) C K (b, ..., Ba, d)

Turm endlicher Kérpererweiterung

Anwendung von (2):
Q:= {c € C| « algebraisch/Q} ist eine algebraische Kérpererweiterung von Q.
Q heifit algebraischer Abschluss von Q.

15 15 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Dieses Kapitel hdngen wir hinten an.
Es behandelt u.a. Quadratische Korpererweiterung

16 16 Endliche Korper

Ziel: zu jeder Primzahlpotenz ¢ = p" existiert ein bis auf Isomorphie eindeutiger Kérper mit ¢
Elementen.

Notation: F, oder GF(q) (”Galois field”)

Wir kennen schon: F, = (Z/,, +, )

16.1 Sei K* = (K\{0},")

Satz: Fiir einen beliebigen Korper K ist jede endliche Untergruppe G C K* zyklisch.

Beweis:

Wiére G nicht zyklisch, dann gibe es ein n < |G| mit " =1 fiir alle a € G. (siche Struktursatz
endlicher abelscher Gruppen, setze n = d,.)

= a € G ist Nullstelle von X™ —1. aber X™ —1 hat aber hochstens n Nullstellen, also Widerspruch

[[x-ax"-1

acG
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16.2

Satz

Sei K ein endlicher Koérper , char(K) = p. dann gilt:

1) ¢ = #K ist eine Primpotenz

2) K% ~ Z/(q,l)

3) Va € K\{0}:a9"! =1 (K =T, : kleiner Fermat)

Bemerkung:

1.

K ist ein F,—VR = K ~ F) = #K = p"

2. #K = ¢ — 1 udn K?® zyklisch nach Satz 16.1
3. ordgea||K*|=q—1
Wiederholung:

G C K*, G endlich = G zyklisch
|IK|=q=p",a€ K, a?!=1= «ist Nullstelle von X® — X

16.3 Satz
Fiir jede Primzahlpotenz g = p” existiert ein bis auf Isomorphie eindeutiger Kérper mit ¢ Elemen-
ten.
Beweis:
Schritt 1: Es existiert eine Kérpererweiterung L/F,, in der X? — X in Linearfaktoren zerfallt:
q
X1-X =][(X —ai) a;€LinL[X]
i=1
(Satz 16.4)
Schritt 2: K := {aq,...,aq} C L ist ein Kérper, denn K ist die Fixpunktmenge des Kérperautomor-
phismus
: L L x—af
(hier muss gelten: (z + y)9 SR y?, da char(L) =p, p|q
Schritt 3: #K = ¢, denn Vi # j : o; # a; (Lemma 16.5)
= Existenz /
Schritt 4: Eindeutigkeit: Sei K’ gegeben mit #K' = q.

Ist a € K\{0} Erzeuger von (K')* Satz (16.2), so gilt:
K' =F,(a) (e 1,a,0? ...,a? ' € Fy(a))

und P = Irr(Fp, o) ist ein F,—irreduzibler Faktor von X? — X vom Grad r.

(r ist der maximal mégliche Grad eines Fj, —irreduziblen Faktors von X? — X, siehe 16.7)

= Fy(a) = K ~ F,[X]/(P’) fir einen (jeden) F,—irreduziblen Faktor P von X7 — X mit
deg(P) =r.

Dies zeigt zunéchst, dass F,[X]/(P) ~ F,[X]/(P’) fiir verschiedene F,—irred. Faktoren P, P’
von X7 — X.
Fp[X]/(P) = Fp[X]/(P'), X X° 1<s<r

Demnach gilt auch K ~ K’ fiir jedes K, K’ mit #K = #K' =q .

Bemerkung: der Beweis war in der Vorlesung nicht ganz klar, also gut reflektieren!
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16.4 Zerfiallung

Wir haben im Beweis benutzt:

Satz: Zerfillung von Polynomen in Kérpererweiterungen

Zu P € K[X], K Korper, gibt es eine endliche Kérpererweiterung
t: K — L

so dass (P) € L|X] in Linearfaktoren zerfillt.
Beweis:

(¢ : K[X] — L[X] die induzierte Abbildung)

Mit Induktion nach deg(P) reicht es L so zu Konstruieren, dass 7(P) eine Nullstelle hat.
0.E. sei P irreduzibel, sonst fertig mit Induktionsvoraussetzung angewendet auf einen irreduziblen

Faktor.
L:=K[X]/(P), t: K—=L

60

Zur Klarheit ersetze die freie Variable X in K[X] durch T, und schreibe a := X (Restklasse von X in

K[X]/(P))-
¢ induziert 7 : K[T| — L[T].

U(P(T)) =tlan)T™ + ...+ t(ag) € L[T], wobei P = a, X™ + ... + ap mit a; € K.
I(P(T))(a) = t(an)X" + ...+ t(ag) = Restklasse von P in L = K[X]/(P)

erL
=0

16.5 Lemma:

In jeder Korpererweiterung L/F, hat X? — X nur einfache Nullstellen, wobei ¢ = p” fiir ein 7.

Beweis:
Fiir o € L Nullstelle von X9 — X gilt a? — o = 0, und damit:

XT— X = (X7~ a%) — (X —a) ""EPPN (X )i (X —a) =

16.6 Praktischer Umgang mit [,

(X —a)(X =)' = 1)

—_——
hat keine NST in «

O

q = p". Finde [F,, irreduziblen Teiler von X?— X, von maximalem Grad r. Dann gilt F, ~ F,[X]/(P)

und « := X ist ein Erzeuger vom Fy (Satz 16.7,3)

Beispiel: Betrachte das Polynom:

X8 X =XX-1)(X*+ X +1)(X3+ X?

+1)

Wihle P := X3 + X + 1 (alternativ P = X3 + X% +1). In K :=F[X]/(X? + X + 1) ~ Fg gilt:

P =a+l(eat+a+1=0)

Die Elemente von Fg:

exponentielle Schreibweise (<> F§ =< a >)

oder polynomiale Schreibweise: (Fg als Fo—VR mit Basis 1, o, a?)

0

0

,_.
I
Q

o

1

=

«

aQ

a+1

a2—|—a

ad+al=a+a+1

a®+1

QIR |R]R
=N o o W N

G ta=1
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Zerlegung von X® — X in Linearfaktoren, als Polynom iiber Fg:

X2+ X+1=(X—-a)(X —-a?)(X —a?)
X3+ X2+1=(X-0®)(X —ab (X —a'?) stimmt hier X??

Bedenke F ~ Z/; und o'? = o

Beobachtung:
Die Fg—irred. Faktoren von X®—X stehen in Bijektion zu den Bahnen des Frobenius-Automorphismus

F:Fg —Fg, a+~— a?

Bahnen:
{O}v {1}7 {0‘7 a2a a4}, {a37 0467 045}
16.7 Allgemein: Automorphismen von F, und F,—irred. Faktoren von X9 — X

Notation: ¢ = p”
F:F, =T, a+ a” der Frobeniusautomorphismus.
Aut(F,) = {® : F, — F, Isom. von Kérpern}

Satz:

1) IFp = F:;Ut

(FQ):{aEFq\al’:a}
2) Aut(F,) =< F >~1Z/, (< F > von F erzeugte Untergruppe)

3) Jeder Erzeuger a € Iy ist eine Nullstelle eines F,—irreduziblen Polynoms von Grad r (und
umgekehrt).

4) Jeder F,—irreduzible normierte Teiler von X7 — X hat die Form:

s—1 s—1

[Tx - Fita) =] (X —a¥)

=0 =0

fir o € Fy mit s = min{j | Fi(a) = a}.
Ferner gilt s|r.

5) X7 — X ist das Produkt aller F,—irred., normierten Polynome, deren Grad r teilt.

Nachtrag zu 16.3 (Beweis der Eindeutigkeit):
K Koérper mit #K =q=p" (= K* ~7Z/,-1)
Wir hatten gesehen:
Vae K, K* =<a>: Irr(F,,a) | X?— X, da deg(F,) =r
und damit :
Vae K, K" =<a> K ~F,[X]/1@,,q

Ferner X7 — X = [] (X — ay).
a; EK

Umgekehrt: g | X9 — X, g normiert. = Jay,,...,a;, 1 g = [[ (X —ay,)
p=1

K < F,[X]/(g) mit  — a,. gilt deg = 7 = ¢ ist Isomorphismus.

Seien g1, go Teiler mit deg(g;) = r = F,[X]/(¢91) ~ K ~F,[X]/(g2)

und ¢ - B [X]/(g2) = Fp[X]/(91)

Bemerkung: 1 explizit: g2 < a, g1 < o
FplX]/(g2) = Fp[X]/(91), X X'
Dies ist Wohldefiniert!

Beweis (zu 16):
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1) Sei ® € Aut(F,) = ®(1) = 1 = lg, = Ids,

. . Aut(Fq
Dies Zeigt: F,, C Ty (Fa)

Umgekehrt: a € ]FZ?M(IF‘Z) =a’=F(a)=a (F Frobenius)

= q ist Nullstelle von X? — X = [[ (X — X)
XEF,

=aclF,
4) Sei P ein [, irred., normierter Teiler von X? — X. X9 — X zerfillt iiber F, in Linearfaktoren
(Satz 16.3 Schritt 1)
= P zerfillt iiber F, in Linearfaktoren .
Sei a € F,, eine NST von P. Da F|F, = id gilt: F(P) = P und damit:
Vi P(F(a)) = F(P(a) = 0
Sei aq, ..., a5 die Bahn der Frobeniuswirkung durch «, d.h.
a1 =a, ag = F(a), ..., ajy1 = Flay) =af, ..., o = a3

Dann ist:

Q= [[(X — i) € Fg[X]
wendet man F' an erhélt man:

FQ)=Q=QeF,[X]
Q|P, Q,P normiert, P irred = Q = P
Ferner gilt: o =a=3t:q= (p*) =p* =a|r

5 Die Invarianz unter F' zeigt auch, dass fiir jede F'—Bahn a4, ..., o, in F; das Polynom
Q = H(X — ai)
i=1

Koeffizienten in F, hat und irreduzibel iiber F), ist.
Sei umgekehrt P € F,[X] irreduzibel, s = deg(P) | r, dann folgt:

FplX]/(p) = Fps ~{a €Fq | GPS:(L} CF,
= P zerfillt in F, in Linearfaktoren, = P | X9 — X.
3 Siehe Satz 16.3 Nachtrag

2 Sei ® € Aut(Fy). Seien a € F¥ ein Erzeuger und P = Irr(F,, ) mit deg = r.
= 3s: ®(a) = F*(a), denn P(P(a)) = ®(P(a)) = 0 und jede NST von P ist von der Form
F*(®(a)) (nach 4))
=Vn:®(a") = P(a)" = (F*(a)" = F*(a")
=& =1r"

16.8 16.8 Galoiskorrespondenz fiir endliche Kérper

Korollar: Sei ¢ = p". Dann ist

{Undergruppen von Aut(Fy) ~7Z/,} — { Zwischenkérper KF, C K C I,
1:13

{Teiler s von r}

<F*>=HwFl ={aeF,|a” = a} ist Bijektiv.

Beweis:

surjektiv: [F,: K] =t = K ~F,., s=r/t. >Vac K: a’ =a

= K=F H=<F*>~17/;

injektiv: s < s = Jda € Fy : a?” =a aber a”" #a
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Beispiel:

17 17. Zerfillungskorper - normale Ko6rpererweiterungen
17.1 Definition: Zerfiallungskérper

Sei K ein Korper und P € K[X] (nicht notwendiger weise irreduzibel!)
Ein Zerfallungskorper von P ist eine Kérpererweiterung L/ K mit:

(1) P zerfillt iiber L in Linearfaktoren:

(2) L=K(a,...,aq)

Bemerkung: Zerfiallungskorper existieren (nach Satz 16.4)

17.2 Beispiel:
1) C ist ein Zerfillungskorper von X2 + 1 € R[X]

2) Q(+/2) ist nicht Zerfillungskorper von X2 — 2 = Irr(Q, v/2) € Q[X], denn (X3 — 2)/ (x- 3
zerfallt nicht in Linearfaktoren iiber Q(+/2)
Bemerkung: Die anderen Nullstellen liegen in C\R

17.3 Eindeutigkeit von Zerfillungskérpern

Satz: Sei K ein Kérper und seinen L/K und L'/K Zerfillungskorper von einem Polynom P €
K[X], dann gibt es einen Isomorphismus

®:L— L mit ®|x=1d

Beweis:
Nach Vorbereitungen in 17.6

Bemerkung: es ist jetzt zwar gerechtfertigt von dem Zerfallungskorper zu reden, aber der Iso-
morphismus ¢ ist nur eindeutig bis auf Komposition mit Aut(L/K)={y : L — L |9 |x= Id}.
Beispiel:

17.4 17.4 Faktorisierung von Koérpererweiterungen
Motivation: Wollen K («;) und K («a;) aus 17.1 vergleichen.
Satz: Seien M/K und L/K Korpererweiterungen und sei @ € L ein primitives algebraisches

(iiber K) Element von L, d.h.:
L = K(a),degy (o) < oo. Dann gibt es eine kanonische Bijektion

Homy (L, M) £ {& € M | & ist NST von Irr(o, K)}

O:(p:L—>M)— pa)
(9(a) = g(@)) + a: ¥ mit g € K[X]
Notation:

Homyp(L,M) :={p: L — M| ¢ Hom, ¢|x = Id}
Beweis:
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U ist wohldefiniert: Sei g(a) = ¢’(«) = a ist NST von ¢’ — g
=Irr(o, K) | ¢ — g in K[X]

= (9" —9)(a) =0

= ¢'(a) = g(&). ersetze in letztem Bild K («) mit K[X].

Vo ® = Idyom,(L,m): ¢ ist der eindeutige Hom. L — M mit a — ¢(a) (L = K(a)!)

T(P(p)) = U(p(a)) tut dies auch

= U(P(p)) = ¢

DoV =1d;: ®(¥(a))0a
O

Beispiel: Kérperautomorphismen von Fy = Fp(a) = Fy[X]/(1rr(ar,)) Fp—irred. Teiler P von
X1-X deglz r,q=p"
a,aP,...,a”" " sind genau die NSt von (Irr(a,Fp)). (L =M =TF,)

17.5 17.5 Korollarl (Existenz von Kérpereinbettungen)

Sei L/K und M/K Korpererweiterungen, und [L : K| < co. Existieren dann aq,...,qa, € L s.d.
Irr(a;, K) iiber M in Linearfaktoren zerfallen, so existiert eine Einbettung

p:L— M, mity|g=Idg

Beweis:

Betrachte ”den Korperturm” L = K(aq,...,r) D a1,y @peq D ... D K(a7) D K und die Abbil-
dungen ¢; : K(ay,...,a;) = M.

Betrachte 8 € K (o, ...,q;), dann teilt:

Irr(B,K(aq,...,a;—1) | Irr(B, K) in K(aq,...,;—1)[X]

Insbesondere fiir 8 = ay.
Nach 17.4 gilt dann:
HomK(al,...,ai,l)(K(ala ceey Oéi), M) # @

da Hompg (ay,....a;_ ) (K (01, ..., a5), M) C Homp (K (o, ..., o), M)

17.6 (17.6) Beweis von 17.3

Haben
Nach Korollar 17.5 folgt es existiert ein ¢ : L — L’ 4 : L’ — L. Sind beides injektive Abb. endlich
dimensionaler K-VR’s = ¢, 1 sind Kérperautomorphismen.

O

17.7 (17.7) Bemerkung:

Korollar 1 und sein Beweis lehren auch:

Korollar 2: (Anzahl der Faktorisierungen) Fiir L/K eine endliche und M/K eine beliebige
Korpererweiterung gilt:
#Homg (L, M) <[L:K] (x)

Beweis.
Durch Induktion nach der Anzahl der Erzeuger von L/K (beide Seiten von (x) verhalten sich mul-
tiplikativ unter der Korpererw.) diirfen wir L = K («) annehmen.
Dann folgt nach 17.4, dass #Ham g (K (o), M) = #NST’en von Irr(a, K)in M < deg(Irr(a, K)) =
[K(«a) : K].

O
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17.8 17.8 Normale Koérpererweiterungen

Definition: Eine Korpererweiterung L/K heifit normal, wenn sie algebraisch ist und wenn fiir
jedes irreduzible P € K[X] gilt: q hat eine NST in L = P zerfiillt in L[X] in Linearfaktoren.

Beispiel:

Q(+/2) ist normal (siehe 17.9), aber Q(+/2) ist nicht normal:

P = X3 — 2 hat in Q(3/2) eine Nullstelle, die anderen beiden NST’en liegen jedoch in C\R C
C\Q(+/2). (siehe auch Bsp. 17.2)

17.9 17.9 Charakterisierung endlicher, normaler Erweiterungen
Satz: Fiir eine endliche Korpererweiterung sind dquivalent:

1) L/K ist normal

2) L/K ist Zerféllungskorper eines Polynoms

3) Sind ¢, : L — M zwei Einbettungen iiber K (p, ¢ € Homg (L, M)) in eine Korpererweiterung
M/K | so gilt dass die Bilder gleich sind, also

Beispiel zu (3): ¢: \3@ V2
Vi V2o (V2 (=
und ¢ - /2 = @ ist NST von Irr(¥/2,Q) = X3 — 2
also (L) # (L)

Beweis von 17.9

(1)=(2) L=K(aq,...,qr), L normal = L ist Zerfillungsksrper von [] Irr(a;, K)
i=1

(2)=(3) @(L),¥(L) C M werden erzeugt iiber K von den Nullstellen von P in M.
= (L) = ¢(L).

(3)=(1) Sei L = K(ay,...,a,) und P € K[X] irreduzibel habe eine NST /5 € L.
(ist P normiert = P = Irr(f, K))
Sei M/L so, dass Irr(a;, K) und Irr(f3, K) in Linearfaktoren zerfillt fiir i = 1, ..., r.
Wir zeigen: Fiir jede Nullstelle 8 € M von P gibt es ¢ € Homg (L, M) mit ' € o(L). (**)
Dann folgt: (3) = Vo € Homg (L, M) : (L) = L C M also insbesondere 3’ € L Beweis von
(**): mit Satz 17.4 sehen wir 3 Hom. K(8) - M, [+~ J.
Nach Satz 17.5 lésst sich erweitern zu L = K(a1,...,a,) = M. mit K(8) C K(a1,..., o)
folgt die Aussage.
O

17.10 17.10 Komposition normaler Erweiterungen

Satz: Sind L/K,L’'/K normale (endliche) Kérpererweiterungen, so gibt es einen bis auf Isomor-
phie eindeutige Oberkérper M von L, L' mit:

M=LL={) abi|a€LbeL}
endlich

Ferner respektiert jeder solche Isomorphismus die Inklusionen LN L' € M und M/K,(LNL")/K
sind normal Beweis:

L sei der Zerfallungskérper von P € K[X] und L’ der von P’ € K[X] (P, P’ sind nicht eindeutig!
dies ist aber irrelevant)

Existenz:

Setze M := Zerfallungskérper von PP’
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Eindeutigkeit und Normalitét:

(Satz 17.9,(3)) Seien 1,19 : M — N Einbettungen iiber K und = LL', dann gilt:
1(L) = ¢2(L) und ¢1(L') = 1p2(L') (da L/K, L'/ K normal).

= Y1(M) = ¢1(LL) = 1 (L)1 (L) == ¢2(L)1p2(L') = P2(LL') = tho(M).

=S M/K ist normal.

Wenn N == ¢1(L)11(L’) wende diese Argumente an, das gibt die Eindeutigkeit.
(LN L")/ K normal nach Definition von Normalitét.

O

Bemerkung: Der Satz ist auch richtig fiir unendliche Erweiterungen, wir zeigen aber ihn aber
nur fiir endliche.
17.11 17.11 Bemerkung

a) Sein M/L und L/K normal, so braucht M /K nicht normal zu sein.
Bsp.: Q € Q(v2) € Q(v2)
b) Umgekehrt gilt aber: K C L € M und M/K normal, dann ist M /L auch normal.
Beweis:
M /K normal

Jede Einbettung ¢ : M — N iiber L ist auch eine Einbettung iiber K = e(M) C N
eindeutig.

18 18. Galoiserweiterungen

Wir verallgemeinern nun das bei endlichen Korpern beobachtete Bild und betrachten Koérperer-
weiterungen L/K, so dass G C Aut(L) Untergruppe existiert mit:

e K =1LC
e |G|=[L:K]

e Vo € L operiert G transitiv auf den NST’en von Irr(a, K) <: T (X- ﬁ))
BEG.«

18.1 Definition:
Fiir L/K eine Korpererweiterung heifit :
Aut(L/K) :={® € Aut(L) | ®|x = Idy}

Automorphismengruppe (oder Galoisgruppe) von L iiber K.
Alternativ: (Autk (L), Gal(L/K),G(L/K)

Beispiel: ¢ =p®,r > 1, dann ist Aut(Fy/F,) ~Z/, erzeugt von F* : Fyr — Fyr, a+— al
18.2 18.2 Bemerkung;
Korollar 17.7 iiber die Anzahl der Einbettungen L — M mit M = L zeigt:

Aut(L/K)| < [L: K]

18.3 Satz/ Definition:

Eine endliche Korpererweiterung L/K heifit Galoisch (oder Galoiserweiterung) mit der Galoisgrup-
pe

G := Aut(L/K)

falls eine der drei folgenden, dquivalenten Bedingungen gilt:
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1. K=1L¢
2. |G| =[L: K]
3. Ya € L zerféllt Irr(a, K) in L in paarweise verschiedene Linearfaktoren (” L/K seperabel”)

Beweis:
() 18.2
(2)=(1): |G|=[L:K]>[L:L% > |G|= K =L¢
( (*) betrachte Korperturm: L — L¢ — K).
(1) = (3): f:= [] (X —B)ist G—invariant = f € LY[X]. Mit (1) = K = LY folgt dann f € K[X]

BEG.a
Ferner f(a) =0 = Irr(a, K) | f und da f normiert, irreduzibel folgt f = Irr(a, K)

= Irr(o, K) zerféllt in paarw. verschiedene Linearfaktoren. (3) = (2) am Dienstag.

Verbesserugn von Satz 16.7 (3)

F, gegeben mit ¢ = p7'|F;” =< a >= « ist Nullstelle eines F,—irred. Polynoms vom grad r.
Dies gilt aber nicht umgekehrt!:

Beispiel:

q=9(p=3r=2)

F3—irreduzible Polynome von grad 2:

f=X24+1, X2 4+X -1, X?-X -1

Fo = F3[X]/ (), F3 = {~1,0,1}

f=X24+1 a=X,X2=-1,-X,-X?
also ist:
OTd]Fg =4

f=X2-X-1

a=X, X?=X+1,X>=X’4X=-X+1,-X?>+X=-1,-X,-X-1,-X?-X,1
also ist:
Odengg

Erklarung:

F-Bahnen, F :a ~ a®

{1}, {a, a®}, {a?, a5}, {a?}, {a®, a"} und es gilt: a = o, +a? = a'®
Dann gilt: {a®, a7}, {a, a3} erzeugen FE

aber {a?,al} erzeugt nicht FE

Z)g:<m>~7/q< ggT(m,d) =1
X% +1 & {a? a5}

In 16.6: Wihle solche f, die zu f—Bahnen gehoren, die aus Erzeugern von Fy bestehen.
= Fy = F,[X]/(s), dann in der Tat:

T __
Fq—<x>

18.4 18.7

Es sei L = Zerfillungskorper von X4 — 2 € Q[X]. G = Aut(L/K),a = v/2.
Betrachte den Automorphismus:

TIZW—Z, ara,, 1+ —1
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Q(a) — L<T>
L/Q Galoisch 2" L/Q(i) Galoisch , [L : Q(i)] = 4
= Jo € Aut(L/K) : o(a) = i, dann ist:

a—la
Cla— o
T —a— —ia

—iQa =«

= ord(c) =4 = Aut(L/Q(i)) =< o >

Td<o>=><1t>N<o>={e}CG=G=<71,0>
Es gilt:

To =017

= (G ist semidirektes Produkt: G ~ Dy

022Z/s—G—7Z/3—0
und G <Z/4 +» L/Q(i) Galoisch

_ 2 3 2 3
G ={e,0,0°0°,7,07,0°T,0°T}

Untergruppen:

Korper:

davon normale Untergruppen:
alle vom Index 2:

< 0?1 >+ Q(a?)/Q Galoisch
< o > <> Q(i)/Q Galoisch
< o?01 > & Q(ia?)
< o? > ist normal: 70?77t = 072777 = 02 & Q(a?,4)
nicht nomal sind < 7 >, < o2 > sind nicht normal:

<T7T>< olr>o<r>0 t=<or07! >=<o’r >

1

<O’T>,<O’3T>:T<O'T>T7 =.=<0T>

19 19 Kreisteilungstheorie:

Zerfillungskorper von X™ — 1 = Q(¢), ¢n € C prim. n-te Einheitswurzel.
Irr(¢,, Q) =: @, die n—te Kreisteilungspolynom.

®, = 1T (X —0), X" —1]] ®a
d

ord¢=n (€U(1)CC

Satz: Aut(Q((n)/Q) ~(Z/,)* :=={m € {1,..,n — 1}|ggT (m,n) = 1}

20 Radikalerweiterungen

Fiir Polynome vom Grad< 4 lassen sich Nullstellen durch Wurzeln darstellen:
deg = 2:

b+ Vb2 —4
f:ax2+bx+c:>x:Tac

deg = 3:

fwad+pr4+qg=z= sl —

68



Seite: 69

Geschichtliches:
1530 Tartaglia fiir A > 0
1545 Cardano allgemein = C
1540 deg = 4Ferrari

deg = 5: allgemein unmoglich, bewiesen von Ruffini 1799, oder Abel 1826

21 20.1

Definition:

a) L/K heifit Radikalerweiterung, falls L aus K durch sukzessive Adjunktion von Wurzeln aus K
entsteh. D.h. L = K (o, ..., o) und Vidm,; € N mit: o" € K(aq,...05-1)

b) M/K Koérpererweiterung, so heifit « € M durch Radikale darstellbar iiber K, falls K(«a)/K
Radikalerweiterung ist.

Das néchste Zeil ist die Verbindung zwischen den Radikalerweiterungen und der Gruppentheo-
rie.
21.1 20.2 Zyklische Erweiterungen

Definition: Eine Galios-Erweiterung L/K heifit zyklisch, falls Aut(L/K) eien zyklische Gruppe
ist.

Satz: Sei K ein Korepr, char(K) = 0 und K enthalte alle n—ten Einheitswurzeln (X™ — 1
zerfillt), n > 2, dann gilt:

1) Das Adjungieren einer n—ten Wurzel eines Elements in K liefert eine zyklische Erweiterung
L/K mit [L: K]n

2) Jede zyklische Erweiterung von k mit [L : K]|n entsteht auf diese Weise
Beweis:
1. Situation: L = K(«o)/K, " =:a € K,G := Aut(K(a)/K).
K(a)/K ist Galoisch, denn:
X" —a= J[(X-C¢a) pmi={CEK|("=1}C K*
CEpin
Betrachte die Injektion:
©: G = i, 0 o(a)/a d.h. o(a) = ¢(0) - a

 ist ein Hom. von Gruppen:

(000)(@) = 0o(p(d) - @) = p(o’) - (o) - a = (o 00") = p(0) - (o)
= G ist Untergruppe von p, = G zyKklisch, [L : K] = |G| teilt n.

2. Sei L/K zyklisch, [L: K] =n, Aut(L/K) =<0 >~17Z/,
Betrachte L als K—VR: Eo : L — L ist K—linear, o2 = id.
Lineare Algebra = H := EW (o) C pin:

v#£0"
cw)= =0"w)=A"v A =1
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H C p, ist Untergruppe:
Sei A\ Eigenwert mit Eigenvektor v, und A Eigenwert mit Eigenvektor v’, dann folgt:

a(wv' ) =(AN) - (v')
eL
H = py:
d:=|H|, so hat 7 := ¢ nur Eigenwerte 1 und es gilt
i =¢" =1d
und mit der Jordennormalform im Zfkp von y, folgt: T =Id=d=mn
= Jv EV von ¢ mit Eigenwert ¢, prim. n—te EWrzl: u,, =< { >

Behauptung « := v ist eine n—te Wurzel, die L erzeugt:

o ist EV zum Eigenwert ¢* = 1,a,a?,...,a™ ! sind linear unabhingig iiber K.
ol =¢"a"=a"=a"eK

Demnach K C K(a) C Lund [K(a) : K]=n=[L: K|=L=K(a)

21.2 20.3 Korollar

K Korper, char(K) =0, K enthalte alle p—ten Einheitswurzeln , p prim., dann gilt:
L/K Galoiserweiterung mti [L : K] =p < L = K(¥/a),a € K\K?
Beweis:
G = Aut(L/K) |G| = p = G zyklisch
O
Sei K 3 (, ¢ prim n-te Einheitswurzel. L/K zyklisch mit [L : K]jn & L = K(a),a" € K

21.3 20.4 Auflésbare Gruppen
Erinnerung: Kompositionsreihe von G:

mit G;_1 < G; und Gi/Gi—l isteinfach (<=> r maximal )
(d.h. hat keine nichttriv. normalen Untergruppen)

Ferner:
{G,/Gr21 S, ...,G1/Ga} ist einfach

Definition: G heifit auflssbar :< alle G;/G;_1 sind abelsch (& G;/G;—1 ~Z/,,)

Beispiele:
a) Endliche abelsche Gruppen sind auflésbar
b) D, ist auflésbar: {1} c Z/,, C Z/,,... CZ/,, C Dy

¢) Sy ist nicht auflosbar:
{1} C A5 C S5

und Ajs ist nicht einfach. (das hatten wir nicht bewiesen aber es stimmt.

d) Untergruppen und Quotienten von auflésbaren Gruppen sind auflosbar.

HcC G G5 Q
U U U U
HNG,—1 Gy Gr-1 q(Gr-1)
U U U U
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21.4 20.5 Hauptsatz
Fiir eine Kérpererweiterung L/ K, char(K) = 0, sind dquivalent:
1. L lasst sich in eine Radikalenerweiterung von K einbetten
2. L lisst sich in eine Galoiserweiterung L'/ K einbetten mit Aut(L/K) aufldsbar

Beweis in 20.7

21.5 Translationssatz der Galoistheorie:

Seien K, L C M Korper mit M/K und M/L endlich. Ist K/(K N L) Galoisch, so auch KL/L und
p: Aut(KL/L) — Aut(K/(K N L)), sigmaw— o|k

ist ein Isomorphismus.

Beweis: (Fiir char(K) = 0)

K/(KNL)ist Ztkp von f1,.., fr € (K N L)[X]
= KL/L ist Ztkp von f1, ..., fr € L[X]

Pl =0 K I,/ Galois.

p ist wohldefiniert: o € Aut(KL/L) R/ROLpormal o(K)=K

p ist injektiv: 0 € Aut(KL/L) wird durch ok festgelegt.

p ist surjektiv: G := p(Aut(KL/L)) = K¢ =KNL REE G G Aut(K/(K N L))

O

21.6 20.7 Beweis von 20.5

(1) = (2) o.E. L/K ist eien Radikalerweiterung und L/K Galois:
Konjugierte Elemente von Wurzeln sind Wurzeln (bilde Kompositum der (L) in einer nor-
malen Erweiterung, o Kérpermonomorphismus). (o € L Wurz. = o(a) Wurzel )

Daraus folgt wir haben einen Korperturm mit K; = K;_1(4/a1), L = K, D K,_1 D ... D
Ky=K

O.E. seien die d; prim., und n := [] d;
i=0
und ( := primitive Einheitswurzel
Nach Satz 20.2 folgt K|/K, | Galoissch, Aut(K|/K[_,) ~Z/,,
Galois-Korpererweiterung liefert Kompositionsreihe:

{1} = Aut(K, /K}) £ Aut(K /K1) # .. £ Aut (K /Kp)

mit Subquotienten ~ Z/,,

= Aut(K]/K{) = Aut(L(¢)/K(¢)) ist auflosbar.
20.6 fiir zeigt: Aut(L(¢)/K(C)) =~ Aut(L/K) = Aut(L/K) auflosbar.
(2)= (1) 0. E.se L=1L'
Aut(L/K) auflésbar ~ Aut(L/K) = Go ¥ G1 ¥ ... ¥ G, = {1} mit G;,_1/G; ~ Z/,, mit p;
prim.
Galoiskorrespondenz liefert Folge von Galoiserweiterungen (K; = L&)

K=KyGK ¢..CK,=L

Translationssatz 20.6 = auch K;(¢)/K;—1(¢) Galoisschmit Gruppe Z/,,
Kor20.3 = K;(¢)/K;—1(¢) ist Radikalerweiterung = L(¢)/K ebenso
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21.7 20.8 Korollar

Fir P € K[X], char(K) =0, gilt:
NST von P sind durch Radikaledarstellbar < Aut(L/K) auflésbar, L =Zfkp von P.
Beweis:
a1, ..., NST von P in L. aq, ..., «, durch Radikale darstellbar < L := K(aq,...,a;) in Radika-
lerweiterung einbettbar & Aut(L/K) auflosbar.
O

21.8 Grad =5

Satz: P € Q[X], deg(P) =5, P habe genau drei reelle Nullstellen. = Aut(L/Q) ~ S5, wobei L :
Ztkp von P.

Insbesondere sind die NSTen von P nicht durch Radikale darstellbar.

Beweis:

:= Aut(L/Q) operiert treu (wie Id) auf den Nullstellen oy, as, a3 € R, a4, a5 € C\R

=G CSs.

Finde Elemente von G, die S5 erzeugen: 7 : z — zZ d.h. a; — ay,0 = 1,2,3; ay — a5, a5 — a4 =
(4,5)

G operiert transitiv auf aq, ..., as(<> P irred.)

= 5G]

= Jdo € G,ord(c) =5

= 0o ist ein 5-Zykel,

:>G:><U,T>QS5

Beispiel P = X°—-16X +2

22 15. Quadratische Koérpererweiterungen -Konstruktion mit Zirkel und
Lineal

15.1 Elememtargeom. Konstruktionen Hier nicht mehr Klausurrelevant. mach ich wenn ich
mehr Zeit habe.



