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Einleitung

Das Korrespondenzprinzip besagt, dass sich jedes quantenmechanische Sy-
tem klassisch verhélt, wenn die Planck-Konstante 7 klein ist gegeniiber den
charakteristischen Wirkungen des Systems. Gegenstand der semiklassischen
Mechanik ist es, dieses Prinzip zu prézisieren. Genauer behandelt die Semi-
klassik zwei Aspekte:

1. Wie ensteht die klassische Bewegung von Punktteilchen aus der quan-
tenmechanischen Dynamik? Allgemeiner Kontext ist hier die Asymp-
totik von Losungen partieller Differentialgleichungen mit kleinem Pa-
rameter f; dieser umfasst unter Anderem auch die geometrische Optik
als Kurzwellenlimes A — 0 der Wellenoptik.

2. Das Quantisierungsproblem: Was sind iiberhaupt die moglichen quan-
tenmechanischen Pendants klassischer Systeme?

Wir betrachten zunéchst den 2. Aspekt, speziell die Quantisierung von Ob-
servablen:

Die Planck-Konstante ist als Kommutator der ,Bausteine“ Ort und Im-
puls der Observablenalgebra ein Maffiir deren Nichtkommutativitat, das
klassisch zu verschwinden hat. Man kann so den algebraischen Teil des
Quantsierungsproblems extrahieren in Form der Deformationsquantisierung,
die das kommutative Produkt glatter Funktionen auf dem Orts-Impulsraum
(Phasenraum T*Q) in sog. Sternprodukte deformiert, deren Kommutator in
erster A-Ordnung die Poissonklammer auf T*(@) reproduziert. Die letzte Be-
dingung garantiert dabei neben der gewiinschten Nichtkommutativitét, dass
auch die Zeitenwicklung eine Deformation der klassischen ist. Diese Defi-
nition stammt von [BFFT77], und hat insbesondere zu einer ersten Klas-
sifikation moglicher , Priaquantisierungen® gefithrt (s. [WX98] und dortige
Referenzen). Das Konzept erlaubt aber auch verfeinerte Klassifikationen bei
zusétzlichen Forderungen, die durch das klassische System vorgegebenen
sind, z. B. Symmetrien ([MBNO04], [BHWO00]) oder Anpassung an invariante
Untermannigfaltigkeiten (Kapitel 4.2).

Wir kénnen nun an den 1. Aspekt ankniipfen: Sternprodukte auf dem
Phasenraum lassen sich als asymptotische Entwicklung von Pseudodifferen-
tialoperatoren (den quantenmechanischen Observablen) wiedergewinnen. Im
einfachsten Fall ist die von ihnen erzeugte Zeitentwicklung eine Einparame-
tergruppe sog. Fourierintegraloperatoren, deren Kern (in zu prézisierendem
Sinne) asymptotisch auf den zugehorigen klassischen Fluss konzentriert ist.
Heuristisches Modell ist dabei das Feynmanintegral, ersetzt durch den Be-
griff der oszillatorischen Distribution:

Die einfachste oszillatorische Distribution ist eine einzelne WKB-Welle,
d.h. ein Produkt aus einer rasch oszillierenden Phase €/ und einer Po-
tenzreihe in A. Diese liefert als Losungsansatz fiir die Eigenwertgleichung



die Bedingung, dass die Paare Ort und Wellenvektor (g, dS(q)) in der klassi-
schen Energiefléichen liegen sollen (Hamilton-Jakobi-Gleichung). Liegen sie
sogar in kleineren invarianten Mengen, z.B. den KAM-Tori gestorter integ-
rabler Systeme oder den (in)stabilen Mannigfaltigkeiten hyperbolischer Fix-
punkte, wird dieser Ansatz semiklassisch relevant: dann namlich lédsst sich
die Eigenwertgleichung lokal asymptotisch 16sen durch Integration langs der
klassischen Bahnen.

Typischerweise besitzen diese invarianten Mengen jedoch Kaustiken, d.h.
Umkehrpunkte, an denen die Wellenvektoren nicht mehr definiert sind. Kau-
stiken duflern sich in Form von Phasenspriingen, die durch eine charakteri-
stische Klasse, die sog. Maslovklasse, beschrieben werden und erstmals von
Gouy 1890 in Interferenzexperimenten beobachtet wurden. Ihre Uberwin-
dung im Rahmen des WKB-Ansatztes liefert das Huygens-Prinzip, d.h. die
Superpositionen von WKB-Wellen, so dass deren Einhiillende auflerhalb von
Kaustiken die urspriingliche Welle reproduziert. Die Phasen lassen sich da-
bei geometrisch als Holonomie in einem flachen Prinzipalbiindel interpretie-
ren, was Auswahlregeln fiir die Existenz globaler asymptotischer Losungen
schafft. Diese entsprechen in unteren Ordnungen der sog. Maslovbedingunyg,
welche die ad hoc Quantisierungsregeln von Bohr und Sommerfeld prézisiert
([VuN]).

Im Allgemeinen gibt es keine invarianten Mengen obigen Typs; in die-
sem Fall betrachtetet man stattdessen die Asymptotik von Spurfunktio-
nalen. Prototyp ist hier Gutzwillers Spurformel ([DGT75],[CdV]) welche die
Zustandsdichte asymptotisch als Summe iiber klassische periodische Orbits
darstellt. Der beiden Fillen zugrundeliegende asymptotische Kalkiil oszilla-
torischer Distributionen stammt von Hérmander [Hor83], Maslov und Dui-
stermaat [Dui76].

Die semiklassische Analyse von Spektren bzw. Spektralfunktionen hat kein
Pendant in der Deformationsquantisierung. Die Maslovbedingung selbst ist
jedoch einfacherer, topologischer Natur. So ist es ein Ziel dieser Arbeit, diese
Bedingung im Rahmen der Deformationsquantisierung wiederzufinden.

Aufbau der Arbeit. Wir unterteilen die Semiklassik in 4 Kapitel:

1. Klassischer Teil. Nach einer ,, Aufwirmung® in klassischer Mechanik in
der Sprache der symplektischen Geometrie ([Arn89],[JAN90],[AMS85])
kommen wir zum zentralen Begriff der Lagrangeimmersion und ihren
lokalen Generierenden nach Hormander (s. z.B. [BW95]). Diese sind
fundamental fiir die Semiklassik im folgenden Kapitel, doch interes-
siert uns hier zunéchst nur ihre Anwendung auf die Mechanik und
geometrische Optik, ndmlich Arnolds lokale Klassifikation der Kausti-
ken als Konzentrationsmenge von Lichstrahlen ([AGZVS85]) und die
Geometrisierung der Variationsprinzipien. Letztere gibt Anlass zu ei-
nem grofleren, aber skizzenhaften Exkurs in die Topologie, genauer



den morsetheoretischen Beweis der Bott-Periodizitéit in der K-Theorie
nach Bott, Shapiro und Milnor ([Mil69]). In der Tat definiert jede La-
grangeimmersion in den Phasenraum eine K'-Klasse k, welche die re-
lative Lage zum Vertikalbiindel angibt. Aus ihr leitet sich insbesondere
die Maslovklasse ab, die die orientierten Schnitte mit der Vertikalen
(und damit die erwidhnten Phasenspriinge an den Kaustiken) zéhlt; im
Hinblick auf die semiklassische Anwendung stellen wir hier bekannte
dquivalente Definitionen zusammen. Schliellich zitieren wir Lees Satz
([LeeT9]), dass k iiber die globale Existenz einer Generierenden ent-
scheidet, und erweitern ihn auf nicht-triviale affine Biindel. Motivation
war hier zum einen eine Vermutung von Bordemann, man koénne die
Bahnen des harmonischen Ostzillators durch Generierende auf einem
S1-Biindel gewinnen. Zum anderen garantiert die Existenz die Quan-
tisierbarkeit der Lagrangeimmersion im Sinne des Feynmanintegrals.

. Allgemeiner Aufbau der Semiklassik. Ausgehend von dem Huygens-
prinzip, verallgemeinert in Form der stationdren Phase, entwickeln wir
die Grundlagen der Semiklassik (s. [BW95],[Mei90],[R6m94]) zuriick-
gehend auf Hérmander, Maslov und Duistermaat. Dies umfasst im Ein-
zelnen den Symbolkalkiil von oszillatorischen Distributionen und Pseu-
dodifferentialoperatoren und seine Anwendung zur asymptotischen Lo-
sung von Differentialgleichungen wie einleitend skizziert. Insbesonde-
re stellen wir die verwendeten Definitionen den urspriinglichen von
Hormander [Hor83] gegeniiber, die (zum Preis konischer Strukturen)
ohne semiklassischen Parameter A\ arbeitet.

. Asymptotik von Spektren. Mit Hilfe der semiklassischen Methoden aus
dem vorigen Kapitel rechtfertigen wir nun die angekiindigte Gutzwiller-
Spurformel fiir ,,generische® bzw. die Bohr-Sommerfeld-Bedingung fiir
integrable Systeme, wobei wir Colin de Verdiere [CdV] bzw. Vi Gnoc
[VuN] folgen. Insbesondere zeigt sich, dass die Bohr-Sommerfeld-Be-
dingung in physikalisch relevanten Systemen in unteren Ordnungen
mit der aus dem Symbolkalkiil stammenden Maslovbedingung iiber-
einstimmt, welche hier die Integralitdt der Wirkungsvariablen rela-
tiv zu h abziiglich Maslovindizes fordert und damit den urspriingli-
chen Quantisierungsvorschldgen am néchsten kommt. Die zugehotrigen
asymptotischen Eigenvektoren stellen wir ([CdV] folgend) in den Kon-
text der von Arnold eingefithrten Quasimoden, deren Existenz stets
einhergeht mit der semiklassischer Wahrscheinlichkeitsmafie auf T%Q),
die sich asymptotisch auf invariante Mafle {iber invarianten Mengen
konzentrieren.

. Deformationsquantisierung. Ausgehend von einer kurzen Ubersetzung
topologischer in algebraische Begriffe ((GBVFO01]) resiimieren wir Stan-
dardresultate tiber Sternprodukte und ihre Darstellungen, insbesonde-



re die Klassifikation der Aquivalenzklassen von *-Deformationen sym-
plektischer Mannigfaltigkeiten und Fedosovs Konstruktion von Re-
présentanten ([Wal99],[Bor]). Letztere wird geometrisch motiviert iiber
das deformierte Frame-Biindel (nach [NT95]) und anschlieBend nach
Waldmann, Bordemann und Neumaier ([Wal99],[Neu01]) auf beliebige
Ordnungen verallgemeinert.

Dies benutzen wir in einem 2. Abschnitt zur Behandlung der Frage,
wie sich die Maslovbedingung in der Deformationsquantsierung wider-
spiegelt. Hier stellt sich das Problem der Kaustiken erneut: Wahrend
sich (dank der Arbeiten von Waldmann und Bordemann) auBerhalb
von Kaustiken leicht ein algebraisches Analogon der Maslovbedingung
finden lasst, verhindert der formal algebraische Rahmen eine Imitation
der Konzepte zum globalen Symbolkalkiil oszillatorischer Distributio-
nen. Stattdessen betrachten wir Fedosovprodukte, die an eine klas-
sisch gegebene Lagrangemannigfaltigkeit L angepasst sind, d.h. eine
kanonische Darstellung auf L durch Quotientenbildung erlauben. Wir
zeigen, dass sich die Maslovklassen aus den Fedosovzusammenhéngen
angepasster Produkte berechnen lassen, und schlieflen mit einem kur-
zem Ausblick zur moglichen Weiterfithrung der Suche nach Maslovs
Quantisierungsbedingung.

Schliefllich geben wir in Anhang A.1l eine relativ weitgefasste Zusammen-
stellung zu Prinzipal- und assoziierten Biindeln nach [Hus94],[KN63] und
[Spi75], mit Betonung auf dem anschaulichen Begriff der Holonomie. Diese
werden in allen Kapiteln verwendet; Anhang A.2 hingegen bildet lediglich
eine kurze Zusammenfassung von [Wer95] zum C*-Spektralkalkiil fiir die
letzten beiden Kapitel.
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1 Lagrangemannigfaltigkeiten

Motivation und grundlegende Begriffe Die klassische Mechanik be-
ruht auf dem Modell der Punktteilchen in einem Konfigurationsraum Q,
d.h. einer C*°-Mannigfaltigkeit, welche die md&glichen Lagen der Punktteil-
chen unter holonomen Zwangsbedingungen' beschreibt. Ihre Bewegung wird
dann charakterisiert durch eine Lagrangefunktion L € C*°(T'Q)) in Form der
Euler-Lagrange - Gleichungen

doL, .. 9L, .
Ea_q(q’Q) = a—q(q,q) (1)

assoziiert zum Variationsprinzip 6 [ Ldt = 0 (vgl. Lemma 10). Dabei defi-
niert ¢ — ‘g—g(q,q') eine Abbildung 7,Q — T7Q der Geschwindigkeiten auf
die kanonischen Impulse. Ist diese Abbildung diffeomorph, kénnen wir ihren
Graphen in T;,Q X T, @ auch darstellen als?

{(15 @)} ={ (5 wnr)} @)

H ist dadurch fiir jedes ¢ € @ eindeutig bestimmt bis auf eine Konstan-
te und heifit Legendretransformierte von L, falls sie die Normierungsbedin-
gung H(q,p)+L(q,q) = p.q erfiillt?. In Termen der Legendretransformierten
schreibt sich dann (1) dquivalent als die Hamiltongleichungen

p = —%a.p)
Diese bilden ein dynamisches System z = Xy o z auf dem Phasenraum
Z = T*@Q zum Vektorfeld X := (%—Ig, —%—I;), das wir als Gradient beziiglich

der symplektischen Form w = dq' A dp; schreiben kénnen: Xy = w'dH.
Der zugehérige lokale Fluss ¢;7 : 2(0) — z(t) heiBt Hamiltonsch, wegen

4 H o ¥ = dH.Xpy 0 7 = w( Xy, Xpr) 0 6 = 0

lasst er H invariant. (Hatte L Standardform L(q,q) = g(q, ¢)—V (q) beziiglich
einer Riemannschen Metrik g auf @), so ist dies gerade der Energieerhaltungs-
satz). Weit fundamentaler hingegen ist folgende

Notiz 1 Hamiltonsche Fliisse sind symplektisch, d.h. erhalten die symplek-
tische Form qﬁtXH*w = w. (Genauer liefert w=! einen Isomorphismus von
HI (T*Q) auf die symplektischen modulo Hamiltonschen Vektorfelder.)

1Zwangsbedingungen an Punktteilchen im affinen R™ sind Einschrankungen an ihre
Orte und Geschwindigkeiten in Form einer Distribution D C TR"™, die holonom heifit,
falls sie integrabel ist.

2Das ist das erste Beispiel einer projizierbaren Lagrangemannigfaltigkeit (Abschnitt
1.3.1), woraus dann auch die Existenz von H folgt.

3Ist L streng konvex in den Geschwindigkeiten, so stimmt diese Definition mit der
iiblichen H(q,p) := maxjer,@{p.¢ — L(q,q)} iiberein.



In der Tat ist w geschlossen, sogar exakt w = —d#, wobei sich die kanonische
Form 6 = pidq" (und damit w) vermoge der Projektion 7 : T*Q — Q
koordinatenunabhéngig als

O=T"1:T"Q —- TT*Q

schreiben lédsst. Ein Vektorfeld X ist damit symplektisch genau dann, wenn
0= Lxw = d(i(X)w), insbesondere i(Xy)w = dH exakt ist. O
Notiz 1 gilt offenbar fiir jede Mannigfaltigkeit Z, auf der eine nicht-ausgear-
tete geschlossene 2-Form w ausgezeichnet ist, (Z, w) heifit dann symplektisch.
Aus ihr folgen bereits zahlreiche Aussagen tiber das Phasenraumportrait Ha-
miltonscher Systeme, d.h. die Zerlegung von Z in Flusstrajektorien. Zum
Beispiel sind Hamiltonsche Fliisse offenbar volumenerhaltend beziiglich des
Liouvilleform %u/\” =dg' A...Ndq" Ndp1 A ... Ndp,, (Satz von Liouwville), es
gibt also insbesondere keine Attraktoren oder Repulsoren; andere Aussagen
dieser Art liefert Abschnitt 1.2.4. Im Vordergrund dieses Kapitels stehen je-
doch die Lagrangemannigfaltigkeiten als zentraler Begriff der symplektischen
Geometrie, der insbesondere die Dynamik Hamiltonscher System ,, geometri-
siert“ und so Grundlage der Semiklassik in den folgenden Kapiteln wird.

1.1 Reduktion

Seien f1, ..., fs € C°°(Z) Funktionen auf einer symplektischen Mannigfaltig-
keit (Z,w) und (o, ...as) € R® ein reguldrer Wert, so dass die Niveauflidche
C :={z € Z| fi(z) = a;Vi} eine Mannigfaltigkeit ist. Die Hamiltonschen
Vektorfelder Xy, spannen gerade die w-orthogonale Distribution TC+ C
TcZ von TC auf, denn fiir jeden Schnitt X € I'(TC) gilt 0 = Lxf; =
dfi. X = w(X f;, X). Folglich ist C' genau dann koisotrop TC+ C TC, wenn
die lokalen Fliisse der X f; nicht aus C herausfiihren, oder infinitesimal: die
Poissonklammern {f;, f;} = Lxy, fi verschwinden. Da jede Untermannig-
faltigkeit lokal Nullstellenmenge unabhiéingiger? Funktionen ist, folgt:

Lemma 1 Fine Untermannigfaltigkeit C C Z ist genau dann koisotrop,
wenn ihr Verschwindungsideal I == { f€C>®(Z) | flc=0} eine Poisson-
Unteralgebra ist. O

Nun ist der symplektische Gradient X gerade ein Lie-Homomorphismus
der Poissonalgebra (C*>(Z),—{.,.}) in die Liealgebra symplektischer Vek-
torfelder. Daraus folgt, dass die X f; auf C' kommutieren, also:

Lemma 2 Die w-orthogonale Distribution TCF koisotroper Mannigfaltig-
keiten C' ist integrabel, wober die kommutierenden Hamiltonflisse in z un-
abhingiger f; € Ic lokale Parametrisierungen (t1,..t%) — qbﬁfl... fgfsz der

Integralmannigfaltigkeit durch z liefern. O

“Funktionen heiflen unabhingig in einem Punkt z, wenn ihre Differentiale in z linear
unabhéngig sind



C heiBt nach [BW95] reduzierbar, falls der Quotient C/ ~ (der Raum
der Integralmannigfaltigkeiten) versehen mit der Quotiententopologie selbst
wieder eine Mannigfaltigkeit ist. Dann ist C'/ ~ symplektisch mit

* <%
T Wred = oW,

wobei i¢ : C' — Z die Inklusion und 7 : C' — C/ ~ die Projektion sei.

Ist L maximal koisotrope Mannigfaltigkeit, d.h. TL+ = T'L, heifit L La-
grange. Zusammenhangskomponenten solcher Mannigfaltigkeiten reduzieren
stets auf einen Punkt, interessanter ist folgendes Wohl-Verhalten:

Lemma 3 [BW95, Th. 5.12]. Ist C reduzierbare koisotrope Mannigfaltigkeit
und L Lagrangemannigfaltigkeit, die C cleanly® schneidet, dann ist ihr Bild
unter Reduktion eine immersierte Lagrangemannigfaltigkeit (d.h. Bild einer
Immersion i : ¥ — Z mit im Tyi Lagrange in Ty, Z fiir alle p € %3).

In der Tat: Sei p : LN C — C/ ~ die kanonische Projektion, dann ist
ker T,p = T,C+NT.L = (T.C +T,L)*, also hat p dank ,,clean intersection*
konstanten Rang (den sog. Uberschuss e := dim L+ 2 dim(LNC) —dim(C)).
Somit ist kerp eine integrable Distribution und jede Faser p~!(z) besteht
aus einer disjunkten Vereinigungen von Integralmannigfaltigkeiten gleicher
Dimension e. Der Quotient nach diesen Mannigfaltigkeiten ist dank Redu-
zierbarkeit von C' ebenfalls eine Mannigfaltigkeit, die via p in C'/ ~ immer-
siert. Diese Immersion ist Lagrange, was man sich anhand des linearen Falls
(reprisentativ fiir alle Tangentialriume) klarmacht: LC¢ := LN C + C+ =
(L+CH)NnC = LC* ist Lagrange-Unterraum in C' mit Lagrangeschem Bild
Lo=L¢/CH =LY )Cct = LE. a

1.2 Erste Anwendungen
1.2.1 Integrable Systeme

Ein Hamiltonsches System z = X Hj o z auf (Z,w) heifit integrabel, wenn
es n = %dimZ kommutierende, iiberall unabhéngige ,, Erhaltungsgrofien®
Hy,...,H, € C>*(Z) besitzt.

Nach Lemma 1 zerfasert dann Z in Lagrangemannigfaltigkeiten L, :=
{#z € Z|H;(z) = «a;} uber der Basis {a} C R" aus Erhaltungsgréfien, deren
Hamiltonsche Flussparameter ¢ = (¢!, ...,#") nach Lemma 2 die Fasern lokal
parametriesieren. Genauer definiert ¢ - z := qﬁﬁf L. t)fzf "z dank Unabhéngig-
keit der H; sogar eine R™-Aktion transitiv in den Fasern L, letztere besitzen
damit eine affine Struktur. Lokal lassen sich dabei die Faserurspriinge z € L,
so wahlen, dass die (¢;, ;) Darboux-Koordinaten der Faserung sind, d.h. w
Standardform w = >, dt' A do; hat: Per Konstruktion gilt fiir irgendeine
Eichung w = dt' A doy + c¥doy A doj, wobei die ¢¥ nicht von den Fasern

d.h. in einer Mannigfaltigkeit, auf der T,L N T,C = T,(L N C) gilt.



abhéngen. Aus dw = 0 folgt so lokal ¢;doy; A doj = dF fiir eine (modulo
Korand df eindeutige) 1-Form F'da;, also ist ' + F* die gesuchte Eichung.

Sind die Fasern L, kompakt, so muss die Isotropiegruppe G(«) := {(t €
R™t-z = z, z € Lo} ein Gitter G(a) = Z™ und damit die L, zu Tori
T™ := R"/2x7Z" diffeomorph sein [Arn89]. Ein in « differenzierbarer Ba-
siswechsel von dt;|r, auf eine Gitterbasis d¢; € G(«) induziert dann ei-
ne symplektische Transformation der Fluss-angepassten auf Tori-angepasste
Darbouxkoordinaten (¢°, I;) (Winkel- Wirkungsvariable). Ist Z der Phasen-
raum mit w = —d#, lassen sich die Wirkungsvariablen explizit {iber die ka-
nonische Form 6 ausdriicken: Ist x(p,q) = (¢, —1I) die symplektische Trans-
formation von Standard- auf (vertauschte) Winkel-Wirkungsvariablen, so ist
X+0 —0 = ¢'dI; +p;dq’ geschlossen, aber auch die Einschrinkung 6|7, wegen
L, Lagrange, und so folgt aus 2r = fozw d¢ = 0, fyj pidqt

Ij(a) = & / N (4)

fiir geschlossene Kurven v;(«) in Ly, deren Homotopieklassen eine Basis von
7l(Ly) = Z™ bilden.

@,

Die Willkiir bei der Wahl von Wirkungswinkelvariablen besteht in der Wahl
dieser Basis und des Faserurprungs, offenbar ist aber in jedem Fall qbz =
O, H =: wi(I), I = 0, also die Bewegung linear mit von den Wahlen un-
abhéngigen Umlauffrequenzen w;. Eine solche Bewegung heifit quasiperi-
odisch, typischerweise sind dabei die w; fiir fast alle Tori L, rational un-
abhéngig und damit jede Bahn dicht in L,. Wir fassen zusammen:

Satz 1 Ein integrables System {H;} mit kompakten Niveauflichen {H; =
a; } ist symplektisch diffeomorph zu einem Biindel invarianter Tori, in denen
die Bewegung quasiperiodisch ist. Die Basis der Erhaltungsgrifien {co;} C R™
trigt dabei eine von R™ unabhingige integral affine Struktur gegeben durch
Wahlen méglicher Winkel- Wirkungs- Variablen. O

Bemerkung: Der Satz ldsst sich leicht verallgemeinern auf Systeme mit
(2n — k) > n unabhingigen Erhaltungsgréfien, von denen aber einschlief3-
lich H nur k paarweise kommutieren. Letztere definieren dann wieder ei-
ne affine Struktur auf den invarianten k-dimensionalen Niveauflichen N,,.
Kompakte Zusammenhangskomponenten von N, sind also wieder Tori (mit
niedrigerer Dimension k), in denen die Bewegung quasiperiodisch ist (,,Nicht-
kommutative Integrabilitdt®, vgl. [AN90]).

Bevor wir Beispiele betrachten, definieren wir Impulsabbildungen.
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1.2.2 Impulsabbildungen

Als Verallgemeinerung der R™-Aktion in integrablen Systemen betrachten
wir irgendeine eigentliche lokale Aktion einer Liegruppe G mit infinitesi-
maler Aktion z : g — I['(T'Z), die beziiglich X einen #quivarianten Lift
J € C®(Z) ® g* besitzt, dh. XJ.& = §z und JAdE = g - J& fiir alle
g € G, & € g erfiillt.® J heiBt dann Impulsabbildung,.

Beispiele Die wichtigsten Aktionen der Mechanik im Phasenraum Z =
T*@ sind von speziellerer Natur, ndmlich Kotangentiallifts einer Aktion auf
dem Konfigurationsraum Q. Dann ist 0 = L¢, 0 = di(§z)+i({z)w und damit
J.£ = 0.£7 kanonische Impulsabbildung, ndmlich einfach das punktweise
Duale T;Q) — g* der infinitesimalen Aktion auf Q:

J(q,p).£ = 0.6z = p.£q(q) (5)

Als ebenso einfaches wie fundamentales Beispiel betrachten wir G = SO(3) %
R3, d.h. die Automorphismengruppe des affinen euklidischen R®. Hier liefert
der Hodge-Isomorphismus * : /\2 R3 — R3 einen Isomorphismus von Lieal-
gebren so0(3) = (R3, x), die Impulsabbildung assoziiert zur Rotation exp(¢)
um die Achse % ist gerade der Drehimpuls

(JE)(q,p) = p-(§.9) = g X p.(x§),
und der Translation ¢ — ¢ + a entpricht der freie Impuls J(q,p).a = p.a.
Reduktion J ist invariant unter dem Hamiltonschen Fluss G-invarianter

Funktionen H € C*(Z)%, denn 0 = L¢, H = Lyj¢H = —LypJ.&, und die
Fasern J~!(u) regulirer p € g* sind w-orthogonal zu den lokalen Orbits:

T,(J 7 (w) = ker(dJ|, : T,Z — g*) = im(dJ], : g — T;Z)O =gz (6)

Lemma 4 [GS84, Th. 26.2] Das Urbild koadjungierter Orbits C,, := J~ (G-
) ist koisotrop mit den Orbits der koadjungierten Isotropiegruppe G, als
Nullfaserung, falls J die koadjungierten Orbits cleanly schneidet.

In der Tat, cleanly garantiert wieder, dass C, Mannigfaltigkeit ist mit T'C), =
dJLT(G - ) = dJ L. (Adgp). Aus der Aquivarianz

dJ|p&z = %‘0 J(expt{-p) = %‘oeXptf Iy = ad;J\p (7)

folgt weiter TC), = gz + ker dJ, wegen (6) ist damit C}, koisotrop. Nun ist
aber nach (7) kerdJ|, gerade das Bild der Isotropiealgebra ker adyy. O

®Die Aquivarianzbedingung ist eine Obstruktion in H?(g): Die durch J.[¢, 5] —{J.€, J.n}
definierte Klasse muss verschwinden, dann ist J eindeutig modulo 1-Korand p : du(€,n) =
w.[€,m] = 0 ist. Insbesondere ist fiir halbeinfache Liegruppen H'(g) = H?(g) = 0, und das
garantiert sogar auch die Existenz, vgl. [GS84].
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Die koadjungierten Orbits G - p sind die symplektischen Blétter von g*
beziiglich der kanonischen Poissonstrukturen

={f,9}(w) := £p.[df  dg] = Fdu(df,dg)  f.g € C™(g")
auf g* (d.h. bilden die Integralmannigfaltigkeiten von p — im dy mit indu-
zierter symplektischer Form (dpu|¢.,)™"), denn ker du = ker ady,, folglich ist
die Einbettung ¢ : G- u — g* Impulsabbildung beziiglich der koadjungierten
Aktion. Dann ist J—i Impulsabbildung der diagonalen Aktion auf ZxG-u~,
und man kann die Reduktion beziiglich der 0-Niveaufliche

(=) 0) = {(pv) €Zx G-pu| J(p) =i(v)}

mit der Marsden- Weinstein-Reduktion J~'(u)/G,, identifizieren (vgl. [GS84,
S.192)).

Bemerkungen zu Verallgemeinerungen im Rahmen der Poissongeome-

trie” J induziert ein duales Paar 7
Jy kc\an
Pl = g* PQ = Z/G

d.h. beide Abbildungen J; sind Poisson mit w-orthogonalen Fasern nach (6). Die
J; lasssen sich so symmetrisch als Impulsabbildungen einer infinitesimalen Aktion
von Liealgebroiden” T*P; auf Z auffassen: Die Poissonformen II; induzieren ja An-
kerabbildungen £ : T*P; — TP, und Lieklammern [df,dg] := d{f, g} auf T'(T*P)
(dual zu [X f, Xg] = —X{f,g}). Die Aktionen I'p; zu J; sind dann definiert durch
den Lift von § beziiglich T'J;:
pi  JiT*P, —>TZ :T.Jp(z) = 72)

Genau dann, wenn die J; vollstéindig sind (d.h. mit X' f auch X(J*f) vollstindig
ist), lassen sich nach [CF] obige Aktionen zu Aktionen von Gruppoiden G;

Gi %y, Z = {(9i,2)|Ji(2) = si(9:)} — Z

integrieren. Man nutzt dabei, dass df — X (J*f) einen Isomorphismus J*T*P =
J71(u)* liefert und G;, das man aus 7% P; nach der Homotopiemethode von [DK00]
gewinnt, ein Aktionsgruppoid isomorph zum Homotopiegruppoid von J~*(u)* hat.
Insbesondere ist G; = T*G =2 G x g* einfach das Aktions-Gruppoid der koadjun-
gierten Aktion (d.h. s(g, u) = p, t(g, ) = Ady_,ppund (g, Ady 1 1) - (hps) = (gh, 1))
Mit Hilfe der Gruppoidaktionen lisst sich dann das Moritaprodukt Z x Z’ :=
{(z,2")|J2(2) = J;(2)}/{(2,2') ~ (29,97 12")} einfithren, das die Isomorphieklassen
vollstéindig dualer Paare zur Kategorie macht (s. [BW]). Wéhrend die physikalische
Relevanz letzterer Konstruktion fraglich ist, erfasst doch dieser Begriff einer Impuls-
abbildung z.B. auch diskrete G-Aktionen. In diesem Sinne definieren etwa Ortega
und Ratiu die optimale Impulsabbildung J zu einer eigentlichen G-Aktion einfach
als Quotientenbildung von Z nach der Faserung definiert durch die Hamiltonfelder
G-invarianter Funktionen. Eine [J-Faser entpricht dann dem Schnitt einer J-Faser
mit einer Untermannigfaltigkeit, deren Punkte identische Isotropiegruppe haben
(Homotopietyp), und die Marsden-Weinstein-Reduktion bleibt giiltig (siehe [OR]).

"s. [CASW99] fiir die verwendeten Definitionen.
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1.2.3 Standardbeispiele integrabler Systeme mit kompakten Ni-
veaufldchen

1. Das triviale Beispiel ist der (separierte) harmonische Oszillator H =
2
> i Hi, Hi(qi,pi) = P; —i—%mwiq?: Hier sind die Niveauflichen Hz_l(EZ)

Ellipsen mit F léicherzlﬁhalt 2nl; = 2ww; E;, also sind die H; bis auf die
Konstante w; schon die Wirkungsvariablen H; = I,w;. Die Bewegung
ist also in allen Tori Ly := {z|H;(z) = E;} (bis auf Homothetie) iden-
tisch und projiziert auf eine sog. Lissajous-Figur im Rechteck (L),
die wieder genau im Fall rational unabhéngiger w; dicht liegt.

2. Punktteilchen Q = R3\ 0 im attraktiven Zentralpotenzial V(|q|), V' >
0: Das System ist sogar nicht-kommutativ integrabel dank Drehimpul-
serhaltung {H, J} = 0, wir kénnen uns entsprechend auf den Phasen-
raum zu J+ := R? (der Ebene senkrecht zu J) beschrinken. Dort gilt

H(r,p,) = % + 27{;2 + V(r) in Polarkoordinaten (r,$) von J+, und
das System ist fiir |J| > 0, H < V(o0) integrabel mit kompakten Ni-
veauflichen. J3 := |J|, ¢ sind dann bereits ein Winkel-Wirkungspaar;
sei wy(J3, E) die assoziierte Umlauffrequenz um das Zentrum. Die ver-
bleibende Frequenz ws(J3, ) muss dann Oszillationen des Radius um
die Kreisbahn beschreiben, d.h. die auf J» projizierte Bahn liegt in
einem Kreisring 7, (E, J3) < 7 < s (F, J3) (der Projektion des To-
rus) und fiillt diesen im generischen Fall £1(.J3, ) ¢ Q dicht. Explizit
berechnet man die r-Extrema aus der Bedingung

0L & = (3 )(r, J5, E) = 25\ /2m(E — V(r) - J3/2mr?)

und damit die verbleibende Wirkungsvariable

1 Tmaz(J?nE)
L,(J3. E) = ;/ oy PO BN
Tmin\J3,

Man kann zeigen, dass genau in den Fillen V(r) o r? und V(r)
r~1 (harmonisches Zentralpotential und Keplerproblem) alle Bahnen
geschlossen sind; hier ist sogar % = 1, d.h. die projizierten Bahnen
sind Ellipsen. Das beruht auf der grofieren Invarianzgruppe SU (3) bzw.

SO(4), vgl. [Thisg].

3. Symmetrischer Kreisel Q = SO(3) im homogenen Schwerefeld g: Hier
sind H, Js3, J, kommutierende Observablen, wobei J3, J, die Drehim-
pulse assoziiert zur Rotation um g bzw. die Kreiselachse bezeichnen.
Letztere sind bereits wieder Wirkungsvariablen, und die assoziierten
Frequenzen sind Prézessions- und Spinfrequenz. Die verbleibende Fre-
quenz muss folglich Oszillationen der Winkels zwischen g und der Krei-
selachse (Nutation) beschreiben.
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1.2.4 Periodische Orbits

Wir betrachten ein Hamiltonsches System 2 = Xyoz mit einer T-periodischen
Losung . Das qualitative Verhalten benachbarter Bahnen lasst sich dann
beschreiben anhand ihrer sukzessiven Durchstoflpunkte mit einer zu -y trans-
versalen Mannigfaltigkeit ¥ (Poincaréschnitt), man erhélt so ein diskretes
dynamisches System z,11 = Pz, mit p := v N X als Fixpunkt.

) )

Bahnen, die sich fiir ¢t — 400 an 4 anschmiegen, entsprechen im diskreten
System den (in)stabilen Mannigfaltigkeiten

W*:.={zey| liI}:l P"z =p}.

Deren Existenz wird nach dem stabilen Mannigfaltigkeitstheorem [Wig03]
schon dadurch gesichert, dass die Linearisierung P’ Eigenwerte vom Be-
trag # 1 hat: dann ist W+ bzw. W~ tangential an den Eigenriumen zu
Figenwerten < 1 bzw. > 1. Diese Situation ist sogar stabil gegeniiber klei-
nen Storungen von P, d.h. Bifurkationen innerhalb des reduzierten Systems
konnen nur bei Eigenwerten vom Betrag 1 auftreten. Diese Aussagen gelten
fiir jedes dynamische System, das Spezifische Hamiltonscher Systeme beruht
auf der Struktur symplektischer Matrizen:

In der Tat kénnen wir uns hier stets auf die Energiefliche H~1(E) be-
schrénken und so das Differential Pf; := T,(P|y-1(g)) am P-Fixpunkt p

mit dem Bild der Monodromiematriz 11" := p(;S;H (p) unter der symplek-
tischen Reduktion von T, H ~!(E) identifizieren. Somit ist Pj, symplektisch
und eindeutig bis auf Konjugation mit einem 7, quf( H Nun gilt:

Lemma 5 FEine symplektischen Matriz ® € Sp(V') induziert eine Zerlegung
von V in w-orthogonale 2- bzw. 4-dimensionale symplektische Unterrdume
assoziiert

e zum FEigenwert 1 € {£1},
o zum Eigenwertpaar p, n=! falls entweder |pu| =1 oder p € R,

1

o zum Eigenwert-Quadrupel p, i, u= ", 1~ sonst.

Zwei Hauptriume zu Eigenwerten u, \ sind dabei w-orthogonal, falls X # 1.
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In der Tat: Es ist ®TW® = W beziiglich der Matrixdarstellung von w, also
® dank Regularitit von W konjugiert zu ®'7 und damit ®~!. Insbesondere
folgt det?® = 1, also det® = 1, da ® orientierungserhaltend ®*w" = w"
ist. Weil schliellich dim V' gerade ist, miissen +1 gerade Multiplizitdt haben.
Die w-Orthogonalitét folgt schlielich (iterativ) aus w(v,w) = w(®Pv, Pw) =
pAw (v, w), falls Pv = pv, dw = Iw. O

Daraus folgt etwa, dass die (in)stabilen Mannigfaltigkeiten W in p iso-
trop von gleicher Dimension sind. Wichtiger ist, dass bei kleinen symplek-
tischen Storungen von Pp Eigenwerte einfacher Multiplizitét (also insbe-
sondere # +1) vom Betrag 1 den Einheitskreis nicht verlassen kénnen, nur
»,Kollisionen* erlauben ja die Bildung eines rellen Paares oder eines Quadru-
pels. In diesem Fall ist also das reduzierte System stabil gegeniiber solchen
Storungen. Wir betrachten nun diese Bedingungen in Bezug auf das linea-
risierte Gesamtsystem. Das System heifit nicht-entartet in der Ndhe von -,
falls ker(Il" — 1) = RXy bzw. isoenergetisch nicht-entartet, falls fiir alle £
Eins nicht Pp-Eigenvektor ist.

Lemma 6 [CdV]Aus Nicht-Entartung und % % 0 folgt isoenergetische
Nicht-Entartung. Aus letzterer und g—g # 0 folgt umgekehrt Nicht-Entartung,
dann ist II' von der Form

ar
1 -3 0
o=(o0 1 0
0 0 Pp

Beweis des 2. Teils: Aus isoenergetischer Nicht-Entartung folgt, dass Py,
differenzierbar von FE abhingt und so die Pg-Fixpunkte eine C'°°-Kurve
2(E) bilden. Deren Orbit W := {¢;* z(E)} ist symplektisch und invariant,
also II'(¢/(E)) = 2/(E) + ay € T,W, a = —4L und wir identifizieren T, W+
mit dem Tangentialraum eines Poincaréschnitts.

Beweis des 1. Teils: Aus Nicht-Entartung und der Form des Jordanblocks
zum Eigenwert 1 folgt, dass es eine Hyperebene F transversal zu 4 und ein
Y € E gibt, so dass II'(Y) = 4 + Y. % # 0 bedeutet nun, das Y nicht
tangential zur Energiefliche ist, man sich also in der Situation von Teil 1
befindet. O

Der Fall integrabler Systeme In integrablen Systemen ist II charak-
terisiert durch die Abbildung der Wirkungsvariablen I; auf die Frequenzen
w;i(I) der von ihnen erzeugten Torusumlédufe; analog ist Pgr charakterisiert
durch die Abbildung der I mit H(I) = E auf die Frequenzverhdltnisse
[wi ¢ ... t wp](I) € PR™ der Bahnen im Torus zu I. Diese Abbildungen
sind nicht an periodische Bahnen gebunden, und als Analogon der Nicht-
Entartungsbedingungen erhélt man die Forderung nach lokaler Diffeomor-
phie. Das sind in der Tat gerade die Bedingungen des KAM-Theorems, das
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die Stabilitdt der hinreichend nicht-resonanten Tori
{I| 3keZ—-0:|{kw())|>C/k]’}, s>n—1

unter kleinen Hamiltonschen Stérungen garantiert; vgl. [Arn89], App. 8. Im
zweidimensionalen resonanten Fall hingegen fiihrt die Storung auf transver-
sale Schnitte der W+ in eine invariante Menge vom Cantortyp (Chaos), und
die W* bilden die berithmten selbstihnlichen Smale Hufeisen, deren Struk-
tur man sich bildlich klar machen kann, vgl. [AS85], Kap. 5, und [Wig03].

1.3 Lagrangeimmersionen
1.3.1 Normalform einer Lagrange-Umgebung

Homotope Zykel cg,c; : S — Z sind homolog, sie unterscheiden sich ja
gerade um den koorientierten Rand der von der Homotopie ¢ : [0,1]xS"™ — Z
iiberstrichenen Fliche ranc:

¢ — ¢g = dranc.

D>

Dual sind zwei de-Rham-Kozykel fjo, fifo zu einer C°°-Homotopie f :
[0,1]xZ — Z kohomolog. Der Bildung der Fliche entspricht nun die Bildung
des Homotopicoperators Pf(a) = fol fri(f)edt, den die Kozykel koberan-
den:

fra— fia = dP!(a) ®)

In der Tat,

1 d 1 .
ffa—fo*a:/O aft*adt:/O ft*(Lf-a)dt:/ft*di(f)adt:de(a).

Diese Gleichung zeigt umgekehrt, dass wir zu zwei kohomologen Kozykeln
a1 — o = dP stets eine iiberfithrende Homotopie f finden (Mosers Trick):
Setze oy := tag + (1 —t)ap und f oy = ap, dann ist f offenbar der Fluss des
Vektorfeldes f bestimmt durch P = —i(f)ay.

Insbesondere sind zwei de-Rham-Kozykel ag, a1, die auf einer Unterman-
nigfaltigkeit N C Z iibereinstimmen, kohomolog auf einer Tubenumgebung
T von N (relatives Poincaré-Lemma): Die Kontraktion k von 7" auf N
(gegeben durch die lineare Kontraktion des Normalenbiindels Ty Z /TN auf
seinen Nullschnitt) liefert ja nach (8) eine Stammfunktion P*(a; — ag) von
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(a1 — ag)|r, die sogar auf N verschwindet. Nach Mosers Trick sind damit
die beiden Kozykel durch eine auf N konstante Homotopie verbunden. Ins-
besondere folgt:

Lemma 7 (Darboux-Weinstein) [BW95, C. 4.22] Sind wy,w; zwei sym-
plektische Strukturen auf Z, die auf TnZ einer Untermannigfaltigkeit N
tbereinstimmen, dann gibt es einen Diffeomorphismus ¢ einer N -Umgebunyg,
der sie ineinander iberfihrt ¢*wi = wy. O

Kompatible fast komplexe Strukturen Sei (EF,w) ein symplektisches
Vektorraumbiindel. Eine kompatible fast komplexe Struktur auf E ist ein
Schnitt seines Frame-Biindels GI(E) mit J? = —id, so dass g;(X,Y) =
w(X,JY) eine Riemannmetrik ist.

Lemma 8 Sei E symplektisches Vektorraumbiindel mit Lagrangeschem Un-
terbiindel I. Dann liefert J — Jl eine Bijektion zwischen dem Raum der
kompatiblen fast komplexen Strukturen und der zu l transversalen Lagran-
gebiindel.

In der Tat, J ist stets symplektisch, daw(JX,JY) = g(JX,Y) = g(Y, JX) =
w(X,Y), damit ist [ & JI eine gj-orthogonale Zerlegung von E in Lagran-
gebiindel E = JI®l. Zu jeder Lagrangezerlegung (!’ von E erhalten wir ein
solches J’ mit J'l = I’: Wihle einen symplektischen Biindelautomorphismus
b, der [ in sich und !’ in JI iiberfithrt und setzte J’ = b~1.Jb. O

Jede Metrik g projiziert auf eine kompatible fast komplexe Struktur .J
iiber die Polarzerlegung A = JVA'A von A: g(X,Y) = w(X, AY). Da der
Raum der Riemannmetriken konvex ist, folgt:

Notiz 2 Der Raum der kompatiblen fast komplexen Strukturen bzw. Lagran-
geschen Komplemente ist zusammenziehbar. O

Aus Lemma 7 und 8 erhalten wir nun die gewiinschte Normalform:

Satz 2 (Weinstein) [BW95, Th. 4.19] Seii: L — Z Lagrangeimmersion
und | C *TZ ein zu TL C *TZ transversales Lagrangebiindel tiber L.
Dann lisst sich i zu einer symplektischen Immersion einer L-Umgebung in
T*L auf eine i(L)-Umgebung in Z erweitern, welche die Vertikale Vi, :=
ker Ty (wp : T*L — L) auf 1 abbildet. O

Geniigend kleine Umgebungen einer Lagrangemannigfaltigkeit L sehen also
stets aus wie der Phasenraum 7*L zu L. Im Phasenraum gibt es folgende
Prototypen von Lagrangemannigfaltigkeiten:

1. Konormalbiindel, definiert als Annihilator des Tangentialraums einer
Q-Untermannigfaltigkeit N in T%Q, etwa die Fasern 7~ 1(g) iiber N =
{q} (das sieht man anhand lokaler Darbouxkoordinaten).
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2. projizierbare Lagrangemannigfaltigkeiten, gegeben durch die Bilder ge-
schlossener 1-Formen 7 auf @): In der Tat, im»n projiziert unter = dif-
feomorph auf @ und ist wegen

no=nT'r=Tnol"mon=T"(mon)on=Tr"idon=n (9)

genau dann Lagrangesch n*wg = 0, wenn 7 geschlossen ist; umgekehrt
ist eine projizierbare Lagrangeimmersionen ¢;, = w\zl @ — L das
Bild der geschlossenenen 1-Form

n:=150. (10)

Jede 1-Form X* € Q'(L) liefert via w™! einen Schnitt des Normalenbiindels
Tr,Z/TL, denn TL ist ja gerade der Dualisierungs-Kern TL+ = ker(w :
TL — T} Z). Ein normaler Schnitt ist aber per Definition gerade eine infini-
tesimale Variation von L, d.h. Geschwindigkeit X eines Deformationskeims
Ly von L = Lg. Sei expliziter L; = {p! = 0} lokal als Nullstellenmenge
kommutierender, unabhéngiger Funktionen p! gegeben. Erweitern wir die
pg zu einer symplektischen Karte von Z, so bilden die X pg eine Basis der
tangentialen Schnitte I'(T'L) und die 8%0 eine Basis der normalen Schnitte

D(T1Z/TL); dann ist X = pilozay und

XPxp) = w(X, Xp) = dp). X = —pilo. (11)

Nach 2. ist der Deformationkeim L; genau dann Lagrange, wenn X* ge-
schlossen ist, also:

Notiz 3 Die geschlossenen 1-Formen auf L bilden den Tangentialraum der
SMannigfaltigkeit von Lagrangemannigfaltigkeiten in Z“ im Punkt L. O

1.3.2 Generierende Funktionen

Wir wollen nun nicht-projizierbare Lagrangemannigfaltigkeiten in 7%Q aus
projizierbaren durch Reduktion gewinnen.

Sei dazu B % Q eine Submersion und C := ker(TB — p*TQ)° An-
nihilator der Vertikale. C' ist koisotrop und wir identifizieren T*() mit der
Reduktion beziiglich C'. Ist nun L :=imn C T*B eine projizierbare Lagran-
gemannigfaltigkeit transversal zu C, dann ist nach Lemma 3 die Komposi-
tion

in: Ny=7mp(LNC)—=LNCCpT*Q —=T*Q (12)

eine Lagrangeimmersion, und 7 heifit ihre Generierende. Das sieht man auch
ohne Lemma 3, in der Tat ist hier ja einfach T, LNT,C+ = (T,L+T,C)* = 0.
Insbesondere ist also der Schnitt von L mit einer Nullfaser von C diskret,
wobei Mehrfachschnitte gerade Doppelpunkten iy(p;) = iy(pr), p; # pr der
Immersion entsprechen (vgl. Beispiel).
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Die Beziehung (9) projiziert nun in Verallgemeinerung von (10) auf
nls =nlsbs = i;0q. (13)

Ist insbesondere 1 = d¢ exakt, so heiflit ¢ generierende Funktion oder
Morsefamilie von iy := i44. In p-angepassten Koordinaten p(q,§) = ¢ ist

O = {(4,€.dg,0)}, By = {52(0.€) = 0 und

L= imis = { (4. 5540.9)| So00.) = 0} (14)

Dabei ist im d¢ genau dann transversal zu C, wenn Ve¢|s, nicht singulér
ist. Bemerke, dass letzter Ausdruck ebenso wie die Faserableitung d¢¢ koor-
dinatenunabhéngig (und insbesondere auch fiir nicht-exakte Generierende)
definiert sind, ndmlich J¢;¢ = i* o d¢ beziiglich des Duals i* der Inklusion
i:C%—= TB und Ve = proT0:p|x, in der kanonischen Identifikation pro
von Nullschnitten mit der Basis. Anhand der exakten Sequenz von Vektor-
raumbiindeln {iber ¥

vd
TZ¢(—> Tg¢B —E(L C0*

sehen wir aulerdem, dass die Entartung ker 8?([5(8) der ¢-Singularitéit bei
s € Xy der Entartung k der Projektion mg o iy entspricht:

k := dimker Ty(mq 0 iy) = dimker 8?(;5(3) Vs € Xg. (15)
Das Bild der Menge, auf der mg o4 k-fach entartet ist, heifit k-fache Kau-
stik. Ist k gleich der Faserdimension dim ker T'p, heifit ¢ reduziert.

Beispiel: ¢ : R? — R : (q,€) — ¢*¢€ + %{3 — & generiert die Lagrangeimmer-
sion von {¢? +&2 -1 =0} = St als Ly = {(¢,2¢6)|¢> + & -1 =0} =
{cos ¢, sin(2¢)} mit Kaustik {£1}:

-1 1

) p
lp
- %
Existenz und lokale Aquivalenz Sei i : L — T*Q Lagrange-Immersion
und [ C ¢*T*@) Lagrangebiindel iiber L transversal zu T'L und der T™Q-
Vertikale i* ker Tmg. Nach dem Satz von Weinstein 2 erweitere i zu einer
symplektischen Immersion f zwischen einer Umgebung des Nullschnitts in
T* L und einer L-Umgebung in i*7T%@Q, welche die T* L-Vertikale ker T'rr, auf

abbildet. Dank dessen Projizierbarkeit ist dann 7 := f*0g — 0 Generierende
von ¢ beziiglich der Faserung p = f o mg.
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Tf T.m . . . .
In der Tat, wegen T, o1"L — [, — T;;)Q ist p in einer geeigneten

Umgebung eine Submersion, und wegen f*0g|,~1(4) = Oo|m1(q) = 0 ist
Y = {0 = 0} = L und damit n|y = f*0g|r = i. Ist nun fg|r exakt, so
hat wegen 01 |r, = 0 der Zykel nach dem relativen Poincaré-Lemma in einer
L-Umgebung sogar eine Stammfunktion ¢. Wir fassen zusammen:

Satz 3 [BW95, Th. 4.25]. Gibt es ein Lagrangebiindel transversal zu i*T*Q
und der Vertikale i* ker T'mg, dann gibt es eine Generierende von i. Ver-
schwindet auferdem die Liouvilleklasse [*0g] = 0, dann gibt es eine gene-
rierende Funktion ¢ von L. Insbesondere ist jede Lagrangemannigfaltigkeit
lokal durch eine generierende Funktion gegeben. O

Sei nun B = @ x R®. Ly ist offenbar invariant unter folgenden Operatio-
nen auf ihrer generierenden Funktion ¢ € C*°(B):

1. Eichtransformationen in den B-Fasern ¢/(q,§) := ¢(q,9(q,§)) (Eich-
dquivalenz), dann ist X' = g(X) und iy, = (1g X g)sig.

2. Addition von Konstanten ¢'(q,&) := ¢(q,€) + ¢ (1-Aquivalenz)

3. direkte Addition von reguliren Quadratformen @ auf R%: ¢/ (¢,£,¢) =
B(q, &)+ Q&) (stabile Aquivalenz), dann ist ¥/ = ¥ x {0} C Q x R5T,

Satz 4 (Hormander) Obige Operationen liefern lokal alle generierenden
Funktionen, d.h. zwei Funktionen, die lokal die gleiche Lagrangemannigfal-
tigkeit generieren, sind lokal stabil eichy -dquivalent.

Beweis. Zunichst zeigt folgendes Lemma, dass lokal jede generierende
Funktion stabil eichdquivalent zu einer reduzierten ist:

Lemma 9 (Morse) Eine Funktion f € C*®(Q x R®), die im Nullschnitt
Q@ x {0} nicht-entartet kritisch lings der Fasern ist, ist in einer Umgebung
von @ x {0} eichiquivalent zur direkten Summe der Einschrinkung von f
auf Q x {0} und einer reguliren Quadratform Q' auf R®.

Beweis nach [BW95] S. 51, oder [AGZV85]: Sicher gibt es Faserkoordinaten
derart, dass die Taylorentwicklung von f lings der Fasern modulo a € o(|¢|?)
die gewiinschte Form f(q,&) = f(q,0) + Q'(£) + a(q, £) hat. Eliminiere nun
die Differenz a durch eine Homotopie von auf ) x 0 trivialen Eichtransfor-
mationen hy, so dass hyf = f — (1 —t)a =: f: Aus %(ft o hy) = 0 folgt die
dquivalente Differentialgleichung X;f; = —a, X; := %ht. Deren Losung h;
besteht in der Tat aus solchen Eichtransformation, weil a im Ideal

{ o0 0f 0f
t D€t DEI

af EIQX{O}}7

also X in {—aij gg’j% aij € IQX{O}} liegt. O
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Es bleibt also zu zeigen, dass zwei reduzierte L-generierende Funktionen
¢ € C°(By) und ¢ € C*(By) 4-eichdquivalent sind. Sicher gibt es einen
Diffeomorphismus g : ¥4 — Xy, so dass iy = iy o g und ¢|g¢ =og
modulo Konstante, die wir o. E. als 0 annehmen. Dann lésst sich die Differenz
¢p—1pog € I§£ ¢ Zu einer g-Fortsetzung g auf ¥, ¥-Umgebungen genau wie
im Morselemma durch Deformation beseitigen (s. [BW95], S. 53 fiir Details).
O

1.3.3 Lokale Klassifikation stabiler Kaustiken

Kaustiken von Lichtstrahlen (Fermatgeodéten), emittiert von einer Fliche im R?,
erscheinen an Winden als helle Bilder, die - u.U. nach beliebig kleinen Deforma-
tionen der Fiche - in stabile Standardtypen zerlegbar sind. Wir wollen kurz deren
lokale Klassifikation gem&B[AGZV85] skizzieren.

Zwei Lagrange-Projektionen 7|r, 7|y seien dquivalent, wenn sie durch
T*@Q-Automorphismen, d.h. Punkttransformationen 7%*¢ und symplektische
Fasertranslationen (¢,p) — (¢,p + a(q)),da = 0, ineinander iiberfiihrt
werden konnen. Sei nun ¢(q,&) ein lokal L generierender Funktionskeim
bei (0,0) beziiglich einer trivialisierenden Biindelkarte. In Verallgemeine-
rung der Eichtransformationen bewirkt dann ein Biindelautomorphismus
b(q,€) = (v(q),9(q,&)) die Punkttransformation T%¢ : Ly — Lgop, eben-
so verallgemeinert sich die Addition von Konstanten zur Fasertranslation
durch Addition von Funktionen auf ), und der Satz von Hormander er-
weitert sich entsprechend: Zwei generierende Keime erzeugen genau dann
dquivalente Lagrangeprojektionen, wenn sie dquivalent unter den erweiter-
ten Operationen sind. Eine Lagrangemannigfaltigkeit heift stabil, wenn ih-
re Projektion eine Umgebung aus dquivalenten Lagrange-Projektionen be-
sitzt. Es folgt, dass Ly genau dann stabil ist, wenn jeder Deformations-
keim von ¢ erweitert dquivalent zu ¢ ist — oder in anderen Worten —
q — ¢(q,.) stabil Ry-versale Deformation von ¢q : £ — ¢(0,&) ist: ¢ wird
dabei interpretiert als Deformations-Parameter und ein Biindelautomorphis-
mus b(q, &) = (p(q), g(q,€)) als Ubergang zu einer sogenannten induzierten
R-&quivalenten Deformation, d.h. ¢ als Parametertransformation und g als
g-parametrisierte Rechtsaktion (,R%).

Versale Deformationen sind insbesondere infinitesimal versal, d.h. ihre
Anfangsgeschwindigkeiten liegen im Tangentialraum der Deformationskeime
transversal zu dem der R-Aktion mit ¢ = 0 (£-Koordinatentransformationen)
Das begriindet die Bezeichnung , versal® als Kunstwort aus ,,universal® (je-
der ander Deformationskeim ist induziert dquivalent) und , transversal“.

Der Tangentialraum der R-Aktion mit ¢ = 0 ist gerade das von den
partiellen &-Ableitungen %‘é’? generierte Ideal Zp. 4, in der Algebra Ay der
C>-Keime bei £ = 0. Hat nun der Quotient Ay /13§¢O endliche Dimension
i, so ist infinitesimale Versalitéit auch hinreichend (s. [AGZV85], Theorem
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8.3. ff) und gestattet eine Konstruktion einer ¢ stabil R -dquivalenten De-
formation wie folgt: Ist €® = 1,...,e#~! Basis von Ag /Lo, 4o, dann gilt:

pn—1
¢~ (0:€) = d0(&) + Y _ gieil€).
=0

In dieser miniversalen Normalform sind insbesondere schon nicht-kaustische
g-Parameter herausprojiziert.

Der néchste Schritt der Klassifikation besteht nun im Auffinden von
Normalformen fiir ¢, dessen Entartung k£ der der Lagrangeprojektion ent-
spricht. In Verallgemeinerung des Morselemmas gilt:

Satz 5 (Tougeron) [AGZVS85, 6.3]: Hat f € Ay eine isolierte Singularitit
bei 0, so ist [ lokal dquivalent zu seinem Taylorpolynom vom Grad p + 1,
wobei p := dim(Ag/Ivy).

Zusammen mit dem Morsetheorem folgt etwa, dass ein singuléres, in einer
Dimension entartetes ¢ stabil R-dquivalent zum Keim & +— & + ist,
folglich Ao/Zs, ¢, = R[&]/{€)'} und

pn—1
¢~ (.8~ &+ aied (16)
=2

Man bezeichnet (16) mit der Weylgruppe A, (von SU(u 4+ 1)) aus folgen-
dem Grund: Ist W Weylgruppe® auf R¥, so liefern die Werte g; einer Basis
W -invarianter Polynome auf der Komplexifizierung C* einen Diffeomorphis-
mus v : C*#/W — CH. Sind nun die ¢; Koeffizienten eines auf dem W-Orbit
verschwindenden Polynoms, so entsprechen deren entartete Nullstellen sin-
guldren Orbits |Wz| < |W|. Z. B. operiert W = A, einfach auf der Hyper-
bene z1 + ... + ;11 = 0 durch Permutation der Koordinaten und entartete
Orbits liefern die Polynome (16). Es zeigt sich, dass in kleinen Dimensionen
die einfachen Wurzelsysteme zur Klassifikation der Kaustiken ausreichen (s.
[AGZV85]), wobei von A,, verschiedene Typen erst ab Dimension 3 auftre-
ten:

k ‘ w ‘ ¢o-Normalform ‘ beschriebene Kaustik im R?

1| A | & Fliche = R?

2 | As | &+ @2&F Saum zweier As-Flichen

3| As | & + @28 + ¢3¢} | Saum zweier A3 (Schwalbenschwanz)
Dy | € + &2 + 362 | Doppelkegel

8von Spiegelungen an Hyperebenen erzeugte endliche einfache GI(n) -Untergruppe, die
ein Gitter = Z" invariant ldsst. Insbesondere erzeugt das Wurzelsystem einer Cartanal-
gebra b einer einfachen komplexen Liegruppe die Weylgruppe W = N(T')/T, T = exp b,

siehe etwa [DKO00].
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Az

Ay

Saum Schwalbenschwanz Doppelkegel

1.4 Anwendungen in der klassischen Mechanik
1.4.1 Generierende Funktionen kanonischer Relationen

Der Graph einer symplektischen Abbildung ¢ : Z — Z/, ¢*w’ = w ist offen-
bar Lagrangesch in (Z x Z',w & —w'), man bezeichnet so verallgemeinernd
Lagrangemannigfaltigkeiten in Z x Z, (Z,w) := (Z, —w) als kanonische Re-
lationen. Thr Produkt

Lol ={(2,2")eZxZ"| 3 € Z' so dass (z,2/) € Lund (¢,2") € L'}

kénnen wir dann mit dem Bild der Lagrangemannigfaltigkeit LxL' C ZxZ'x
Z'xZ" unter der Reduktion beziiglich der koisotropen Mannigfaltigkeit C' :=
Z x graph(idz) x Z" identifizieren. Allerdings ist L o L’ (im Gegensatz zur
Komposition symplektischer Abbildungen) im Allgemeinen keine kanonische
Relation mehr; hinreichend ist nach Lemma 3, dass sich L x L’ und C cleanly
schneiden. In diesem Fall nennen wir L, L' verkniipfbar.

Im Fall von Phasenrdumen Z = T*(Q liefert nun die Bewegungsumkehr
(q,p) — (g, —p) einen kanonischen Symplektomorphismus 7*@Q — T*Q. Die-
ser erlaubt die Identifikation von Lagrangemannigfaltigkeiten L im Phasen-
raum T*(Q x Q) mit kanonischen Relationen s(L) C T*Q x T*Q via der (glo-
bal definierten) Schwartz-Transfomation s(q,q',p,p") == (¢,p,q',—p’). Eine
generierende Funktion von s(L) ist dann definiert als generierende Funkti-
on von L. Ist nun L lokal projizierbar mit lokaler Stammfunktion S (also
imdS C L), so erfiillt sie nach (10) in Darbouxkoordinaten 6y = p;dg" von
T*Q die Identitét

pidg" — pidg" = dS(q,q'). (17)
Ist % regulér, so determiniert diese Gleichung eine lokale symplektische
Tranformation (¢,p) — (¢',p") assoziiert zu L. Dies ist die urspriingliche
Definition generierender Funktionen, vgl. etwa [Arn89].

Was passiert nun bei Komposition? Sind S; € C®°(QxQ’), So € C*°(Q'x
Q") (der Ubersichtlichkeit wegen parameterfreie) generierende Funktionen

verkniipfbarer kanonischer Transformationen s(Lg,) € T*Q x T*@)’ und
s(Lg,) € T*Q" x T*Q", so erhiilt man durch Reduktion

081, 052\ | 051 0S5,
Ls,)os(Ls,) = { (¢, —2,¢", — =
S( 51)05( Sg) {<Q7 aq yq aq,,)‘ 8q’ 8q’
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Der Komposition entspricht also in Termen generierender Funktionen die
Summation (S7 + S2)(q,4¢,q") := S1(¢,¢’) + S2(¢', q").

Z. B. erhilt man aus der generierenden Funktion (q,q¢’) — qq' des Tau-
sches (¢/,p') = (p,—q) im R?" die der Identitit (vgl. Abschnitt 2.2. fiir
beliebige Phasenréume):

SidRzn (Q7 qllv q/) = (q - q”)q,' (19)

s(graph(idr=q)) ist gerade das Konormalbiindel der Diagonalen graph idg,
also insbesondere nicht projizierbar.

1.4.2 Interpretation der Variationsprinzipien

Sei @ kompakt und P(Q) die Mannigfaltigkeit von Wegen ¢ : [0,7] — Q
modelliert auf dem Sobolevraum H'! := H'2([0,7],R"). Ein Tangential-
vektor g € T,P(Q) an einen Weg ¢ ist dann das H L_Variationsvektorfeld
0q := %|0qS einer C*°-Homotopie g5 von q.

Sei weiter L € C*°(TQ) eine Lagrangefunktion streng konvex in den
Geschwindigkeiten und H € C*°(T*(Q) ihre Legendretransformierte.

Lemma 10 (Hamiltonsches Prinzip) Das Funktional

T
S§:P(Q) —R:5(q) = /0 Llgs, o)t

ist generierende Funktion des Hamiltonschen Flusses zur Zeit T beztiglich
der Randpunkts-Faserung

PQ L QxQ: ply)=0),7(T)),
i Formeln:
s(Lg) = graph ¢¥H.

Wir zeigen das fiir die Einschréinkung von S auf die (dichte) Mannigfaltigkeit
der H*2-Wege, die insbesondere nach dem Einbettungssatz [Jos98](A.1.2)
C? sind. Sei (q,p) € T;P, pt = g—é(qt,qt)) ihr Kotangentiallift. DS.0g =

prdqr — Podqo + fOT (8—th — %pt) dqdt. Also besteht die faserkritische Menge

Yg aus den Losungen der Euler-Lagrange-Gleichung (1), deren Kotangenti-

allifts Losungen von (3) sind. Weiter ist g—(f) = po, % = pr, also ist Lg in
der Tat Schwartztransformierte des Hamiltonschen Flusses. O

Die Verallgemeinerung auf nicht kompakte @ ist i.A. falsch, hier muss
ja nicht einmal der Fluss existieren. Ist aber L kinetische Ernergie zu einer
Riemannmetrik (z.B. Fermat- oder Maupertuis-Prinzip), so ist die geodéti-
sche Vollsténdigkeit schon hinreichend und &quivalent zur metrischen. Hier
ist folgende Einschrinkung von Interesse:
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Lemma 11 Sei Ly, p C T*Q die Lagrangemannigfaltigkeit gebildet aus den
Kotangentiallifts (q,p) von in qo startenden Geoddten q der Energie E. Dann
ist S generierende Funktion von Ly, g beziiglich der Faserung

{a € P(Q)|H(¢;p) = E,q9(0) =q} = Q: q—q(T).

O

Ist nun ¢, eine C'*° Homotopie von ¢ bestehend aus Geodéten, so heifit
das zugehorige Variationsvektorfeld J € T, P(Q) Jacobifeld; und zwei Punk-
te qo,qr auf imgq heilen k-fach konjugiert, wenn es k linear unabhéngige
Jacobifelder gibt, die in qg, gr verschwinden. Dies lésst sich als linearisierte
Bedingung fiir den Schnitt zweier Geodéten in qq, g7 interpretieren, ist im
Allgemeinen aber nicht dazu dquivalent.

Sei nun @), die Faser-Hessematrix der Generierenden J B an der faserkriti-
schen Stelle g (Qq ist wohldefinierte symmetrische Bilinearform auf T, P(Q)).
Die Jacobifelder sind offenbar gerade der Kern von @), und nach (15) gilt:

Notiz 4 qq ist genau dann k-fach konjugiert zu qr, wenn qr k-fache Kaustik
von Ly, g ist.

Bemerke dabei, dass man sich auf den endlichdimenionalen Fall beschranken
kann durch die Einschrinkung von J¥ auf den Raum der stickweise kiirzesten
Geoddten: Lokal sind ja alle Geodéten eindeutig, minimierend und frei von
konjugierten Punkten (das sieht man anhand der Injektivitidt der geoditi-
schen Exponentialabbildung fiir kleine Nullschnitt-Umgebungen, vgl. [BJ90]).
Aus dem selben Grund muss der Morseindez’ von t — Qq|[0,s) anfangs ver-
schwinden, somit springt er bei jedem Durchlauf durch einen k-fach konju-
gierten Punkt um —+k:

Lemma 12 (Morse-Theorem) Der Morseindex der Hessematriz des En-
ergiefunktionals zu festen, nicht-konjugierten Randpunkten ist gleich die An-
zahl kongugierter Punkte gezdihlt mit threr Multiplizitdt. O

1.4.3 Topologische Anwendungen des Morsetheorems

Das Morsetheorem hat folgende Konsequenzen, detaillierter beschrieben in
der Standardreferenz [Mil69].

Homotopietyp von Q(Q) Zunéchst erkennen wir den Raum der stiick-
weise kiirzesten Geodéten als Deformationsretrakt von P(Q), indem wir
Wegsegmente zwischen nicht-konjugierten Punkten ~(¢;), v(t; +¢) ausgehend
von € = 0 durch minimale Geodéten abkiirzen. Die auf den Retrakt be-
schriankte dquivalente Generierende ist dann eingeschréinkt auf eine Faser X

9Der Morseindex ind Q einer Quadratform Q bezeichnet die maximale Dimension
eines Teilraums, auf dem @ negativ definit ist.
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zu festen, nicht konjugierten Randpunkten eine Morsefunktion f € C*°(X),
d.h. alle stationdren Punkte sind nicht-entartet und lassen sich damit lo-
kal auf Normalform (Lemma 9) bringen. Eine solche Morsefunktion lie-
fert eine Henkelzerlegung von X wie folgt: Enthélt [a,b] keinen kriti-
schen Wert von f, so ist X := f~1[0,a] starker C°°-Deformationsretrakt
von X? via des Flusses zum Gradienten von f (beziiglich irgendeiner Rie-
mannmetrik). Enth#lt hingegen o.E. f~![c — ¢,c¢ + €| genau einen kriti-
schen Punkt mit Wert ¢ und Index k, so zeigt man anhand der Normal-
form, dass X¢t¢ := f~1(—oc0,c + €] diffeomorph ist zu X¢~¢ mit einem via
¢ : D"k x 9D* < 9X°¢ angehefteten k-Henkel Hj, := D" % x DF:

Xete = XU, D" x D,

o k=2
y k=1
o d
— d5Y)
o k=0
Ho Ho U H, - UH; .. UH,
Do D, u D,

T 4 g

Henkelzerlegung des Torus T? C R® anhand der Héhenfunktion
T? 5 (z,y,2) — z und assoziierter Zellenkomplez.

Die Kontraktion von D" % C Hj, entspricht dabei der Anheftung einer k--
Zelle, und so erhéalt man:

Satz 6 [Mil69, Th. 16.3] Der Raum der stickweise C*°-Wege endlicher
Léinge \/Jg zu festen, nicht konjugierten Randpunkten ist homotopiedquiva-
lent zu einem CW-Komplex bestehend aus je einer k-Zelle pro Jg-kritischem
Punkt vom Indez k.

Bott-Perodizitit Seien O,,U,, UEI die maximal kompakten Untergrup-
pen (Deformationsretrakte beziiglich der Polarzerlegung) von Gi,,(R), Gl,,(C),
Gl,(H) und O, U, Uy ihre direkten Limites beziiglich der Standard-Einbet-
tungen Gl,,(R) — GL,11(R):g— g® 1.

Satz 7 ([Bot59]) Die periodisch Folge homogener Rdume (X,) gegeben
durch

...,0, BOxZ,U/O, Uy, U, Ug/U, BUyg x Z, U/Ug, O/U, O,...
ist ein Q-Spektrum, d.h. X,, ist homotopiedquivalent zum Schleifenraum

Q(X,41). Gleiches gilt fir die Folge (X,):=...,U, BU X Z, U,....
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Grobe Beweisskizze fiir den Fall der orthogonalen Gruppe: Anhand Satz 6 sieht
man zunéchst, dass die i-te Homotopiegruppe des Wegeraums zu festen Endpunkten
7;(2(Q)) schon durch die kiirzesten Geodéten zwischen ihnen berechnet wird, sofern
deren Index > i ist (s. [Mil69, Th. 22.1]).

Seien J, ..., Ji, € O16n antikommutierende komplexe Strukturen auf R'”, d.h.
JiJj + JjJi = =26;51, und Q41 C Qg := O16, der Raum der Fortsetzungen dieser
Relationen von k auf k+1 (Die Relationen generieren eine R-Algebra C*:0, die R6"
zum Clifford-C*9-Modul macht, also ist Q1 gerade der ,orthogonale Anteil* von
CF10- mod CFO Strukturen auf R'®"). Wegen exp(J, '€Ji) = —Jj, exp(€)Jy be-
steht eine Ji-Umgebung von ;1 genau aus jenen Jy exp &, fiir die [£, Jx]+ = 0 und
[€,J;] = 0Vi < k; die £ liegen also in einem linearen 016,-Unteraum. Folglich liegt
Qi1 total geodiitisch in Qy beziiglich einer invarianten Metrik von O1g,, (induziert
etwa durch die Killingform o(16n)% 3 (£, ) — tr(én*)), und

Q1 2§ = {[0,7] 51— exp(t&)}

definiert einen Hom6omorphismus von g1 auf den Raum der kiirzesten Geodéten
zwischen Ji und —Jj in ). Deren Index ist aber 1. Ordnung in n ([Mil69], As-
sert. S. 146), also m;(Qx+1) = mi41(Q) im induktiven Limes n — oo. Nach den
Whitehead-Theoremen [Whi78, V 3.1, 3.5] sind aber zwei CW-Komplexe schon
homotopiedquivalent, wenn all ihre Fundamentalgruppen iibereinstimmen, also

Q(Qk) >~ Qk—i—l-

Man identifiziert nun schrittweise 1 = O1¢,/Usy, via der kanonischen Aktion von
O auf den komplexen Strukturen (g,J1) +— ¢g*J1g, analog {22 mit quaternionalen
Strukturen auf C®”, Q3 mit dem Grassmannraum aller quaternionaler Unterriume
via 4" =V, @ V_, Vi = ker(J1JoJ3 £ 1), Q4 = Uy via J3Jy : Vi — Va auf dem
hochstdimensionalen Stratum dim V. = dim V_, etc. (s. [Mil69, Lemma 24.6]).

K-Version der Bottperiodizitit Seien X,Y,Z (lokal) kompakte Rdume
mit Basispunkten xg,yo,z0 und C(Y,Z) versehen mit der KO-Topologie
(s.[tD00, S. 111]) und der konstanten Abbildung Y — {z} als Grund-
punkt. Dann ist eine Abbildung f : X — C(Y, Z) genau dann Basispunkt-
erhaltend, wenn die adjungierte Abbildung f : X xY — Z : f(z,y) =
f(z)(y) die Menge X VY := X X ypUzo x Y auf den Basispunkt abbildet.

Dem kanonischen Hom6omorphismus
C(XxY,Z2)2CO(X,C(Y,2))
(s. [tD00], Satz 5.3) enspricht somit die punktierte Version
C(XANY,Z)=2C(X,C(Y,2)),

wobei X VY := X xY/X VY und’ die Erhaltung des Basispunkts bedeute.
Ist Y = 81 also S'AX =: SX die reduzierte Suspension'® und C(S', Z)" =
Q(Z, zy) der Schleifenraum, so macht die Zusammensetzung von Wegen den

9Djese entsteht aus der gewdhnlichen Suspension X, definiert durch Zusammenschla-
gen der beiden Rénder des Zylinders X x [0,1] auf je einen Punkt, durch zusitzliche
Identifikation der kontrahierbaren Menge {zo} X [0, 1]; vgl. Bild.

27



Homoéomorphismus C(SX,Y) = C1(X,Q(Y,y0)) sogar zu einem Homo-
morphismus von Gruppen. Da §8™ ~ §n+1

S™ x [0,1] S” St S

-5 @

erhélt man insbesondere kanonische Gruppenisomorphismen m;(Q2(X)) =
7ir1(X). bzw. dual HYX,Z) = H'(SX,Z).

Das motiviert die Erweiterung des K-Funktors (s. A.1.3) Kg(X) =
[X, BO x Z] fiir kompakte, aber nicht notwendigerweise zusammenhéngende
X, auf . .

Kp"(X):=K(S"X) = [X,Q"(BO x Z)|'. (20)

Weiter definiert man die relativen Funktoren K"(X,Y) := K™(X/Y), die
ungepunkteten K "(X) := K(X + %, %) und und schlieBlich fiir nur lokal-
kompakte X die kompakt getragenen durch K (X) := coker(K (x) — K(X +
%)). Man erhilt so in der Tat eine verallgemeinerte Kohomologietheorie!®,
insbesondere verifiziert man leicht K" (X) = K(X xR") (s. [Kar78, 4.12]).
Nach A.1.3 klassifizieren die K™(X) stabile Aquivalenzklassen von Vek-
torraumbiindeln iiber Suspensionen, etwa entspricht f(ﬂg LX) = [X,0] ge-
rade den Homotopieklassen von Ubergangsfunktionen zwischen dem oberen
und unteren Kegel von > X. Das von dem direkten Tensorprodukt von Vek-
torraumen induzierte Produkt von K ~"-Gruppen erfiillt nun K "(X) ®
K™™Y) = K™ ™(X x Y), und so schreibt sich die Bottperiodizitét als
Kr(X) ® Kr(S®%) = Kg(X) bzw. Kc(X) ® Xc(5?%) = Kc(X).

1.5 Die Maslovklasse
1.5.1 Der Maslovindex als spektraler Fluss

Betrachte einen geschlossenen Pfad + in einer Lagrangmannigfaltigkeit L
des Phasenraums 7). Wéihle nun lokale generierende Funktionen ¢;, so
dass iy : Mg, — L Embettung ist, dann springt nach Konstruktion der
Morseindex ind 92 Z_gbz o z ! liings 7 bei jedem transversalen Durchgang durch
das Urbild einer k:—fachen Kaustik je nach Orientierung um £k, woraus wir
bereits das Morse-Theorem gefolgert haben. Nach dem Hormander-Theorem
ist dieser relative Morseindex unabhéngig von der generierenden Funktion.
Die Summe der relativen Morseindizes heit Maslovindex m(vy) des Weges
und wird sich als Homotopieinvariante erweisen, er definiert so dual eine

Hygl. [Hil71] oder [Kar78]), die Beziehung von Kohomologietheorien und 2-Spektren
ist sogar fiir zusammenhéngende X bijektiv.
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Klasse [u] in H'(L,Z), die Maslovklasse von L — in Formeln: Ist tg < ... <
t, eine Partition zu + : [to,t,] — L, so dass L langs ~([t;,ti+1]) durch
generierende Funktionen ¢; gegeben ist, dann ist

tir1

pL)y = miy) = 3 ind 0255 (o)) (21)

7 €

Bemerkung: Im co-dimensionalen Fall, so dass 8?(]5 auf einem (g-unabhéngi-
gen) Hilbertraum definiert ist (Lemma 10, 11), ersetzt man dimker 82(;5
durch den Rang des Projektors X[_a,a](ﬁggb), a > 0, s0 dass Q : t —
X[-a,a] (8§¢(2;1(7(t)))) stetig ist; und bezeichnet den Maslovindex aus of-
fensichtlichen Griinden als spektralen Fluss von @Q. Der Maslovindex ver-

allgemeinert dann offenbar den Morseindex von Geodéten, vgl. dazu auch
[GPP].

+1

m =2 Maslovindex m=20

Wir wollen nun Umformulierungen des Maslovindex unabhéngig von Ge-
nerierenden finden.

Der Maslovindex als relativer Kashiwara-Index. Wir betrachten zu-
néchst Schnitte zweier Lagrangemannigfaltigkeiten in Termen lokaler Gene-
rierender:

Notiz 5 imdS C T*Q schneidet Ly genau dann cleanly in igx(W), wenn
W genav aus den kritischen Punkten z von ¢ — S := ¢ — ppS besteht und
eine Mannigfaltigkeit mit T,W = ker(¢ — S)"(z) bildet. (Dabei ist (¢ — S)”
wohldefinierte Quadratform aufT,B vermdge der kanonischen Identifikation
ToT*B =TB & T*B am Nullschnitt.)

In der Tat, {q,5(q)} = {(q,040(q,&))|0c0(q,€) = 0} genau dann, wenn
(¢ — S)(q,€) = 0 ist. Weiter ist Y = (Y9,Y?%) € .Yy < 0¢¢/|..Y = 0.
Das Bild T.ip.Y = (Y9,0,¢'|.Y%) =: (Y?,YP) liegt dann auch in TimdS
genau dann, wenn S”Y? = YP also zusammenfassend Y € ker(¢ — S)"(2)
ist. O
In jedem Schnittpunkt p € Ly N Lg hat man ein Tripel (L1, Lo, L3) =
(ker Tym,T,Lg, T, im dS) von Lagrange-Unterrdumen in 7,7*Q. Assoziiert
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zu einem solchen Tripel ist der Kashiwara-Index sgn(Ly, Lo, L3), definiert
als Signatur der Quadratform Q(Lq, Lo, L3) :

Li®Ly® Ly — R : (21,22,23) — w(x1, T2) + w(xe, x3) + w(ws, 21).

Man kann zeigen, dass der Kashiwara-Index neben den Dimensionen der vier
Durchschnitte der L; die einzige symplektische Invariante des Tripels ist (s.
z.B. [Mei90]); wir bendtigen aber nur den Fall, dass Lg transversal zu L;
und Lo ist:

Lemma 13 Sei ty < ... < t,, eine Partition zu 7 : [to,t,] — L C T*Q, so
dass Lagrangesche Vektorbindel L; iber v([t;, tiy1]) transversal zu T, L und
ker I',m existieren, dann ist

J

) |
() = 5 3 sen(ker Ty m, Ty Ls Li(t)
J

Beweis: Sei L; durch eine Formenfamilie L;(t) = T’,) im dS; gegeben. Dann indu-
ziert die Fasertranslation p, — p; — dSt(q) einen symplektischen Isomorphismus
von T,nT*Q auf den Standardraum Lo & Ly = ToT'Q @ ker Ty versehen mit der
kanonischen Form w(z®p, 2’ ®p") = p'.x—p.a". T, Ly wird dabei der Graph genau
einer symmetrischen Bilinearform b; : L — Lo, den wir als Reduktion des Graphen
von Q; := (¢—S5;)"(2) ! identifizieren. sgn(b) ist der Kashiwaraindex des Tripels, in
der Tat ist ja Q(Lo®0, graph(b;), 0B L) (2 D0, 2’ Dby.x’,0®p) = b’ .x+p.a’ —p.x,
also sgn Q(...) = sgnb.

Sei nun abkiirzend E = ker T, p. Dann ist dank der Regularitdt von @ in der
Tat konst = ind Q; = ind Q4| + ind Q; % = b; + 6§¢(z). O

1.5.2 Die universelle Maslovklasse

Offensichtlich kénnen wir bei der Definition des Maslovindex die Basispunkte
~(t;) vergessen, indem wir eine punktweise symplektische ,, GauBabbildung*
des Tangentialbiindels in den symplektischen Vektorraum L& L* betrachten,
welche das Vertikalbiindel ker T'p auf 0 © L* und T’, L auf einen Pfad in der
Grassmannmannigfaltigkeit A der Lagrangeriume von L & L* abbildet. Das
definiert die universelle Maslovklasse y € H'(A,Z). Neben der Definition
tiber Morseindizes haben wir dann folgende einfacheren Definitionen des
Maslovindex:

Der Maslovindex als Schnittzahl (vgl. [CdV]). A wird generiert durch
Quadratformen auf L x R*, wobei die reduzierten generierenden Funktionen
zu gleicher Faserdimension k A in Schichten!?

Api={leA| dimiNn0& L* =k}

12Fine Stratifikation einer Mannigfaltigkeit M ist eine Zerlegung in Mannigfaltigkeiten
(Schichten) M;, so dass der Abschluss von M, die Vereinigung von M; mit den Strata
niedrigerer Dimension ist.

30



zerlegen. Ag wird parametrisiert durch generierende Quadratformen auf L &®
0, ist also zusammenziehbar. Das Komplement (der Maslovzykel) ist keine
Untermannigfaltigkeit, doch ist der homotopierelevante Anteil schon durch
Ay gegeben: Da codim A > 3 fiur k£ > 1, ist m(A) = m1(Ag U Ay). Daraus
folgt insbesondere, dass Schnitte einer Kurve v mit den hoéheren Schichten
Ak, k > 1 instabil sind: Durch beliebig kleine Deformationen zweigen sie
auf in transversale Schnitte mit A;. Fiir solche generischen Kurven ist die
Schnittzahl wohldefiniert:

Nach Lemma 3 konnen wir den Tangentialraum an A; in () € Ay
mit Quadratformen auf ~(t) identifizieren, die auf der Geraden T := ~(t) N
0 @& L* verschwinden. Die Geschwindigkeit () im Schnittpunkt definiert
dann dank Transversalitdt einen Normalenvektor # 0 an A;, identifizierbar
mit einer reguldren Quadratfrom auf 7. Wir koorientieren A; durch die
Festlegung, das diese Quadratform positiv ist genau dann, wenn () Ay
positiv schneidet, dann ist der Maslovindex offenbar die Schnittzahl m(7)
von y mit Aj.

Eine formale Definition der Schnittzahl, die ihre Homotopieinvarianz ein-
schlieft, erhélt man wie folgt: Waihle eine A;-Umgebung diffeomorph zu
U :=[—¢, €] x A1, die den Rand des Weges nicht enthalte. Weiter definiere die
geschlossene Form p via g = f'de mit f(+e) = +1/2 in U und suppp C U.
Dann ist m(y) := fﬂ/ w. Fiir beliebige Kurven v kann man zeigen, dass die
Schnittzahl nicht von der Deformation auf eine generische Kurve abhéngt,
und erhélt so insbesondere eine Bijektion

m:m(A) 5 Z. (22)

Die homogene Version des Maslovindex (vgl. [MS95, 2.3]). Sei wie-
der A der Grassmannraum von Lagrangerdumen in (L & L*,w). Wéhle ei-
ne kompatible komplexe Struktur J mit zugehoriger euklidischer Metrik
g und hermitischer h = ¢ + iw, wir identifizieren so Sp(n) N O(2n) =
U(n) als maximal kompakte Sp(n)-Untergruppe. Nun ist der R-Spann h-
orthonormaler Basen Lagrange, und umgekehrt ist jede g-orthonormale Ba-
sis eines Lagrange-Unterraums auch h-orthonormal. Da U(n) auf h-Ortho-
normalbasen transitiv operiert mit L-Stabilisator U(n), = O(n), identifizie-
ren wir A = U(n)/O(n).

Lemma 14 Der Maslovindex einer Schleife v : S* — A = U(n)/O(n) ist
die Umlaufzahl der Komposition mit det?:

m(y) = deg(det? oy : ST — S1).
In der Tat: m ist wohldefiniert wegen det O(n) = {£1} und offensichtlich

homotopieinvariant, und S* — A : e — diag(e?/2,1,...,1)(R™ x {0}) hat

~

gerade Schnittzahl 1, generiert also 71 (A) & Z. O
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Ist v : S' — U(n) eine Schleife in U(n), so ist m(g.y) = m(y) +
2degdet g, denn 2degdet(g) = degdet’(g) = degdet(g?); man kann so
m1(U(n)) — Z : [y] — deg(det o) als gelifteten Maslovindex interpretie-
ren.

Weiter redefinieren wir die Maslovklasse u € H'(A,Z) als pullback des
Generators 5dy von H'(S!,Z) mittels det®. Nach Lemma 14 ist y wieder
dual zu 71 (A), ordnet also jedem Zykel seine Schnittzahl zu.

1.5.3 Maslovklasse zweier Lagrangebiindel

Existenz Lagrangescher Unterbiindel (vgl. [Vai87]). Sei E ein sym-
plektisches Vektorraumbiindel. Die Wahl einer fast komplexen kompatiblen
Struktur J (und damit einer hermitischen und euklidischer Metrik) auf E
entspricht 1:1 einer Reduktion der Strukturgruppe von Sp(n) auf U(n), ist
aber nach A.1.1, Lemma 34 stets moglich, da U(n) maximal kompakte Un-
tergruppe (Abschnitt 1.5.2) bzw. der Raum der kompatiblen fast komplexen
Strukturen nach Lemma 8 kontrahierbar ist. Ein Lagrangesches Unterbiindel
L entspricht seinerseits einem globalen Schnitt des assoziierten Biindels A(E)
und steht damit nach A.1.1, Lemma 2 in 1:1-Korrespondenz zur Redukti-
on der Strukturgruppe von U(n) auf O(n). Hier liefern nun die ungeraden
Chernklassen (Anhang 1, (102)) eine Obstruktion: Ist 6 eine L-angepasste
Zusammenhangsform auf dem U (n)-Framebiindel U(E) zu E, d.h. reduzier-
bar zu einer Zusammenhangsform auf dem O(n)-Framebiindel zu L, so ist
insbesondere ihre Holonomiealgebra schiefsymmetrisch hol(6) C o(n). Folg-
lich verschwinden die Koeffizienten ¢, : u(n) — R des charakteristischen
Polynoms

det(A —n/2mi) = > cr(m) A" * (23)
k

fiir n € hol(0), falls k ungerade ist.

Zum Beispiel erlaubt damit CP™, der durch symplektische Reduktion des
isotropen harmonischen Oszillators H = |z|> nach den Hamiltonschen S*-
Orbits zu H (Hopf-Faserung) entsteht, keine Lagrangeschen Unterbiindel.

Die Maslovklasse zweier Lagrangebiindel. Seien nun Ly, Ly € A(E)
zwei Lagrangesche Unterbiindel eines symplektischen Vektorraumbiindels
E — L mit kompatibler fast komplexer Struktur ./, insbesondere betrachten
wir natiirlich den Fall, dass L Lagrangemannigfaltigkeit in T%Q, Ly = TL
und Lo = ker Tpm. Modulo Automorphismen der L; gibt es dann punkt-
weise eindeutige komplexe Rotationen, die Ly in Lo iiberfithren, und da F
nach vorigem Abschnitt Strukturgruppe O(n) hat, fiigen sich diese zu einer
global definierten stetigen Abbildung Li/Ly : L — U(n)/O(n) zusammen.
Nach Satz 7 und (20) représentiert die Homotopieklasse [L1/Ls] ein Ele-
ment aus K'(L), falls L kompakt ist. Die Maslovklasse verallgemeinert sich
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offensichtlich auf das Duale ihrer Komposition mit der Projektion [det?]:

p(Ly1, L) := [det? o Ly/Lo)* € H'[L, 7).

1.5.4 Die Maslovklasse als sekundire charakteristische Klasse

(vgl. [Vai8T7]). Seien 6; Zusammenhangsformen auf U(E) — L. Ihre konvexen
Kombinationen 6; := ). t;0;, > ,t; = 1, definieren eine Zusammenhangs-
form 6 auf U(E) x A", wobei A" := cov(ey,...,,) den Standardsimplex,
also die konvexe Hiille der Standardbasis (e, ..., e,) des R"*! bezeichne. Sei
weiter (7 := d?6 ihre Kriimmung, dann definieren

B(@Q,...,Qr)ck = / Ck(Qg)

in Verallgemeinerung des Botthomomorphismus (102) U(n)-invariante ho-
rizontale (2k — r)-Formen auf U(E), die wir geméB(97) mit Formen auf L
identifizieren. Dank (97) und des Satzes von Stokes induziert die Randbil-

dung 0A” = >, (—1)" cov(eg, ..., &, ..., ex) die Korandbildung
dB(e()v ) 97‘)0743 = - Z(_l)zB(e()) E) é;b ) 07‘)07437 (24)
denn dB(0y, ..., 00 )ck = [ar d|Lck(Qk — far d\Arck(Qk — Jonr Ck Q’;)

(24) ldsst sich sich wie folgt umformuheren Ist 2(0;)/G der Kettenkomplex
der freien Gruppen iiber den Zusammenhangsformen (¢;) modulo diagonal
operierender Eichtransformationen G, versehen mit dem vom Simplizialkom-
plex (A, 9) induzierten Randoperator d(6y, ..., 0,) := >_,(—=1)" (6o, ... 0;,. 0r),
so induziert die Abbildung B nach (24) einen Homomorphismus von Ket-
tenkomplexen

(2(0:)/G,9) — (L), d).

Insbesondere liefert der Rand von (6, 61,02) die Identitéit
[B(@(), 91)Ck + B(@l, 92)Ck + B(HQ, 90)Ck] =0¢€ HC%R(L), (25)

Seien nun L; Lagrange-Unterbiindel von F und die 6; angepasst an L;.
Nach (23) sind dann die B(fp, 61)cy fiir ungerade k geschlossen und defi-
nieren so spezielle sekunddre charakteristische Klassen von L, ndmlich die
hoheren Maslovklassen des Paars Ly, Lq:

Lemma 15 [Vai87, 4.4.44] Die Maslovklasse ist die sekunddre charakteri-
stische Klasse

,U(Lo, Ll) = 2[B(90, 91)01] (Cl = tl").
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In der Tat, aus der Strukturgleichung (101) folgt Q7 = dt A (61 — o) + Q.
In einer lokalen Trivialisierung von U (E) ist nach (96) 0; = Ad(g)6p+g 'dg
beziiglich einer Eichtransformation g = L1 /Lg, und somit

B(0p,01)c1 = o=tr(01 —6g) = o=tr(g 'dg) = s=dIndet g
= l(det’9)*d(ln: e —¢) O

Notiz 6 Die Maslovklasse ist invariant unter Lagrange-Homotopien, d.h.
Deformationen f; : [0,1] — I'(A(E)) von L; = f;(0) auf L, := f;(1).

In der Tat, sind 6;(t) f;(t)-angepasste Zusammenhangsformen, so gilt nach
Stokes modulo Korand [B(fg, 01 )c1—B(6), 0, )e1] = [ JLdB(Bo(t), 04 (t))cldt] ,
wobei aber der Integrand nach (24) und (23) verschwindet.

Sind nun Lg, L1 iiberall transversal, so ist o.E. die Eichtransformation
Lo/ L, einfach die Multiplikation mit einer Konstanten und damit p(Lg, L1) =
0, wir erhalten also:

Lemma 16 Die Maslovklasse p(Lg, L1) verschwindet, falls es Lagrangeiso-
topien von Lg, L1 auf tberall transversale Lagrangebiindel gibt. O

Aus der Kozykelidentitéit (25) folgt weiter, dass die Maslovklasse eine Ob-
struktion der Existenz eines zu L, L1 transversalen dritten Lagrangebiindels
ist (dann verschwinden ja zwei der drei Summanden in (25)).

1.6 Existenz globaler Generierender

Die Definition (21) suggeriert, dass die Maslovklasse einer kompakten La-
grangemannigfaltigkeit L C T*@Q Obstruktion fiir die Existenz einer Gene-
rierenden von L ist. Diese Obstruktion ist nicht hinreichend, sondern gerade
die erste einer durch k(L) := [T'L/ker Ty7 : L — U/O] € K'(L) definierten
Reihe von Obstruktionszykeln in H*™(L, m;(U/O)):

Satz 8 (Lees) Das Bild einer Lagrange-Immersion i : L — T*Q ist genau
dann das Bild der Reduktion einer projiziebaren Lagrangemannigfaltigkeit
imn C T*(Q x R®), wenn k(L) =0 gilt.

Beweis nach [Lee79):

1. Existenz bedingt k(L) = 0: Sei n € Z'(Q x R?) Generierende einer Lagran-
geimmersion 4, : L = ¥, — T™(Q. Nach dem Satz von Weinstein 2 erweitern wir 4,
zu einer symplektischen Einbettung %n einer Nullschnittumgebung von L C T*L in
T*@ und erhalten einen Isomorphismus symplektischer Vektorraumbiindel

Tyin : ToT*L — i7TT*Q. (26)

Identifizieren wir ToT*L = T*L & TL = TL ® C und via Fasertranslation analog
iy TT*Q = (7i,)*T'Q ® C, schreibt sich dies als komplexer Isomorphismus

TL®C = (ri,)*'TQ®C,
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wobei die Identifikationen nach Notiz 2 eindeutig bis auf Homotopie sind. Da weiter
die Horizontale T'Q) @ 0 Lagrange-homotop zur Vertikalen ker Tymg ist, ist offenbar
k(L) = 0 genau dann, wenn dieser Isomorphismus eine Komplexifizierung von T'L 2
(i) TQ ist.

Betrachte nun die #quivalente (26)-Erweiterung

Toiy X idgzs : Toxoes T*(L x R®) — (i, x 1)*TT*(Q x R?).

In der Tat ist dann per Definition i, = pn[z, d.h. obiger Isomorphismus ist ho-
motop zur Komposition der Komplexifizierung Tim,T*(Q x R®*) — T'imn ® C des
Isomorphismus 77 : T(Q x R®*) — T'im#7 mit dem Lift von p zum Isomorphismus
TT*(Q x R®) — TT*Q & Q x TT*R". O
2. Beweisidee der Umkehrung Anhand der lokalen Existenz und des Satzes
von Hérmander 4 beweist man zunéchst folgende Homotopie-Deckungs-Eigenschaft:
Gegeben eine Homotopie von Lagrange-Immersionen i;, deren Anfang eine Gene-
rierende besitzt, existieren (stabilisierte) Generierende 7y mit imi; = imn; ([Lee79,
Th. 3]). Es folgt, dass sich Generierende d¢; auf jedem Henkel HF = D"~* U DF
einer Henkelzerlegung'? von L finden lassen, wobei wir die H; (dank der Homotopie-
Deckungseigenschaft) als projizierbar annehmen diirfen. Nach Hérmander sind die
¢; auf den Zusammenhangskomponenten der Verklebungsstellen (D"~* x 9D*-
Umgebungen §HF) stabil eich,-dquivalent, und es gilt, diese Aquivalenz auf die
HF fortzusetzen. Im nicht-zusammenhingenden Fall k& = 1 liefern hier die lokal-
konstanten Groen iy, ind 02¢; — iy, ind 81%%'51{3 und ig,, ¢ — ig,, djlsm einen
hinreichenden Obstruktionskozykel (vgl. A.1.2), eben gerade die Maslov- und Liou-
villeklasse; in den iibrigen Fillen k # 1 suchen wir eine Fortsetzung der Aquivalenz-
Eichtransformationen §H¥ — Diff(R?®) auf HF. Nun ist O(s) Deformationsretrakt
von Diff(R*) und die Komposition idg x §HF — O(n + s) — U(n + s) nach Teil 1
nullhomotop, also definieren die H* — O(s) Elemente in 74 (U/O) und damit in
der Tat den verbleibenden Obstruktionskozykel in H**1(L, m(U/O)).

Zusammen mit Satz 3 folgt nun die Verschirfung:

Korollar 1 k(L) ist Obstruktion fir die Existenz eines zu T L und i* ker T'mg
transversalen Lagrange-Biindels.

Diese Obstruktion ist hinreichend in R?, z.B. findet man fiir die oo in 1.3.2:

p

13vgl. Abschnitt 1.4.2, §1.
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Aus Satz 8 folgt insbsondere, dass S C T*R (der harmonische Oszil-
lator) keine Generierende in Q'(R™"%) besitzt. Dies ist kein Artefakt der
topologischen Trivialitdt von Biindel oder Fasern:

Lemma 17 Der Satz von Lees 8 bleibt giiltig, wenn man als Definitions-
bereich der Generierenden neben Q x R™ auch affine Biindel (R™ x (S1)™-
Biindel) iiber Q erlaubt.

Das Lemma folgt sofort aus den beiden Notizen:

Notiz 7 Istc: F — B lokal isomorpher Homomorphismus von Faserbiindeln

iiber Q (d.h. lings Q triviale Uberlagerung), dann erzeugen n € Z*(B) und

c*n die gleiche Lagrangimmerion i, = ic+,.

In der Tat, es ist c: ¢*X,, = Xy — Xy Uberlagerung und damit Lift von
Yiery % imc*nNc*C C (pe)*T*Q —=T7*Q

auf die deckende Komposition (14). O

Notiz 8 Generierende auf einem Vektorraumbiindel F' diber Q) sind dquiva-
lent zu solchen auf @ x R®

In der Tat, ¢ € C°°(F) ist stabil dquivalent zu ¢ B g beziiglich einer Metrik
g auf dem inversen Biindel —F, also Z}(F) > n~nBdg € ZY(Q x R®). O
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2 Kurzwellenasymptotik

2.1 Oszillatorische Distributionen und Symbole

2.1.1 Das Prinzip von Huygens

Grundbausteine der Kurzwellenasymptotik ([BW95],[Mei90],[R6m94]) sind
die WKB-Wellen, d.h. Funktionsfamilien der Form e %/*a, wobei S €
C>(Q), a € C*®(Q)[A\] und X € RT der semiklassische Parameter der Fa-
milie ist, der die Wellenlénge relativ zu charakteristischen Distanzen des
Systems beschreibt. Wir betrachten nun das Verhalten ihrer Superposition

*

I(¢,a)(q) == / @0/ Aq(q, €)dre (27)

EERE
im Kurzwellenlimes A — 0, wobei a kompakten Tréiger in £ habe und ,,**
am Intergralzeichen den Vorfaktor e_lkTﬂ(Zw)\)_g bezeichne.

Wir nehmen zunéchst an, ¢ besitze genau einen kritischen, nicht ent-
arteten Punkt pro Faser ¢ = konst, so dass die kanonische Projektion
p: Q xRF — @ die faserkritische Mannigfaltigkeit Yy = {00 = 0} dif-
feomorph auf ) abbildet. Dann ist

envyg := ¢ o pEi

die Einhiillende der Schar, denn envy stimmt per Definition in jedem Punkt
g mit genau einer der Scharfunktionen im 1-Jet lings @ (Phase und Wellen-
vektor) iiberein.

pN
Einhiillende Wellenfront einer Schar von Elementar-
wellen (isotropen WKB-Wellen) mit Zentren p;

Der folgende Satz verallgemeinert dann das Prinzip von Huygens (,, Wel-
lenfronten sind Einhiillende ihrer Elementarwellen®):

Satz 9 (Stationidre Phase) Ist X, projizierbar, so ist I(¢,a) asympto-
tisch dquivalent' zu einer WKB-Welle mit Phase envy, genauer gilt:

~ it ~FIdOZ [ a0 1
I(ga) ~ e¥%e 5+ OW)) ool

147 wei durch A € R* paramtrisierte Funktionen f», gx heiBen asymptotisch dquiva-
lent, wenn limy_o AfN(fA —gx) =0 fiir alle N € N ist.
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Beweis nach [CdV], [Rom94]: O.E. sei ¥4 = @ x {0}. Nach dem Morselemma
9 gibt es eine auf X, triviale Eichtransformation g, so dass ¢(q,9(&,q))
Normalform ¢(q,0) + %Q(&) hat fiir eine regulire Quadratform . Durch
Deformation Q. := @ + i€l erhalten wir die Fouriertransformierte F der
zugehorigen Phasenfunktion in den Fasern ¢ = konst

n n  inmT
; 2 ; — it 2¢e 4 i _
Fe @ — AT it e rinaQ_ AZ€ oA

Vi, | det 926(,0)|

Damit folgt der Satz aus den Eigenschaften von F, d.h. der ,Unitaritét®
von fa (271-)_% = f(s und eQilf = f@Qil(a). 0

In Termen der generierenden Funktionen aus Abschnitt 1.3.2 interpretieren
wir envy als reduzierte Generierende der Lagrangeimmersion i beziiglich der
Faserung p. Ist nun ¢ eine generierende Funktion mit Kaustik, divergiert die

Amplitude m in Satz 9 bei Annéherung an die Kaustik. In der Tat
€
¢

gibt es dann keine Asymptotik obiger Form, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel: ¢(q,&) = % + &q generiert L = {(—¢%,¢q)} C R? mit As-
Kaustik 0. Dann ist

1 i
AZ}\(q) = 2— /e)\‘i’(%g)dé‘ = AféAl()\fgq)
™
eine Reskalierung der Airyfunktion Ai := Ai; € S'(R) mit rationalen
A-Potenzen (Ai(q) konvergiert durch kleine komplexe Verformung des

Integrationsweges R bei oo in Richtung +i, vgl. [CdV]):

p A

Schreiben wir a € C*°(R?) in der Form b(q) + ¢(q)¢ + (£2 + q)r(¢, &)
fiir b,c,r € C°, erhélt man allgemeiner durch partielle Integration
die asymptotische Entwicklung I(¢,a) ~ f.Aiyx + A\gAi\ mit f,g €
C*(R)[A], die gem&BAbschnitt 1.3.3 universell ist fiir einfache Kau-
stiken.

Um die stationére Phase auch auf Generierende mit Kaustiken anzuwenden,
betrachtet man I(¢,a) im Sinne von Distributionen: Ist e~ x%b € C$°(Q)
WKB-Testfunktion,so dass sich Lg und L, transversal in Punkten iy (z;)

schneiden, so sind die z; nach Notiz 5 die kritischen (und nicht-entarteten)
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Punkte von ¢ — S := ¢ — p*S, also folgt aus Satz 9: <I(zp,a), e_§5b> ~

Z e%(w—S)(xj)e—%' ind(y—5)" (z;) <% + O()\)> (28)
ig(x;)€ELyNLg e K

Das legt folgende Lokalisierung allgemeiner Distributionsfamilien I € D'(Q)
im Phasenraum 7@ nahe:

z € T*Q liege genau dann nicht im Mikrotrager W F(I)) C T*Q von I,
falls es eine z-Umgebung U gibt, so dass asymptotisch gilt:

<IA, eis/)‘a> ~0 (29)

fiir alle W K B-Testfunktionen ¢**/*a mit dS(suppa) C U. Insbesondere ist
also o
WF(I(1),a)) = supp(a o 2;1) C Ly.

Ist nun L beliebige Lagrangemannigfaltigkeit in 7%@Q, so ist der Raum os-
zillatorischer Distributionen O™ (L) konzentriert auf L definiert als Raum
der Distributionsfamilien Iy € D'(Q), die mikrolokal auf T*@Q iiberdecken-
den Gebieten U; von der Form I(¢;,a;) mit WF(I(¢;,a;)) C L und a; €
ATC>®(Q)[A] sind, d.h.

WF(I,\—I(qﬁZ,aZ))ﬂUZ :@

erfiillen. Wir wollen nun die stationdre Phase fiir solche oszillatorische Dis-
tributionen geometrisch formulieren.

2.1.2 Die geometrische Interpretation der stationiren Phase

Duistermaats Interpretation der Wurzeln. Der Raum der a-Dichten
| A\ |*V auf einem n-dimensionalen Vektorraum V' besteht aus komplexwer-
tigen Funktionen a auf der Menge der V-Basen mit der Eigenschaft

a(geq, ..., pey) = | det p|%aleq, ...,e,) Vo € AutV. (30)

Insbesondere ist also dimc | A |*V = 1 und und wir haben kanonische Iso-
morphismen

L A1V @ | APV 2| A|**PV durch (a,b) — ab,
2. IN*(VeV)2IA|*V | A\|*V’ induziert durch das A-Produkt,
3NIY(VH) = A7V durch Ubergang zur dualen Basis.

Bemerke, dass infolge des Betrags in (30) a-Dichten orientierungsunabhéingig
sind. In Verallgemeinerung von n-Formen sind somit 1-Dichten I'| A |%TQ
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auch auf nicht-orientierbaren n-Mannigfaltigkeiten @) integrierbar. Wir neh-
men an, eine solche Dichte |dg| sei durch eine Riemannsche Metrik (kineti-
sche Energie) auf @) vorgegeben. Identifizieren wir nun die oszillatorischen
Distributionen auf () mit distributionellen Halbdichten via Multiplikation
mit |dq|%, so so haben die Wurzeln in ihrer asymptotischen Entwicklungen
nach Satz 9 bzw. (28) natiirliche Interpretationen im Rahmen von Halbdich-
ten auf Lg:

In der Tat induziert der Isomorphismus agqb : R¥ — R** in Satz 9 die

Identitit |d¢|2 = | /det 920|de*|2 = | /det O2¢|dE| 2, d.h.

. 1 “ 1

Damit definiert der auf Xy beschrénkte Integrand eine Halbdichte a® auf
Ly und die Wurzel der asymptotischen Entwicklung erscheint als Artefakt
ihrer Projektion 7 auf Q). In Verallgemeinerung von (31) definiert aber je-
de Lagrangeimmersion zu einer generierenden Funktion ¢ iiber die exakte

Sequenz

T,
TZ¢C—> TE¢ (Q X Rn) ﬁ»» im T85¢ (32)

von Vektorraumbiindeln {iber ¥4 nach 1.,2.,3. einen kanonischen Isomor-

phismus
1 " N 1
<|/\|2TQ®|/\|1R)Z¢:|/\|2TZ¢. (33)

Analog lisst sich der Faktor /det(¢) — S)” als Verhiltnis von a¥ zu jener
Halbdichte auf Ly, interpretieren, welche die Projektion von 17, T*Q lings

TLg auf die Vertikale induziert (d.h. den pullback von |dp|% = |dq|_% mit-
tels 0;(¢—S)). Diese Interpretation lésst sich auf die Reduktion in Lemma 3
verallgemeinern: Ist zunéchst (Z, w) symplektischer Vektorraum mit Lagran-

geschen und koisotropen Unterraum L und C, so induziert die Reduktion
Lc=LNC/LNC* von L die exakte Sequenz

I—(1l,1 l1,l2)—la—1
pne Y L pg oW g rio =LNCH. (34)

Die Isomorphismen 1.,2.,3. und die von w induziert Halbdichte auf Z liefern
dann einen kanonischen Isomorphismus (vgl. [BW95, 6.1])

INEC@IN\IEL=|\zLe®| \[MLNCH. (35)

Ist nun C reduzierbare koisotrope Mannigfaltigkeit in 7*Q), die eine Lagran-
gemannigfaltigkeit L cleanly schneidet, und V das Vertikalbiindel an die
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Faserung L N C — C/ ~ wie in Lemma 3, erhalten wir einen natiirlichen
Isomorphismus

wil \NETC |\ ETL= |\ [2T(Le) @ | \ V. (36)

Die faserweise Integration liefert somit eine natiirliche Abbildung von Halb-
dichten iiber L,C auf L¢.

Damit lasst sich (28) auf den Fall verallgemeinern, dass sich Ly und Ly,
nur cleanly in zusammenh#ngenden Mannigfaltigkeiten W) schneiden. Nach
Notiz 5 ist dann auf W; die Phasendifferenz ®(W;) := (¢o i;l —o 2';1)|W].
konstant, ebenso ind(W;) = (¢ — zp)”\z(]) Die zu den Amplituden a,b

assoziierten Halbdichten a?, a¥ 1ndu21eren nach (36) 1-Dichten u;(a®,b¥)
auf W; und (28) verallgemeinert sich auf

* i i * dim W;
/ I(¢,a)I(,b) = Z e X2 (Wj) o5 ind(W) (/ 1i(a®, b)) + 0N\ -2 - ))
- W
j

Q f
(37)

Maslovs Interpretation der Phasen. Seien nun I; := I(¢;, a;) € O°(L)
mikrolokale Représentanten einer auf L konzentrierten oszillatorische Dis-
tribution. Wir kénnen o. E. annehmen, dass die Schnitte ihrer Mikrotrager
Uy == WF(I;) N WF(I;) projizierbar und kaustikenfrei sind. Nach Satz 9
und (31) ist dann (I; — I})|~(v;) € O'(U;) genau dann, wenn auf Uy gilt:

. $ioiy, —¢> o da qblo da ¢> o
(CLEO)WZ —( 50))(15]%’ c = e ( i iy ) iZ (in il —in %, b
(39)
wobei ago) := (a; mod O(\)). Wie interpretieren nun die Phasen c; als Ver-

klebungsfunktionen eines S'-Prinzipalbiindels iiber L, dem Phasenbiindel
®,(L). Nach dem Satz von Hérmander 4 sind die ¢; lokal konstant, folg-
lich besitzt ®5(L) einen flachen Zusammenhang, und ist als flaches Biindel
nach Lemma 38 charakterisiert durch die Holonomieklasse hol(®)(L)) €
H'(L,S"). Explizit ist per Konstruktion das Phasenbiindel das Produkt
aus

1. dem durch den Kozykel {exp( (¢ioiy, —¢jo iy, 1

)
chen Biindel ®q, dessen ,,Holonomlephase“ log hol(®1) nach (13) die
Liouvilleklasse [0|.] € H'(L,R) relativ zu X ist,

} definierten fla-

2. dem durch den Kozykel {exp(——(mda i oz¢ 1nd82  Gj oy ))}

definierten flachen Biindel mit Strukturgruppe Zy, dessen Holonomle—
phase die Phasenspriinge an den Kaustiken zidhlt und nach nach Ab-
schnitt 1.5.1 gerade durch die Maslovklasse p := pu(TL,ker Trmw) €
HY(L,7Z) gegeben ist. Also folgt:
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hol(®x (L)) = exp (4[6] — 54). (39)

Wir definieren nun den Vektorraum S(L) der (Prinzipal-)Symbole auf L als
Produkt von (komplexen) Halbdichten mit konstanten Schnitten des zum
Phasenbiindel assoziierten Linienbiindels @) (L) x g1 C:

S(L) = Fkonst(q))\(L) X g1 (C) ®COO(L) P‘ /\ ‘%L

S(L) ist also nur dann nicht-trivial, wenn ®, (L) trivial ist, in anderen Wor-
ten die Maslov-Bedingung

hol(®,(L)) =0 (40)
erfiillt ist. Zusammenfassend formulieren wir nun (38) als:

Lemma 18 Sei hol(®,(L)) = 0. Dann gibt es einen kanonischen Isomor-
phismus
s:0™(L)/O™ TN L) = \"S(L) O

2.1.3 Symbolklassen von Hérmander

Eine Mannigfaltigkeit M mit einer freien eigentlichen (R ,-)-Aktion (ein
R*-Prinzipalbiindel) heiit konisch. T*Q — 0, Q x R¥ — 0 haben (wie je-
des Vektorraumbiindel ohne Nullschnitt) eine natiirliche konische Struktur
gegeben durch Homothetien der Fasern. Ist nun die generierende Funktion
#(q, &) positiv homogen vom Grad 1 in &, d.h. ¢(q,rE) = ro(q,§) fir alle
r € RT, so ist X4 konisch und die Lagrangeimmersion 4 — L, kommutiert
mit den RT-Aktionen. Insbesondere erzeugen die in ¢ linearen Generieren-
den ¢(q,&) = >, gi(q)&" gerade die Konormalbiindel iiber {g;(q) = 0}; und
andere Beispiele gibt es erst ab Dimension dim @) > 2.

Eine Funktion s auf einer konischen Mannigfaltigkeit Z heif3t nun von
der Klasse S', falls fiir beliebige Folgen R -invarianter Vektorfelder V; gilt:

Vi.Vns(rz) < Cll 47|t fiir z € Z, Rt 57 — oo, (41)
In Biindelkarten entspricht das Abschitzungen

sup 0207 s(2,€)| = Caprc(1+ €))7V
rCK,ECRFK

fiir alle Kompakta K und a, 3 € N”, welche den S! eine Fréchet-Topologie
verleihen.

Oszillatorische Distributionen und Symbole vom Typ (m,l) (vgl.
[CdV]). Sei nun in (27) die generierende Funktion ¢(g,&) positiv homogen
vom Grad 1 in &, so dass Ly eine natiirliche konische Struktur hat; und
a vom Typ S™!, d.h. ay = AN Y %) Xla; mit a; € S'~%. Dann ist I(¢,a)
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wohldefiniert als Distribution, und wir bezeichnen den Vektorraum von Dis-
tributionen, die bis auf einen konstanten Phasenfaktor e’/ von dieser Form
sind, mit O™!(Ly). (Der Phasenfaktor garantiert dabei nach dem Satz von
Hérmander, dass O™!(Ly) ~ O™!(Ly) fiir Ly = Ly.)

Fiir beliebige konische Lagrangemannnigfaltigkeiten L definieren wir den
Unterraum O™!(L) von O™(L) wieder als Distributionsfamilien Iy, die mi-
krolokal von der Form I € OY"(Lgy) sind. Ist nun S(L)! der Raum der
Symbole der Klasse S', liefert s wieder kanonische Isomorphismen

Om’l(L)/Om+1’l_l(L) o~ )\mSl(L), (42)

falls hol(®,(L)) = 0.

2.1.4 Symbolkalkiil

Wir betrachten das Verhalten der Symbole bzw. separat das der Phasenbiin-
del und Halbdichten unter Standardoperationen auf oszillatorischen Distri-
butionen.

1. Konjugation. Die komplexe Konjugation entspricht der Bewegung-
umkehr (symplektischen Konjugation 7*Q — T*Q): Ist I € O™!(L),
so ist T € O™!(L) mit offensichtlicher Transformation der Symbole.

2. Produkt. Das (distributionelle) Tensorprodukt induziert das kartesi-
sche Produkt der Mikrotréager

Oml’ll(Ll) ® Omz,lz(L2) ~ Om1+m2,ll+lz(Ll % Lg)

und kanonische Isomorphismen ¢(L; x Lg) = ¢(L1) X ¢(Lg) bzw. A :
1 ~ 1 1
[A2(Ly X Lo) = [\ 2Ly @ | A2 La.

3. Komposition. Seien [, I zwei oszillatorische Distributionen konzen-
tiert auf Lagrangemannigfaltigkeiten L1 C Q" x Q" bzw. Ly C Q' X Q,
deren Schwartztransformierte s(L;) verkniipfbar (vgl. 1.4.1) und deren
Projektionen auf @' (zur Wohlfdefiniertheit des folgenden Integrals)
eigentlich seien. Dann ist die Komposition

Il OIQ ::/ 11]2 (43)

!

oszillatorische Distribution konzentriert auf der Lagrangemannigfaltig-
keit s(s(L1)os(Lg)): Deren Generierende sind ja nach (18) Summe der
Generierenden von Lj, Lo entsprechend der Phasenaddition in (43),
und diese Summenbildung induziert eine kanonische (d.h. dank des

Satzes von Hormander 4 von der Wahl der Generierenden unabhéngi-
ge) Abbildung ¢(s(L1) x s(L2)) — ¢(s(L1 o L2)).
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Sei nun weiter L := L; X Ly und C' = T*Q" x graph(idr-¢g/) x T*Q.
Die symplektische Form auf T*(@) induziert dann eine natiirliche Halb-

dichte auf C, und die Faserintegration in (36) liefert so eine natiirliche
Abbildung

| A\ 2T (s(L1) x s(L2)) — | \ [2Ts(Ly o La). (44)

2.2 Pseudodifferentialoperatoren

Ein Fourierintegraloperator (FIO) vom Typ (m,l) assoziiert zur konischen
kanonischen Relation L C T*Q x T*Q' (vgl. 1.4.1) ist ein linearer Opera-
tor Ko : C§°(Q) — D'(Q’), dessen Schwartzkern K auf s(L) konzentrierte
oszillatorische Distribution K € O™!(s(L)) ist. Die Aktion auf oszillatori-
schen Distributionen und das Produkt von Fourierintegraloperatoren sind
damit Beispiele der Komposition (43), in denen (44) dem pushforward mit
X entspricht, falls L = graph(x : Q — Q') ist.

Pseudodifferentialoperatoren (¥DO) vom Typ ¥™! sind Fourierintegral-
operatoren der Ordnung (m,[) assoziiert zur Identitét idr+g, deren Prinzi-
palsymbol A-unabhéngig ist. Das unterstellt die Trivialitit des Phasenbiin-
dels (Schnitt Eins), in der Tat ldsst sich die Identitéit global erzeugen: Sei V
der Levi-Cevita-Zusammenhang beziiglich der Riemannmetrik auf Q und O
eine Umgebung des T'Q-Nullschnitts, so dass (mg,exp) : O — @ x Q ein Dif-
feomorphismus auf eine Umgebung O’ der Diagonale ist. Die Generierende
der Identitét S;q(q,q',p) = (¢’ — q).p im R™ (19) verallgemeinert sich dann
auf

Sia : (TgQ xT*Q)NT*O" - R:  (q,q,pqg) — pq-expy (')

Lg,, ist das Konormalenbiindel der Diagonale von () x () und damit kano-
nisch isomorph zu T*@Q, folglich kénnen wir den Symbolraum Sl(LSi ,) mit
Funktionen SY(T*Q) auf dem Phasenraum identifizieren. Modulo Gléttungs-
operatoren (1, U™(Q) hat also jeder WDO A € Uh™ einen Kern der Form

—-n —iex =1(g".
Ka(g,q") = (2m)) /TQe X g () Pag (g po)xor(q,q)|dp) (45)
q

fiir ein eindeutiges'® a € SV (T*Q). Wir schreiben A = Op(a) und identifi-
zieren den fithrenden Term o0,(A) mit dem Prinzipalsymbol s(A).

Lokale Betrachtung Nach dem Symbolkalkiil sind WDO pseudolokal,
d.h. WF(Au) € WF(u) fiir alle ¥DO A und oszillatorische Testfunktio-
nen u. Man kann daher ¥DO auf Mannigfaltigkeiten durch Einschrénkung

15vgl. Abschnitt 2.2.2

44



von ¥DO auf dem R" oder Verwendung lokaler Karten gewinnen. Auch des-
halb lohnt es sich, zuerst den Fall () = R" zu betrachten. Gegeniiber (45)
kann man hier auf eine Abschneidefunktion verzichten, d.h.

Kalg,q') = @2rN)™" / XD P (g p)dmp (46)

K 4 ist offenbar faserweise A-Fouriertransformierte von a, folglich ist a po-
lynomial in p vom Grad | € NN {oo} genau dann, wenn Op(a) Differential-
operator der Ordnung [ ist, was die Namensgebung rechtfertigt:

a(q,p) = Y 2 95alg,0)p* <= Opla) = Y 25 95a(g,0)(iA))™. (47)

o < | <

Die suggestive Schreibweise Op(a)u(q) = a(q, iAd)u(q) unterstellt jedoch in-
folge der Nicht-Kommutativitdt o([¢’-,i\0k]) = {¢’,pr} = 8] die Vorgabe
einer Ordnungsvorschrift, ndmlich die Standardordnung, welche alle Impuls-
operatoren nach rechts schreibt. Man definiert allgemeiner fiir 7 € [0, 1] die
T-geordnete Quantisierung eines Symbols a € S"™!(T*R™) durch den YDO

Op-(a)u(q) = (2eA)™" / e_%lv'pa(q + v, p)u(q + v)d"vd"p. (48)

Fiir 7 = 1 erhalten wir Op(a) via der Transformation (q,v) = (¢,¢' — q)
zuriick, 7 = 0 entspricht der Anti-Standardordnung und 7 = % der symme-
trisierten Ordnung ( Weylordnung Opy ), vgl. 2.2.1.

7-Ordnung auf beliebigen Mannigfaltigkeiten (). In Verallgemeine-
rung von (48) definiert man nun  Op,(a)u(q) =

i . * —1
(27r1)\)" /T OXT,0 e APitig (Tequ(ﬂ)q) €XPy vl]) u(equ U)qu (vq)|dpq‘ |dvq‘
¢ @xTq

(49)
fiir a € S"™!(T*Q) sowie das 7-geordnete Symbol durch o,Op,a = a.

Durch die Transformation exp,'(¢') = —v, erhélt man wieder (45) bis
auf die Jacobideterminante, welche gegeniiber dem R™ zusétzlich auftritt
(und im Symbol absorbiert werden kann), vgl. [Pf198].

2.2.1 Symbolkalkiil von YDO

1. (Prinzipalsymbol) Im Gegensatz zum vollstindigen Symbol ist das Prin-
zipalsymbol 0,(A) T-unabhéngig und natiirlich unter Diffeomorphis-
men von Q:

0p(Op(a) 0 ¢) = 0, (Op(T*¢ ™" a))
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2. (Standardsymbol) Sei u € C§°(Q)()\), D*u die symmetrisierte k-fache

kovariante Ableitung und J°f := Z|a\eN é%d])a der faserweise
oo-Jet von f € C*°(T*Q). Dann hat Opg(f)u in Verallgemeinerung

von (47) die asymptotische Entwicklung
Ops(f)u ~ J;°f|0 ey, (50)

(vgl. [Wid80]). Definieren wir das 7-geordnete Sternprodukt durch f %,
g := 0-(0Op-(f)Op-(g)) schreibt sich dies als ((BNPWO03)):

Ops(flu ~ 1*(f xs m*u), (51)

wobei ¢ die kanonische Einbettung von @ als Nullschnitt in 7*Q be-
zeichnet.

3. (Adjunktion) o;(A*) = 01_,(A), insbesondere gilt ow (A*) = o}y, (A)
fiir das Weylsymbol ow (A) = o1(A). Sein Term zweithochster Ord-
nung, das Subprinzipalsymboi Osub, ist sogar natiirlich beziiglich
volumen-erhaltender Diffeomorphismen (s. [Mei90], [CdV]) und erfiillt
die Identitdt

Usub(%[Aa B]) = {Up(A)a Osub(B)} 4+ {osup(A), UP(B)}- (52)

4. (Ubergang zwischen verschiedenen 7-Ordnungen) Sei A := api@;’i der

kanonische Laplaceoperator, wobei * : TQ — TT*Q den horizontalen
Lift (vgl. [Wal99] B.3.1) beziiglich des Levi-Cevita-Zusammenhangs
bezeichne, dann héngen die 7-Symbole nach [Neu98] zusammen durch

or(A) = exp(iN(T — K)A)o,(A).

5. (formale Invertierbarkeit) f ist als formale Potenzreihe in A genau
dann -invertierbar in z € T*Q, falls fo(z) # 0 ([R0s96]); Op(f) heiBit
dann elliptisch in z € T*Q.

2.2.2 Vergleich mit Hérmanders Symbolkalkiil

Die homogenen ¥DO und assoziierten Symbole von Hormander [Hor83]
erhélt man aus unseren durch Fixierung A = 1, umgekehrt lassen sich die
meisten asymptotischen Resultate aus den homogenen durch die Ersetzung
P — %p in den Exponenten gewinnen. Dem semiklassischen Limes A — 0
entspricht somit bei Hérmander der Limes p — oo. Definiert man Bj(Q als
die Kompaktifizierung von 7@ durch die Hinzuname der Sphére bei co und
fasst gemaf3(70) Symbole als Deformation von 7*@Q auf, entsprechen die ho-
mogenen Symbole also einer Deformation der Sphéren B*Q — T@Q. Infolge
der Abschneidefunktion erhélt man statt der Sequenz (42) im Allgemeinen
auch nur noch eine Bijektion W!/¥~> =2 §!/§= [nshesondere hat man
folgende Korrespondenzen:
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Mikrotrager. Ausgehend von der Tatsache, dass die Fouriertransformati-
on C*- in schnell fallende'® Funktionen iiberfiihrt, definiert Hormander die
Wellenfrontenmenge W Fyg, einer Distribution u € D'(R™) als Komplement
der Punkte (¢,p) € T*R"™ — 0, fiir die es eine Testfunktion x mit x(q) # 0
gibt, so dass F(xu) in einer konischen Umgebung von p schnell féllt. Dies
erlaubt also die Lokalisierung des singulédren Trigers von u in T*R™ —0, d.h.
(W Fsr(u)) = supp singu; weiter {ibertrigt sich die Definition dank der
Natiirlichkeit unter Diffeomorphismen W Fys(¢*u) = T* (W Fise(u)) auf
beliebige Phasenrdume T%Q — 0.

Mochte man den Mikrotriger oszillatorischer Distributionen analog de-
finieren, muss man die C'*°-Differenzierbarkeit von u verschirfen zur Regu-
laritit der Familie uy, d.h. es sollen dann auBerdem alle C*(K)-Normen fiir
beliebige k € N und Kompakta K schnell in A fallen. Genau dann ist die in
Karten definierte A-Fouriertransformierte sogar in allen Punkten schnell in
A fallend, d.h. man hat

(q,p) € WF(uy) <= Faxua(p) = O(X)

fiir ein x € C§° mit x(p) # 0. Natiirlicher im Sinne der Quantenmechanik ist
die alternative Definition iiber WDO (potenzielle Observablen): z € W F(uy))
genau dann, wenn ein in z elliptischer YDO A existiert, so dass Auy regulir
ist.

Gliattungsoperatoren. Mit diesen Definition iibertragen sich die Aqui-
valenzen
Ae U™ «— Kype(C® < WFyA=1,

welche die Bezeichnung der A € ¥~ als Glattungsoperatoren begriinden,

auf die \-Versionen

A€ ﬂ\I/m’l < K, regulir <= WF(K4)=0.

m,l

Elliptizitidt Als Deformation der Sphéren bei co hingt die Invertierbar-
keit homogener A € ¥ modulo Glittungsoperatoren nur noch vom homo-
genisierten Symbol

Ohom(4)(pg) = lim ~

ab. Entsprechend heifit ein solches A elliptisch, wenn opp,(A) auf 7°Q — 0
invertierbar ist, oder #quivalent: es einen Operator B € ¥~ gibt, so dass
modulo Glattungsoperator AB —1 ~ BA —1 ~ 0 gilt.

Yd.h. f(p) <C1+p"VpeR™, NN
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2.2.3 Mikrolokale Normalform eines YDO

Lemma 19 (Egorov) Ist U elliptischer Fourierintegraloperator assoziiert
zur kanonischen Transformation x und A WDO mit Prinzipalsymbol op,(A),
so ist A{U) :=U"to AoU VDO mit Prinzipalsymbol o,(A) o x.

In der Tat, aus dem Symbolkalkiil 2.1.4 folgt, dass A(U) ¥DO und ¢ :
op(A) = op(A(U)) ein Algebrenhomomorphismus ist, anhand (69) und der
stationédren Phase ist dann klar, dass ¢ = x*. U

Lemma 20 Ist A € W°(R") WDO, dessen Prinzipalsymbol reell ist und
bei z eine nicht-entartete Nullstelle do,(A)(z) # 0 hat, so ist A um z mi-
krolokal dquivalent zum Differentialoperator Py := Op(pr) = —i\Ok, d.h. es
gibt einen in Fourierintegraloperator U, so dass o(UYAU) = py, ist.

In der Tat, lokal gibt es eine linearisierende kanonische Transformation
X ¢ (0p(A) o x)(¢,p) = pi- Nach dem Lemma von Egorov ist also A auf
Prinzipalniveau lokal konjugiert zu Py: A ~ P, + A; mit A; € UH>°, Wir
koénnen nun iterativ die Ordnung i von A; durch Konjugation von (Pj + 4;)
mit einem DO C; € ¥ erniedrigen, indem wir Differentialgleichungen
Oop(C;) = d der zugehérigen Symbole mod O(AF) 1sen. O

2.3 Semiklassische Differentialgleichungen
2.3.1 Eikonal- und Transportgleichung
Sei H € ¥%(Q). Wir betrachten die semiklassische Eigenwertgleichung

(H=E)u~0 (53)

in der Klasse oszillatorischer Distributionen v € O(L) modulo regulérer
Losungen w : WF(u) = (); und nehmen an, dass E regulidrer Wert von o, (H )
ist, o, YH)(E) heiBt dann charakteristische Mannigfaltigkeit von H — E.
Lemma 20 garantiert dort die Existenz lokaler mikrolokaler Losungen; wir
wollen nun jedoch iterativ globale Losungen finden.

Sei hol®, (L) = 0 und entsprechend s nicht-triviales Prinzipalsymbol von
u|dg| %, dann ist nach dem Symbolkalkiil auch (H — E)u auf L konzentrierte
oszillatorische Distribution mit Symbol (o,(H) — E)|r, - s. Soll Letzteres
verschwinden, muss also L in der charakteristischen Mannigfaltigkeit liegen:

op(H)|lL = E (54)

Fiir exakte projizierbare L = imdS ist das gerade die Eikonal - bzw.
Hamilton-Jakobi-Gleichung o, (H)odS = E assoziiert zum WKB-Ansatz

3
u = eX°b. In diesem Fall erhilt man durch partielle Integration, indem man
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das Symbol in der Taylor-Form o(H — E)(q,p) = a(q,p).(p—dS(q)) schreibt,
die Enwicklung (H — E)(e**b) =

(((GLxoy 11y — Osup(H) + divA, ))7*b) 0 dS + O(X)) Ae™*. (55)

Dabei ist die Divergenz definiert beziiglich der von |dg| auf (imdS) indu-
zierten Dichte dS,|dq|:

divX,, - (dS.|dg|) = Lux,,(dS.|dq|)
= dS.|d(i(X,,)dq" A ... Adg"™)|
82ap 028 82Jp
- (3%819@' T Bgag 8p¢8pj> AS.{ddl.

Via partieller \-Fouriertransfromation (partieller Legendretransformation
der generierenden Phasen) kann man lokal jede Lagrangemannigfaltigkeit L
als projizierbar annehmen. Besteht nun L aus klassischen Orbits zur Energie
E und erfiillt weiterhin (40), dann liefert (53) nach (55) eine Bedingung fiir
die Amplituden I'(| A |%L) langs der klassischen Bahnen, die sog. homoge-
ne Transportgleichung

(LXUP(H) - iUsub(H)) s=0. (56)

Dieses Verfahren lésst sich in der Tat bis zu beliebigen Ordnungen fortsetzen,
vgl. [CdV],[Mei90].

2.3.2 Semiklassisches Cauchy-Problem

i
Wir betrachten nun die semiklassische Losung u(t, .) := e~ X"y der Cauchy-

Gleichung
0
i)\au ~ Hu, u(t=0,.)=uy€ 0Y(Ly) (57)
modulo reguléirer Losungen w : WF (u) = (). Dabei nehmen wir an, dass der
zugehorige klassische Fluss ¢ff 1= qﬁX"P(H ) vollsténdig sei, die Lagrangeman-

nigfaltigkeit Lq transversal zu den ¢ - Orbits liege und die Maslovbedingung
(40) erfiille. Dann ist auch ihre Bahn

L:=im{®:LoxR—=T(Q xR):(l,t) — (¢(l),t, —op(H)(1))}

Lagrangemannigfaltigkeit (im erweiterten Phasenraum) und erfiillt die Mas-
lovbedingung (Lg ist ja starker Deformationsretrakt); zudem liegt L in der
charakteristischen Mannigfaltigkeit {H — E' = 0} C T*(Q x R). Aus (56)
und 2.1.2,2 folgt so:

Lemma 21 Die Lésung u des Cauchyproblems ist auf die Bahn L konzen-
trierte oszillatorische Distribution, deren Symbol gegeben ist durch

D*s(u)(l,t) = s(up)(l) exp <—z’/0 asub(H)(qﬁs(l))ds) ® |dt\% (58)
O
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Asymptotik des Propagators Nach Lemma 21 ist exHt FIO assoziiert
zum Hamiltonschen Fluss ¢ zur Zeit t. Letzterer wird fiir kompakte Kon-
figurationsrdume @ nach Lemma 10 erzeugt durch das Wirkungsfunktional

St;' die zugehorige heuristische Integraldarstellung des Kerns K(q,¢',t) =

1
(eXHtéq/)(q), der sog. Propagator, ist gerade das Feynman-Integral.
Im Allgemeinen gibt es nun wieder beliebig viele Si-Extrema zwischen
q,q". Um damit verbundene Kaustiken auszuschliefen, nehmen wir wieder
an, dass H Standardform habe und beschrénken die Energien, d.h. betrach-

ten Distributionen der Form uy(q) = (27)\)™" [ eﬁengl(q,)'pqx(pq)|dpq| mit
supp X kompakt anstelle von d,. Ist nun ¢ nicht konjugiert zu ¢’ bei Be-
schrankung auf Anfangsimpulse in supp x, d.h. besitzen alle Punkte pg €
supp x mit Exp,(pg) = ol (q, pg) = q' eine Umgebung, in der Exp, injek-
tiv ist, so ist nach Notiz 4 die stationéire Phase anwendbar und (58) schreibt

. < Ht
sich als eX""uy(q) =

)% Z e%‘St(’ya)_i f()t Usub(H)(¢S (%Pf;))dS—%Wind(Wa) X(pg‘)-i-o()\) (59)

1
(m VoG )

pa

wobei J Jacobideteminante von Exp, bei pa, v* : s = Exp,(spy) und
ind(v*) der Morseindex von v? ist.
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3 Semiklassische Spektren

Axiome der Quantenmechanik. Die quantenmechanischen Observa-
blen sind selbstadjungierte Operatoren {a : doma — H} auf einem (se-
parablen) Hilbertraum H, Messwerte liegen in ihrem Spektrum spec(a),
und ihre Verteilung in einem C*-Zustand (.) € H' liefert das assoziierte
Wahrscheinlichkeitsmafl P, gegeben durch die Komposition des Zustands mit
dem Spektralmafi(s. Satz 21) x4(a) zu a:

P(A Cspec(a)) := (xa(a)) -

UDO als C*-Observable. Betrachtet man nur beschréinkte Observablen,
so kann man quantenmechanisch wie klassisch ganz im Rahmen von C*-
Algebren (s. Anhang) bleiben. Dabei misst /& die Nicht-Kommutativitét
quantenmechanischer Observablen, die klassisch zu verschwinden hat. Allein
reicht dieser Rahmen zur Beschreibung des , klassischen Limes A — 0“ nicht
aus; zusitzlich fixiert man WDO auf H = L%(Q,|dg|) als quantenmecha-
nisches Pendant zu den Prinzipalsymbolen auf dem Phasenraum 7*() und
betrachtet die Asymptotik von (Pseudo)Differentialgleichungen und Funk-
tionalen, wenn A klein ist gegeniiber den charakteristischen Wirkungen des
Systems. Um DO als C*-Observable zu interpretieren, fragen wir zunéchst
nach ihrer Beschrinktheit. Differentialoperatoren sind unbeschrankt, und so
bleibt nur Ordnung < 0:

Lemma 22 Ist A € U%9(Q) mit Symbol o(A) € S*0, dann ist A beschrinkt
mit Normlimes ||A||r2 — ||lop(a)||eo fiir h — 0.

Die Beweisidee nach Hérmander ist dabei, A durch Addition eines Glattungs-
operators einen Kern zu verleihen, dessen Triger eigentlich auf die Konfi-
gurationsriume projiziert, und dann ein B € U9 zu konstruieren, so dass
A*A = ||lop(A)||looc — B*B modulo Gldttungsoperator gilt (s. [Hor83, Th.
18.1.11 und .21] bzw. [Saf97]).

3.1 Spurformeln
3.1.1 Spurformeln von YDO

Das Punktspektrum eines Operators besteht aus isolierten Eigenwerten end-
licher Multiplizitdt, den Rest bezeichnet man als wesentliches Spektrum.
Punktspektren sind typisch fiir Operatoren endlichen Ranges (Matrizen),
und ihr Normabschluss in B(H ) bildet das (einzige abgeschlossene) C*-Ideal
der kompakten Operatoren K(H). Das Spektrum eines kompakten Opera-
tors A € K(H) ist eine Nullfolge, genauer erhdlt man mittels des Funktio-
nalkalkiils (Satz 21) und der Polarzerlegung A = UV A*A von K aus der
Spektraldarstellung von A*A = Y, |ux|? |ex) (ex| die explizite Darstellung

ALy =" |l (ers ) U ler) (60)
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wobei U die triviale Fortsetzung der unitiren Abbildung ker A+ — im A :
||Al|x — Az bezeichnet.

Ein kompakter Operator H € B(L?*(Q, |dgq|)) heifit von Spurklasse, wenn
die Nullfolge seiner Eigenwerte eine absolut konvergente Reihe definiert.
Dann ist die Spur wie im endlichdimensionalen Fall als ), (i| A7) defi-
nierbar beziiglich irgendeiner Hilbertbasis |i) von L?(Q, |dg|). Nach (60) hat
A den Integralkern K4(q,q") = > |prler(q)(Uek)(q'), also ist

trA= /QKA((L q)|dq|.

Ist nun Op(a) ein kompakter DO zum Symbol a, so folgt anhand der
Integraldarstellung seines Kerns (49):

Lemma 23 (s. 2.B. [Pf198]). Ista € S~4™Q Symbol mit kompaktem Triger,
dann ist Op,(a) € WO 4mQ) yon Spurklasse mit

1
tr OpT((I) = W /T*Q adf.

Dabei bezeichnet Q) das von der symplektischen Form w induzierte Liouvil-
lemaps. O

Satz 10 (Funktionalkalkiil eines YDO) [CdV] Ist H € ¥%/(Q), I > 1
selbstadjungiert, dann ist f(H) € ¥%=°(Q) fir f € C§°(R) mit Prinzipal-
symbol f(op(H)) und Subprinzipalsymbol f'(op(H))osup(H).

Aus den letzten beiden Sétzen ergibt sich sofort die Asymptotik der Spek-
tralfunktionen mit kompaktem Triger:

tr(F(A)) = (200) " [ (F 0 0y(H) + (T 0 0y (H)) s (H) + O(1)d0
insbesondere die Weylformel

[{spec(H) N [Eo, Er]}| ~ (2nh) " vol (o, (H) ™ ([Eo, E1))).

3.1.2 Asymptotik der Zustandsdichte
Die (distributionelle) Zustandsdichte eines Operators H ist definiert als
D(E) := £ tr(0(H — E)),

wobei 0 die Heaviside-Funktion bezeichne. Aus Spektralkalkiil und A-Fouri-
ertransformation erhélt man die dquivalente Darstellung

1 i i
D(E) = Py enBlr(e”nft)dt,
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Nach Abschnitt 2.3.2 ist der zum Zeitentwicklungsoperator e~ nilt gehorige
Schwartzkern (der Propagator K') eine oszillatorische Distribution assoziiert
zur kanonischen Relation

L= {s(z, ¢} (2)).t. —H(2)}

im erweiterten Phasenraum T*@Q x T*@Q x T*R. Schreiben wir nun die Zu-
standssumme als Komposition (s. 2.2.1) von K mit der é-Distribution asso-
zilert zu

Ls = s(graph(idr-q)) = {s(z,2)},

so folgt sofort anhand der Kompositionsregel fiir die Mikrotéger:

Notiz 9 Zur ,Zustandssumme® Z(t) := tr(e_%Ht) tragen mikrolokal nur
periodische Orbits bei:

WF(Z,) C LoLs={(T,E) |3z mit ¥ (z) = z, H(z) = E}.

Mikrolokale Form von Z(t) Sei nun O C T*R offen derart, dass sich L
und C := Ls x O cleanly in Lo C WF(Z;) schneiden. Nach Lemma 3 ist
dann L¢ eine Vereinigung disjunkter Kurven, und wir nehmen an, dass diese
frei von Kaustiken sind, also Graphen von Funktionen E;(7T'). Die Fasern von
CNL — L¢ sind dann gerade die Mannigfaltigkeiten periodischer Punkte
zur Energie E; und Zeit T

Wi(T) = {z € T*Q|¢7 (2) = 2, H(z) = Ei(T))

Nehmen wir weiter an, dass H Standardform hat, so folgt aus (37) und 1.4.2,
dass Z(t) mikrolokal in O oszillatorische Distribution der Form Z(T') |dT|% =
7 exSr)-mind(y) (/ ¢ I3 T H)6s@is 4 ot
i W;(T)

(61)
ist. Dabei ist v; eine auf @ projizierte periodische Trajektorie in W;(T'),
ind(y) ihr Maslovindex (vgl. [Mei92]), welcher nach Notiz 4 und Lemma 12
im Riemannschen Fall £ > V mit ihrem Morseindex iibereinstimmt, und s,
die gem&fB3(36) induzierte Dichte-wertige Halbdichte.

Mikrolokale Form der Zustandsdichte Wir betrachten nun den gene-
rischen Fall, dass der Schnitt von L und C' = Lgsx O cleanly zweidimensional
und frei von E- als auch T-Kaustiken ist. Dann gilt:

Satz 11 (Gutzwiller) (vgl. [CdV]). Zur Zustandsdichte D(E) tragen mi-
krolokal nur periodische Orbits der Energie E bei, und der Beitrag eines
solchen Orbits v ist im generischen Fall (s.0.) gegeben durch

67: f,\/ Usub(H)

1 iwp()~ ind(ry)
21h

).
[det(1 - Pj)[>
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wobet Pj, die linearisierte Poincaréabbildung (Abschnitt 1.2.4) zu v und
Wi(y) dessen Wirkung Wg(y) = [ 0 ist.

Das folgt daraus, dass D(F) h-Fouriertransformierte (semiklassisches Pen-
dant zur Legendre-Transformierten) von (61) ist und folgenden Beobachtun-
gen:

Notiz 10 Im Kaustiken-freien Fall ist die Nichtentartung bzw. isoenergeti-
sche Nichtentartung (Abschnitt 1.2.4) dquivalent zur Bedingung, dass sich
L und C cleanly zweidimensional schneiden, und Sy ist bis auf Vorzeichen
Legendretransformierte der Wirkungsfunktion W (E) = fW(E’T(E)) 0.

Der erste Teil folgt sofort aus (dem Beweis zu) Lemma 6, der zweite aus
dem Satz von Stokes: W(Ey) — W (Ey) = f[Eo,El]X[O,T} %0, falls f(E,T) :=
¢ (2(E)) und z(E) = ¢37(E)z(E), also in der Tat 2% = T(E). O
Die Amplitude erhélt man aus der Beobachtung, dass sich im generischen
Fall die Sequenz (34) auf einen Isomorphismus graphidr,s @ graph Py, —
Tp22 zum Fixpunkt p des Poincarésystems Pg (Abschnitt 1.2.4) reduziert,
gegeben durch (z1, 22) — (22 — 21, 22 — Ppz1). Also ist in der Tat

p/|dT|2 = | det(1 — Pp)[~26,.

3.2 Quasimoden

Die reinen Zustéinde sind definiert als Extrema der konvexen Menge von C*-
Zusténden (s. Anhang B.3). Im klassischen=kommutativen Fall entsprechen
sie Punktwahrscheinlichkeitsmaflen, im quantenmechanischen Fall hingegen
Vektorzustédnden (.) = (¢|.|$), deren assoziierte Wahrscheinlichkeitsmafe
stets der beriihmten Unschérferelation

1
(Aa) (Ab) = o[ {[a, b]) |
mit Aa := a — (a) geniigen, was sofort aus (114) folgt:
x 1 1
1Aal[ [|1AB]] = [{Aalb™) | 2 5[ {[Aa, Ab]) | = - ([a,b]) -

Gleichheit, d.h. minimale Unschéirfe oder Kohdrenz wird offenbar erreicht
fiir a |¢),b|¢) linear abhingig und R(AaAb) = 0, also:

|¢) € H kohérent beziiglich a,b <= |¢) € ker(a—irb—z), r e R—0,z € C
(62)
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Die Weylalgebra Sei ¢ € L?(R",d"z) und
(W (2 + ipo)p) () 1= eF20POERPOCip(z — ).
Dann ist C" — B(L3) : z — W (%) eine projektive Darstellung der Transla-
tionsgruppe R?" = C", namlich die Weylalgebra
W ()W (') = W(z + 2)e SCZ), (63)

W (z) sind unitére FIO assoziiert zur Translationsgruppe C" im Phasenraum
T*R™ = C™: Das sieht man anhand einer expliziten Darstellung des Kerns
via Fouriertransformation bzw. anhand Lemma 21: Die Generatoren von
W (xo), W(ipo), xo,po € R™ sind ja die unbeschrinkten selbstadjungierten
Operatoren Op(zg.p) : {¢ € L?|0;¢ € Ly} — Lo bzw. Op(po.x), und die
Hamiltonschen Fliisse ihrer Symbole sind wieder die Phasenraumtranslatio-
nen. Op(p), Op(q) sind auf dem Schwartzraum S unitéir dquivalent via der A~
Fouriertransformation und dort wesentlich selbstadjungiert. Weiter erfiillen
sie dort die wohlbekannten Heisenbergschen Vertauschungsrelationen

[Op(a:), Op(p;)] = ihOp({qi, p;}) = ihOp(d:5) = d;jihids

als infinitesimales Pendant von (63).

Kohérente Zustédnde Seien |z) normierte Eigenzustdnde der kommutie-
renden Operatoren aj = Op(qr) + iOp(pr) in S(R™) zu Gewichten z :=
((zla1z),...,(z| an |2)) € C™. Die Losung von a|z) = z ist in z lokalisierte
GauBfunktion, d.h. |z) oc W(z) |0) und |0) ist der A-Fourier-Eigenvektor

Nach (62) sind die |z) kohérent beziiglich der (Wirkungs-konjugierten) Ob-
servablen Ort und Impuls, erreichen also minimale Unschérfe g‘ .

Wickquantisierung Wir definieren nun die Wick-Quantisierung als Su-
perposition kohérenter Projektoren

Op+(f) = (2nh)™" . f(2)]2) (z| dz

fiir alle messbaren Funktionen f auf T*R"™ = C". Op; besitzt folgende
Figenschaften:

1. Opy ist positiv, d.h. (Op(f)) > 0 fiir alle f > 0 und alle Zusténde (.).

2. Die kohérenten Projektoren Op4(d,) liefern eine Zerlegung der Eins
Op4+(1) = 1 in B(L*(R", £%)), welche Spezialfall der Orthogonalitiits-
relationen

L= (2zn)~" / W(2)16) (¢ W(2)"dz, |¢) € L' N L (64)

der C"-Darstellung W (z) in L? (63) ist.
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3. Die Projektoren |zg) (2| haben GauBsches Weylsymbol
9(z = 20) = ow(|z0) (=0} (=) = 2"e 120N,
also erhélt man Op, fiir f € C*° aus Opy durch Faltung

Op4(f) = Opw (f * g). (65)

4. Das zur Wickquantisierung gehorige Sternprodukt ist nach [Wal99]
das in den , Erzeugern“ zZ € C" und ,,Vernichtern“ z normalgeordnete
Produkt

al olelf plelyg
all 9z 9oz

o+ (Op+(f)Op+(9) Z 271 Z ‘

keN |a|=k

3.2.1 Husimimafle

Fiir eine beliebige Mannigfaltigkeit ) wéhlen wir eine Zerlegung der Eins
(xi) subordiniert zu einem Atlas (¢;) und definieren

Op+.o(f) =D xiOps rrn(di.f)-

Dank Positivitdt von Op, und (64) definieren die Husimimafe (vgl. [CdV])

15 (f) = (el Op+(f) |9} - (0, 0) "

beziiglich charakteristischer Funktionen f = x4 = X,24 Wahrscheinlichkeits-
mafle auf T*Q, die folgendes asymptotisches Verhalten haben:

L. mo(u?) = |¢|?|dg|, was aus (65) und limp_o |2) = dx(z) folgt.
2. Ist KNWF(p) =0, dann p% (K) — 0

3. Die schwachen Limiten der ¥ zu H-Eigenzusténden |7) sind invariant
unter dem Hamiltonschen Fluss ¢ von o,(H).

Das folgt aus

0 = di<j|e§Ht0p+<f)e‘§Ht 17) = (7| Op+({op(H), }) |7) + O(h)
:jt )(f 0 o) + O(h).

4. Ist (]7)) eine Orthonormalbasis, dann ist ) u‘fg = %, wobei 2 =
1

mwm das Liouvillemaflund n = dimQ ist. Das folgt aus dem Fall

Q=R", wo S 1 (f) = @rh)™ [ f(2) (2]) dz.
H,_/
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3.2.2 Quasimoden
Eine Familie uy, € dom(H ) —0 heifit Quasimode der Ordnung m von H, falls
I(H — E(h))un|| < Cillusll,  Cr e OR™).
Aus ihrer Existenz folgt spec(H) N [E — Ch, E + Cp] # 0, denn aus dem
stetigen Funktionalkalkiil ergibt sich
1 _ , _ _

o = I(H — B)7H| = [(idspec 1r — E) ™' |oo = d(E, spec H) ™.
Quasimoden u unendlicher Ordnung besitzen nach [CdV] folgende Eigen-
schaften:

1. Thr Mikrotréger W F'(u) ist eine invariante Untermenge von {o,(H) =

E(0)}, denn mit (H — E)u ~ 0 ist auch (G%Ht B G%Et)u 0.

2. Sind zwei co-Quasimoden orthogonal, so sind ihre Mikrotrédger dis-
junkt.

3. Ist u; ein System Nj orthogonaler Quasimoden und W der Abschluss
der Vereinigung ihrer Mikrotréger (lin{w;} heifit dann vektorielle Qua-
simode mit Mikrotéger W), so erfiillen sie die Weyl-Abschdtzung

vol(W)
N = oy

+o(h™"),

wobei vol = %w” das Liouvillemaflund n = dim @ ist. Beweis: Aus
P (T*Q — W (u;)) = o(h°) folgt

Ni =3 uE(T7Q) = (1+ (k") 3 (W),

aus 3.2.1,4 erhélt man aber durch Vervollstdndigung der u; zu einer
Orthonormalbasis die Abschétzung Y ply' (W) < (2wh)"vol(W).

Um eine Quasimode zu konstruieren, bedarf es also einer invarianten Men-
ge L : ®(L) ¢ L Vt (dem Mikrotriiger der Quasimode) und eines inva-
rianten Mafles (dem schwachen Limes des zugehorigen Husimimafles) auf
L. Solche Mengen bilden typischerweise Lagrangemannigfaltigkeiten, etwa
die (in)stabilen Mannigfaltigkeiten eines hyperbolischen Fixpunktes oder die
K AM-Tori (gestorter) integrabler Systeme, die wir im Folgenden betrach-
ten.

3.3 Spektrum semiklassisch integrabler Systeme

Kommutierende formal selbstadjungierte YDO Hy, ..., H, bilden ein semi-
klassisch integrables System, wenn ihre Prinzipalsymbole ein integrables Sy-
stem im klassischen Sinne 1.2.1 bilden. Dann lassen sich simultane Quasi-
moden wie folgt konstruieren:
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Methode von Weinstein: Wir nehmen an, dass die Niveauflichen L, =
Ni{op(H; — ;) = 0} kompakt, also Tori nach 1.2.1 sind, und die Subprin-
zipalsymbole der H; verschwinden. Man kann dann analog zu Lemma 20
einen mikrolokal unitéren (s.u.) FIO U assoziiert zur Transformation auf
Winkel-Wirkungsvariablen (¢, I) konstruieren, so dass die K; := U 'H;U
auf Funktionen der Form _

U(p+ k) = et y(g), k€ 2

operieren, s. [Wei74] oder [CdV]. Dabei sind die u; die Maslovindizes der
durch {¢;} beschriebenen Basiszykel von 71(L,), also die ¢ Schnitte des
Maslovbiindels iiber L. Somit ist

linger{z — Ue**}, T :=2r(Z+ tp)n{I/h}

vektorielle Quasimode zum Spektrum K (I').

Methode von Vu Gnoc: Alternativ kann man versuchen, mikrolokale Ei-
genvektoren aus der lokalen Normalform zu konstruieren ([VuN]): In direkter
Verallgemeinerung von Lemma 20 gibt es elliptische FIO T;, die das System
mikrolokal auf Gebieten U; einer L,-Umgebung auf Normalform Pyup ~ 0,
k = 1,...,n, bringen. Dessen mikrolokale Losungen sind aber einfach der
Ring C,s, der konstanten oszillatorischen Losungen (isomorph zu C((h)))
modulo mikrolokal verschwindender Losungen {vs : WF(vy) NU; = 0}.
Die lokalen mikrolokalen Eigenréume 7;C,s./ ~ definieren so eine Gar-
be £ von C((h))-Moduln vom Rang 1 generiert durch eine oszillatorische
Losung. Nicht-triviale £-Schnitte iiber Durchschnitten U; N Uj, so dass o.E.
LNU;NU;j projizierbar und frei von Kaustiken ist, unterscheiden sich dann
um nicht triviale oszillatorische Konstanten ¢; € Cj,,, die wir in der Form

0sz)
. oo O]
[e' SE by ], bg) € C schreiben koénnen. C}_, bildet eine Unterguppe der

Einheiten in C,s., die ¢; definieren so ein flaches C},-Prinzipalbiindel B(L)

iiber L. Dessen Holonomieklasse hol(B) € H'(L,C,,) ist somit Obstruktion
fiir die Existenz nicht trivialer oszillatorischer Losungen.

Expliziter konnen wir die bg) und damit die Holonomieklasse wie folgt be-
stimmen: Da die H; formal selbstadjungiert sind, kénnen die FIO T; mikrolo-
kal unitar gewéhlt werden, d.h. o(T;T;* —id)|U; = 0. Folglich ist |¢;| = 1, also
die bg) reell, und B reduzierbar auf ein S'-Biindel. Schreiben wir auch die

£-Schnitte iiber Gebieten abseits von Kaustiken in der Form ef2-i=—1/'5 (l),

so sind geméBder Hamilton-Jakobi-Gleichungen (54) die S(-1) lokal generie-
rende Funktionen von L,, und wir erhalten nach (38),(39):

log hol(B) = [3+0] + Zu + [x] + O(R') (66)

Die Korrektur 0. Ordnung [k] = {SZ.(O) —S](-O)} von log hol(®1,) bestimmt man
dabei anhand der Transportgleichung als die Subprinzipalform des integra-
blen Systems, definiert durch

K/’XUP(HZ') = _Usub(Hi)'
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Die Subprinzipalform hat folgende Eigenschaften:

1. Nach (11) ist x als Variationsform einer Lagrange-Deformation von
L zu interpretieren. k ist in der Tat geschlossen, denn nach (52) ist

004y i Oosup(Hj) -
{00 () 0p(Hj)} = {00 (H;), 0p(H)}, also 2zl — Do) iy

0q;
Darbouxkoordinaten (H;,q;) und damit dk = —dosy,(H;)dg' = 0.

2. Die Kohomologieklasse [r] € H'(L,R) muss invariant unter unitéren
Aquivalenztransformationen H, = U*H;U sein (s. [VuN]).

Es folgt:

Satz 12 ([VuN]) Ein semiklassisch integrables System besitzt genau dann
mikrolokal eine nicht-triviale oszillatorische Losung konzentriert auf Lo, =
Ni{op(Hi) = i}, wenn L, die Bohr-Sommerfeld-Bedingung hol(B(L,)) =
0 erfillt, d.h. (66) in H}p(La,2nZ) liegt. O

Bemerkungen:
1. Sind die L, kompakt, also Tori nach Abschnitt 1.2.1, so sind die Bohr-
Sommerfeld Holonomiephasen (66) zu einer Basis von Zykeln +; €
m1(L) gerade eine Deformation der Wirkungsvariablen (4):

log hol(B(Lq))vi = ZI;(a) mod O(K").

2. Verschwinden die Subprinzipalsymbole og,;,(H;), ist die Bohr-Sommer-
feld- bis auf hohere Ordnung gleich der Maslov-Bedingung (40).

Beispiele. Fiir den harmonischen Oszillator (Abschnitt 1.2.3,1) liefert Satz
12 unter Beachtung von o(H;) > 0 das richtige Spektrum

Fiir das Keplerproblem o(H)(q,p) = % — %' berechnet man gemafAb-
schnitt 1.2.3,2: I, = 5,/ z—mE — |J|, man erhélt so im Wesentlichen das Bohr-

Sommerfeld-Spektrum:

Js € hZn[-|J|,|J]] und

2 J
E ¢ {—%, neN—%Jr'—h‘}.
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4 Deformationsquantisierung

4.1 Grundlagen

Der Symbolkalkiil von Pseudodifferentialoperatoren lisst sich algebraisch als
Deformation der klassischen Observablenalgebra interpretieren. Geméafidie-
ser Perspektive betrachten wir zunéchst die

4.1.1 Ubersetzung topologischer in algebraische Begriffe.

Mengentheoretische Topologie Infolge des Gelfand-Isomorphismus (A.
2, Satz 19) liefert der kontravariante Funktor C', der jedem kompakten Haus-
dorfifraum Z seine komplexe Funktionenalgebra C'(Z) und stetigen Abbil-
dungen pullbacks zuordnet, eine Aquivalenz von Kategorien

{kompakte Hausdorffriume } ~ { abelsche C*-Algebren mit 1}°?P. (67)

Insbesondere entspricht die Topologie von Z der Idealstruktur von C(Z).
Dank Stetigkeit ist ja das Verschwindungsideal Zx irgendeiner Menge K C Z
gleich dem ihres Abschlusses K mit

Imz ?i = ZIFZ und I?lufg = I?l N IF2.

Nun induziert die Inklusion i : K < Z einen kanonischen Isomorphismus
C(K)=imi* =2 C(Z)/keri* = C(Z))I%.

Dem Schnitt abgeschlossener Mengen K, L C Z entspricht dann auf Quoti-
entenniveau das Tensorprodukt der zugehorigen Funktionsalgebren (aufge-
fasst als C(Z)-Module):

C(KNL) =44 -4 Rc(z) CI(LZ) = C(K)®¢z) C(L),  (68)

T Iknr Ik

denn die kanonische Identifikation [a] ® [b] — [ab] ist wegen (a +Zx) @ (b+
IL) = (a+IK)(b—|—ZL)®(1—|—IL) = (ab—l—[K—I—IL)@ [1] = [1] ®(ab—|—IK —I—IL)
offenbar zu einem wohldefinierten Algebrenisomorphismus fortsetzbar.

Bemerkung: Die Isomorphie der Automorphismengruppen von Z und
C(Z) gilt auch fiir nicht-kompakte Z (verwende Kompaktifizierung bzw.
Unitarisierung) und iibertrégt sich auf die differenzierbaren Versionen fiir
C*°-Mannigfaltigkeiten

Diff Z = Aut C*®(Z), (69)

vgl. [GBVFO01, Cor. 1.7], wo eine ganze Liste von aus (67) folgenden Korre-
spondenzen entwickelt wird; einen allgemeineren unabhéngigen Beweis fin-
det man in [Mrc].
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Vektorbiindel Ist E = Z ein K := C- oder R-Vektorraumbiindel iiber
einer Mannigfaltigkeit Z mit stabil Inversem —FE, so ist der C'*°(M,K)-
Modul seiner C*°-Schnitte wegen

L(E) ©cezr) I'(—F) =2T(E® -F) = C°(E,K)"

projektiv, d.h direkter Summand eines freien Moduls. Da sich Z durch end-
lich viele offene Mengen U; iiberdecken lasst, deren Zusammenhangskompo-
nenten kontrahierbar sind, und iiber denen somit E trivial ist T'(E|U;) =
C>(Z)", wird I'(E) endlich erzeugt.

Bemerkung: Als erste Abschiitzung fiir die Anzahl benétigter Mengen U;, welche
die Topologie von Z ignoriert, erhélt man dim(Z) 4 1. Das sieht man anhand einer
Triangularisierung K von Z: Sei K; die baryzentrische Unterteilung von K, d.h der
Simplizialkomplex, der aus K durch Hinzunahme der , Schwereflichen® entsteht
(vgl. Bild), und J,, := |[K™ — K"~ 1| N KY die Menge der in den n-Zellen von K lie-
genden Schwerpunkte. Dann bilden die offenen Sterne von J;, bestehend aus allen
Zellen, die J; beriihren, eine komponentenweise kontrahierbare offene Menge, und
es ist in der Tat Z ~ |K| = (N3™7 J,.

n=0

Offene Sterne zu Schwerpunkten in Jy, J1, Jo der baryzentrischen Zer-
legung der S?-Triangularisierung durch ein Tetraeder.

Aus (69) folgt zudem
Hom(T'(E),I'(E)) = T'(E") @ce(zx) ['(F) =T'(£" ® E) = TI'(Hom(E)),

also stammt umgekehrt jeder Projektor p = p?> € Hom(C*(Z,K)") von
einem C*-Biindelhomomorphismus ¢ € End(Z x K™) mit imp = imT'(¢) =
I'(im ¢); und es folgt:

Lemma 24 (Serre-Swan) [GBVFO01, Th. 2.10]. Sei Z C*-Mannigfaltig-
keit, dann ist der Schnittfunktor T eine Aquivalenz von Kategorien

{K-Vektorraumbiindel iber Z} ~ {endl. erzeugte proj. C*°(Z,K)-Moduln}.

Entsprechend definiert man in Verallgemeinerung von Ko(C§°(2)) := K°(2)
die (algebraische) Ky-Gruppe eines Rings A als Grothendieckgruppe der
Isomorphismenklassen endlich erzeugter projektiver A-Moduln beziiglich .
Diese lassen sich dquivalent als Konjugationsklassen von Projektoren dar-
stellen

Ko(A) = {gpg~'lp =p" € M(A),g € GI(A)} :
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Sind ndmlich pA™ = ¢ A™ isomorphe projektive Moduln und a : A™ — A™
bzw. b : A™ — A" 0-Fortsetzungen dieses Isomorphismus, dann sind p & 0,
und 0,, ® ¢ konjugiert beziiglich der involutiven Matrix (vgl. [Ros94, 1.2.1])

[ 1-p a

Vom Tangentialbiindel abgeleitete Biindel Schnitte des (komplexifi-
zierten) Tangentialbiindels I'(TZX) bilden dariiber hinaus die Liealgebra der
Derivationen von A := C*°(Z).Sie sind gerade die 1-Kozykel des (differen-
tiellen) Hochschildkomplexes C*(A) von A, dessen k-Koketten definiert sind
als k-Multilinearformen ®f:1 A — A, die differentiell in jedem Argument
sind, mit Korandoperator (bC)(f1, ..., fk+1) =

J1C(f2, o, frt1) +Z C(f1s s fifiwts o Srp) F (DO o fi) frrn

Insbesondere ist (bf)(g) = fg — gf fiir f € C°(A) := A, also bilden die
0-Korédnder das Zentrum und die 1-Korédnder innere Derivationen, welche
wegen der Kommutativitéit von A trivial sind. Also sind die Kohomologien
HH*(A) von (C,b) fiir k < 1 kanonisch isomorph zu T'(A* TZ¥), was sich
fortsetzt auf:

Lemma 25 ([CGD80]) Die Abbildung eines k-Multivektors X auf den k-
Kozykel (f1, ..., fr) — X.df1 A ... Ndfy induziert einen Isomorphismus

D(ATZX) = HH®(A).

C(A) ist eine Superliealgebra beziiglich des Kommutators [C,C’'] := C o
' — (- )deg C.degC' " o ' zum nicht-assoziativen Gerstenhaber-Produkt'?

C® o CO(fy, ..., frri-1) =

k

Z(_l)(i_l)(l_l)c(k)(fb cey fi—17 C(l) (f27 cey fi+l—l)7 fi+l7 cey fk+l—1)7

=1

das beziiglich deg C*(A) := k—1 gradiert ist. b ist dann die innere Derivation
b = ad(-) zur punktweisen Multiplikation - in .A.

Lemma 26 In der Identifikation von T'(\T*Q) mit HH®*(A) via w und
Lemma 25 entspricht ad({.,.}) auf HH®*(A) dem deRham-Differential d.

In der Tat, ad({.,.}) bzw. d sind Superderivationen beziiglich der Cuppro-
dukte [C]U[C] := [C®C'] in HH*(A) bzw. A, und so reicht die Uberpriifung
des Lemmas auf den Generatoren HH°(A), HH'(A). O

YC(A) ist eine sog. Goo-Algebra, d.h. induziert die Struktur einer G(erstenhaber)-
Algebra auf der Kohomologie, s. [Vor].
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4.1.2 Definition von Sternprodukten

In Verallgemeinerung der Beispiele aus ébschnitt 2.2.1 definiert man ein
Sternprodukt + als formale Deformation Z = (C*°(Z)[\], *) der klassischen
Funktionenalgebra (C*(Z),-,{.,.}) der Form

* 1= ixci, C; € C?(C™(2)) (70)
=0

mit folgenden Eigenschaften:

1. x ist assoziativ [*,*] = 0, was sich ordnungsweise schreibt als

n—1

2bCy, + Y [Ci, Ci, (71)

i=1
2. x deformiert das klassische Produkt, d.h. Cy(f, g) = fg,

3. Der Kommutator %[, Jx deformiert die klassischen Liestruktur, d.h.
<1f 9l« = {f, 9} mod O(N). Das ist dquivalent zu

C = %{.,.}—i—bSl, (72)

denn der symmetrische Anteil von C ist geméB(71) 0-kohomolog, also
ein Korand.

4. 1xf=f*x1=f.

In Verallgemeinerung der Ubergangsoperatoren zwischen verschiedenen
7-Ordnungen in Abschnitt 2.2.1,4 bezeichnet man zwei solche Deformatio-
nen als dquivalent, falls es zwischen ihnen einen Algebrenisomorphismus der
Form id + ) 2, A'S; mit Differentialoperatoren S; gibt. Man kann so eine
Aquivalenzklasse lokal als Quantisierung modulo Ordnungsvorschrift inter-
pretieren, was eindeutig ist:

Lemma 27 (Lichnerovicz) Ist H3(Z) = 0, so sind alle Sternprodukte
dquivalent.

Beweis (s. z. B. [NeuO1],[NT95]): Zunichst ist C1 — C] = bSy, also via der
Aquivalenztransformation id + AS1 0. E. C1 = C] = 3{.,.}. Sei nun x =
mod O(A\¥). Anhand der Assoziativitit (71) folgt:

b(Cy = C;) =0, und b(Cpyq — Cppy) +ad(C1)(Cy, — C}) =0,

somit ist nach Lemma 26 und der Voraussetzung Cj — C}. = ad(C})S}, fiir
eine Derivation Sj € kerb. Also setzt id+ \S, die Aquivalenztransformation
um eine Ordnung fort. O
Die anderen Aquivalenzklassen sind also, so sie existieren, an nicht-triviale
Topologie von @Q in H?(Q,R) gebunden; und es wird sich zeigen, dass sie
magnetischen Monopolen entsprechen.
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4.1.3 Zeitentwicklung

Generatoren Die Derivationen der klassischen Algebra C°°(Z) beziiglich
der Multiplikation und der Poissonstruktur sind gerade die komplexwertigen
symplektischen Vektorfelder w™1Z1(Z) @ C, insbesondere also lokal Hamil-
tonsch X |y, = ad(H;) mit bis auf Konstanten eindeutigen Hamiltonfunktio-
nen H;. Ein Sternprodukt * induziert nun per Definition eine Deformation
der Liealgebra Hamiltonscher Vektorfelder

(ad C*(2),[,,]) = (C=(2),{, .})/C

auf die C[\]-linearen quasiinneren x-Derivationen

~

(fadiZ,],.,]) 2 (Z, %[, J.)/CIA]

via ad H; +— %ad* H;. Letztere lassen sich nun wieder zu einer globalen
x-Derivationen Dx zusammenfiigen, und in der Tat ist jede C[A]-lineare

Derivation DerZ von dieser Form:
Notiz 11 Der?/% ad, Z = w H o (Z) ® C[A].

Wir brauchen nur noch die Surjektivitdt per Induktion zu iiberpriifen: Ist
D € DerZ und D — Dx = Y%, XD, s0 ist Di(f x g) = (Dif)g + fDryg
mod O()), also Dy, ein Vektorfeld Y, das wegen Y{f,g} = +Dy([f,glx)
mod O(\) ={Y f,g} + {f,Yg} symplektisch, also lokal Hamiltonsch ist. [J

Bemerkung: Geht man zu formalen Laurentreihen iiber, wird Notiz 11 Teil
der Isomorphie HH*(C*°(Z) (A1) & HY,(Z)2C(A1) VE > 0, s. [WX98].

Generierte Automorphismengruppe Infolge des zusétzlichen Faktors
% der deformierten Liestruktur gegeniiber der *-induzierten generiert eine
(quasiinnere) Derivation i.A. keine (inneren) Automorphismen: Sei X Defor-
mation eines rellen symplektischen Vektorfeldes Xy mit vollstindigem Fluss
¢X0, dann erzeugt %D x {iber die Heisenberggleichung

f(t) = £Dxf(t) (73)

eine Deformation der klassischen Zeitentwicklung ¢t +— qbiXO, die fiir alle
Xo # 0 nicht-lokal und damit auch nicht inner ist. Jedoch ist Dx lokal in-
nere Derivation ad, H beziiglich der x-induzierten Liestruktur, welche sich
stets auf einen inneren (also insbesondere lokalen) Automorphismus expo-
nentieren l&sst: R

b — oy fyell YHeZ.

Dabei ist das x-Exponential exp, iiber die Differentialgleichung definiert, die
Reihendefinition fithrt dagegen auf Konvergenzprobleme in jeder Ordnung
> 1 von A (vgl. [Wal99)).
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4.1.4 Klassifikation von Sternprodukten

Seien gemaBLemma 27 T lokale Aquivalenztransformationen zwischen zwei
Sternprodukten * und +’ assoziiert zu einer guten Uberdeckung {U;} von
Z. Nach Abschnitt 4.1.3 sind die Tj; := TZ-T]-_l = 2t jnner. Auf den
2-Simplizes U; N U; N Uy gilt dann T;;T}.Ty; = id, also sind die Baker-
Campbell-Hausdorff Produkte ;5 := t;; o t;j o t}; konstante Cech-Kozykel
und definieren so die relative Deligne-Klasse [x|—[*] := [tix] € H*(Z,C)[A].
Die Notation wird gerechtfertigt dadurch, dass die Abbildung der Aqui-
valenzklasse einer Deformation [x] auf die relative Klasse [x] — [#/] ein Iso-
morphismus affiner Rdume ist (s. z.B. [Neu01]). Die endgiiltige Klassifikation
zeichnet noch einen Ursprung aus und wird (in Hinblick auf die Verallge-
meinerbarkeit auf Poissonmannigfaltigkeiten) meist formuliert als:

Satz 13 (s. Referenzen im Uberblicksartikel [DS02]) Die Deligneklasse [x] €
%[w] +H32,[M\] liefert einen Isomorphismus zwischen den Deformationen von
(Z,w) modulo Aquivalenz und Deformationen der symplektischen Struktur
w modulo formaler Symplektomorphismen.

Fedosov-Konstruktion von Sternprodukten ([Fed96],[NT95]) Fedo-
sovs Idee zur Konstruktion von Deformationen symplektischer Mannigfal-
tigkeiten (Z,w) besteht darin, die Verklebungen lokaler Sternalgebren durch
ein infinitesimales Pendant, ndmlich den ,konstanten“ Schnitten eines Al-
gebrabiindels iiber Z zu ersetzen: Seine urspriingliche Konstruktion benutzt
die formale Weylalgebra R27 := (C[¢1, ..., €275 A, #),

f*xg:= C’O(exp(%wij&- ®0;)f ®g). (74)

R2n ist offenbar invariant unter linearen symplektischen Transformationen
Sp(n), welche klassisch wie x-algebraisch (73) durch Quadratformen erzeugt
werden. Beziiglich dieser Aktion definieren dann

TZ := Sp(Z) XSP@ assozilert zu P := Sp(Z) xgp AutR2n

punktweise Deformationen von TZ = Sp(Z) x g, R?" assoziiert zum Frame-
Biindel Sp(Z). Nach Notiz 11 ist nun die Liealgebra der C[A]-linearen De-

rivationen von R2" kanonisch isomorph zu (R??, &[, .J«) selbst modulo Zen-
trum C[A], also identifizieren wir

T,P2g:= {fecR”

fo reell} / R + AC[A].

Folglich erlaubt P eine flache Zusammenhangsform n € g ® Q(P) definiert
durch

dn + 25, m)s = 0.
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Sei nun s ein Sp-dquivarianter Schnitt von P — Sp(Z) (solche Schnitte
existieren, da Aut R2" auf Sp zusammenziehbar ist). Dann ist wie 7 auch

Ap = s"n € g Q'(Sp(2))

Sp-aquivariant und Cartansch lings der Fasern ((93),(94)), also identifizier-
bar mit einer I'(P x g, g)-wertigen Form auf Z. Gem&aBA.2.2 identifizieren
wir so

Vi :=s"d+ %ad* Ar

mit einer kovarianten Ableitung auf TZ. R
Interpretiert man nun die oco-Jets J*° von Funktionen auf Z als TZ-
Schnitte, erhilt man den gewiinschten Isomorphismus

7 (C®(2D) [\, *r) = (ker Vp,xw): 7f=p— s(p) 1 J°f (75)

in der Identifikation von I'T'Z mit dquivarianten Abbildungen S p(Z) — R2",
7 ist in der Tat isomorph: Zwei Schnitte s, s’ unterscheiden sich um faserweise
dquivariante Selbstidquivalenzen g € P, d.h. V}, = gV rg~ 1, lokal kénnen wir
so dank der von ¢ induzierten Aquivalenztransformationen Z = R2" 11111
*p = x annehmen. Beziiglich der kanonischen Aktion s: Sp(Z) — AutR2"

ist dann 7f =" ‘g—i, a(;ZLf £“, also die Taylorentwicklung von f(z+¢) um z,
sowie %AF = wijfj ® dz* die kanonische Form, welche T'Z in TZ einbettet
und auf Q(Z,TZ) als *-Derivation

5::§ad*AF:i®dzi.

o¢t
operiert. Die Translationen f(z + &) bilden aber gerade den Kern von Vp =
d—6= (3% — g&)d=" O

Die formale Weylalgebra x ist kanonisch N-gradiert durch deg\ = 2,
deg&; = 1. Wir betrachten im Folgenden nur solche %AF, die in der indu-
zierten Gradierung auf g Deformationen der kanonischen Form sind, d.h.
1Ap = wim (& + F;kﬁjﬁk + O(3)) ® da™. Dann ist jedes Vg von der Form
Vi =—0+T mit

T:=V+iady, yel(TZ°0TZ) (76)

fiir einen (per Definition von P) torsionsfreien symplektischen Zusammen-
hang V. (Solche Zusammenhénge sind affin isomorph zu den total symme-
trischen 3-Vektorfeldern, denn in lokalen Darbouxkoordinaten schreibt sich
Vw =0 als wikI‘;‘? + wkjff = 0, also sind die I';j;, total symmetrisch in den
Indizes.)
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,Liften* wir Vg zu einer Zusammenhangsform V¥ := d + A auf TZ
via Lift von Ap auf eine T'Z-wertige deg-Deformation der kanonischen Form,
erhalten wir i.A. Krimmung

Q=dA" + L[AF, A",

mit Werten im Zentrum Q(Z) @ C[\] von TTZ Rcee(2) Q% (2), L Je). Qist
geschlossen (infolge der Biancchi-Identitét und Vp = d auf dem Zentrum)
und nur bis auf einen Korand da bestimmt, welcher der Ersetzung VI —
V¥ + a entspricht; in der Tat gilt:

Satz 14 [Neu01] [xp| = 1[Q].

Allgemeiner wird 2 durch die Addition A" — AF 4+~ auf Q+ Vv + 5[y, 9]
abgebildet, somit kénnen wir die zu (76) gehorige Kriimmung modulo Ko-
rand in der Form

Q=w-R+y—Vy— 351 (77)

schreiben, wobei R = %wimR’ﬁ,l&iﬁjdzk A dz' die Kriimmung von V ist.

Bemerke, dass %[fy,fy] = ~2 ist in der natiirliche Fortsetzung von * auf

FfZ—wertige Formen. Auf letzteren operiert die Fortsetzung & := dz* A a(zi
als Korand vom deg-Grad —1 mit trivialer Kohomologie, insbesondere liefert
der Homotopieoperator 6w := p—iq&i(%)w fiir Monome w vom Grad p

in &, ¢ > 0in dz’, eine Kettenhomotopie auf das Zentrum

(6571 + 6710w =w — o(w). (78)
Das setzt sich fort auf die Deformation Vg = -0+ T V% = % adQ =0 und
VpVp +Ve!Ve=id—o (79)

beziiglich V;lw = =61 (ﬁw) im Sinne der geometrischen Reihe, s.
[Fed96, 5.2.5]. Der Isomorphismus (75) ldsst sich damit expliziter angeben:

Tf=f—Vildf. (80)

Man erhdlt so umgekehrt zu gegebenem torsionsfreien symplektischen
Zusammenhang V, gegebener w-Deformation  und s € I'TZ* ein eindeu-
tiges Sternprodukt xp = xv o, indem man v € I‘(fZ 2@ T*Z) deg-iterativ
anhand der zu (77) dquivalenten Gleichung

Y=05+0 1 (U—w+ R+ Vy+ i4?) (81)

und der Normierungsbedingung'® 61y = s bestimmt.

18ygl. [EW96] fiir eine Interpretation der Normierungsbedingung sy =o.
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Verallgemeinerung [Wal99],[Neu01]. Die Produkte *q v s sind gem&8(80),
(74) in r-ter A-Ordnung modulo Differentialoperatoren der Ordnung < r von
der Weyl-geordneten Form

Cr(f.9) ~ (671V) f o, (671V) g = (™))" (V' £, V'g),

insbesondere also natirlich, d.h. die C,. sind Differentialoperatoren der Ord-
nung < r in jedem Argument. Statt andere natiirliche Produkte aus Aquiva-
lenztransformationen von xp zu gewinnen, kann man direkt faserweise Aqui-
valenztransformationen S : (TZ,%) — (TZ,*') mit degS = 0 betrachten.
I. A. ist dann aber V keine #'-Derivation mehr, so dass man zu Zusam-
menhéngen der Form

h=—0+SVS T+ iad,y, yel¥TZ)

iibergehen muss, auf welche sich Fedosovs Konstruktion eines Sternproduk-
tes ;- iibertrigt, falls [§, SVS™!] = 0 (vgl. [Neu01] 1.3). V bleibt als Param-
ter der x-Produkte sinnvoll, denn jedes natiirliche Sternprodukt definiert
iiber die allgemeine Form von

Cy = (w H)®2(V2, V) + a(X, X) + (ad S1)?Cy + ad(SH)({.,.}) + bSy (82)

einen eindeutigen symplektischen Zusammenhang V, wobei S; der Differen-
tialoperator aus (72), So € C' und a € Q?(Z) ist (vgl. [GR]). (82) erhilt man
aus dem Fedosovprodukt xq v o, fiir das Cy = (w™1)®2(V2, V?) 4 a(X, X)
gilt, durch die Aquivalenztransformation id + A\S; + A\2S5 + .... In der Tat
besteht die Vermutung, dass alle natiirlichen Sternprodukte auf (Z,w) ver-
allgemeinerte Fedosovprodukte sind.

4.1.5 Darstellung

Deformierte Vektorbiindel Ausgehend von Lemma 24 definiert man
die Deformation eines Vektorbiindels E als eine (2 ,x)-Modulstruktur auf
I'(E)[A], die modulo O(\) mit der klassischen 4I'(E) iibereinstimmt. Diese
bilden gerade die endlich erzeugten projektiven Z-Moduln mit klassischem
Limes 4I'(E): Ist p = pxp € M"(Z) Deformation eines Projektors p von
C>®(Z)" auf T'(E), so induziert pC>®(Z)[[A]] = p* Z" : pf — p* f eine
Deformation von E (s. [BW02],2.3), und in der Tat ist jede E-Deformation
von dieser Form:

Lemma 28 ([BWO02]) Die Deformation von Vektorraumbindeln ist ein-
deutig bis auf Modulisomorphismen, welche die Identitit idp gy deformieren.

~

Insbesondere ist also Ko stabil unter Deformation Ko(C*(Z)) = Ko(Z).
Das folgt nun aus folgenden wohlbekannten Aquivalenzen:

Lemma 29 Fiir einen Modul P sind dquivalent:
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1. P st projektiv.

2. Jeder Modul-Epimorphismus v : M — P hat ein Rechtsinverses.

3. Jeder Homomorphismus o : P — M’ faktorisiert iiber jedem Epi-
morphismus 8 : M — M'.

1= 2: Sei M frei, : M — P die Fortsetzung einer Bijektion von Generato-
ren und idp = o f eine Faktorisierung von idp, dann ist p := fof € End(M)
Projektor p = p?, also m — (B8(m), (1—p) Isomorphismus M = P& (1—p)M.

2=3: Ist F:=P®Q frei, dann hat y®idg : M $( — F ein Rechtsinverses
gegeben durch Bijektion von Generatoren.

3 = 1: Erweitere o : P — ima via idp zu einem Isomorpismus o/ : P =
imao’ C ima @ P, dann reduziert sich die Faktorisierbarkeit auf die Rechts-
Invertierbarkeit von 3 : (3 @ idp)~(ima’) — imo’. O

Insbesondere iibertréagt sich die Beschreibung der Isomorphieklassen durch
Verklebungsfunktionen: Sind v; : T'(E|y,)[A\] — C*°(U;)[A]™ formale Defor-
mationen lokaler E-Trivialisierungen auf (2 , %)-Modulisomorphismen, dann
definieren die deformierten Verklebungsfunktionen zpﬂ/Jj_l analog zum klas-
sischen Fall (A.1) x-Cech-1-Kozykel in der Garbe deformierter lokaler Um-
eichungen, welche die Isomorphismenklasse des deformierten Biindels re-
présentiert, vgl. [BW02].

Definition von Darstellungen FEine E—Darstellung auf einem deformier-
ten Vektorraumbiindel I'(E')[A] ist ein C[A]-linearer Algebrenhomomorphis-
mus p von Z in die Differentialoperatoren auf ['(E)[A], notiert als p(f)e =
feefir feZec I'(E)[A]. In unseren Féllen ist meist I'(E) = C*(C)
trivial, man spricht dann kurz von Darstellungen auf C'.

Lemma 30 Jede E—Darstellung auf C ist Deformation einer koisotropen
Abbildung i : C — Z, d.h. fes=1i"f-s+ O(\) und keri* ist Poisson (also
C koisotrop, falls i Einbettung ist).

Beweis geméf[Bor, Th. 2.2]: Sei 0.E. f reellwertig (sonst zerlege in $- und
3-Teil), dann ist mit 1 + f2 auch p(1 + f?)¢ invertierbar, also ein Multi-
plikationsoperator. Somit ist pg klassischer Algebrenhomomorphismus, also
gemiB(69) der pullback i* nach C. Ist nun i*f = i*g = 0, folgt i*{f, g9} =
[p1(f), po(9)] + [po(f) + p1(g)] = 0, also ist i gem#BLemma 1 koisotrop. [
Sei C' abgeschlossene koisotrope Z-Untermannigfaltigkeit mit Verschwin-
dungsideal Z¢. Ein Sternprodukt x heifit an C' angepasst, falls die Deforma-
tion Zo[A] auch ein *Linksideal ist; in diesem Fall ist Z/Z¢[A] kanonische
*-Darstellung auf C. Ist weiter ' dquivalent zu x via S, induziert die x- auch
eine «-Darstellung f o' [¢] := [Sf x ¢], und in der Tat ist jede Darstellung
auf C' von dieser Form:

Satz 15 ([Bor]) Ein Sternprodukt x ist genau dann auf einer abgeschlos-
senen koisotropen Mannigfaltigkeit C' darstellbar, wenn es auf einer offenen
C-Umgebung ein dquivalentes an C' angepasstes Sternprodukt ' gibt.
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In der Tat gibt es zu einer x-Darstellung e auf C' und einer Tubenumgebung
im(i : T Z/TC — Z) von C eine Aquivalenztransformation S von x auf «/,
welche das Darstellungs(links)ideal

To:={feZ|fel=0} (83)

auf Zc[A] abbildet: ndmlich die Fortsetzung des durch D f = fe1 definierten
Differentialoperators D = i + O()\) auf S via einer Zerlegung der Eins
und der kanonischen Projektion von i(T¢Z/TC) auf C, s. [Bor, Prop. 3.2].
Einen expliziten Ausdruck fiir S fiir den Spezialfall einer 1-kodimensionalen
Niveaufiche findet man auch in [G1698]. g

Bemerkung: Zusammenhang mit der GNS-Darstellung [Wal99] R
induziert auf R[A] eine (nicht archimedische) Ordnungsstruktur, indem man geméfider
formalen, Konvergenz ausblendenden Struktur 0 < A < r Vr € R™—0 setzt. Ist nun
Z involutiv (f*xg)* = g* % f*, lisst sich die GNS-Darstellung B.3 iibertragen: Aus-
gehend von Lemma 42 definiert man ein C[A]-lineares Funktional (.) : Z — C[)]
als positiv, falls (f*x f) > 0. Der Gelfandraum J = {f € ZI{f**f) = 0} ist
dann wieder wie im C*-Fall ein Linksideal, eben das Darstellungideal (83) des zu-
gehorigen Z-Linksmoduls Z /J, und letzterer wird Prihilbertraum beziiglich des
von (f|g) := (f* x ¢g) induzierten Skalarprodukts.

Beispiel: Sei o.E. C' C Z koisotrop und 20 die Einschréinkung von 7 auf Funk-
tionen f mit kompaktem Schnitt supp f N C. Aus dem Satz von Riesz folgt, dass
jedes positive Funktional zu einer GNS-Darstellung von 20 auf C' , Deformati-
on“ eines positiven Mafles mit Triger in C ist. Z. B. erhilt man die Schréodinger-
TpQ von (T/*ZQQ, ) auf @ aus dem Funktional
T:qldg|, dessen Gelfandideal J = N;llQ [A] ist.

Darstellung f ey u := N~ fxgm*u

<f> = fTO*Qf

4.2 Das Problem der Kaustiken im formalen Rahmen

So gut einerseits das Deformationskonzept die algebraischen Aspekte des
Quantisierungsproblem klassischer Observablen beschreibt, so unzuldnglich
ist andererseits der formal algebraische Rahmen zur Behandlung der quan-
tenmechanischen Dynamik und des Spektrums. Etwa reproduziert nach Ab-
schnitt 2.2.1,5 der C*-algebraische Spektralbegriff fiir Sternalgebren das
klassische Spektrum; ebenso fehlt ein Analogon fiir den Symbolkalkiil oszilla-
torischer Distributionen, auf dem die Konstruktion semiklassischer Spektren
in Kapitel 3 (insbesondere die Maslovbedingung) beruht .
Im Kaustiken-freien Fall kann man sich auf einfache Weise behelfen:

19Paradoxerweise wird der Spektralbegriff fiir Sternalgebren iiber die Dynamik definiert,

néamlich als Triger des durch EXp(T%f) =[ e%”dEA definierten Spektralmafies E. Auf
diese Weise erhélt man schon von der Wahl der Ordnungsvorschrift abhéngige Spektren
fiir Observablen, fiir die das Ordungsproblem noch gar nicht auftritt.
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4.2.1 Maslovbedingung in Abwesenheit von Kaustiken

Sei Z := T*(Q) der Phasenraum, * das standardgeordnete Produkt und e
seine kanonische Darstellung auf @ (51). Wir nehmen zunéchst an, dass @
nicht-triviale Topologie hat, so dass die Maslovbedingung (40)

x[01) + 31 € Hip(L,272Z)

auch fiir projizierbare Lagrangemannigfaltigkeiten L. = im A nicht verschwin-
det. Dann lésst sich die Bedingung leicht algebraisch umformulieren, indem
man als Observablen- und Darstellungsalgebra formale Laurentreihen?® in
A~ statt formaler Potenzreihen in A betrachtet. Dazu beschrinken wir
uns (geméBder typischen quantenmechanischen Situation) auf Funktionen
P(T*Q), die polynomial in den Impulsen p; sind, so dass zum Produkt * in
jeder Ordnung nur endlich viele Summanden beitragen:

(f*g)n = Z CT(flvgk) mit l,k‘,?" < 00,7 > 0.
l+k+r=n

In P(T*Q)(A~1)) schreibt sich die asymptotische Eigenwertgleichung
(53) fiir L = im A lokal als

0= (H — E) o exSa|y, = 7 ((H — E) % 7 (eX%a))|us. (84)

mit dS; = A|U;. Wir interpretieren nun die fortgesetzten generierende Funk-
tionen 7*S; als lokale Hamiltonfunktion. Klassisch erzeugen sie lokal die
Fasertranslation (q,p) — (¢,p + A(q)), deren Einschrankung auf den Null-
schnitt wir mit der iiblichen Lagrangeimmersion A : ) — L zur Generieren-
den A identifizieren. Da nun die klassische Unteralgebra (7*C*°(Q), -) auch
- i *Si
(P(T*Q)((A1), )-Unteralgebra ist, folgt ex™ % = e}" 7' Via
e XS Hke X 0q = e_”*%SJEOHb.e_“‘D(e%Sa)
_ e_”*§SJ°°H|0 o XS p—iAD+idS (85)
5 .

—ix(D—Lds
= JH|g.em NP3,

lasst sich nun (84) umschreiben als Eigenwertgleichung fiir die Amplitude
(H — E) o4 a = 0 beziiglich der Darstellung

Heya:=TsHea:=J®|gHe NP5, (86)

Die lokalen Konjugationen in (85) fiigen sich genau dann zu einer globalen
zusammen, wenn S; — Sj|y,nv; € 2mAZ ist, also:

Notiz 12 Im projizierbaren Fall L = im A ist die Maslovbedingung dquiva-
lent dazu, dass die formale Fasertranslation T4 inner bzw. e 4 isomorph zu
® ist.

2'Der Laurentring R(A™')) zu einem Ring R besteht aus formalen Potenzreihen in A

und A™', deren positive A-Potenzen beschrinkt sind. Ist insbesondere R Kérper, so auch
RO
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Minimale Kopplung 74 ist offenbar wohldefinierter C((A~!))-linearer
Isomorphismus von P(T*Q)(A™1) fiir alle A € QY(Z) und definiert so ein
Sternprodukt f x44 ¢ := TZI(TAf * Tyg) mit Darstellung e 4 auf @, wobei
o4 ~ o4 genau dann, wenn A — A’ € H},(2rAZ). (Man kann sogar wie
in [Bor, Th. 3.3] zeigen, dass alle x44-Darstellungen auf ) von dieser Form
sind.)

Ty lésst sich eichtheoretisch deuten als minimale Kopplung: Dabei be-

trachtet man die formale Phase s := e%S als Fichtransformation in einem
trivialen S!'-Biindel P iiber @ und A als Eichpotential (d.h. mit s zuriickge-
zogene Zusammenhangsform auf P). Die Ersetzung von D durch die kova-
riante Ableitung D — + A (minimale Kopplung) macht dann gem#B(85) die
Eigenwertgleichung (84) invariant unter lokalen Umeichungen (96).

Bemerkungen zur Ausdehnung auf Kaustiken

1. Analoga zu Generierenden Zur Ausdehnung auf Lagrangeman-
nigfaltigkeiten mit verschwindender K! (und damit verschwindender
Maslovklasse) kann man geméfLemma 17 versuchen, das Konzept der
Generierenden zu imitieren: In den Notationen von Abschnitt 1.3.2
bildet C°°(C) einen Bimodul?! beziiglich der kanonischen Aktionen
der potenziellen Darstellungsraume C*°(B) und C*°(Q), also via Fa-
sertranslation ¢* auch von C*°(L). Gem&B(68) ist aber

Co(C) @coe(z) ¢ CF(L) = CF(C) @coe(z) CF(B) = CF(B),

also induziert die Darstellung e 4 schon in unterster Ordnung keine
Darstellung auf Q.

2. Naive FIO-Analoga Genau fiir Aquivalenztransformationen der La-
grangefaserung T*(), welche lokal durch Hamiltonfunktionen H der
Form ¢(q).p erzeugt werden, ist e/ wohldefinierte formale Potenzrei-
he in C°°(Z)[A\,A7!] (s. [The00]) beziiglich des standardgeordneten
Produkts, doch bilden letztere keine x-Algebra.

Mochte man auf einen zweiten formalen Parameter verzichten, so bie-
tet sich zunéchst an, ein F'10O U assoziiert zum Symplektomorphismus
¢ durch den formalen Differentialoperator A(U) zu ersetzen, den man
aus U durch die Erweiterung des Lemmas 19 von Egorov: U 1Op(f)U =
A(U)fog fiir f € S°(Z) erhilt (vgl. [LNT]). Problematisch wird dann
die Verkniipfung solcher A(U).

Einen anderen Zugang liefert folgendes

21C heift (A, D)-Bimodul, wenn es A-Rechts- und D-Linksmodul ist, in dem beide
Aktionen kommutieren
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Lemma 31 [Bor, Prop. 3.1].Sei ¢ symplektischer Diffeomorphismus.

(fog)eg =¢f*g+g geZ, feZ

induziert eine 1:1-Korrespondenz von x @ ¥'°PP-Darstellungen o auf
graph ¢ =2 Z und Algebrenisomorphismen

&5: ¢+O(>\) : (2>*) - (2,’*/)'

3. Versuche, Notiz 12 im Rahmen der Fedosovkonstruktion zu interpre-
tieren, s. Ausblick (Abschnitt 4.2.3).

4.2.2 [-angepasste Sternprodukte
Magnetische Monopole Sei A € Q![A] mit A4¢ reell, dann generiert

—iAD) —1
Dy = exp(ZiAD) — 1 ZD ) AJyx

eine Deformation der Fasertranslation
(T*Q,w) — (T"Q,w+dA): py—p+A

auf Ty : (Z,%x) — (Z',%qa), die sich im Fall Ay = 0 (also Ty = idy +
O(\)) wieder als minimalen Kopplung (86) schreiben, im Rahmen formaler
Potenzreihen aber nicht mehr als Eichinvarianz (85) deuten ldsst. D4 ist
Derivation und damit T4 *-Automorphismus falls dA = 0. Sei nun B €
Q2(Z)[\], By reell, mit lokalen Potenzialen A; : B|U; = dA;, dann fiigen sich
wegen TAing1 = Ta,—4, die lokalen Produkte %44, zu einem Sternprodukt

*p in Z' zusammen, dessen Deligne-Klasse geméB[BNPWO03] durch [xg] =
—47*[B] gegeben ist.

Wir nehmen nun an, dass By = 0, also xp (Z, w) deformiert. Erfiillt dann
B auflerdem die Diracschen Integralitiatbedingung

[B] € NH3R(Q,277Z) + O(\?)

fiir magnetische Monopole, so ldsst sich (86) noch als lokale Darstellung
e; von xp auf einem (deformierten) Linienbiindel I'(E)[A] mit Chernklas-
se %[B] interpretieren: Auf den 1-Simplizes U; N U; mit A; — A; = dS;;
gilt in der Tat f e; a = e_%sif f e e%SU a, so dass die Verklebungsbedin-
gung eﬁ(siﬁsfﬁskf) = 1 gemiBAnhang A.1, Lemma 1 ff. ein S'-Biindel

P mit Chernklasse 5-[B] definiert; und E ist das assoziierte Linienbiindel

E = P xgq C. (Eine alternative Definition der xp und Interpretation der
Integralitidtsbedingung findet man in [BW02].)
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Allgemeine Darstellungen auf L. FEine Z-Untermannigfaltigkeit L der
Dimension % dim Z muss nach Lemma 30 Lagrangesch sein, damit C*°(L)[\]
eine x-Modulstruktur erlaubt. Dank des Satzes von Weinstein 2 koénnen
wir Z = T*L um L annehmen, und hier liefern die Darstellungen o4 (86)
von (C®°(Z)[A],*q4) fiir alle A € AQ![)\] angepasste Sternprodukte. In der
Tat wird in [Bor, Th. 3.3] anhand der Wirkung von *p auf den Erzeugen-
den 7*C(L)[A] und {z — 2.X,(,) | X € TTL[A]} von P(T*Q)[A] nach-
gerechnet, dass xg um L nur fiir B = dA an L angepasst ist. Daraus folgert
man mit Satz 13, 15 und Notiz 12:

Satz 16 [Bor, Th 3.3] Eine Deformation (2, *) ist genau dann auf einer
Lagrangemannigfaltigkeit L C Z darstellbar, wenn i} [x] = 0; und die Iso-
morphieklassen von Darstellungen sind in Bijektion zu

AHp(L)/Hig(L,27Z) + X* H (L) [A]-

L-angepasste Fedosovprodukte

Lemma 32 Ist V der torsionsfreie symplektische Zusammenhang eines L-

angepassten Fedosov-Sternprodukts, so ist V L-angepasst (d.h. auf L redu-
zierbar®?).

In der Tat, bezeichnet o die Projektion auf das Zentrum, so gilt od7f =
86~ 'df = df. Ist nun f im Verschwindungsideal I := Z[A] von L, so ist
df|TL = 0, also lisst sich Angepasstheit Z x I C I charakterisieren durch

od0(X «7I)[TL =0 VX € ker Vp. (87)

Dabei ist 7f = f+0~'df + (67 V)2 f + {v3,61df} + O(3) modulo deg > 3,
und (87) wird in 1. Ordnung von A und deg-Grad 1 in X zu

0=X % 667 V)2N)|TL =X (VoL +67V)dI|TL. (88)

Dabei entspricht [V, 0] gerade der symmetrisierten kovarianten Ableitung
D unter dem kanonischen Algebrenisomorphismus ¢ von (7TZ,%) auf die
deformierte symmetrische Algebra \/ T*Z[\] gegeben durch

O(f)(EVF) = £(&), VEeTTZ, fePHTZ)N cTZ.

Sind nun X,Y € I'T'Z an L tangentiale Vektorfelder, so ist modulo I'T'L
[X,Y]|r ~ 0und damit VxY ~ Vy X dank Torsionsfreiheit, also ist gem&8(88)
0=DdI(X,Y)|L =dI(DxY)|L und damit auch DxY tangential an L. OJ

22d.h. TL ist invariant unter Paralleltransport lings Kurven in L. Dank Torsionsfreiheit
reicht dazu schon, dass L total geodétisch ist: Die Geodéatengleichung V¢ = 0 fiir Kurven
in L reduziert sich dann ja in angepassten Koordinaten auf dem L-Komplement (indiziert
duch 1) zu T, (c;)é/¢* = 0, also dank Torsionsfreiheit I |T?L = 0.
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Eine Idee in [Xu98] korrigierend (wo das faserweise Weylprodukt verwendet
wird, das nie zu angepassten Sternprodukten fiihrt), kann man nun ange-
passte Fedosovprodukte xp wie folgt konstruieren:

Sei I CI'TZ ® Q(Z) definiert durch

fel « fINTLC Iy,

und * ein T L-angepasstes faserweises deg-gradiertes Produkt, so dass Zpy,
«-Verschwindungsideal (also x bereits , infinitesimal angepasst®) ist. In einer
Weinstein-Tubenumgebung 7L sind gerade die standardgeordneten Pro-
dukte

. . h
[ *g:=Coexp <—%(dcf)“ ® (aﬁ) > f®g

angepasst, wobei h, v der horizontale bzw. vertikale Lift von I'T'L bzw. I'T*L
auf Ty, beziiglich eines Zusammenhangs auf L bezeichnet, vgl. [Wal99)].

Ist nun V L-angepasst, so ist R € I, denn fiir L-tangentiale Vektorfelder
X,Y, Z ist dann auch R*(X,Y)Z = ([Vx, Vy] —V(x,y])Z L-tangential, also
R|TL* = 0 wegen L Lagrange. Sind nun auch €, s € I, so auch das via (81)
determinierte 7, denn 6 und V erhalten I. Folglich ist I V p-invariant und
damit ker Vy N I in der Tat das 7-Bild des Verschwindungsideals von L.

Lemma 33 [Xu98] xp ist L-angepasst, falls all seine Konstruktionsdaten
(Q,V,s,%) L-angepasst sind.

Bemerkung zu integrablen Systemen Fiir ein semiklassisch integ-
rables System gegeben durch eine Lagrangefaserung, die von %dimZ un-
abhéngigen x-kommutierende Observablen erzeugt wird, ist ein anderer An-
gepasstheitsbegriff geméaBAbschnitt 3.3 sinnvoller: ndmlich die x-Invarianz
unter den klassischen Hamiltonschen Fliissen der H;. Genau dann bilden die
klassischen Lieableitungen x-Derivationen. In Termen der Fedosovalgebra
(ker Vp, *) sind die x-Derivationen gerade durch

—tad, VR'A, AeZY(2)
gegeben, denn ker Vg ist nur dann invariant unter Dy, := —% ad, h, wenn
0= [VF,Dh] = —% adVFh,

also Vi € QY(Z) zentral, also wegen V% = 0 geschlossen ist. In der Tat
ldasst sich so Notiz 11 fiir Fedosovprodukte beweisen, s. [MBNO04]. Mit Hilfe
der deformierten Cartanformel

Lx = Vpi(X)+i(X)Vr—+ad. V' T(X), T(X):= (14+3V)i(X)w—i(X)y

fiir symplektische Vektorfelder X ldsst sich damit die Bedingung an Ly,
auch *-Derivation zu sein, zu VpT(X) = A € Z'(Z) umschreiben. Damit
lasst sich zeigen:
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Satz 17 [MBN04] Fin symplektisches Vektorfeld X ist genau dann Deri-
vation von *p = *xv . (also xp ¢X -invariant), wenn Lx(V,Q,s) = 0 ist
(also die Konstruktionsdaten ¢ -invariant sind). In diesem Fall ist X genau
dann inner, wenn es Hamiltonsch beziiglich der deformierten symplektischen
Struktur ist.

Insbesondere iibertragen sich so die Existenz- und Klassifikationssétze der
klassischen auf die deformierte Impulsabbildung (beziiglich der deformierten
symplektischen Struktur).

4.2.3 Ausblick zur Maslovbedingung in der Deformationsquanti-
sierung

Sei p : Sp(T*Q) — U(T*Q) der Biindelhomomorphismus induziert durch
die Wahl einer kompatiblen fast komplexen Struktur auf 77*Q und die
Projektion Sp(n) — U(n) : g — g(gtg)_%. Seien weiter V&, V7, die Fedo-
sovzusammenhéinge zu einem L-angepassten bzw. dem standardgeordneten
Produkt auf T*@Q. Dann lasst sich die Maslovklasse gemé&fLemma 15 und
Lemma 32 in Fedosov-Termen schreiben als

u(TL,ker Tpm) + O(N) = 2 tre(pM (VE — VD), (89)

wobei () die Projektion auf den deg-Grad 1 bezeichnet; Analoges gilt fiir
die hoheren Maslovklassen.

Man kann in Hinblick auf Lemma 28 direkt nach *-algebraischen Pen-
dants der durch L,ker Ty definierten Kj(L)-Klasse k (Abschnitt 1.5.3)
fragen. Im Gegensatz zur Ky-Klasse sind aber die hoheren algebraischen
K-Klassen (s. [Ros94]) weder zu den topologischen dquivalent nach inva-
riant unter Deformationen ([Ros96]), doch ldsst sich dies umgehen durch
den Ubergang zu endlichen Koeffizienten (konsistent zur Z,-Holonomie des
Maslovbiindels).

Ist k£ zu einer Ké—Klasse liftbar, ercffnet sich neben dem Zugang iiber
die Suspension ein direkter Zugang iiber die Deformation des Ké-klassiﬁzie—
renden Raumes: -

[L,U(n)] = [L, Aut R?"].

Solche Abbildungen tauchen in natiirlicher Weise in der Fedosovkonstruktion
auf, ndmlich in Form von Schnitten von P, falls dessen Einschréinkung auf
L trivial ist. Man kann so direkt versuchen, punktweise Aquivalenztransfor-
mationen zwischen faserweisen, an T'L und ker T 7 angepassten Produkten
langs L zu globalisieren. Alternativ hat M. Bordemann vorgeschlagen, nach
Fedosovzusammenhéngen zu faserweisen Produkten * zu suchen, so dass *
an T'L und *°PP an ker T;m angepasst ist. Unter Umstédnden lésst sich auf
einem dieser Wege Notiz 12 auf Lagrangemannigfaltigkeiten mit Kaustiken
ausdehnen und die Maslovbedingung vollstédndig reproduzieren.
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A Prinzipalbiindel

A.1 Topologie von Prinzipalbiindeln

Sei G eine Liegruppe, die frei von rechts auf einer Mannigfaltigkeit ) operie-
re. @ heifit Prinzipalbiindel iiber der Basis S := @Q/G, falls die kanonische
Projektion 7 : () — S submersiv, insbesondere also S Mannigfaltigkeit ist.
Lokale Schnitte s : U; — 7 1(U;) : ms = idy, von 7 definieren dann lokale
Trivialsierungen

hi Y (U;) — Ui x G = h; Yz, g) := sig.

Mithin ist das Biindel trivial (d.h. @ = S x G) genau dann, wenn es einen
globalen Schnitt zulésst.

Ein f : Q — @' ist Morphismus in der Kategorie der Prinzipalbiindel,
falls es einen Gruppenhomomorphismus h : G — G’ gibt, so dass f(¢qg) =
f(q@)h(g) Vq € Q. Insbesondere haben Elemente der Eichgruppe gauge(Q) =
ker(Aut(Q) — Aut(5)) in lokalen Trivialisierungen U; x G die Form (z, g) —
(x,Ai(z)g), wobei \; : U; — G Umeichung heifit. Simtliche Umeichungen
Gg bilden nun beziiglich der Restriktion eine Prigarbe , d.h. einen (kon-
travarianten) Funktor F der Kategorie der Inklusion offener Mengen in die
Gruppenhomomorphismen. Wir bezeichnen die geordneten k+ 1-elementigen
Indexmengen {¢*} C I mit nicht-verschwindendem Uberlapp Nicor Ui # 0
als k-Simplex. Die auf der freien Gruppe tiber den k-Simplizes (simpliziale
k-Ketten) Z{c*} definierte simpliziale Korandbildung

k
d: 0"t = Z{o"} 1 d(ig, .ig) =D (=1 F(io, ity iy) = dP=0
1=0
induziert einen Korand d auf den Cech-k-Koketten [] «; F(N;cox Us)-
Nach diesen Vorbereitung identifizieren wir die durch die lokalen Biindel-
Trivialisierungen definierten Verklebungsfunktionen

sifsj: UiNUj — G = hih} H(x, 9) = (z,51/55(x)9)

wegen s;/sj o sj/sp o sp/s; = id € F(U; NU; NUy) mit 1-Zykeln. Aus
letzteren ldsst sich nun das Biindel als Quotient von Uy, {Ui} x U x
G nach der Aquivalenzrelation (U;,z,g) ~ (U;,x,5;/s; g) zuriickgewinnen.
Weiter sind die umgeeichten Verklebungsfunktionen offenbar kohomolog zu
den alten, d.h. (s;/s;)’ = \j - s;/s; - \; . Durch ,universelle Verfeinerung®
der Uberdeckung (d.h. Bildung des direkten Limes) erhalten wir so:

Tautologisches Lemma 1 Die Isomorphieklassen eines G-Prinzipalbiin-
dels iiber S sind die Cech-1-Kohomologieklassen H'(S,Gs) von S mit Ko-
effizienten in der (Pri)Garbe Gg der lokalen Umeichungen. Fir G abelsch
haben diese sogar Gruppenstruktur reprdasentiert durch das Produkt der Ver-
klebungsfunktionen, mit dem trivialen Biindel [S x G| als Einheit. O
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A.1.1 Assoziierte Biindel und Reduktion

Operiert G von links auf einer Mannigfaltigkeit F', so erhalten wir zu einem
G-Prinzipalbiindel @ tiber S das assoziierte F-Faserbiindel () x4 F' iiber
S als Quotient des Produkts @ x F' beziiglich der diagonalen Aktion g -
(¢,v) = (qg, gv). In der Tat liefert wegen

G- (qv)=G-(q,w) <= Fg: (¢,v) =g () <= v=w  (90)

jedes ¢ € @ einen G-Diffeomorphismus von F in die Faser Fy(,) des assozi-
ierten Biindels, notiert als ,,Aktion“ gv. Dieser Diffeomorphismus iiberfiihrt
auch lokale Schnitte von @ in lokale Trivialisierungen des assoziierten Biindels
Z1(8,Gg) — Z1(S, Aut(F)g), wir erhalten so eine natiirliche 1:1-Korrespon-
denz von F-Faserbiindeln und Aut(F')-Prinzipalbiindeln.

Tautologisches Lemma 2 FEin G-Prinzipalbiindel Q) — S heifit auf eine
Untergruppe G’ reduzierbar, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedin-
gungen vorliegt:

1. Es gibt einen auf der Basis trivialen Biindelmorphismus auf ein in Q
eingebettetes G'-Biindel iiber S.

2. Es gibt lokale Schnitte, so dass alle Verklebungsfunktionen ihre Werte
in G' annehmen, d.h. [Q] € H'(S,G') C H(S,Gs).

3. Es gibt einen (globalen) Schnitt des assoziierten Biindels Q xa (G/G").
O

Lemma 34 Ist G zusammenhdngend, so ist jedes G-Prinzipalbiindel auf die
mazimal kompakte G-Untergruppe reduzierbar.

In der Tat ist jede zusammenhéngende Liegruppe G auf ihre maximal kom-
pakte Untergruppe G’ zusammenziehbar (fiir Matrixliegruppen sieht man
das anhand der Projektion G — G’ : g — g(g*g)_%). Also ist G/G’ zusam-
menziehbar und damit das Lemma ein Spezialfall des folgenden Lemmas 35.

O

A.1.2 Schnitte assoziierter Biindel

Schnitte eines zum G-Prinzipalbiindel ) assoziierten F-Biindels Q x ¢ F sind
nach Konstruktion (90) ,,Quotienten“ &quivarianter Abbildungen Q — F,
insbesondere identifizieren wir so Morphismen von G-Biindeln ) — @’ mit
Schnitten von Q xg @Q’.

Schnitte assoziierter Biindel sind nicht mehr dquivalent zu deren Trivia-
litét:
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Lemma 35 Ist ) ein Faserbiindel tiber S mit typischer Faser F', deren Ho-
motopiegruppen unabhdngig vom Basispunkt sind, und s ein lokaler Schnitt
definiert auf einem Unterkomplex L einer Zellenzerlequng® von S, so ldsst
sich s genau dann stetig auf ganz S erweitern, falls H™(S, L, 7" Y(F)) =0
Vn < dim F'.

Das folgt sofort aus der lokalen Trivialitdt von @ und folgender Induktion:

Das stetige Fortsetzungsproblem Ist f : dom f — F bereits stetig
definiert auf dem Unterkomplex LUK™ C K von K, so lédsst sich f vom Rand
einer (n+1)-Zelle o™ C K™ genau dann in deren Inneres fortsetzen, wenn
das Bild des Randes f(90™!) in F zusammenziehbar ist, d.h. [f|gmi1] €
7 (F) verschwindet. Nun ist die relative n + 1-Kette

¢ S) 0" [flagn]

ein Kozykel, der sog. Obstruktionszykel (Beweis: [Hu59, VI 3.1]), u
somit die Fortsetzbarkeit von f auf K"+ #iquivalent zu [¢"T1(f)] = 0. D

Aquivalenz zum Lifting-Problem Sei ein F-Faserbiindel Q 5 S und
eine stetige Abbildung f : S — S gegeben, dann definieren wir das zuriick-
gezogene F-Biindel durch f*Q := {(s,¢') € S x Q|f(s) = ©(¢)}. Das

resultierende kommutative Diagramm

f*Q S Q ist dann ein pullback-Diagramm, d.h. jeder Mor-
i , i” phismus h eines Faserbiindels @' iiber 5" nach Q
f

faktorisiert iiber f:
S —S

Wihlen wir insbesondere h = f, also Q' = 5’
trivial, erhalten wir eine 1:1-Korrespondenz zwi-

—Q
i i schen Schnitten s des pullbacks f*@ und Lifts
S

f:8 = Q:nf=fvon f, dh. das Lifting- ist

g’ _f . dquivalent zum Fortsetzungsproblem.

A.1.3 Homotopieklassifikation von Prinzipalbiindeln

Das kommutative Diagramm

Q' N Q assoziiert zu einem Morphismus f : Q' — Q zweier G-
) - Prinzipalbiindel ist stets ein pullback-Diagramm, d.h. @

iﬂ s i ist isomorph zu f*Q’.

S ——85 Diese Starrheit fiihrt auf:

#Zerlegung von S in zu offenen Billen Dr= {z € R"||z| < 1} hombomorphe Teilmen-
gen (n-Zellen), so dass deren Rand in einer endlichen Vereinigung von m-Zellen mit m < n
liegt.
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Lemma 36 [Hus94, Th. 4,9.9] Ist Q G-Prinzipalbiindel diber B und f :
[0,1] x S — B eine Homotopie, dann ist f§Q = Q.

Man kann nun zu jeder Liegruppe G bis auf Isomorphie eindeutige uni-
verselle G-Prinzipalbiindel FG — BG konstruieren, so dass jedes ande-
re G-Prinzipalbiindel ) iiber S isomorph zu f*EG ist fiir eine eindeutige
klassifizierende Homotopie [f] € [S, BG] (siehe z.B. [Hus94], 4,11.1). Ein
Kriterium fiir Universalitit liefert das

Lemma 37 Ist E — B G-Prinzipalbiindel mit m;(E) = 0 Vi < n, dann ist
E universell fiir G-Prinzipalbiindel iber Mannigfaltigkeiten der Dimension
<n.

Beweis: Ist () G-Prinzipalbiindel iiber S mit dim S < n, dann gibt es nach
Abschnitt A.1.2 einen Schnitt von @ X ¢ F und damit einen Biindelmorphis-
mus f @ — Falso Q = f*E. Ist g eine zweite Klassifizierende ¢*FE = f*FE,
gibt es analog einen Schnitt von (Q x {0,1}) xg E iiber S x {0,1}, dessen
Einschriinkung auf S x {0} bzw. S x {1} f bzw. § entspricht und der sich
wieder nach Lemma 35 auf (Q x [0, 1]) X E fortsetzen lisst, also sind f und
g homotop. O

Insbesondere sind also G-Prinzipalbiindel {iber zusammenziehbaren Riéumen
S trivial. Die Elemente der durch die klassifizierende Homotopie induzierten
Kohomologie f*H(BG,R) heiflen charakteristische Klassen.

Beispiel: FO und BO . Die Stieffelmannigfaltigkeit V}(R™) der orthonor-
mierten k-Beine im R™ ist homogen Vi (R"™) = O(n)/O(n — k) (Positionen
der n-Beine modulo k-Bein-Fortsetzungen) und O(k)-Prinzipalbiindel

T Vk(Rn) — Gk(Rn) : (62) — lin{ei}

iiber der Grassmannmannigfaltigkeit der k-dimensionalen R™-Unterrdume
Gr(R™) 2 O(n)/O(k) x O(n — k). Aus der O(n)-Faserung O(n + 1) — S™:
(e1,...,ex+1) — €1 erhélt man nun die lange exakte Homotopiesequenz

mi+1(S") = mi(O(n)) — mi(O(n + 1)) — mi(S")

und damit wegen m;(S") = 0 Vi < n induktiv m;(O(n)) = m(O(n + m))
Vi < n—1,m > 0. Aus der langen exakten Homotopiesequenz zu 7 folgt
weiter 7; (Vi (R™)) = 0 Vi < n—k, also ist V; = G} nach Lemma 37 universell
fiir Dimensionen < (n — k). Analoges erhélt man fiir G = U(n).

Der Funktor K° Sei S kompakt. Zu jedem G-Prinzipalbiindel @ iiber

S und jeder G-Darstellung G — GL,(K), K := R oder C, liefert die
Bildung des assoziierten Vektorraumbiindels () xg K™ einen kanonischen
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Homomorphismus von Semiringen beziiglich @, ® auf den Isomorphieklas-
sen. Dieser erweitert sich auf die Ringvervollstindigungen (Grothendieck-
Erweiterungen), bezeichnet mit Rg bzw. K{(S), insbesondere ist Ry =
K%(¥) = Z einfach die vervollstindigte Vektorraumdimension. K ist kon-
travarianter Funktor beziiglich pullbacks; den reduzierten K°-Ring

K2(S) == ker(i* : K¥(S) — K2 (%) = Z)

beziiglich der Inklusion i eines Basispunktes * € S identifizieren wir mit
den stabilen Aquivalenzklassen von Vektorraumbiindeln iiber S, defi-
niert durch

Nl <= o ZEDe™

fir triviale Biindel €” := S x K" ~4 0. In der Tat lisst sich fiir jedes &
ein stabiles Inverses &€ @ —¢ = €V ~, 0 konstruieren als Normalenbiindel
beziiglich einer Einbettung von £ in einen RY.
Aus der Homotopieklassifikation der G-Prinzipalbiindel erhalten wir nun
die Isomorphie
Kg(S) =[S, BGL,(K)]' (91)

in anschaulicher Weise realisiert durch eine Gauflabbildung, d.h. Einbettung
von ¢ € Kk (9) in einen K" und Parallelverschiebung der Faser iiber s €
in den Ursprung.

A.2 Geometrie von Prinzipalbiindeln
A.2.1 Aquivalente Definitionen eines Zusammenhangs

1. (Geometrische Definition) Ein Zusammenhang auf einem Faserbiindel
F 5 S ist eine zur fasertangentialen (vertikalen) Distribution ker 7' trans-
versale (horizontale) Distribution hT'F; also ein Splitting der durch T'w
induzierten exakten Sequenz

ker ' < TF 5 7°TS (92)

von Vektorraum-Biindeln iiber F. Fiir G-Prinzipalbiindel ) fordert man
zusétzlich G-Invarianz des Zusammenhangs, so dass wir eine G-invariante
Zerlegung T'Q) = ker T'r ® hT'Q) erhalten — Nur dann wird ja nach Konstruk-
tion (90)) ein Zusammenhang in assoziierten Faserbiindeln induziert.

2. (Algebraische Definition) Das ist dquivalent zu einer Zusammenhangs-
form, definiert als g-wertige Ad-dquivariante 1-Form w auf @, die rechtsin-
vers zur infinitesimalen Aktion ¢ : g — I'(T'Q) ist (also auf den Fasern der
Cartanform © € I'(T*G)Y ® g entspricht); in Formeln

wog = idg (93)

g'w=Ad,1w. (94)
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In der Tat, (93) entspricht gerade der G-Invarianz und (94) der Transver-
salitdt von hT@Q := ker w; und umgekehrt determiniert die zur Zerlegung
gehorigen Projektionen h,v die Zusammenhangsform durch

vX, i =w(Xg)o(q), h:=id—wv. (95)

3. (Feldtheoretische Definition) Dank Aquivarianz ist w schon bestimmt
durch ihre lokalen FEichpotentiale, definiert als Pullbacks von w mit einem
lokalen Schnitt s : U; — Q. Beziiglich Umeichungen A : U — G folgern wir
aus der Produktregel T'(\-s) = A\ T's+ (©.X)g o (A s) das charakteristische
Transformationsverhalten

(A s)'w=Ady-15"w+ O.\ (96)
oder beziiglich einer G-Dartellung A von s*w:

A= ATTAN+ 2R

A.2.2 Algebraische Definition der kovarianten Ableitung

Die horizontale Projektion (95) induziert die kovariante Ableitung d* = h*od
von Formen auf horizontale Formen

Qnor(Q) :={n € AQ)| i(€@)n = 0 V€ € g}

Insbesondere bilden die G-invarianten horizontalen Formen beziiglich d¥
einen Komplex isomorph zum de Rham-Komplex auf S

(Qhor(Q)G’dw’/\) = (Q(G/S)vd’/\) (97)

In der Tat ist ja 7*dn = dh*7*n + dv*n*n = d“7m*n Yn e I'(ATS).

Sei allgemeiner V' eine G-Darstellung, dann identifiziern wir gemafAb-
schnitt A.1.1 die dquivarianten Abbilungen ¢ : @ — V mit Schnitten des
assoziierten Vektorraumbiindels E := @ xg V. d¥ lidsst sich nun auf die
dquivarianten V-wertigen horizontalen Formen einschrinken und induziert
damit eine kovariante Ableitung V auf den E-wertigen Formen auf S. Ex-
pliziter ist dank der Aquivarianz

A6 = do — v*de = dp — dp.wg = dd — wy ¢, (98)

wobei wir die infinitesimale Aktion wieder durch Indizierung mit dem Raum-
symbol notiert haben. Seien nun s; lokale (-Schnitte, welche die Zusam-
menhangsform w in @) auf lokale Potentiale sjw iiber S zuriickziehen und
so Trivialisierungen U; x V' von E induzieren. In diesen Trivialisierungen ist
dann in der Notation von Abschnitt A.1.1 sl._lX = ¢ o s; und somit

571 (VX) = s;1dX — (sfw)(s; 1 X).

82



In lokalen Koordinaten von U; und einer Basis (ey,) von V, so dass sfw =
Aep, @ e™ und sz-_lX = X'¢;, erhalten wir dann

VlézorXm — ale . Flann

beziiglich der Christoffelsymbole T, = Al (9;) des Zusammenhangs. Ist
insbesondere G = Aut V, erhalten wir offensichtlich eine 1:1 Korrespondenz
zwischen Zusammenhingen in () und kovarianten Ableitungen in F. Eine
explizite Ubergangsformel V — w findet man in [Spi75)).

A.2.3 Berechnung charakteristischer Klassen

Kriimmung Die Krimmung ) := d“w eines Zusammenhangs hT(Q =
ker w misst dessen Nicht-Integrabilitdt: Das G-invariante horizontale Split-
ting von (92) induziert einen horizontalen Lift

b D(TS) S D(hTQ)C

von Vektorfeldern iiber der Basis S auf G-invariante horizontale Vektorfel-
der. Dieser ist linearer, aber kein Lie-Isomorphismus, der vertikale Fehler
(X" YY" — [X,Y]" € kerm,, der von w treu & la Cartan auf g abgebildet
wird, ist

w([ X" Y - [X,Y]") = (X", Y"]) = —dw(X", Y") = —Q(X,Y);  (99)

Die topologisch zentrale Eigenschaft der Kriimmung ist, dass sie d“-geschlos-
sen ist:

(d) 2w =0 (100)
(Bianchi-Identitit), was aus Ableitung der Strukturgleichung

QX,Y) = dw(X,Y) + 2 {w(X),w(Y)] (101)

folgt, welche man ihrerseits in einer h,v-Zerlegung von X,Y nachrechnet
([KN63] 5.5).

Bott-Homomorphismus Die Menge aller Zusammenhangsformen {w}
auf @ bildet offenbar einen affinen Raum, den Differenzvektorraum bil-
den die horizontalen Ad-dquivarianten 1-Formen kanonisch isomorph zum
Vektorraum der zugehérigen Kriimmungen {Q}. Durch Komposition des
Kriimmungsraums mit einem Ad-invarianten k-homogenenen Polynom py
erhalten wir so nach (97) und (100) den horizontalen Lift einer einzigen
charakteristischen Klasse

pr(Q) = m(pe({2})) € H**(S,R).
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Der so induzierte Homomorphismus von Algebren
B:(\/g) - H"(S,R) (102)

heifit Bott-Homomorphismus, die Koeflizienten ¢ von B(det(1 — x)) heiflen
Chernklassen und die von B(tre”) Cherncharaktere chy. Sind &, n zwei
assoziierte Vektorraumbiindel, so sind letztere additiv chi(§ ®n) = chi(§) +
chy,(n) und folglich stabil, d.h faktorisieren iiber K.

Bemerkung: Die Cherncharakter induzieren sogar einen Ringisomorphismus

K%(Q) @z R = @, H*"(Q,R)

vgl. dazu [Hil71, 3.21].

A.2.4 Paralleltransport

Satz 18 Jede Kurve in der Basis S eines Prinzipalbiindels mit Zusammen-
hang (Q,w) hat einen eindeutigen horizontalen Lift zu gegebenem Lift des
Startpunkts, d.h. die Liftabbildung

T {e €@ xQ(8) | ¢(0) = (g)} — {£ € QQ) | w(e) = 0}
st bijektiv.

Zum Beweis konstruieren wir die Liftabbildung explizit: Wihle einen Lift
d:mod = cvon ¢ und finde g : [0,1] — G, so dass ¢ - d horizontal,
d.h. die Geschwindigkeitskurve 4(g - d) = gvd + (©.9)p o (g - d) in hTQ
liegt. Ist w zu h gehorige Zusammenhangsform, schreibt sich dies dquivalent
0= Adg_l(w.d) + ©.g oder in einer G-Darstellung

g9t = —w.d.

Aus der G-Invarianz des Zusammenhangs folgt sofort g - q¢ = 54¢ Vg € G.
Wihle nun als Liftstartpunkt d(0) = ¢ <= ¢(0) = 1, dann hat diese wohl-
bekannte Differentialgleichung eine eindeutige Losung, lokal formal gegeben
durch

g~d:d/0\c<:>g:Texp<—/w>, (103)
d
wobei T' der Pfad-Ordnungsoperator ist. (]

Die Liftabbildung liefert eine (mit der G-Aktion kommutierende) Par-
allelverschiebung von Fasern in Form des Faserfunktors || der Aneinan-
derreihung * von Wegen in die Isomorphismen von Fasern:

12 (S, w0, 21), %) = 150(Gag, Gary) = [leg = g¢(1)
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Ubertragung auf assoziierte Faserbiindel Zusammenhang bzw. Par-
alleltransport in () induzieren solche in assoziierten F-Faserbiindeln: In
der Notation von A.l1.1 liefert ja jedes v € F' eine natiirliche Abbildung
Q — Q xXg F : q — qu, welche die Horizontal-Vertikal-Zerlegung von T'Q)
in eine von T(Q X F') iiberfiihrt, die unabhéngig von der Wahl von v ist.
Gegeben eine Kurve ¢ € Q(S,cp,c1) und ein v in Fi,, wihle nun (wieder
in der Notation von Abschnitt A.1.1) irgend einen G- Diffeomorphismus
q € G, 1 V — V,, mit zugehorigem c-Lift € = ;¢ und setze

llev := é165 . (104)

Ist insbesondere F' Vektorraum und X € I'(¢*E) Vektorfeld lings c, so lésst
sich die kovariante Ableitung in Richtung der Tangente ¢(0) als infinitesi-
maler Paralleltransport interpretieren:

.08 ' X(c)-X e G X ()-8 X —
Vo)X i= fim SESGR = i S-S — 1 (@1 (o))
Die Aquivalenz dieser geometrischen Definition mit der algebraischen wird
etwa in [Spi75] bewiesen.

A.2.5 Kriimmung als infinitesimale Holonomie

Horizontaler Lift einer Schlei-

qAC fe: Ein triviales Biindel kann

einen nicht-trivialen Zusammen-

&T[ hang und damit mnicht-triviale
Holonomie besitzen.

Insbesondere liefert der Paralleltransport eine mit G kommutierende Ak-
tion der Schleifengruppe (S, x) zu Basispunkt x auf der Faser G, iiber x.
Offenbar haben wir einen Gruppenhomomorhismus von (S, z) in die Holo-
nomiegruppen Hol, der ,Differenzen® g. : ||cq = g.q zwischen Start und
Endpunkt des c-Lifts 4¢, d.-h. geixeo = ge19e,- (103) liefert nun fiir abelsche
G eine explizite lokale Holonomieformel als Analogon des lokalen Gauf-
Bonnet-Theorems: Ist ¢ der Rand einer orientierten kontrahierbaren Fléche
A C S und s lokaler Schnitt iiber A, so hat ¢ nach Stokes die Holonomie

ge = exp/ s* Q. (105)
A
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Ist nun f : R?2 — S eine Einbettung, so ist die Kriimmung eingeschrinkt auf
(im Ty f) die infinitesimale Holonomie lings des Randes der eingebetteten
Quadrate f([0, €]?):

* . 98 ,€ 2
5" Q0if10,9; flo) = lim =LEA). (106)

Aus unserer Definition der Kriimmung folgt sofort, dass die Liealgebra hol,
das Bild der Kriimmungsform eingeschrénkt auf [¢] ist (Theorem von Am-
brose und Singer).

Darstellung der Kriimmung iiber V Sei V eine G-Darstellung und
E = Q xq V das assoziierte Vektorraumbiindel. Als horizontale Ad-equiva-
riante Form projeziert sich die Kriimmungsform auf eine End(V')-Biindel-
Schnitt-wertige 2-Form R. Deren Interpretation als Darstellung infinitesi-
maler Holonomie kénnen wir nun sogar explizit hinschreiben: Sei wieder
f :R? — S eine Einbettung und V; := Vo, die kovariante Ableitung lings
der i-ten Koordinatenachse, so erhalten wir aus (106):

R(0iflo,0;flo)v = li_n)%)Haf([O,e}?)U = [V4, Vj]vl(0)- (107)

Fiir nicht-kommutierende Vektorfelder ist noch der Beitrag der Fluss-Dis-
krepanz abzuziehen, d.h.

R(X,)Y) =[Vx,Vy] = Vixy]-
Eine formale Ableitung dieser Formel ist in [KN63] zu finden.

A.2.6 Flache Biindel und Reduktion

Reduktion Ist f: Q" — @ ein Morphismus von Prinzipalbiindeln iiber S
mit Strukturgruppe G’ bzw. G, so induziert ein Zusammenhang hT'Q’ auf
@' den Zusammenhang T f(hTQ) auf Q. Ist weiter F' der von f induzierte
Homomorphismus g’ — g, gilt fiir die zugehoérigen Zusammenhangsformen
Fo' = f*w, denn T'fkerw’ = kerw und nach (94) w(T'f.&,) = w((Féq) =
F¢ = Fu'(§); analog erhélt man aus der Strukturgleichung FQ' = f*Q.

Ist insbesondere f Einbettung eines reduzierten Biindels, so heiflen die
auf () induzierten Zusammenhénge reduzierbar; ihre Holonomiegruppen
liegen damit in der Untergruppe G’ C G. Ist umgekehrt ein Zusammenhang
auf einem (reduzierbaren) Prinzipalbiindel gegeben, so gilt:

Satz und Definition 1 [KN63, Th. 7.1]. Die Fasern [q] der Aquivalenzre-
lation
q~p < 3 Horizontale Kurve, die ¢ mit p verbindet.

sind reduzierte holy-Biindel iiber S, genannt Holonomiebiindel.

Wegen der Kommutativitéit der G und Q(.S)-Aktion sind dabei die verschie-
denen Holonomiebiindel isomorph zu konjugierten Holonomiegruppen.
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Flache Biindel Kriimmungsfreie und damit integrable Zusammenhénge
heiBen auch flach, ihre Holonomiealgebra ist damit nach (105) trivial holy =
0 Vq € @ (d.h. die horizontalen Lifts geschlossener zusammenziehbarer Kur-
ven bleiben geschlossen). Die Holonomiegruppen sind damit diskrete zuein-
ander konjugierte G-Untergruppen, und Biindel samt Zusammenhang redu-
zierbar auf ein diskretes Hol,-Biindel.

Flache Biindel besitzen nur dann
nicht-triviale Holonomie, wenn

i - sie nicht-trivial sind wie hier das

Mébiusband, wo hol = Zs.

Lemma 38 Die Isomorphieklassen flacher G-Biindel iber S sind die Cech-
Kohomologieklassen H'(S,G).

In der Tat, die Schnitte und damit Verklebungsfunktionen ihrer Holono-
miebiindel lassen sich lokal konstant wéhlen, und so folgt das Lemma aus
dem tautologischen Lemma 1. O

Der Faserfunktor flacher Biindel ist Homotopie-invariant, Spriinge in
der Holonomie kénnen ja nur an den Verklebungsstellen auftreteten. Wir
konnen so die Isomorphieklasse € H!(S,G) als Holonomieklasse inter-
pretieren, deren Antwort auf Schleifen in S ihre Holonomie ist (und deren
de Rham-Form durch die Zusammenhangsform des reduzierten Biindels ge-
geben ist). Aus der 1:1-Korrespondenz des reduzierten Perm(Z,,)-Biindels
mit dem assoziierten Z,-Biindel (Uberlagerungen) und obiger Klassifikation
erhalten wir schlielich folgende Klassifikation:

Lemma 39 Der (assoziierte) Faserfunktor liefert eine Aquivalenz von Ka-
tegorien: { Uberlagerungen iiber S} ~ {m1(S)-Mengen }.
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B (C*-Algebren und Spektralkalkiil

Eine Banachalgebra A ist ein Banachraum (normierter, vollstandiger Vek-
torraum) mit einer stetigen Multiplikation (assoziative, distributive bilinea-
re Abbildung A? — A), die der ,Dreiecksungleichung® ||a - b|| < ||a|| - ||b]|
geniigt. Eine C*-Algebra ist eine Banachalgebra mit mit einer Involution *
(antilineare Abbildung * : 4 — A mit *o* = id), welche die C*-Bedingung
lla*al| = ||a||? erfiillt.

Wir betrachten im Folgenden nur C*-Algebren iiber C, so dass fiir alle
a € A das Spektrum

speca := {z € C|(z — a) nicht invertierbar } (108)

nicht leer ist (andernfalls wire die Resolvente z +— (z — a)~! beschriinkt
holomorph auf C, also nach Liouville konstant), aulerdem setzen wir die
Existenz einer Eins (a1l = la = a Ya € A) voraus.

Beispiele solcher C*-Algebren sind die komplexwertigen stetigen Funk-
tionen auf einem Kompaktum K versehen mit der Supremumsnorm || f|| =
sup,cx | f()], sowie die beschriinkten?* Operatoren B(H) auf einem Hilber-
traum H versehen mit der Operatornorm ||a|| := sup{||ad||| ¢ € H,||¢|| =
1}. Wir werden sehen, dass alle kommutativen C*-Algebren von erster Form
und alle nicht-kommutativen abgeschlossene B(H )-Unteralgebren sind; und
folgen dabei [Wer95].

B.1 Darstellung kommutativer C*-Algebren

Die Klassifikation kommutativer C*-Algebren A mit Eins beruht auf ihren
nicht-trivialen Charakteren I'(A) (Algebrenhomomorphismen ¢ : A — C,
¢ # 0), dem sogenannten Gelfandraum:

Topologie von I'(A). Die ¢ € I'(A) sind automatisch beschrénkt, sogar
normiert ||¢|| = 1, denn ||¢|| > 1 wegen ¢(1) = 1 und wére nun ||¢|| > 1,
dann gébe es a € Amit ||a]| < 1, ¢(a) = 1 im Widerspruch zu ¢(b) = 1+¢(b)
firb=>3 ", a" =ab+a.

Wir versehen deshalb I'(A) nicht mit der Norm-, sondern der schwach*-
Topologie, die sich dadurch charakterisieren lisst, dass genau die Auswer-
tungsfunktionale (Gelfandtransformierten) a € C(I'(A)) : ¢ — ¢(a) stetig
sind. I'(A) ist dann schwach*-abgeschlossene Teilmenge der Einheitssphire,
welche nach dem Satz von Alaoglu [Wer95, VIII 3.11] schwach*-kompakt ist,
also ist I'(A) selbst schwach*-kompakt.

24Eine lineare Abbildung a : H — H' von Banachriumen heifit beschrinkt, wenn ihre
Operatornorm beschrénkt ist, genau dann ist dank Linearitét a stetig.
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Interpretation von I'(A) Ist J ein abgeschlossenes Ideal?> von A, so ist
A/J auf kanonische Weise eine Banachalgebra beziiglich der Quotienten-
norm
:= inf 1
llall = inf [[z +u] (109)

(die Stetigkeit der Multiplikation folgt dabei aus ||[a, b]|| < ||(a+u)(b+v)|| <
lla + ul|||b + v||, fiir alle u,v € J).

Lemma 40 J C A ist genau dann mazximales Ideal, wenn J = ker ¢, ¢ €

T'(A).

Sei J maximal. J ist abgeschlossen wegen der Stetigkeit der Multiplikation,
damit ist .A4/J eine Banachalgebra und es reicht zu zeigen, dass A/J = C ist,
so dass J Kern der kanonischen Projektion A — A/J ist. Jedes u € A/J—0
ist invertierbar, denn uwA + J ist ein J enthaltendes Ideal, also gleich J.
Folglich ist z — u = 0 fir z € spec(u), also in der Tat A/J = C. Die
Umkehrung ist klar. O

~

Lemma 41 speca = {¢(a),¢ € I'(A)} = ima = speca.

Ist z & speca, also z — a invertierbar, so auch die Bilder ¢(z —a) = z — ¢(a)
fiir alle ¢ € T'(A), also z ¢ im(a). Ist andererseits z € speca, dann ist
J = (2 —a)A Ideal, also J C ker ¢ nach Lemma 40, folglich ¢(a) =2. O

Der Gelfandisomorphismus Bis jetzt haben wir nur die Banachalgebra-
Struktur genutzt, die C*-Zusatzstrukturen ermdoglichen folgenden

Satz 19 (Gelfand) Die Gelfandtransformation
A= C((A) s a() == ¢(a)
ist ein Isomorphismus von C*-Algebren.

Nach Lemma 41 ist die Gelfandtransformation isometrisch, also ihr Bild
im A abgeschlossene Unteralgebra in C (T'(A)), die zudem die Punkte trennt
(d.h. es existiert fiir alle ¢; # ¢3 € T(A) ein f € Amit f(¢1) # f(¢2)) und 1
enthélt. Aus dem Satz von Stone-Weierstrafi(s. z.B. [Wer95, VIII 4.7]) folgt
daraus A = C(T'(A)).

Es bleibt a* = a zu zeigen, wegen a = %a—ka* + i%(a — a*) ist das
aquivalent zu ima = speca C R fiir selbstadjungierte a* = a, und dazu ist
die C*-Bedingung nétig: Aus a+i € speca folgt a+i(5+9) € spec(a+1id),
also |a+i(B+0)* < [la+id]|* = |[(a+id)* (a+id)|| = |la®+%|] < [|a?||+0?|l,
also o + 3% + 236 < ||a?|| fiir alle § € R, somit in der Tat 3 = 0. O

25d.h. J ist invariant unter der Operation von A: AJ = JA = J
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B.2 Spektralkalkiil

Satz 20 Sei a normales Element einer nicht-kommutativen C*-Algebra A,
d.h. die von a,a*,1 erzeugte Algebra A kommutativ. Dann ist die Gelfand--
Transformierte a ein Homdomorphismus

a:T(A) > spec(a)

Nach Satz 19 ist a stetige Surjektion des Gelfand-Spektrums I' 4 auf das a-
Spektrum beziiglich A. @ ist injektiv, denn die Charaktere ¢ € I'y sind
involutiv ¢(a*) = a*(¢) = a(¢) = ¢(a), aus ¢(a) = (a) folgt damit
OO ecnma™(@*)") = (> cpma™(a*)"), also ¢ = 1 dank Stetigkeit. Weil
I'(A) selbst kompakt und Hausdorffsch ist, folgt, dass auch a—! stetig ist.

Nun ist das Spektrum von @ in B(H) identisch mit dem beziiglich A:
Gibe es niimlich A\ € specy(a) — spec(a), mithin p ;== (A —a)~! und f €
C(specy) mit f(A) > ||p|| und |g| <1, g(t) := f(t)(\ —t), erhielten wir den
Widerspruch

ol < FN) < Iflleo = 1F (@] < [lg(a)ll o]l = llgllssllpll < llpll-

O
Sei nun B(H) die C*-Algebra der beschrénkten linearen Operatoren auf
einem Hilbertraum H. Aus Satz 20 und 19 folgt nun sofort:

Korollar 2 (Stetiger Funktionalkalkiil) Sei a« € B(H) , d.h. die von
a,a* und idy erzeugte Algebra A C B(H) kommutativ. Dann gibt es einen
Isomorphismus von C*-Algebren

C(spec(a)) > AC B(H) : f — f(a)
mit f(id) = a. O
Nach dem Satz von Riesz (s. [Wer95, II 2.5]) liefert die Integration einen

Isomorphismus des Raumes der (Borel)-Mafle iiber einem Kompaktum K
mit dem Dualraum stetiger Funktionen auf K, also

f@o )= | fdug (110)
spec a

beziiglich komplexer Mafe p4 4 auf speca. Dann ist (¢,) — fspew fdpg
auch fiir messbare beschriankte Funktionen f € M (spec(a)) eine stetige Ses-
quilinearform, und so definiert Gleichung (110) einen Operator f(a) € B(H)
flir messbare f.

Satz 21 (Messbarer Funktionalkalkiil) [Wer95, Satz VII 1.6] Gleichung
(110) erweitert den stetigen Funktionalkalkil zu normalen Operatoren a €
B(H) auf einen stetigen x-Algebrenhomomorphismus

M (spec(a)) — B(H) : f — f(a)

der messbaren beschrinkten Funktionen M (speca).
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Beweis: Fiir K kompakt ist M (K) gerade die kleinste C'(K) enthaltende
Funktionenalgebra, die abgeschlossen ist unter der Bildung punktweiser Li-
miten gleichméBig beschrankter Folgen ([Wer95, VII 1.5]); und so folgt der
messbare x-Algebrenhomomorphismus aus dem stetigen via des Lebesgue-
schen Konvergenzsatz lim (f,,(a)¢,v) = ((lim f,)(a)p, ). O

Den charakteristischen Funktionenen x4 : spec(a) — {0,1} zu Borel-
mengen A C spec(a) entsprechen dann wegen x2 = x = x* Orthogonalpro-
jektoren x a(a)® = xa(a) = x*%(a) € B(H), wobei die x{.}(a) zu isolierten
20 € spec(a) auf den Eigenraum ker(z —a) projezieren. Die Abbildung P von
Borelmengen A in speca auf x4(a) heifit dann wegen P, A; = ), P(4;)
fiir paarweise disjunkte A;, P(speca) = 1 und P(()) = 0 Spektralmaf zu a,
und wir haben py = (¢| P |p) bzw.

fla) = /Spewf(z)dP(z)- (111)
z2dP(z) von a wie folgt

Wir kénnen nun die Spektralzerleqgung a = fspeca
umformulieren:

Satz 22 [Wer95, VII Satz 1.21] Jeder normale Operator a = a* € B(H)
ist unitdr dquivalent zu einem Multiplikationsoperator in einem L?-Raum.

Beweisskizze: Es reicht, das fiir invariante zyklische Unterrdume

V = lin{a" |¢) ,n € Ng} zu priifen. Dann ist U : f — f(a)|¢) Isometrie
C(spec(a)) — V beziiglich des L:-Mafes ug = (¢| P|¢), also a(U(f)) =
af(a)|p) =U(id- f) fur alle f.

Unbeschrinkte Operatoren Im Allgemeinen sind die ¥DO a := Op.(f)
(49) unbeschrinkte lineare Abbildungen H O dom(a) — H mit in H := L*(Q)
dichtem Unterraum dom(a). Das Adjungierte a* eines solchen Operators ist defi-
niert durch (¢|ayy) = (a*¢[y) fir alle ¢ € dom(a), ¥ € dom(a*), wobei dom(a*)
kanonisch definiert ist als Raum der ¢ € H, so dass (1| a beschrinktes Funktional
auf dom(a) ist.

Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren Das Spektrum ei-
nes dicht definierten selbstadjungierten Operators a* = a ist definiert als Komple-
ment der Resolventenmenge

pla) == {z € R|(z — a) : dom(a) — H bijektiv mit (z —a)~' € B(H)}  (112)
in R. Der Spektralsatz 22 gilt dann auch fiir solche a:
In der Tat, der Bijektion von Spektren

zZ+1

RESI—1cC:z— -
z—1

entspricht die Cayley- Transformierte C(a) = (a +1i)(a — i)~ von a, die unitér ist.
Folglich ist U := C(a) ein Multiplikationsoperator (U¢)(c) = e'*¢(a), o € [0, 27),
folglich auch das Inverse (a¢)(a) = (C~1(a)(U)) () = i1Eed(a). O

1—et™
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Man erhélt auf diese Weise selbstadjungierte Erweiterungen von symmetrischer
Operatoren a, deren Defektinidizes dimker(a* + ¢) (welche die Abweichung vom
reellen Spektrum messen) iibereinstimmen: Dann ist die Cayley-Transformierte
U := U(a) unitére Fortsetzung einer Isometrie im(a—i) — im(a+i) und C(a)~1(U)
ist eine selbstadjungierte Erweiterung (siehe [Wer95, VII 2.10]). Im Fall wesentli-
cher Selbstadjungiertheit, d.h. wenn a* = a** selbstadjungiert ist und damit die
Defektindizes verschwinden, ist offenbar a* die eindeutige Erweiterung.

B.3 Darstellung nicht-kommutativer C*-Algebren

Positivitdt Sei A eine nicht-kommutative C*-Algebra. Ein Funktional
(.) € A’ heiit Zustand, falls (1) = || (.)|| = 1. Die Integration liefert nach
dem Satz von Riesz einen Isomorphismus zwischen Maflen auf Kompakta K
und dem Dualraum stetiger Funktionen auf K, also gibt es zu selbstadjun-
gierten a = a* € A genau ein WahrscheinlichkeitsmafiP, so dass gilt:

(a) = /F " adP, (113)

beziiglich der von a,a*,1 erzeugten kommutativen C*-Algebra A.

Lemma 42 Seia = a* € A selbstadjungiert. Es sind dquivalent:
1. a ist positiv, d.h. (a) >0 fiir alle Zustinde {.) € A’
2. speca C R*
3. a="b*"b fiir einbe A

1 <= 2 folgt sofort aus (113), ebenso 2 = 3 aus (111) fiir f = /. Fiir
die Umkehrung s. [Wer95, IX 1.3]. O

GNS-Darstellung. Algebren stellen sich dank ihrer Vektorraumstruktur
selbst dar, die Zusténde liefern nun das fehlende Skalarprodukt: (alb) :=
(b*a) besitzt namlich folgende Eigenschaften:

1. (.].) ist hermitische Sesquilinearform, wobei (a|b) = (b|a), durch die
Zerlegung a*b = x + iy in selbstadjungierte x,y folgt.

2. Aus (ala) > 0 folgt wie iiblich die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

| (alb) [* < (ala) (b]b) (114)
3. Es gilt

(ablab) < [[al[* (b|b) (115)

In der Tat, aus der C*-Bedingung folgt spec(a*a) C [—||al|?,||al|?], also
ist nach Lemma 42 a*a — ||a||? = v*u und damit ||a||? (b|b) — (ablab) =
((ub)*ub)) > 0.
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Allerdings ist (.|.) im Allgemeinen nur semidefinit, wir betrachten also
J :={be A, (bb) =0}

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (114) folgt rein algebraisch, dass J ein
Linksideal ist: {(b+V)*(b+ b)) = (b*b') + (b*b) = 0 und | {(ab)*(ab)) |* <
(c*e) (b*b) = 0 fiir ¢* := b*a*a fiir alle b, b’ € J, a € A. (die A--Invarianz folgt
alternativ sofort aus (115)). Mithin ist (.|.) Skalarprodukt auf A/J, dessen
Repriisentanten wir mit |¢) := ¢ + J notieren. Dann ist 7' (a)|¢) := |a¢p)
eine *-Darstellung von A mit

(ala) < [ln"(a)|* < [lal?, (116)

wobei die erste Ungleichung aus || [1) || < 1 und die zweite aus (115) folgt.
Die 7T<'>(a) lassen sich deshalb zu Operatoren auf der Vervollstindigung
von A/J zum Hilbertraum fortsetzen, also:

Lemma 43 Ein Zustand () € A’ induziert eine *-Darstellung 7' von A
durch beschrinkte Operatoren auf einem Hilbertraum, deren Norm (116)
gendtigt. O

Nun existiert zu jedem a € A ein Zustand, in dem (116) Gleichungen
werden, nimlich die Hahn-Banach-Fortsetzung?® von b +— g(|\b\|), definiert
auf der von b = a*a aufgespannten kommutativen Algebra. Indem wir nun
die direkte Summe 7 := 0 7¢) der Darstellungen iiber alle Zustéinde bil-
den, erhalten wir eine *-Darstellung mit ||7(A)|| = ||al|, also:

Satz 23 (Gelfand) Jede komplexe C*-Algebra mit Eins ist eine abgeschlos-
sene Unteralgebra der beschrinkten Operatoren auf einem Hilbertraum. O

26Der Satz von Hahn-Banach besagt, dass jede stetige Linearform auf einem Unterraum
eines Banachraums B normgleich auf ganz B fortgesetzt werden kann, s. etwa [Wer95, 111
1.5]
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