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1 Axiome und Beispiele

1.1 Unabhingige Mengen

Implementierung 1.1.1. Ein Matroid ist ein Paar (E,Z), wobei F eine endliche Menge
ist und Z ¢ P(E), sodass

I11: e
12: IcJel=>1€el
13: Fir Iy, I, € T mit |I;] < |I5| gibt es e € I, — I, sodass [y ue € L.

E heift Grundmenge und Elemente von Z heiflen unabhéngig.

Beispiel 1.1.2.

a. Sei v = (ve|e € E) eine endliche Familie von Vektoren in einem Vektorraum V' iiber
einen Korper k.
Sei Z := {I ¢ E|(v.|e € I') ist linear unabhangig}. Dann ist M (v) := (F,Z) ein Matroid.
Solche Matroide nennen sich darstellbar iiber k.

b. Sei G = (V, E) ein endlicher Graph. Weiter sei Z := {I ¢ E|(V, ) ist ein Wald}. Dann
ist M(G) = (E,Z) ein Matroid. Solche Matroide nennen sich graphisch.

c. Sei E eine endliche Menge und m € N. Sei 7 := {I ¢ E||I| < m}. Dann ist Uy,  := (E,T)
ein Matroid. Solche Matroide nennen sich uniform. Wir definieren U, , als Uy, (1....n}-

Lemma 1.1.3. Seien [;, I, unabhéngige Mengen und x € I; — I5, sodass I, ux unabhéngig
ist. Dann gibt es y € I, — I1, sodass (I; — x) Uy unabhéngig ist.

Beweis. Sei I eine maximale unabhéngige Teilmenge von I; U I, mit I, € . Wegen 12
gilt x ¢ I. Aber |I| > |I1] > |I; — x|, also gibt es wegen I3 ein y € [ — (I} — ) = I — [ mit
(I; — ) uy unabhéngig. O

1.2 Basen

Definition 1.2.1. Eine Basis eines Matroiden M ist eine maximale unabhangige Teil-
menge der Grundmenge. Die Menge aller Basen nennen wir B(M).

Bemerkung 1.2.2. Alle Basen sind gleich grofs.

Satz 1.2.3. Sei F eine endliche Menge und sei B ¢ P(FE). B ist genau dann die Menge
aller Basen eines Matroiden auf E, wenn



Bl B+xg
B2 Fiir By, By e Bund x € By — By gibt es y € By — By, sodass (B —xz)uy € B.
Dieser Matroid ist dann (E,{I ¢ E|(3B € B)I c B}).

Beweis. = B1 folgt aus I1. Fir B2 seien By, By € B(M) und sei z € By - By. By Uz ist
abhéngig. Wegen Lemma 1.1.3 gibt es y € By — B; mit (By — z) U y unabhéngig. Diese
Menge ist sogar eine Basis weil sie die richtige Grofle hat.

< SeiZ={Ic E|(3B cB)I c B}. Wir beweisen zunichst, dass (F,Z) ein Matroid ist. I1
folgt aus B1 und I2 aus der Definition von Z.

Behauptung: Alle Elemente von B sind gleich grof.

Beweis. Angenommen nicht. Seien By, By € B mit |By| > |Bs| und |B; — Bs| minimal. Sei
x € By — By. Sei y € By — By, sodass (By —z) Uy € B. Dann |(By — z) Uy| = |By| > | Ba|, aber
(B —2) uy) = Bo| = [(B1 — Bp) —a| =|B1 - Bo| - 1 4 O
Fir 13 seien I1, Iy € Z mit |I1| < |I3|. Sei By € B mit I; € B;. Wir kénnen annehmen, dass
(I - I) n By = @, sonst sind wir fertig. Sei By € B mit Iy € By, sodass |By — (Io U By)|
minimal ist.

Behauptung: B, € I, u B

Beweis. Angenommen nicht. Sei x € By—(I,UB1). Dann gibt es y € By— By mit (By—x)uy €
B. Aber dann gilt I, € (By-x)uy und |(By—-z)uy - (IouBy)| = |By— (L,uB)|-14¢ O
Dann |B1 - Il| = |B1| - |Il| > |B2| - |IQ| = |B2 N Bll, also glbt es I € (Bl - ]1) - (Bg N Bl)
Sei ye By— By mit (By—z)uyeB.Dannyel, und [juyc (B;—x)uy, also [juyeZ.
Deshalb ist (E£,7) ein Matroid und B = B(E,Z). O

1.3 Kreise

Definition 1.3.1. Sei M ein Matroid auf . Ein Kreis von M ist eine minimale abhéngige
Menge.

Lemma 1.3.2. (Starke Elimination)

Seien C7,Cy Kreise und sei z € 'y — Cy und x € C; n Cs. Dann gibt es einen Kreis C' mit
zeCc(CLuly) —x.

Beweis. Sei I eine maximale unabhéngige Teilmenge von (C; U Cy) -z - z, die Cy — x
erweitert. Ware nun I U z unabhéngig so gdbe es, wegen Lemma 1.1.3 (I; :== T Uz, 5 :=
Cy-2), ein y € (C; —2) — I mit I uy unabhingig. Weil dieses nicht moglich ist, ist
I u z abhéngig. Sei C eine minimale abhéngige Teilmenge. Dann ist C' ein Kreis mit

ZECE(Cluog)—ZE. ]

Satz 1.3.3. Sei E eine endliche Menge und C ¢ P(FE). C ist genau dann die Menge aller
Kreise eines Matroiden, wenn:

Cl g¢C



C2 Fir 01,02 € C mit Cl c Cg gllt Cl = Cg.
C3 Fir C; #CyeCund x e C;nCy gibt es C e C mit C ¢ (C1uCy) —x.
Dieser Matroid ist dann (E,{I ¢ E|(AC €C)C c I}).

Beweis. = C1 und C2 folgen aus der Definition von Kreisen und I1 und C3 folgt aus
Lemma 1.3.2.

< Sei Z:={I c E|(AC €C)C c I}. Die einzige Moglichkeit fiir M mit C =C(M) ist (E,T).
Wir miissen also beweisen, dass M ein Matroid ist. I1 und I2 folgen aus der Definition
und C1.

Behauptung: 13

Beweis. Angenommen nicht. Seien 1,1, € Z mit || < || und (Bz € I, - L)y ux € T,
sodass Iy — I, minimal ist. Sei x € Iy — I, dann gilt (I -y)ux ¢ Z. Sei C, € C mit
Cy < (Iy-y)ux. Sei z € C, — I;. Wie vorher gibt es einen Kreis C, mit C, ¢ (I; - z) u .
Dann C, # C, und z € C, n C;, also gibt es wegen C3 C' € C mit C' ¢ I5. n
Deshalb ist M ein Matroid und C = C(M). O

Lemma und Definition 1.3.4. Sei [ eine unabhéngige Menge eines Matroiden M auf
E. Sei e € E mit I ue abhingig. Dann gibt es einen eindeutigen Kreis C! ¢ I ue. Diesen
Kreis nennen wir Fundamentalkreis von e bzgl. I. Weiterhin gilt

Cl={fell(Iue)-feT}ue.

Beweis. Sei C! irgendein Kreis mit C! c T ue. Gébe es einen zweiten solchen Kreis C, so
gibe es wegen C3, einen Kreis C’ mit C’ ¢ (CLu ') —e € I. Deshalb ist C! der einzige
solche Kreis. Fiir f € C! ist deshalb (I-f)ue unabhangig. Fur f e I-Cl gilt CL c (I-f)ue
und deshalb ist (I - f) ue abhingig. ]

1.4 Rang

Definition 1.4.1. Sei M = (E,Z) ein Matroid. Der Rang von M ist die gemeinsame
GroBe aller Basen. -

Sei X ¢ E. Die Einschrankung von M auf X M|X, ist der Matroid (X,ZnP(X)). Wir
schreiben auch M\Q fir M|(E - Q). Der Rang ry(X) ist (M |X). Die Basen von M|X

nennen wir auch Basen von X.

Bemerkung 1.4.2. C(M|X)=C(M)nP(X)

Satz 1.4.3. Sei E eine endliche Menge und sei

r ist genau dann die Rangfunktion 7, eines Matroiden M wenn:
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R1 Fir X c E gilt 0<r(X) <|X]|.

R2 Fur X cY c E gilt r(X) <r(Y).

R3 Fiur X, YcEgilt r(X)+r(Y)2r(XnY)+r(XuY).

Dieser Matroid ist dann (E,{I < E|r(I) = |I|}).

Beweis. = R1 und R2 gelten per Definition. Fiir R3, seien X,Y ¢ F und B; eine Basis

von X nY. Weiter sei By eine Basis von X, die By enthéalt und sei B3 eine Basis von
X uY, die By enthéilt. Dann gilt

r(X)+7r(Y)>|By|+|BsnY]|
= |Bi| +| By
=r(XnY)+r(XuY).
< Sei Z :={I ¢ E|r(I) = |I|}. Die einzige Moglichkeit fir M mit ry, = r ist (£,Z). Wir
miussen also beweisen, dass M ein Matroid ist. I1 folgt aus R1. Fiir 12 sei I ¢ J € Z. Dann
gilt
r(D)>r(@)+r(J)-r(J-1)>|J|-|J-1I|=|I,

woraus folgt I € 7.
Fiir I3 seien [y, Iy € Z mit |[,| < |[5|. Dann

([1 U[Q) > 7’([2) = |[2| > |[1’ = 7”([1).
Sei X eine maximale Teilmenge von I U Iy mit 7(X) =r([;). Sei x € I, - X, dann gilt

r(huvz)-r(L)=r(lhvz)-r((Huzr)nX)
>r((Luz)uX)-r(X)
=r(Xuz)-r(X)>1,

woraus folgt, dass
r(hux)>r(L)+1=r(lyux)

und deshalb I; ux € Z gilt. Damit ist M ein Matroid und r = ry,. O

1.5 Abschlussoperationen

Definition 1.5.1. Sei M ein Matroid auf £ und sei X ¢ E. Der Abschluss Cl,s ist
{reEr(Xuz)=r(X)}.

Lemma 1.5.2. Cly;: P(E) — P(FE) hat folgende 4 Eigenschaften:
CL1 Fiir X ¢ E gilt X € Cly(X).



CL2 Fir X cY c E gilt Cly (X) < Clpy (Y).
CL3 Fiir X ¢ E gilt Clu(Cla(X)) = Clas(X).
CL4 Fir XcE,xe Eund ye Cly (X ux) - Cly(X) gilt x e Cly (X uy).

Beweis. Ubung [

Satz 1.5.3. Sei E eine endliche Menge und sei Cl : P(E) — P(FE). Dann ist Cl ge-
nau dann der Abschlussoperator eines Matroiden, wenn es CL1 bis CL4 erfiillt. Dieser
Matroid ist dann (F,{I ¢ E|(Vx e I)x ¢ CI(I - x)}).

Beweis. =

< Sei Z:={I < E|(Vxel)x ¢ CI(I-x)}. Die einzige Moglichkeit fiir M mit Cly; = Cl ist
M = (E,T). Wir beweisen zundchst, dass M ein Matroid ist.

Behauptung: Fiir / €Z und 2 ¢ CI(]) gilt JTuz eZ.

Beweis. Seiye Iux. Fir y =z gilt y ¢ Cl((Iuz)-y) per Annahme. Fir y e Cl(Iuz-y)
gilt y e Cl(Iuz-y)-CIl(I -y) und somit mit CL4 x € Cl(I-yuy) =CI(I). Da z ¢ CI(I)
gilt also y ¢ Cl(Iuz -1y). O
Sei nun B die Menge aller maximalen Elemente von Z. Wegen der Behauptung gilt C1(B) =
E fir alle B € B. B erfiillt B1 denn @ € 7.

Seien By, By € Bund x € By - Bs. Falls By € Cl(By—x),so gilt x € E = Cl(By) € CI(Cl(B;-
x)) = Cl(By—x), was nicht moglich ist. Also ist By ¢ Cl(B;—x). Seinun y € Bo—Cl(B;-x).
Dann gilt By —xuyeZ. Aus y € Cl(By) - Cl(B, —x) folgt z € Cl(B; —x uy) und deshalb
gilt £ =CIl(By)cCI(Cl(By-yuz))=Cl(B;—zuUy). Somit gilt By —x Uy € B. Deshalb
erfilllt B B2. Wegen Lemma 1.2.3 ist M = (E,Z) = (E,{I c E|(Vzx e )x ¢ CI(I —x)}) ein
Matroid.

Fir X ¢ Fund z € E - X sei B eine Basis von X. Dann gilt z € Cl(X) < z € Cl(B) <
Buzx¢Z < ry(Xuz)=|B|=ry(X) < xeCly(X). Daraus folgt Cly = CI. O

Lemma 1.5.4. Fur X ¢ E gilt »(CI(X)) = r(X).

Beweis. Sei B eine Basis von X. Dann gilt CI(X) c CI(CI(B)) ¢ (B) und deshalb ist B
eine Basis von CI(X). Somit gilt r(CI(X)) = |B| = r(X). O

Definition 1.5.5. Sei M ein Matroid auf E. Eine Teilmenge X ¢ E heifit abgeschlossen,
wenn C1(X) = X und spannend wenn CI(X) = E.
Eine Hyperebene ist eine abgeschlossene Menge X mit 7y, (X) =r(M) - 1.

Lemma 1.5.6. Sei M ein Matroid auf £ und X ¢ E. Dann ist
a.) X genau dann spannend, wenn ry(X) = r(M).
b.) X genau dann eine Basis, wenn es eine minimale spannende Menge ist.

c.) X genau dann eine Hyperebene, wenn es eine maximale nicht spannende Menge ist.

>



Beweis. Sei B eine Basis von X.

a.) X ist spannend < Cl(X) = E < CIl(B) = E < B eine Basis von M < |B|=7r(M)
< ry(X)=r(M)

b.) Basen sind wegen a.) minimale spannende Mengen. Falls X eine minimale spannende
Menge ist, so gilt X = B und deshalb ist X eine Basis.

c.) Sei X eine Hyperebene. Fiir y ¢ X gilt y ¢ Cly/(B), also ist Buy unabhéngig. Deshalb
ist Buy eine Basis von X uy und (X uy) =r(X)+1 =r(M). Also ist X uy spannend.

Sei nun X eine maximale nicht-spannende Menge, dann gilt 73,(X) = (M) -1 und
TM(CZM(X)) = TM(X) < T(M) Somit, gllt X = CZ(X)

O

Lemma 1.5.7. Sei X ¢ E und z € £ - X. Dann gilt z € Cly;(X) genau dann wenn es
einen Kreis C' gibt mit xr e C ¢ X ux.

Beweis. = Sei B eine Basis von X, dann gilt z e CZ ¢ X ux.

1.6 Geometrische Darstellungen

Definition 1.6.1. Sei (v;]i € E') eine Familie von Vektoren in einem Raum V iiber k. Eine
affine Abhéngigkeit der Familie ist eine Familie von Koeffizienten (\;|i € I') mit Y \;v; =0
iel
und Y A; = 0.
i€l
Die Familie ist affin abhéngig, falls es eine nicht-triviale affine Abhédngigkeit gibt.

Lemma und Definition 1.6.2. Sei (v;|i € F) eine Familie von Vektoren. Sei Z := {I ¢
E|(vi]i € I') affin unabhéngig}. Dann ist M,¢¢(v) := (E,Z) ein Matroid der affine Matroid
fiir v.

Beweis. Mapp(v) = M(((vi,1) eV xklie E)) O

Beispiel 1.6.3. Wir betrachten folgende Familie von Punkten in R2.



Eine Teilfamilie ist genau dann abhéngig, wenn sie aus mindestens 4 Punkten besteht
oder 3 kolineare Punkte enthélt.

Bemerkung 1.6.4. Eine Teilfamilie von R? ist genau dann abhingig, wenn sie einen
Punkt zweimal, 3 kolineare Punkte, 4 koplanare Punkte oder mindestens 5 Punkte enthalt.
Auf diese Weise konnen wir auch beliebige Matroide Rang < 4 darstellen. Eine Menge ist
dann abhéngig wenn sie einen Punkt zweimal, 3 Punkte aus derselben eingezeichneten
Linie, 4 punkte aus derselben eingezeichneten Ebene oder mindestens 5 Punkte enthélt.

Beispiel 1.6.5. Der Fano-Matroid



2 Dualitat

2.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Lemma 2.1.1. Sei B die Menge aller Basen eines Matroiden. Dann erfiillt B:

B2’ Fur Bl,BQEBundeBQ—Bl glbt esyEBl—Bg mit 81U$—y€B.
Beweis. Sei ye CP' -~ B,, dann gilt y € By — B, und By uz —y € B. O]

Satz und Definition 2.1.2. Sei M ein Matroid auf £. Dann ist B* := {E-B|B € B(M)}
die Menge aller Basen eines Matroiden M* auf E. Diesen nennen wir dualer Matroid zu M.

Beweis. B1 ist klar. Fiir B2 seien B, By € B* und x € B} — B;. Weiter seien By € B mit
B} = E—-DB; und By € B mit By = - B,. Dann ist x € By — By, also gibt es wegen B2’
ein y € By — By = By — BY mit By uz —y € B und deshalb gilt Bf -z uy e B*. O

Bemerkung 2.1.3. M = (M*)*

Notation 2.1.4. Basen von M* nennen wir Kobasen von M, die unabhangigen Mengen
von M* nennen wir kounabhangig und so weiter.

(M) =Z(M*), C*(M):=C(M*) usw

Sei B eine Basis von M und e € B. Weiter sei D der Fundamentalkreis von e bzgl. £ - B
in M*. Dann nennen wir D den Fundamentalkokreis DZ von e bzgl. B.

Lemma 2.1.5. Sei M ein Matriod auf E/, B eine Basis von M und X ¢ E. BnX ist genau
dann eine Basis von X, wenn es kein z € X — B und y € B - X gibt mit Buxz -y e B(M).

Beweis. = Gébe es solche x,y, so ware B Uz eine groflere Teilmenge von X.

< Angenommen B n X ist keine Basis von X. B n X ist unabhéngig, also ist sie nicht
maximal. Sei x € X — B, sodass (B n X) uxz unabhéngig ist. Weiter sei B’ eine Basis mit
(BnX)uzxc B'. Dann ist z € B’ - B und es gibt, wegen B2, ein y € B- B’ ¢ B - X mit
Buzx-yeB(M). O

Korollar 2.1.6. Sei M ein Matroid auf £, Be B(M) und X ¢ E. Bn X ist genau dann
eine Basis von X, wenn (E - B)n (E - X) eine Basis von E — X ist.

Korollar 2.1.7. Sei M ein Matroid auf £ und X ¢ F. Dann gilt

ra(X) =|X|=r(M) +ry(E - X).

Beweis. ry+(X) =|X]|- +ry(E - X)



Satz 2.1.8. Sei F = PUQ U {e} eine Partitionierung von F. Dann gilt

ee€Cly+(Q) < et Cly(P).

Beweis. Sei B eine Basis von P, B’ eine Basis von P uUe, die B erweitert und B’ eine
Basis von M die B’ erweitert. Dann ist ) — B” eine Kobasis von @), (Q ue) — B" eine
Kobasis von Q ue und F — B” eine Kobasis von M. Also gilt

eeCly(P)<=e¢tB"=ecE-B"<et¢Cly(Q).

O
Korollar 2.1.9. Sei M ein Matroid auf £ und X ¢ F. Dann gilt
Cly+(X)=Xu{eeEle¢Cly(F-X-e)}.
Satzschema 2.1.10. Sei M ein Matroid auf £ und X ¢ E. Dann ist X ein/eine
von M, genau dann wenn E — X ein/eine in M~ ist.
a.) Basis / Basis
b.) spannende Menge / unabhingige Menge
c.) Hyperebene / Kreis
d.) Vereinigung von Kreisen / abgeschlossene Menge
Beweis. a.) per Definition
b.) folgt aus a.), weil X genau dann spannend ist, wenn sie eine Basis enthélt.
c.) folgt aus b.), weil Hyperebenen maximale nicht-spannende Mengen sind.
d.) X ist eine Vereinigung von Kreisen < (Vo € X)(3C eC(M))zeCc X
& (Vo e X)z e Oly(X —2) & (Vo e X)a ¢ Clyg (E - X)
< - X ist eine abgeschlossene Menge von M*.
O



Definition 2.1.11. Eine Teilmenge X der Grundmenge E eines Matroiden M heift
Gekritzel, wenn sie eine Vereinigung von Kreisen ist.

Korollar 2.1.12. X ist genau dann ein Gekritzel, wenn sie keinen Kokreis von M in
genau einem Element trifft.

Satz 2.1.13. Seien Hy, H, Hyperebenen eines Matroiden M auf F und e € E—(HyU Hs).
Dann gibt es eine Hyperebene H mit (H;n Hy)uec H.

Beweis. Dual zu C3. O
Lemma 2.1.14. Sei C e C(M) und D € C*(M). Dann gilt |C'n D| # 1.
Beweis. C ist ein Gekritzel, also folgt dies aus 2.1.12. m

Korollar 2.1.15. Die Kokreise von M sind die minimalen nicht-leeren Teilmengen von
E die keinen Kreis in genau einem Element treffen.

Lemma 2.1.16. Sei C' € C(M) und seien e, f € C. Dann gibt es ein D € C*(M) mit
CnD={ef}

Beweis. Sei B eine Basis von M, die C — e enthalt und setze D := D}B. Dann gilt f €
CnDce f},also CnD={e, f} wegen Lemma 2.11.14. O

Lemma 2.1.17. Sei [ €e Z(M) und J € Z*(M) mit I nJ = @. Dann gibt es eine Basis B
von M mit I € Bund BnJ=a.

Beweis. Sei B eine Basis von E - J, die [ enthélt. Dann gilt

also ist B auch eine Basis von M. ]

Lemma 2.1.18. Sei B eine Basis von M auf E. Weiter seien e € E — B und f € B. Dann
gilt feC'fc»eeD}B.

Beweis. feCP < CEnDf={e, f} & eeDf. O
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2.2 Duale von darstellbaren Matroiden

Satz und Definition 2.2.1. Sei E eine endliche Menge und k ein Kérper. Weiter sei V'
ein Unterraum von k¥. Fir v € k¥ ist der Triager v von v die Menge {e € E|v(e) # 0}. Die
Trager Menge T (V') ist die Menge {v|v € V'}.

Sei nun C(V') die Menge aller minimalen nicht-leeren Elementen von 7 (V), dann ist C(V')
die Menge aller Kreise eines darstellbaren Matroids M (V') iiber k.

Beweis. Wir betrachten die Familie {x.+V € k¥/V]e € E}, wobei x. die charakteristische

Funktion ist.

Behauptung: Sei \ € kF. Dann ist A € V genau dann, wenn Y. A(e)(x.+ V) =0 gilt.
ecE

Beweis. Z Ae)(xe+V) = Z AMe)xe+V=A+V O
Fir I c E folgt es, dass (Xe + Vl]e € I) genau dann linear abhéngig ist, wenn I ein
nicht-leeres Element von 7 (V') enthélt. Deshalb gilt M (V) = M((x. + Ve € E)). O

Satz 2.2.2. Sei M((ve|e € E)) ein darstellbarer Matroid tiber k und weiter sei V := {\ €
k| ¥ Me)ve = 0}. Dann gilt M (V) = M((vele € E)).
el

Beweis. AeV < ¥ A(e)v. = 0. Der Satz folgt wie in dem Beweis von Satz 2.2.1. O
ecEl

Lemma 2.2.3. Sei C' ein Kreis von M (V). Seien v,v’ € V mit v =
Aek—0mit \v=0v"

v’ = C'. Dann gibt es

7
Beweis. Sei ey € C und sei \ = 1;((;;’)) Weiter sei v = v’ — Av. Dann ist v” € C - ¢, also

v" =@. Fir e e C gilt v'(e) - Av(e) = 0. Deshalb gilt v = Av. O

Definition 2.2.4. Sei V' ¢ k¥ mit F endlich und B eine Basis von M (V). Weiter sei
e € F — B. Der Fundamentalvektor v2 von e bzgl. B ist der eindeutige v € V mit v = CB
und v(e) = 1.

Lemma 2.2.5. Sei V' ¢ k¥ mit E endlich und B eine Basis von M (V). Dann ist {vS]e €
E - B} eine Basis von V.

Beweis. Angenommen diese Menge ist linear abhéangig, dann gibt es A € k¥=B — (0 mit
> AMe)vE=0.Firege E-Bgilt 0= ¥ A(e)vB(eo) = Meg). Das heifit A= 0. ¢

eeE-B eeE-B
SeinunveV und v'=v- Y wv(e)v?. Dann gilt fir eg € £ - B, dass
eeE-B

v'(eg) =v(en) —v(eo) = 0.

Somit gilt v’ € B und deshalb gilt v/ = @. Also gilt v = Y v(e)vp € (vBle € E) und
B
deshalb ist die Menge spannend. O]
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Korollar 2.2.6. (M (V)) = |E| - dim(V)

-vBlp eeE-B

Korollar 2.2.7. M (V) = M({Xe ecB )

1 0 - 0

. . . 0 -~ -
Die entsprechende Matrix hat die Form | .~ 0 A

0 - 0 1

Korollar 2.2.8. Sei v € V, wobei V' ein Unterraum von k¥, mit E endlich ist. Dann ist
v ein Gekritzel von M (V).

Beweis. Sei I eine Basis von v und B eine Basis von M, die I erweitert. Dann gilt

v=3Y w(ev?), also
ecv—-B

ve Uol=U 0= U Clcuw
ecv-B~

ecv—-B ecv—-B

]

Definition 2.2.9. Sei F eine endliche Menge und seien v,w € k¥. Das Skalarprodukt
(v,w) von v und w ist Y, v(e)w(e). Wir schreiben viw oder v orthogonal zu w, falls
ecl

(v,w) =0. Fiir V ein Unterraum von k¥ setzen wir V* := {w € kf|vLw fir alle v e V}.

Satz 2.2.10. Sei E eine endliche Menge und sei V' ein Unterraum von k¥. Dann gilt
M(VY)=M*(V).

Beweis. Wir beweisen die Aussage C(M*(V)) c T(V+) <G (M*(V)) (wobei G die Menge
aller Gekritzel ist), woraus der Satz folgt.
T(VY) G (M*(V)): Sei we VL Fir CeC(M(V)), sei v eV mit v =C. Dann gilt

> v(e)w(e) =0,

eeE

und deshalb |cnw| = [vnw| # 1. Aus Korollar 2.1.12 folgt nun, dass w ein Gekritzel von
M~*(V) ist.

C(M*(V)) cT(V*): Sei D ein Kokreis von M(V'), ey € D und B eine Basis von M mit
Bn (D -ey) =@. Dann gilt ey € B. Setze

1 e =eg
w:E—k; e—{-vB(ey) ecE-B.
0 €EB—€0

Fiir jedes e € E— B gilt wlv? und deshalb wegen Lemma 2.2.5 gilt w € V'*. Weiter gilt
w=eyu{eeBlege CP} =equ{eeBlee D2} =DE = D.
Also gilt D e T(V*1). O
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Definition und Korollar 2.2.11. Sei B eine Basis von M (V') und sei f € B. Der
Fundamentalkovektor w]]? von f bzgl. B ist der eindeutige w € V* mit w = D}B und

w(f) =1
Fir e e E - B gilt wf(e) = -0l (f).

1 0 -+ 0
Die entsprechende Matrix hat die Form 0 0 _At
0O - 0 1

2.3 Duale von graphischen Matroiden

Definition 2.3.1. Sei G = (V, E) ein endlicher Graph und A, B zwei disjunkte Mengen
von Ecken. Wir schreiben E(A, B) fiir die Menge aller Kanten mit einer Endecke in A
und der anderen Endecke in B. Fiir X ¢V ist der entsprechende Schnitt D(X) von G die
Menge E(X,V - X). Die Menge aller Schnitte bezeichnen wir mit D.

Bemerkung 2.3.2. Sei K eine Komponente von G und (A, B) eine Partition von V (K).
Dann ist F(A, B) ein Schnitt von G. (E(A, B) = D(A))

Satz 2.3.3. Sei G = (V, E) ein endlicher Graph, dann gilt

C(M*(G)) € D(G) < G (M*(G)).

Beweis. C(M*(G)) € D(G): Sei D ein Kokreis von M (G). Weiter sei ey € D und B eine
Basis von M (G) mit Bn(D-ey) = @. Dann gilt ¢y € B. Sei T' der Graph (V, B). Dann ist T’
eine Vereinigung von Spannbaumen der Komponente von G. Sei K die Komponente von T,
die eg enthéalt. Weiter seien K7, K5 die zwei Komponenten von K —¢g. Fiir e = zy € E-B gilt
dann, dass e € D = DB ist genau dann, wenn ey € CP gilt. Aber ¢y € CF bedeutet, dass der
eindeutige Weg von z nach y in T' die Kante ey enthalt. Somit gilt e € E(V (K1), V(K>)).
Deshalb gilt D = E(V(K;),V(K,)) € D(G).

D(G) G (M*(G)): Sei D = D(X) ein Schnitt von G und C' € C(M). Angenommen es gilt
|CnD|=1.Sei Cn D ={xy}, wobei z € X und y ¢ X. Dann ist C' - xy die Kantenmenge
eines Weges von z nach y. Deshalb enthélt sie eine Kante von D. #

Wir haben bewiesen, dass es keinen Kreis C' gibt mit |[C'n D| = 1 und somit ist D ein
Kogekritzel. [

Definition und Korollar 2.3.4. C(M*(G)) ist die Menge aller minimalen nicht-leeren
Schnitte. Solche Schnitte nennen wir Minimalschnitte von G.

Lemma 2.3.5. Sei G ein zusammenhingender endlicher Graph. Ein Schnitt D(X) ist
genau dann Minimalschnitt, wenn G[X ] und G[V - X] nicht-leer und zusammenhiigend
sind.
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Beweis. = Angenommen G[X] ist nicht zusammenhéngend. Seien K, K’ verschiedene
Komponenten von G[X]. Weiter seien z € V(K), 2’/ € V(K’) und P ein Weg von x nach
z’ in G. Somit enthalt P Kanten e € D(V(K)) und ¢’ € D(V(K’)) mit e # ¢’ weil es keine
Kante in E(V(K),V(K')) gibt. Dann ist e € D(V(K)) € D(X) - ¢’ und somit ist D(X)
kein Minimalschnitt. 7

Deshalb ist G[X ] zusammenhéngend. Analog ist G[V — X ] zusammenhéangend.

< Angenommen es gibt ein Y mit @ # D(Y) ¢ D(X). Sei xy € D(Y) mit € X und
yeV —X.oBdA gilt auch z € Y und y € V =Y. Es gilt, weil G[ X] zusammenhéngend ist,
dass X ¢ Y ist und weil G[V - X] zusammenhédngend ist, dass V - X ¢ V - Y ist. Somit
gilt X =Y, also D(X)=D(Y). ¢ O

Lemma 2.3.6. Die Matroide M*(Kj5) und M*(K33) sind nicht graphisch.

Beweis. M*(K33): Ubung
M*(K5): Angenommen es gibt einen Graphen G = (V, E) mit M(G) = M*(Kj5). oBdA
ist G zusammenhangend. Es gilt

F(M(G)) = |E(K)| - r(M(Kz)) = 10~ 4= 6.

Deshalb gilt |V| = 7. Fir x € V enthédlt D({z}) einen Minimalschnitt C' von G, der ein
Kreis von M (Kj) ist. Somit ist der Grad von x mindestens 3. Es folgt, dass

21

3
10=|E|> 2|V] = = > 10.
0||_2|| 2>Oé

Lemma 2.3.7. (Euler)
Seien G und G* Graphen, die duale Einbettungen in R? haben. Dann gilt

V(Q)|+ V(G| - |E(G)| =2.

Satz 2.3.8. Sei G ein zusammenhdngender in R? eingebetteter Graph und sei G* ein
dual-eingebetteter Graph. Dann gilt M (G*) = M*(G).

Beweis. Behauptung: Sei C' ein Kreis von M (G) und sei C' der entsprechende topolo-
gische Kreis in R2. Dann ist C' ein Kogekritzel von M (G*). R

Beweis. Sei X die Menge der Ecken von G*, die innerhalb von (C') liegen. Dann gilt
C=D(X)eD(G*) <G (M*(G*)). O
Sei nun B eine Basis von M*(G*). Wegen der Behauptung ist B in M (G) unabhingig.
Deshalb ist B auch eine Basis von M (G), denn es gilt

r(M*(G")) = [E| - r(M(G")) = |E| - (V(G*) = 1) *2° [V(@)| - 1 = r(M(@)).
Somit gilt B(M(G*)) ¢ B(M*(G)). Ein duales Argument ergibt, dass B(M*(G)) <
B(M(G~)). Also gilt B(M(G*)) = B(M*(G)). O
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3 Minoren

3.0 Einschrankung
Bemerkung 3.0.1. Sei M ein Matroid auf E. Weiter sei X ¢ E und Y ¢ X. Dann gilt:

a) Z(M|X) =Z(M)nP(X)

b.) Basen von M|X sind die Basen von X in M.

¢.) C(M|X) =C(M)nP(X)

€ TM|X(Y) = TM(Y)

)
)
)
d.) G (M]X) =G (M) nP(X)
)
f.)
)

g.) Y ist genau dann in M|X spannend, wenn X ¢ Cly(Y).

Bemerkung 3.0.2. M\Q\Q> = M\(Q; U Q-)

Bemerkung 3.0.3. Sei (v;|i € F) eine endliche Familie von Vektoren. Dann ist M (v;|i €
E)X = M(vi|i € X). Sei V' ¢ k¥ ein Unterraum, dann gilt M (V)| X = M(V nkX). Weiter
sei G = (V, E') ein Graph, dann gilt M (G)|X = M((V,X)).

3.1 Kontraktion

Definition 3.1.1. Sei M ein Matroid auf einer Menge E und sei X ¢ F. Dann ist die
Kontraktion M.X von M auf X der Matroid (M*|X)*. Fiir eine Menge P definieren wir
M|/P als M.(E - P).

Lemma 3.1.2. M/Pl/PQ = M/(PlUPQ)

Beweis.
M[Pi [Py = (M\P1)*)\P2)* = (M*\P\\P)* = (M*\(PLu P,))*= M/(PLu P,) L

Lemma 3.1.3. Sei M ein Matroid auf F, P € E/, Bp eine Basis von Pin M und X ¢ E-P.
Dann gilt:
a.) XeB(M/P) < XuBpeB(M)

b.) X eI(M/P) < X uBp e I(M)
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Beweis. a.) < Sei X U Bp eine Basis von M. Bp ist eine Basis von P in M und deshalb
ist £ — P - Bp eine Basis von £ — P in M*. Also ist E— P - Bp = E— P - X eine Basis
von M*|(E—-P)=(M/(E-P))*.
= Sei B eine Basis von M mit Bp € B und (E-P-X)nB = @ (moglich wegen Lemma
2.1.16). Dann ist (£ - P)— B eine Basis von E- P in M* mit E-P-XcE-P-B.
Deshalb gilt £ - P - X = E - P - B und somit folgt B = Bpu X.

b.) Folgt aus a.).
[l

Lemma 3.1.4. Sei C ein Kreis von M /P, dann gibt es einen Kreis C’ von M mit C ¢
C'cCuP.

Beweis. Sei B eine Basis von P in M, ee C und I = BuC —e. Dann ist I, wegen Lemma
3.1.3, unabhéngig in M, aber I U e ist abhangig. Sei C" = CL. Fir fe C-e gilt f e,
weil Jue— f=BuC - f unabhéngig in M ist. Also gilt C cC"cC uP. O

Lemma 3.1.5. G (M/P)={G-P|GeC (M)}

Beweis. ¢ Sei G ein Gekritzel von M /P. Dann gilt G = U C;, mit C; € G (M /P). Firie [
iel
sei C] ein Kreis mit C; ¢ C] ¢ C; u P. Definiere G’ = J C]. Dann ist G’ ein Gekritzel von

M mit G'— P =G. “

2 Sei nun G ein Gekritzel von M und D ein Kokreis von M /P (d.h. ein Kreis von M*\P).
Dann ist D auch ein Kokreis von M und deshalb gilt (G- P)n D =|Gn D|+ 1. Somit ist
G — P ein Gekritzel von M/P. O

Korollar 3.1.6. Die Kreise von M /P sind die minimalen nicht-leeren Mengen der Form
C — P mit C ist ein Kreis von M.

Korollar 3.1.7. Sei M ein Matroid und seien P, disjunkte Mengen. Dann gilt M /P\Q =
M\Q/P.

Beweis.

G(M/P\Q)={G-P|GeCG(M)und (G-P)nQ =32}
={G-P|GeC (M) und GNnQ =3}

=G, (M\Q/P)
[
Lemma 3.1.8. 7)/p(X) =ry(X U P) -7y (P)
Beweis. (erster Beweis)
Folgt aus Lemma 3.1.3 b.). O
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Beweis. (zweiter Beweis)

TM/p(X) :T’(M*\p)*(X) = TM*\p(E— P—X) —T(M*P) + |X|
rare (B = P = X) = rane (E = P) + |X]
—raf(PUX) = (M) +|E - P X| - (rae(P) - (M) + |E - P|) + | X|
=T’M(PUX)—’/’M(P)

0
Lemma 3.1.9. Clyp(X)=Cly(XuP)-P
Beweis. Flirx e - P - X gilt:
X € CZ(M*\p)*(X) < ¢ CZM*\p(E—P—X—(E)
<reCly(E-P-X-1)
<reCly(PuX)
O

Korollar 3.1.10. Eine Menge X ¢ E — P ist genau dann in M /P spannend, wenn X U P
in M spannend ist.

Definition 3.1.11. Ein Minor eines Matroiden M ist ein Matroid der Form M /P\@, mit
Pn @ =@. Fiir einen Matroiden N ist ein N-Minor von M, ein Minor von M, der zu N
isomorph ist.

Bemerkung 3.1.12. Minoren von Minoren sind Minoren. N* ist ein Minor von M*
genau dann, wenn N ein Minor von M ist.

3.2 Minoren von darstellbaren Matroiden

Satz 3.2.1. Minoren von darstellbaren Motroiden sind darstellbar.

Beweis. Einschrankungen und Duale von darstellbaren Matroiden sind darstellbar. Es gilt
also M/P\Q = (M*\P)*\Q. O

Satz 3.2.2. Sei (v;]i € F) eine endliche Familie von Vektoren in einem Vektorraum V' und

sei P ¢ E. Weiter sei W := (v;]i € P), dann gilt M (v;|i € E)/P = M (v;+W € VWi e E-P).

Beweis. Sei B eine Basis von P, dann ist {v;]i € B} eine Basis von W. Fir I ¢ E - P
miissen wir beweisen, dass (v; + Wi € I') genau dann in V' /W linear unabhéngig ist, wenn

17



(v;li € Bu ) linear unabhénigig ist.
= Angenommen es gilt Y \v; =0, dann gilt ¥ \;(v; + W) = 0. Deshalb gilt \; = 0 fur

ieluB iel
i € I. Es folgt, dass Y. \;v; =0 und weil B eine Basis ist, sind auch die \; = 0 fiir i € B.
i€eB
< Angenommen Y. \;(v; + W) =0, dann gilt ¥ \jv; € W. Sei also Y. \jv; = ¥, p;0;. Dann
iel iel i€l ieB
gilt ¥ \jv; + ¥ (=p;)v; = 0 und deshalb sind alle A; und p; gleich 0. O
iel i€B

Satz 3.2.3. Sei E eine endliche Menge, V' ¢ k¥ ein Unterraum und P ¢ E. Weiter sei
V[P :={v|g_p|lv eV}, dann gilt M(V)/P = M(V/P).

Beweis. Ubung O

3.3 Minoren von graphischen Matroiden

Definition 3.3.1. Ein Multigraph G besteht aus einer Menge V' von Ecken, einer Menge
E von Kanten und einer Abbildung F — [V ]2 u [V']}, die jeder Kante seine Endecken
zuordnet. Wir schreiben manchmal (V) E) fir G.

Bemerkung 3.3.2. Unsere Satze tiber Graphen gelten auch fiir Multigraphen.

Definition 3.3.3. Sei G = (V, E) ein Multigraph und seien P, () disjunkte Teilmengen von
E. Weiter sei Vp die Menge aller Komponenten von (V, P). Dann ist G/\@Q der Multigraph
mit Eckenmenge Vp und Kantenmenge F — P — @, wobei die Endecken von e in G/P\Q
die Komponenten sind, die die Endecken von e in G enthalten. G/P\Q heifit Minor von
G.

Beispiel.

ist ein Minor eines ausreichend grofien Gitters

wobei wir die blauen Kanten kontrahieren und die roten léschen.
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Bemerkung 3.3.4. Die Schnitte von G/P sind genau die Schnitte von G, die P nicht
treffen.

Satz 3.3.5. Sei GG ein endlicher Multigraph und seien P, disjunkte Teilmengen von
E(G). Dann gilt M(G)/P\Q = M(G/P\Q).

Beweis. Wegen Bemerkung 3.0.3 konnen wir oBdA annehmen, dass ¢ # @ ist. Nach
Bemerkung 3.3.4 sind nun die Minimalschnitte von G//P genau die Minimalschnitte von
G, die P nicht treffen. Also gilt C*(M (G/P)) =C(M~*(G)\P) =C*(M(G)/P). O

Korollar 3.3.6. Minoren von graphischen Matroiden sind graphisch.

Satz 3.3.7. (Kuratowski)
Sei G ein endlicher Multigraph. G ist genau dann planar, wenn G keinen K- oder K3 s-
Minor hat.

Korollar 3.3.8. Sei G ein Multigraph. G ist genau dann planar, wenn M*(G) graphisch
ist.

Beweis. = Folgt aus Satz 2.3.8.

< Falls G einen K5-Minor hétte, so wire M*(K5) ein Minor von M*(G), also graphisch.
Somit hat G wegen Lemma 2.3.6 keinen Kjs-Minor. K33 analog. Nach dem Satz von
Kuratowski ist G dann planar. O]
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