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Einleitung

Dieser Arbeit liegt die Fragestellung zugrunde, ob es moglich ist, Blatterungen im Zu-
sammenhang von partiellen Differentialgleichungen zu beschreiben und die Theorie der
Blétterungen fiir das Verstdndnis der qualitativen Dynamik der partiellen Differentialglei-
chungen auszunutzen.

Der Ausgangspunkt fiir diese Arbeit war der Vortrag von Dr. Andrzej Bi$ {iber die Dy-
namik von Blatterungen im Rahmen des Kolloquiums , Angewandte Mathematik“ der
Universitdt Hamburg, in dem diese Frage in den Raum gestellt wurde.

Abwegig ist diese Verbindung zwischen Blatterungen und der qualitativen Theorie der
Differentialgleichungen historisch gesehen nicht; vielmehr ist die Theorie der Bliatterungen
aus der geometrischen Theorie der dynamischen Systeme entstanden. Ihr Ursprung war
vermutlich die Frage von Heinz Hopf (1935) nach der Existenz von integrablen, zweidi-
mensionalen Feldern auf der dreidimensionalen Sphire S?. Eine dquivalente Frage ist, ob
es eine zweidimensionale Blétterung auf der dreidimensionalen Sphére gibt. Die Antwort
erbrachte der franzosische Mathematiker Georges Reeb, der zeigte, daf} alle Sphéren unge-
rader Dimension eine Bléatterung der Kodimension eins besitzen. Reeb prégte in den 50er
Jahren den Begriff der Blitterung.

Die Einarbeitung in das Thema der Blatterungen und in die Dynamik von partiellen Dif-
ferentialgleichungen legte nahe, nach Blétterungen aus invarianten Mannigfaltigkeiten zu
suchen. Denn bei Anosov-Diffeomorphismen auf endlichdimensionalen kompakten Man-
nigfaltigkeiten existieren zwei zueinander transversale Bldtterungen aus stabilen und in-
stabilen Mannigfaltigkeiten.! Um diese Idee iiberhaupt fiir unendlichdimensionale Systeme
formulieren zu kénnen, beschrinkt sich diese Arbeit auf eine bestimmte Klasse von partiel-
len Differentialgleichungen, die Evolutionsgleichungen, die einen Losungshalbfluf3 besitzen.
Durch diesen Losungshalbflu8 148t sich ein unendlichdimensionales dynamisches System
definieren.

Auf der anderen Seite fithrte die Beschiftigung mit der globalen Dynamik von partiel-
len Differentialgleichungen zu globalen Attraktoren und insbesondere zu Attraktoren von
Gradientensystemen. Denn Andrzej Bi$ hatte auf Nachfrage als moglicherweise hilfrei-
che Literatur den Aufsatz von A.V. Babin iiber globale Attraktoren , Global Attractors
in PDE“([Bab06]) vorgeschlagen. Doch zeigte sich, dafl gerade die generische Endlichkeit
der Fixpunkte bei Gradientensystemen die Existenz von Blatterungen des Attraktors ver-
hindert. Die Attraktoren liegen aber fiir bestimmte Systeme in Inertialmannigfaltigkeiten,
d.h. in endlichdimensionalen, invarianten, reguldren Mannigfaltigkeiten. Aufgrund der nor-
malen Hyperbolizitit von Inertialmannigfaltigkeiten lassen sich in ihrem Zusammenhang

! Als Anhaltspunkt diente das Buch ,Lectures on partial hyperbolicity and stable ergodicity“([Pes04])
von Yakov Pesin.



Blatterungen konstruieren. In diesem Zusammenhang tauchte die Frage auf, ob sich der
Begriff der partiellen Hyperbolizitdt, auf kompakten, glatten Mannigfaltigkeiten definiert,
auf endlichdimensionale, vollstdndige Mannigfaltigkeiten, beispielsweise auf die Inertial-
mannigfaltigkeiten, in Banachrdumen iibertragen 1af3t.

Inhaltlich gliedert sich die Arbeit deswegen wie folgt: Nach der Darstellung der nétigen ma-
thematischen Grundlagen im ersten Kapitel behandelt das zweite Kapitel die Existenzvor-
aussetzungen fiir invariante Mannigfaltigkeiten von Halbgruppen in Banachridumen. Das
dritte Kapitel wendet sich den globalen Attraktoren zu. Ein globaler Attraktor ist eine
kompakte, invariante Menge, von der alle Losungen angezogen werden. Die Beschreibung
von Blétterungen auf Attraktoren ist aber nur, wenn iiberhaupt, lokal moéglich. Deshalb
befafit sich das letzte vierte Kapitel mit den Inertialmannigfaltigkeiten, die alle Orbits ex-
ponentiell anziehen. Es lassen sich Blatterungen transversal zur und auf der Inertialman-
nigfaltigkeit beschreiben. Hauptgrund hierfiir ist die normale Hyperbolizitéit von Inertial-
mannigfaltigkeiten, die wiederum den Bogen zu partiell hyperbolischen Diffeomorphismen
schléigt. So ergeben sich vielleicht Moglichkeiten, sowohl die Existenz von Blatterungen als
auch die Theorie der partiellen Hyperbolizitét fiir das Verstédndnis der globalen Dynamik
von partiellen Differentialgleichungen fruchtbar zu machen. Deswegen werden im Anhang
kurz die grundlegenden Ansétze von Blétterungen bei partiell hyperbolischen Diffeomor-
phismen erwéhnt.

Danksagung: Ich bedanke mich bei Herrn Prof. Gunesch fiir die Unterstiitzung und
Ermunterung wéihrend der Ausarbeitung der Diplomarbeit sowie die Moglichkeit, Teile
der Arbeit im Rahmen des Seminars ,,Dynamische Systeme“und der AG ,,Dynamische
Systeme® vorzustellen. Auch bei Herrn Prof. Lauterbach mdchte ich mich fiir hilfreiche
Anmerkungen zu meiner Arbeit bedanken, sowie fiir wichtige Literaturhinweise.

Weiter bedanke ich mich fiir das Korrekturlesen von Philip Kaltner, Jeremias Lauterbach,
Dr. Ilja Bohnet und meinen Eltern Dres. Gisela und Heiko Plate.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Blatterungen

Die vorliegende Arbeit ist durch die Idee motiviert, Begriffe aus der Theorie der Blédtterungen
auf die Dynamik von partiellen Differentialgleichungen anzuwenden. Deshalb an dieser
Stelle nun einige einfithrende Begriffe und Sétze aus der Theorie der Blatterungen, die fiir
das Verstédndnis der folgenden Arbeit unumgénglich sind:

Eine Mannigfaltigkeit wird iiber Karten definiert, die die Mannigfaltigkeit lokal homéomorph
auf offene Mengen des R™ abbilden. Lafit sie die Existenz besonderer Karten zu, die lo-
kal eine Produktstruktur auf der Mannigfaltigkeit induzieren, némlich Blatterungskarten,
dann besitzt die Mannigfaltigkeit eine Blatterung:

Definition 1.1. [CCO00, S.19] Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Blétterungs-
karte auf M der Kodimension ¢ ist ein Paar (U, ¢), wobei U C M offen und

¢:U— B¢ x By

ein Diffeomorphismus ist und B, C R? und B,,—; C R"74 rechteckige Umgebungen sind.
Die Menge P, = ¢~ 1 (B4 x {y}),y € B, heifit Platte der Blitterungskarte.

Definition 1.2. [CCO00, S.20] Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und sei B = {B)},
eine Zerlegung von M in zusammenhéngende, topologisch immergierte Untermannigfaltig-
keiten der Dimension k = n — ¢. Die Mannigfaltigkeit M besitze einen Atlas (Uy, ¢o) aus
Blétterungskarten der Kodimension ¢ so, dal By N U, fiir jedes o und jedes A eine Verei-
nigung von Platten ist. Dann heifit 5 Blatterung von M der Kodimension ¢ und der Di-
mension k. Jedes B) heifit Blatt der Blédtterung. Sind die Karten des Blétterungsatlanten
C"-Diffeomorphismen, dann wird die Bliatterung B eine C"-Blatterung genannt.

Bemerkung 1.3.

1. Eine Zerlegung in disjunkte Mengen liefert eine Aquivalenzrelation auf der
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M:

Es gibt eine endliche Folge (Py;);—, , von Platten :

T = Ve,ye M <
! ’ {xEPaouyGPOén’POéiﬂPaiJrl?é@'

Alternativ 1Bt sich deshalb eine Bliitterung als Aquivalenzrelation definieren, deren
Aquivalenzklassen stetig immergierte Untermannigfaltigkeiten der Dimension k < n
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von M sind. Im Folgenden werden vor allem Aquivalenzklassen des asymptotischen
Verhaltens von Losungen zu partiellen Differentialgleichungen betrachtet.

2. In dieser Arbeit tauchen fast ausschlieflich Bldtterungen auf, deren Grundraum
nicht der R”, sondern ein unendlichdimensionaler Hilbert- oder Banachraum F ist.
Die Definition der Blatterung wird darauf analog iibertragen.

o za ) und
Yo = (yk,...,y%). Der Kartenwechsel ist dann in der y-Koordinate unabhingig von
der z-Koordinate: ¢, o qbgl = (za(3,Y8), Ya(ys)).Durch die - und y-Koordinate
wird lokal ein Koordinatensystem definiert.

3. Hiufig wird eine Karte ¢ = (24, ya) bezeichnet. Dabei sei z, = (z

Beispiel 1.4.8ei f : M — N eine glatte Submersion von einer n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M in eine ¢-dimensionale Mannigfaltigkeit N. Fiir jedes y € M gibt es eine
Koordinatenumgebung U C M und eine Koordinatenumgebung V' C B von f(y), so daf

f(yla'”vyn)’U: (y17°"’yq)

gilt. Die Niveaumengen f~!(x) sind damit eingebettete Untermannigfaltigkeiten von M
der Dimension k£ = n—q. Die Zusammenhangskomponenten der nichtleeren Niveaumengen
von f sind die Bléatter einer Bliatterung B der Kodimension gq.

Beispiel 1.5.S5ei v : M — TM ein nichtsinguldres Vektorfeld auf einer kompakten Man-
nigfaltigkeit M. Dann definiert der Fluf eine Bliatterung der Dimension 1. Da das Vek-
torfeld v nichtsingulér ist, gibt es fiir beliebiges x € M nach dem Rektifizierungssatz eine

Koordinatenumgebung (U, z1, ..., z,) von x, so daf
o,
8:61 a U

gilt. Jede Trajektorie ist ein Blatt der Blédtterung.

Beispiel 1.6.Sei f : R™ x A — R" eine in beiden Komponenten stetig differenzierbare
Funktion mit A Parameterraum. Betrachte die parameterabhingige Differentialgleichung
& = f(x,\) mit A. Dann bildet der Phasenraum zu jedem A € A,

U {x(tv Zo, )\)}tE]R” = Rna

zg€ER™

ein Blatt. Die Bléatter bilden eine Blatterung des R™ x A. Bei diesem Beispiel ist auch
das Grundproblem von Blatterungen ersichtlich: Jedes Blatt sieht aus wie der R™. Daraus
lassen sich keine relevanten Informationen iiber die parameterabhéingige Dynamik der Dif-
ferentialgleichung ablesen. Betrachtet man anstelle des Phasenraums zu jedem A € A jede
Trajektorie zu (zg, A), dann wird dadurch keine Blatterung mehr definiert, sobald Gleich-
gewichtspunkte auftauchen, denn diese sind 0-dimensionale Untermannigfaltigkeiten.

Es ist schwierig, die Aquivalenzklassen so zu definieren, daf die Mannigfaltigkeiten glatt
sind und alle dieselbe Dimension besitzen und so daf sie nichttriviale Informationen {iber
das System enthalten.

Zentral in der Theorie der Blatterungen ist das Frobenius-Theorem, mit dem h#ufig die
Existenz von Blatterungen bewiesen wird. An dieser Stelle nicht die vollstdndige Version
des Frobenius-Theorem, sondern nur eine wichtige Folgerung, die in diesem Zusammen-
hang aber ausreicht:



Satz 1.7.[CC00, 5.37] Sei M eine C*-n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine C*-k-
dimensionale Distribution E C T'M ist vollstindig integrabel genau dann, wenn E = T (B)
fiir eine C*°-Bldtterung B der Kodimension ¢ =n — k gilt.

Dabei heifit eine Distribution vollstdndig integrabel, falls durch jeden Punkt w € M ei-
ne Integralmannigfaltigkeit von E geht, d.h. eine glatt immergierte Untermannigfaltigkeit
N von M der Dimension k, so daf8 B, =T, N fir alle x € N.

Bemerkung 1.8. Die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen in dem Frobenius-Theorem sind
so stark, daf} es Blatterungen gibt, beispielsweise die stabilen und instabilen Blatterungen
eines Anosov-Diffeomorphismus, deren Existenz nicht mit Hilfe dieses Theorems gezeigt
werden kann. Es tritt hdufig auf, dafl die Blatterung weniger glatt ist als ein einziges Blatt,
d.h. die Kartenwechsel sind C*-Diffeomorphismen, aber die Abbildung z, ist C", r > k,
beziiglich der Koordinate xg.

Die Dynamik von Blétterungen wird mit Hilfe der Holonomie einer Blitterung beschrie-
ben. Man kann sie als eine verallgemeinerte Form der Poincaré-Abbildung verstehen. Die
totale Holonomie-Gruppe ist die Gruppe der Diffeomorphismen, die einen transversalen
Schnitt an einen Punkt € B auf einem Blatt B der Blatterung wieder auf sich abbilden,
entlang eines geschlossenen Weges im Blatt.

Nicht alle Blatterungen erlauben globale transversale Schnitte an jedes Blatt. Ist es nur
moglich lokale transversale Schnitte zu konstruieren, ist die Holonomie-Gruppe keine
Gruppe , sondern eine Holonomie-Pseudogruppe. Die genaue Konstruktion der Holonomie-
Pseudogruppe ist wie folgt:

Definition 1.9. [CCO00, S.56 ff.] Sei (Uy, @) ¢ 4 €in Blédtterungsatlas einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M. Sei v der zugehorige Holonomie-Kozykel, definiert als

Vo8 = Ya 0 Yz Ys(Ua NUp) = ya(Ua N Ups), @, 8 € Amit Uy N Up # 0.

Betrachte Platten-Ketten P = {P,... P, = Py}, sodaB P, NP1 # 0 fiir 0 <i <m—1.
Ist P; C U,,, dann ist die Abbildung

hp = Yom,am—1 ©*°° © Yag,a0

wohldefiniert und ein Diffeomorphismus von Sy, auf Suy=a,,. Die Abbildung hp heifit
Holonomie-Abbildung. Die Menge aller Holonomie-Abbildungen wird mit I" bezeichnet.
I' ist die Holonomie-Pseudogruppe.

Bemerkung 1.10.

1. Es handelt sich nur um eine Pseudogruppe, da die Holonomie-Abbildungen nur lokal
definiert sind und sich zwei Abbildungen g, h € I" also nur zu h o g verketten lassen,
falls der Bildbereich R(g) von g im Definitionsbereich D(h) von h enthalten ist.

2. Bei der Definition der Holonomie-Pseudogruppe wird ausgenutzt, dafl der Atlas von
M hochstens abzahlbar unendlich ist. Dies folgt aus der Annahme, daf§ die Mannig-
faltigkeit M eine abziéhlbare Basis besitzt. So kann die disjunkte Vereinigung von
lokalen, transversalen Schnitten S, als eine Untermannigfaltigkeit in M eingebettet
werden, die transversal zur Blitterung ist.

3. Existiert zu der Blitterung ein Faserbiindel, so dafl die Blatterung transversal zu
den Fasern ist und jede Faser jedes Blatt der Blédtterung schneidet, dann bildet die
Menge der Holonomie-Abbildungen eine Gruppe, die totale Holonomie-Gruppe.



Beispiel 1.11. Sei ¢; ein nichtsingulérer, glatter Flufl auf einer Mannigfaltigkeit M. Durch
die Orbits wird eine Blatterung definiert. Zu jedem w € M gibt es einen lokalen trans-
versalen Schnitt S,,. Fiir festes a > 0 sei ¢,(w) = z. Betrachte dann den transversalen
Schnitt S, durch z. Definiere fiir eine hinreichend kleine Umgebung V,, C S,, von w eine
glatte Funktion 7, so daf} gilt

QZ)T(U) (u) €5, Yu € Vy,

T(w) = a.

Der Weg s(t) = ¢r(w), 0 < t < a, liegt in dem Blatt durch w und verbindet w mit z.
Die Holonomie hs : Vi, — S, wird dann durch hg(u) = ¢r(,)(u) definiert. Kehrt man die
Richtung des Flusses um, so erhilt man die Inverse h; . Damit ist die Holonomie h ein
Diffeomorphismus von V,, auf eine Umgebung V, C S, von z.

Ist s eine geschlossene Kurve, d.h. w liegt auf einem periodischen Orbit, dann ist die
Holonomie hg gerade die Poincaré-Abbildung.

Mit Hilfe der Holonomie-Pseudogruppe lassen sich Aussagen iiber die Dynamik, d.h. das
Verhalten der Blatter unter der Holonomie-Gruppe, formulieren, beispielsweise das Stabi-
litdtstheorem von Reeb:

Satz 1.12. [CC00, S.67][Reeb-Stabilititstheorem] Falls ein kompaktes Blatt L triviale Ho-
lonomie besitzt, d.h. falls die Holonomie-Gruppe die triviale Gruppe ist, dann gibt es eine
Umgebung von L, die eine Vereinigung von Bldttern, homoomorph zu L, ist.

Es sei angemerkt, dal die Blétter einer Bliatterung mit trivialer Holonomie-Gruppe gene-
risch sind, vgl. [CCO00][S.65]. Mit Hilfe der Blétterung lassen sich folgende Teilmengen der
Mannigfaltigkeit M definieren:

Definition 1.13. [CC00, S.65,103,104] Sei (M, B) eine Blitterung iiber M.
1. X C M heifit B-gesittigt, falls es eine Vereinigung von Bléttern von B ist.

2. Eine minimale Menge X C M ist eine abgeschlossene, nichtleere und B-geséttigte
Teilmenge, die keine echte Teilmenge mit diesen Eigenschaften besitzt.

3. Eine minimale Menge X C M heifit auflergew6hnlich, falls X weder ein einzelnes
abgeschlossenes Blatt ist noch eine Zusammenhangskomponente von M.

Beispiel 1.14.

1. Betrachte erneut das Beispiel 1.5, in dem eine kompakte Mannigfaltigkeit M durch
die Losungskurven eines Vektorfeldes gebléittert wird. Jede unter dem Fluf} invariante
Menge X C M ist dann eine B-geséttigte Menge.

2. Jedes abgeschlossene Blatt ist immer eine minimale Menge. Im Beispiel 1.5 sind
gerade die w- und a-Limesmengen minimale Mengen, denn sie sind invariant, also
B-geséttigt, nichtleer und abgeschlossen, und enthalten nach Definition keine echte
Teilmenge mit diesen Eigenschaften.

3. Eine auflergewthnliche Menge des Beispiels 1.5 ist deshalb eine Limesmenge, die
weder ein abgeschlossener Orbit, also ein Fixpunkt oder ein periodischer Orbit ist,
noch eine Zusammenhangskomponente der Mannigfaltigkeit M.



Beispiel 1.15. Besitzt eine Bléatterung iiber M nur Blétter, die dicht in M sind, dann ist M
die einzige minimale Menge. Ein Beispiel hierfiir liefern die Anosov-Diffeomorphismen: Die
globalen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten eines Anosov-Diffeomorphismus
f: M — M bilden zwei Blatterungen auf M.

Sind die periodischen Punkte von f dicht in den nichtwandernden Punkten von f, dann
gilt, dal W*(z) und W*(z) fiir alle x € M dicht in M sind, d.h. bei beiden Blidtterungen
ist M die einzige minimale Menge. Solche Blitterungen nennt man minimal. Solche
Blatterungen konnen somit keine auflergewohnlichen Mengen enthalten.

Beispiel 1.16. [CC00, S.107][Denjoy-Beispiel] Zu jedem p € R\ Q existiert eine nicht
transitive, orientierungserhaltende C!-Kreisabbildung f : S' — S! mit Rotationszahl p,
das Denjoy-Beispiel. Die Abbildung f ist nicht transitiv und damit nicht zu einer irra-
tionalen Rotation konjugiert. Daraus folgt, dal die w-Limesmenge jedes Punktes perfekt
und nirgendswo dicht und also homéomorph zu einer Standard-Cantormenge ist. Jede w-
Limesmenge ist also eine auflergewthnliche Menge.

1.2 Grundlagen der Funktionalanalysis

Partielle Differentialgleichungen ,leben®“ in unendlichdimensionalen Funktionenrdumen,
und dort spielt sich auch ihre Dynamik ab. Diese wiederum ist abhéngig von den Eigen-
schaften des Differentialoperators der partiellen Differentialgleichung.

Es gibt einige Unterschiede von unendlichdimensionalen Banachrdumen zu vollstdndigen
endlichdimensionalen Vektorrdumen, die zu beachten sind: Insbesondere ist die Einheits-
kugel nicht mehr kompakt. Die Kompaktheit von Teilmengen kann nicht mehr durch Ab-
geschlossenheit und Beschrénktheit charakterisiert werden. Beschréinkte Folgen besitzen
auch nicht notwendigerweise eine konvergente Teilfolge.

Ein weiterer Unterschied betrifft die Normen der Funktionenrdume. Durch die Wahl von
Normen in Banachridumen ist der Weg frei fiir ganz andere Techniken als in endlichdimen-
sionalen Vektorrdumen.

Wihrend es fiir lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen ,,schone*
Normalformen gibt, die sich angeben lassen, sobald die Eigenwerte bekannt sind, kénnen
fir lineare, beschrinkte Operatoren auf Funktionenrdumen solche Darstellungen nicht
gefunden werden. Dies liegt insbesondere an der Struktur ihres Spektrums, das im allge-
meinen nicht nur aus Eigenwerten besteht.

Da im folgenden aber Differentialoperatoren und die Eigenschaften der Funktionenrdume
eine grofle Rolle spielen, seien in diesem Kapitel kurz diejenigen Begriffe und Sétze aus der
Funktionalanalysis zusammengestellt, die fiir das Versténdnis der weiteren Kapitel wichtig
sind. Die Darstellung folgt dabei im wesentlichen [Alt06], [GGKO03] und [Heu92].

In der folgenden Arbeit werden in erster Linie Differentialoperatoren untersucht. Diese
sind normalerweise unbeschrinkt und nicht auf dem ganzen Funktionenraum definiert,
wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 1.17. Betrachte den Differentialoperator

A: L ([-n, 7)) — L*([—=, 7)),



Der Definitionsbereich D(A) von A ist nicht der ganze Raum L?([—n,7]), sondern

D)= { f e P(-ma) | 1 € 22(-mia)) }.

Der Operator A ist zudem auf seinem Definitionsbereich D(A) unbeschrénkt, denn fiir die
Folge

e n=12...,

On(x) =
[énll =1

divergiert die Operatornorm [|A||: lim,, .« [|Ady|| = lim,— 0o 1 = 0.

1
V2T

Viele Satze, die fiir beschrankte Operatoren gelten, lassen sich so abwandeln, daf} sie auch
fiir bestimmte unbeschréinkte Operatoren gelten. Deshalb werden zunéchst einige wichtige
Ergebnisse iiber beschrinkte Operatoren zusammenfassend dargestellt.

1.2.1 Funktionenridume und beschriankte Operatoren

Definition 1.18. Eine lineare Abbildung A zwischen zwei Banachrdumen X und Y heif3t
beschrinkt, falls
|All := sup ||Az| < oo.
ll=l[=1
Bemerkung 1.19. Die Einheitskugel in X wird unter dem beschrinkten Operator A
in eine Kugel mit Radius ||A|| abgebildet. Ist A beschriankt, so ist A auch stetig. Die
Umkehrung gilt ebenfalls, vgl. [Alt06, S.141].

Bemerkung 1.20. In diesem Abschnitt 1.2.1 bezeichne ,,Operator® eine beschrinkte, li-
neare Abbildung. Im Folgenden sei mit N(A) der Kern von A und mit R(A) das Bild von
A bezeichnet.

Definition 1.21. Ein Banachraum (H, || || ;) heit Hilbertraum, falls er ein
Skalarprodukt (z,y) € R fiir alle 2,y € H besitzt. Durch das Skalarprodukt wird eine
Norm

]l = v/ (2, 2)
auf H induziert, die dquivalent zur urspriinglichen Norm || ||, ist. Einen nicht notwendi-
gerweise vollstdndigen Raum mit Skalarprodukt nennt man Pra-Hilbertraum.

Bemerkung 1.22. Es ist in dieser Definition wichtig, dafl die vom Skalarprodukt indu-
zierte Norm #quivalent zu der Norm des Raumes H ist, die H zu einem Banachraum
macht. Denn betrachte den Lebesgue-Raum L? mit der Norm von L?. Auf L? ist durch
das Skalarprodukt von L? ein Skalarprodukt und eine induzierte Norm definiert; diese
ist aber nicht Aquivalent zur kanonischen Norm von L3, beziiglich derer der Raum ein
Banachraum ist.

Beispiel 1.23. Der Lebesgue-Raum
1
b 2
L2ab) = f:ah] —C| </ yf(m)y2dx> <o

mit dem Skalarprodukt (z,y) := f;x(t)mdt ist ein Hilbertraum.



Beispiel 1.24. Sei Q C R” eine offene Menge und f € LP(2). Weiter sei
a = (o, ..., o) € N ein Multiindex mit || = > ; ; bezeichne. Dann bezeichne
D f = g die schwache Ableitung von f, falls fiir jedes ¢ € C3°(Q2) gilt

| 1p%ots = (v [ gods

Wh2(Q) = {f € LP(Q) | D*f € LP(Q) fiir |af < k}

Durch

werden mit der Norm

P

k .
oy = | [ 3010750
7=0

die Sobolev-Réiume definiert. Die Réume H*(Q) := W2(Q) sind Hilbertriume.

Um die Normen verschiedener Funktionenrdume miteinander vergleichen zu kénnen, ist
der folgende Einbettungssatz wichtig:

Satz 1.25. [Tem88, S.44][Einbettungssatz] Sei % —>0,peERundmeN, m>1, und
Q C R" sei eine offene, nicht unbedingt beschrinkte Menge mit hinreichend glatten Rand.
Dann ist

1
WmP(Q) C LUQ), = =-——,
@cr@), = -7

und die Einbettung ist stetig:
lull gy <m0, 2) [y

Ist%—% < 0 und 2 beschrdinkt, dann ist mitm—%:k—i—a und k €N, 0 < a<1 die
FEinbettung
WmP(Q) c CF(Q)

stetig. Es gilt fiir alle x,y €

Dku(x) - Dku(y) < C(m7 n,p, Q) Hu|’Wm7P(Q) ’(L’ - y’Oé .

Definition 1.26. [Alt06, S.100] Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heifit kom-
pakt, falls sie eine der drei folgenden, dquivalenten Figenschaften erfiillt:

1. A ist iiberdeckungskompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von A enthilt eine
endliche Teiliiberdeckung.

2. A ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in A besitzt eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in A.

3. A ist vollstdndig und priakompakt, d.h. fiir jedes € > 0 besitzt A eine endliche
Uberdeckung mit e-Kugeln.

Bemerkung 1.27. Die abgeschlossene Einheitskugel B1(0) C X in einem Banachraum
ist genau dann kompakt, wenn X endlichdimensional ist [Alt06, S.104].



In endlichdimensionalen Vektorrdumen sind gerade die beschrinkten, abgeschlossenen
Mengen die kompakten Mengen. Dies gilt in unendlichdimensionalen R&umen nicht mehr.
Hier spielt der Begriff der Prikompaktheit (totale Beschrinktheit) eine entsprechende
Rolle:

Definition 1.28.[Yos80, S.5] Eine Teilmenge M eines topologischen Raumes X heif}t
relativ kompakt, falls der Abschlufl M kompakt ist.

Prékompakte Teilmengen von X sind genau die relativ kompakten Teilmengen von X, wie
folgender Satz garantiert:

Satz 1.29. [Yos80, S.13] Eine Teilmenge M eines vollstindigen, metrischen Raumes X
ist genau dann relativ kompakt, wenn M prikompakt (total beschrinkt) ist.

Im Raum der stetigen Funktionen gilt folgendes Kriterium fiir Kompaktheit:
Satz 1.30. [Alt06, S.105][Satz von Arzela-Ascoli] Sei S C R™ und A C C°(S,R™). Dann

gilt: Die Menge A ist prikompakt genau dann, wenn A beschrdnkt und gleichgradig stetig
ist, d.h.

1. supfe 4 SuPLes | f(2)] < oo,

2. supgeq |f(x) = f(y)| = O fir z,y € S mit |x —y| — 0.

Die Charakterisierung von kompakten Mengen in LP-Raumen l&8t sich ebenfalls auf den
Satz von Arzela-Ascoli zuriickfithren, indem man Lebesgue-integrierbare Funktionen durch
glatte Funktionen approximiert.

Der bekannte Satz von Weierstraf}, der in jedem endlichdimensionalen Vektorraum zu
jeder beschrinkten Folge die Existenz einer konvergenten Teilfolge garantiert, gilt im
Unendlichdimensionalen nicht. In Hilbertrdumen kann man aber mit Hilfe des schwa-
chen Konvergenzbegriffes eine abgeschwiichte Form des Satzes ins Unendlichdimensionale
hiniiberretten.

Definition 1.31. [Alt06, S.225] Sei X ein Banachraum. Der Raum X’ aller stetigen linea-
ren Funktionale 2/ : X — R heifit Dualraum von X. Sei (z,2)x := 2/(z) fir x € X
und 2/ € X',

1. Eine Folge (x,) € H heifit schwach konvergent gegen z, falls gilt

(T, 2 )x — (z,2)x V' e X'.

2. Die Konvergenz beziiglich der Norm nennt man stark konvergent.

3. Eine Menge M C X heifit schwach folgenkompakt, falls jede Folge in M eine
schwach konvergente Teilfolge besitzt, deren schwacher Limes in M liegt.

Satz 1.32. [Alt06, S.234] Jede beschrinkte Folge in einem Hilbertraum H besitzt eine
schwach konvergente Teilfolge.

Bemerkung 1.33.

1. Die abgeschlossene Einheitskugel B1(0) C H ist schwach folgenkompakt.



2. Die Voraussetzung eines Hilbertraums im Satz 1.32 148t sich abschwéchen: Es geniigt,
einen reflexiven Banachraum vorauszusetzen, d.h. einen Banachraum X, der ka-
nonisch isomorph zum Dualraum (X’)" des Dualraums X’ ist. Durch diese Eigen-
schaft ist ein reflexiver Banachraum sogar eindeutig charakterisiert: Besitzt jede
beschrénkte Folge in dem Banachraum X eine schwach konvergente Teilfolge, dann
ist X reflexiv (vgl. [Yos80, S.124,S.126]).

Im Falle von linearen Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen gibt es
Normalformen, wie die Jordansche Normalform, die auf die gesamte Klasse aller invertier-
baren linearen Abbildungen anwendbar ist. Durch Aquivalenztransformationen lia8t sich
jeder invertierbare Endomorphismus auf eine Jordansche Normalform bringen. Eine solche
universelle Normalform gibt es bei linearen Operatoren auf Funktionenrdumen nicht. Nur
fiir bestimmte Klassen wie beispielsweise symmetrische Operatoren gibt es vergleichbare
Darstellungsmoglichkeiten als Normalform. Im Folgenden werden deshalb einige wichtige
Klassen von Operatoren vorgestellt, die sich durch solche ,;schénen* Eigenschaften aus-
zeichnen.

Definition 1.34. [Heu92, S.194] Sei X Hilbertraum. Ein Operator A : X — X mit dem
Skalarprodukt (, ) heifit symmetrisch, falls gilt

(Az,y) = (2, Ay) Va,y € X.

Bemerkung 1.35. Ein symmetrischer Operator ist durch seine quadratische Form
(Az,z) € R vollstéindig bestimmt. Jeder Eigenwert von A ist reell und die Eigenfunktionen
sind orthogonal zueinander.

Definition 1.36. [Alt06, S.144] Ein Operator K : X — Y zwischen zwei Banachraumen
X, Y heiit kompakt, falls das Bild (Kz,) C Y jeder beschrinkten Folge (z,) C X eine
(stark) konvergente Teilfolge enthélt.

Bemerkung 1.37.

1. Diese Definition ist auch fiir nichtlineare Operatoren giiltig. Fiir lineare Operatoren
folgt aus der Kompaktheit immer die Stetigkeit; dies gilt fiir nichtlineare Operatoren
nicht unbedingt.

2. Die Identitét ist nur in endlichdimensionalen Rdumen kompakt.

3. Die Menge der kompakten Operatoren (X)) ist ein linearer Unterraum des Vektor-
raums der linearen, beschrankten Operatoren £(X) auf einem Banachraum X. Sie
ist sogar ein zweiseitiges, abgeschlossenes Ideal in der Banachalgebra £(X).

Definition 1.38.[Alt06, S.295] Sei X ein Banachraum, ¥ C X ein Unterraum von X.
Ein linearer Operator P heifit Projektor oder Projektion auf Y, falls gilt

P? = P, sowie R(P) =Y.
Bemerkung 1.39.

1. Ist P eine Projektion, dann 148t sich der Raum X in Bild und Kern der Projektion
disjunkt zerlegen: X = R(P) @ N(P).

2. Ist P eine Projektion auf Y C X, so ist I — P eine Projektion auf N(P) = R(I — P).



3. Zu jedem Unterraum Y C X gibt es eine Projektion P auf Y. Die Projektion P ist in
der Regel aber nicht stetig. P ist genau dann auf einen abgeschlossenen Unterraum
Y stetig, wenn der Kern N (P) abgeschlossen ist.

4. Ein abgeschlossener Unterraum E C H eines Hilbertraums H besitzt ein orthogo-
nales Komplement. Es gibt zudem einen stetigen Orthogonalprojektor P auf diesen
Unterraum E mit | P|| = 1.

Satz 1.40. [Heu92, S.202] Ist A # 0 ein symmetrischer kompakter Operator eines Prd-
Hilbertraums X, so gibt es eine Orthonormalfolge von Eigenvektoren u, und zugehorigen
FEigenwerten p, von A. Es gilt

Ax = Zun(x,un)un Vo € X.

Die Folge der Eigenwerte () bricht entweder ab oder strebt gegen 0. Ist X ein Hilber-
traum und gilt fiir einen Operator die obige Darstellung mit einer endlichen Folge oder
Nullfolge reeller Zahlen (pn) und einer Orthonormalbasis (u1,uz,...), so ist A kompakt
und symmetrisch.

Sei (145,) nun zerlegt in eine monoton fallende Folge positiver Eigenwerte (,}) und eine
monoton wachsende Folge negativer Eigenwerte (u,, ).

Satz 1.41. [Heu92, S.212] Fin Eigenwert u;” mit 0 < o < p;t ist genau dann vorhanden,
wenn es einen r-dimensionalen Unterraum von X g¢ibt, auf dem (Ax,z) > a(x,x) gilt.

Satz 1.42. [Heu92, S.212/[Mazximum-Minimum-Prinzip] Es gilt
+ . (Az,7)

= max min
a F ozzeF (x,x)

wobei F' alle r-dimensionalen Unterriume durchliuft, auf denen (Azx,x) > 0 gilt.

Satz 1.43. [Heu92, S.212][Minimum-Mazimum-Prinzip] Falls die rechte Seite der folgen-
den Gleichung positiv ist, gilt

A
pt =min sup (Az, x),
Fosteert (:Uv ZL‘)

wobei F' alle (r — 1)-dimensionalen Unterrdume von X durchlduft.

Die entsprechenden Sétze gelten auch fiir die negativen Eigenwerte.

Definition 1.44. [Alt06, S.369] Zu einem Operator A € £(X) auf einem Banachraum X
heifit die Menge

pi={Ae€C|Ry:=-A)""eLX)}
Resolventenmenge. Die Abbildung A — R) heifit Resolventenfunktion; Ry heifit die
Resolvente.
Die Menge o(A) = C\ p(A) # 0 heift Spektrum von A. Das Spektrum li8t sich in
drei disjunkte Teilmengen zerlegen: das Punktspektrum o,(A), das kontinuierliche
Spektrum o.(A) und das Residualspektrum o, (A):

op(A) ={A e C| N(AI - A) # {0}},
UC(A):{)\eC}N()\]I—A):{O},sz,(AH—A)X;éX},

JT(A):{/\E(C}N()\]I—A):{O}, (/\]I—A)X;AX}.



Der Spektralradius von A wird durch r(A) = supye,(4) |A| definiert.
Eine Teilmenge o C 0(A) des Spektrums heifit Spektralmenge, falls o eine offene und
abgeschlossene Teilmenge des Spektrums ist.

Bemerkung 1.45.

1. Die Resolventenfunktion fiir beschrinkte Operatoren ist eine komplex-analytische
Funktion. Ein Punkt A des Punktspektrums von A mit endlicher Vielfachheit n) ist
gerade ein hebbarer Pol der Ordnung n) der Resolventenfunktion.

2. Das Spektrum von beschrinkten Operatoren ist kompakt und nichtleer.

3. Das Spektrum eines kompakten Operators K besteht nur aus dem Punktspektrum
und moglicherweise der Null. Die Eigenwerte bilden entweder eine endliche Menge
oder eine Nullfolge. Fiir jeden Eigenwert p gilt: |p| < || K]|.

4. Das Spektrum eines symmetrischen Operators A ist reell. Ist m(A) := inf| =, (A, x)
und M (A) := sup|y=1 (Az, ), dann gilt

a(A) C [m(A), M(A)].

Dabei ist m(A), M(A) € o(A).
Zudem besitzt A die Spektraldarstellung

M(A)
A= / AdE),. (1.1)
m(A)—0
Seien A\, € R fiir n = 1,2, ..., r paarweise verschiedene Eigenwerte des Operators A,

sodaB m(A) = A\ < A2 < -+ < A\ = M(A) gilt. Mit E) wird die Summe )" | P;
von Spektralprojektoren P; auf den Eigenraum von \; bezeichnet, dabei ist n so grof3
gewihlt, daBl A, < A < Apq1 gilt. Es ist E)\ = 0, falls A < m(A) ist. Die Projektoren
E) sind orthogonal und bilden eine Spektralschar (F)), die monoton wachsend
und rechtseitig stetig ist.

5. Ein Beispiel fiir Spektralmengen sind alle endlichen Familien isolierter Punkte des
Spektrums. Das Komplement einer Spektralmenge ist auch eine Spektralmenge.

6. Fiir den Spektralradius gilt: 7(A4) = lim,, 00 ||A"H%

Satz 1.46. [Heu92, S.489][Zerlegungssatz] Sei X ein komplezer Banachraum und o eine
Spektralmenge des stetigen Operators A. Sei Iy eine o C o(A) umschlieffende Kurve und
Ry die Resolvente von A. Dann erzeugt der Spektralprojektor

1
P, = — RydA
2mi Jr,

eine Zerlegung
X =M, N,

mit My = Py(X) und N, = N(P,). Die Unterriume sind unter A invariant und es gilt

o(Aly,) =0, o(A|ln,)=0c(A)\o.



Bemerkung 1.47. Der Spektralprojektor ist ein stetiger Projektor.

Bemerkung 1.48. Die Definition von Spektrum und Resolventenmenge sowie der obige
Zerlegungssatz 1.46 gelten ebenfalls fiir die im folgenden Abschnitt definierten abgeschlos-
senen, unbeschrinkten Operatoren.

Dieser Satz iiber die Existenz invarianter Unterrdume von Operatoren ist in dieser Arbeit
von Bedeutung, weil es in den folgenden Abschnitten um die Existenz von stabilen und
instabilen verallgemeinerten Eigenrdumen eines Operators geht, die X zerlegen.

1.2.2 Unbeschrinkte Operatoren

Differentialoperatoren sind im allgemeinen unbeschrinkte Operatoren. Es stellt sich die
Frage, welche zusétzlichen Eigenschaften ein unbeschrinkter Operator haben muf}; damit
man dennoch mit ihm &hnlich wie mit einem beschrinkten Operator umgehen kann. Fiir
den Rest der Arbeit bezeichne ,,Operator® eine lineare Abbildung zwischen Hilbertrdumen.

Definition 1.49. [Heu92, S.101] Sei X ein Banachraum. Ein Operator A auf D(A) C X
heifit abgeschlossen, falls der Graph von A in X x X abgeschlossen ist, d.h. falls fiir jede
Folge (z,) C D(A) mit z,, — x und Azx,, — y gilt, dafl x € D(A) und Az =y ist.

Auf dem Banachraum X 148t sich die folgende Graphen-Norm definieren:

2]l 4 = [lz] + [[Az] V& € D(A).

Der Raum X ist beziiglich dieser Norm ein Banachraum. Ist X ein Hilbertraum, so bleibt
X auch beziiglich des folgenden Skalarprodukts

(x,y)a := (x,y) + (Az, Ay) Vx,y € D(A),
[z 4 ==V (z,2)a

ein Hilbertraum. Beziiglich dieser Norm ist A : D(A) — X beschrinkt. Damit sieht
man bereits, dafl man unbeschriankte, aber abgeschlossene Operatoren wie beschrinkte
Operatoren behandeln kann, wenn die Norm entsprechend angepafit wird.

Definition 1.50. [Heu92, S.565],[Yos80, S.197] Sei H ein Hilbertraum und D(A) C H der
Definitionsbereich eines Operators A : H — H.

1. Definiere
D(A*) :={ye H |3y € H: (Az,y) = (z,y") Vo € D(A)}.

Die Adjungierte A* von eines Operators A wird durch A*y = y* fiir y € D(A*)
definiert. Ist D(A) dicht in H, bestimmt jedes y € D(A*) ein eindeutiges y* € H.

2. Ein Operator A auf D(A) C H heifit symmetrisch, falls A* D A gilt, d.h. falls die
Adjungierte A* eine Fortsetzung von A ist.

3. Ein Operator A auf D(A) C H heifit selbstadjungiert, falls A* = A gilt.

Bemerkung 1.51. Ein selbstadjungierter Operator eines Hilbertraums ist immer dicht de-
finiert, symmetrisch und abgeschlossen. Er braucht aber nicht stetig zu sein. Das Spektrum
eines selbstadjungierten Operators ist deshalb reell, aber moglicherweise unbeschréinkt. Ein
auf ganz H definierter symmetrischer Operator ist beschriankt und selbstadjungiert.



Definition 1.52. [Hen81, S.18] Ein Operator A : X — X heifit sektoriell, falls A abge-
schlossen und dicht definiert ist, so daf fiir ein ¢ € (0,3), M > 1, a € R gilt:

S ={XeC| ¢ <|argA—a)| <7, A#a}

ist in p(A) enthalten und

|(AI—4)7H| < VA€ Sug.

M
A —al
Bemerkung 1.53.

1. Jeder beschrinkte Operator ist sektoriell. Ist ein Operator selbstadjungiert, dicht
definiert und von unten beschriankt, dann ist er sektoriell.

2. Ist A sektoriell mit kompakter Resolvente, dann besteht das Spektrum o(A) aus
isolierten Eigenwerten endlicher Vielfachheit. In diesem Fall ist auch M, = P,(X)
endlichdimensional, falls P, der Spektralprojektor zu einer beschrinkten Spektral-
menge o ist.

1.3 Evolutionsgleichungen

Das Konzept des dynamischen Systems bzw. des Flusses 148t sich nicht auf alle partiel-
len Differentialgleichungen verallgemeinern. Entscheidend dafiir ist, dafl sich die partielle
Ableitung nach der Zeit separieren liit. Deshalb werden in dieser Arbeit ausschliellich
solche partiellen Differentialgleichungen betrachtet, die sich in der Form

) (1.2)
schreiben lassen, wobei F ein nichtlinearer Differentialoperator auf geeigneten Banachraumen
ist und u(t,z) : R x Q — R fiir jedes feste t € R und Q@ C R™ in einem geeigneten Banach-
raum F liegt.
Solche partiellen Differentialgleichungen nennt man allgemein nichtlineare Fvolutionsglei-
chungen. In diesem Abschnitt werden die Existenzsétze von Lésungen von 4.1 vorgestellt
sowie die Definition und die wichtigsten Eigenschaften von Halbgruppen eingefiihrt, die
dann als unendlichdimensionales, stetiges dynamisches System aufgefafit werden kénnen.
Zunichst seien einige einleitende Beispiele von Evolutionsgleichungen vorgestellt, die im
Laufe der Arbeit immer wieder auftauchen werden.

Beispiel 1.54. Die Wirmeleitungsgleichung beschreibt die Temperaturverteilung in
einem Korper (hier in einem ,eindimensionalen® Stab) durch Warmeleitung:

ou 0%u

ot 9x?
Dabei sei ¢ > 0 und 0 < x < [. Die Konstante [ bezeichne die Linge des Stabes, und
u(z,t) gibt die Temperatur an der Stelle x zur Zeit ¢ an. Die Konstante K bezeichnet die
Wirmeleitfihigkeitskonstante. Die Temperatur sei am Rand zu jeder Zeit Null: u(0,¢) = 0,
u(l,t) = 0.
Definiere Af = —K g%{ fir glatte Funktionen f : [0,]] — R, die auf dem Rand des
Intervalls verschwinden: f(0) = f(I) = 0. Dann ist A ein selbstadjungierter Operator, der



auf dem Lebesgue-Raum L?(0,1) dicht definiert ist. Die Wirmeleitungsgleichung l:t sich

dann schreiben als J
U
— 4+ Au = 0.
i + Au

Beispiel 1.55. Reaktion-Diffusionsgleichung: Verallgemeinerte Wirmeleitungsgleichung
Unter diesen Typ von partieller Differentialgleichung fallt auch die Warmeleitungsgleichung
1.54:

%:VAuqtf(m,u), reQcCR
u:RxQ— R

Beispiel 1.56. Die Cahn-Hilliard-Gleichung beschreibt die Dynamik der Musterbil-
dung beim Ubergang von einem Aggregatzustand zu einem anderen: Wenn ein fliissiges
Gemisch aus zwei Metallen plotzlich abgekiihlt wird, trennen sich die Metalle, wahrend
sie erstarren, und es entstehen Muster. Sie lautet

o 2p—1 ‘
n + A%y — Z a;u’ =0,
j=1

wobei v : Rx Q — R,z € Q CR", ¢t >0 und p > 2. Dabei ist der Leitkoeffizient ag,_1
positiv.
Meist wird als nichtlinearer Term f(u) = —au + fu? mit 8 > 0 gewihlt. Auf dem Rand
von () gelte

ou

0

ov ’

wobel v den duleren Einheitsnormalenvektor auf dem Rand von 2 bezeichne.

1.3.1 Existenz von Loésungen und analytische Halbgruppen

Fiir Evolutionsgleichungen 148t sich das Konzept des diskreten bzw. kontinuierlichen dy-
namischen Systems, das durch die Zeit-1-Abbildung bzw. den Fluf} einer gewohnlichen
Differentialgleichung definiert wird, verallgemeinern. Dafiir betrachte zunéchst den Fall
einer linearen Evolutionsgleichung;:

d
M Au=0,t>0,

dt
u(0) = ug, up € E. (1.3)

Dabei sei A ein linearer Operator eines Banachraums E. Diese Gleichung erinnert an eine
lineare gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung, und es liegt nahe, sie ganz analog
mit der Exponentialabbildung zu l6sen. Die Lésung wiirde dann lauten:

u(t) = e Mug, tel0,7T].

Allerdings stellt sich bei Operatoren die Frage, fiir welche Operatoren die Exponentialfunk-
tion wohldefiniert ist, d.h. wann die Exponentialreihe absolut konvergent ist, und wann
e~ stetig differenzierbar ist. Zuniichst gilt fiir alle beschrénkten Operatoren, dafi durch

A (AT
‘ _2_4:) n!



eine Gruppe stetiger linearer Operatoren definiert wird. Ebenso 148t sich das Konzept
der Exponentialfunktion auf unbeschrankte, selbstadjungierte, positiv definite Operatoren
iibertragen, da diese die Spektraldarstellung 1.1 besitzen:

o0
e At = / e MdEy, t > 0.
0

Mit diesen Beispielen ist aber die Klasse von Operatoren nicht erschopft, fiir die die Ex-
ponentialfunktion wohldefiniert ist. Die folgenden Begriffe der Halbgruppe und ihres infi-
nitesimalen Erzeugers liefern eine Antwort darauf und geben an, fiir welche Operatoren A
Losungen fiir die lineare Evolutionsgleichung existieren.

Definition 1.57. [Hen81, S.20] Eine Familie stetiger, linearer Operatoren {T'(t)},> heiBit
analytische Halbgruppe, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. T(t+s)=Tt)T(s) Vt,s>0, T(0)=1I,
2. T(t)u — u fiir t — 0 fiir alle uw € F,
3. t — T(t)u ist reell analytisch fiir 0 < ¢t < oo und u € E.

Definition 1.58. [Hen81, S5.20] Sei A > 0 und {7'(t)},> eine analytische Halbgruppe. Sei

T(h)u —u

Ay = .

und D(A) die Menge der u € E, fiir die der folgende Grenzwert existiert, dann definiert

A:=D(A) - X

u— lim Aju
h—0
den infinitesimalen Erzeuger der Halbgruppe.

Bemerkung 1.59. Der Definitionsbereich D(A) C E ist dicht, und A ist ein abgeschlos-
sener Operator auf D(A).

Die Glattheitseigenschaften der Halbgruppe {T'(t)},~ beziiglich ¢ héngen ausschlielich
von dem erzeugenden Operator A ab. Eine in ¢ gleichmiilig stetige Halbgruppe wird immer
von einem beschrinkten Operator erzeugt. Ist die Halbgruppe in ¢ stetig, dann ist der
erzeugende Operator abgeschlossen.

FEiner analytischen Halbgruppe entspricht immer ein sektorieller Erzeuger und umgekehrt.
Dies ist die Aussage des folgenden Satzes:

Satz 1.60. /, /[Satz von Phillips-Yosida] Ist A ein sektorieller Operator, dann ist —A ein
infinitesimaler Erzeuger einer analytischen Halbgruppe {T'(t)},~o mit T(t) = e~ A wobei

oAt = 1 (AL + A)~LeMan,
21 T
Dabei bezeichne T' eine Kurve in der Resolventenmenge p(—A) mit der Eigenschaft, daf
larg A| gegen ein 0 € (g, 7T) konvergiert, falls |\| — oo.
Ebenso gilt umgekehrt: Ist — A infinitesimaler Erzeuger eine analytischen Halbgruppe, dann
ist A sektoriell.



Es gilt dann fiir die Ableitung

d
—e A = _Ae™ A Vi > 0.
dt

Damit existiert zu jedem Anfangswert ug € E fiir die lineare Evolutionsgleichung 1.3 auf
einem Intervall [0, T eine eindeutige Losung u(t) = e~4ug, die auf dem offenen Intervall
(0,T) stetig differenzierbar ist, falls A ein sektorieller Operator ist.

Das inhomogene lineare Problem 18t sich analog zu einer inhomogenen linearen gewdhnlichen
Differentialgleichung formulieren und durch Variation der Konstanten l6sen:

d
—u+Au:f(t), 0<t<T,

dt
U(O) = Uup.

Dabei sei A wieder sektoriell auf einem Banachraum E, und f sei eine lokal Holder-stetige
Funktion mit [ ||f(s)||ds < oo fiir eine Konstante p > 0. Unter diesen Voraussetzungen
existiert zu jedem Anfangswert ug € F eine eindeutige starke Losung w(t) mit u(0) = ug
und

t
u(t) = e Mug +/ e~ A% £ (s)ds.
0

Die Losung u(t) heiit stark, weil sie die obige Evolutionsgleichung erfiillt, die Ableitung %1;
existiert und stetig ist und das Bild von () im Definitionsbereich D(A) von A enthalten
ist.

Beachte, daf§ hier der nichtlineare Term f nur von ¢ abhéngt.

Ist f auch von u abhéngig, sind weitere Voraussetzungen notwendig. Doch auch dieses
nichtlineare Problem 148t sich l6sen, auch wenn es sich dabei um schwache Losungen
handelt. Eine Losung u(t) heiit schwach, falls die Ableitung %7; nur im schwachen Sinne
existiert und u(t) die unten stehende Integralgleichung 16st.! Wichtig fiir die Formulierung
dieses Problems sind gebrochene Potenzen des Operators A (vgl. [Hen81, S.24]). Deren De-
finitionsbereiche, versehen mit der Graphen-Norm, liefern die grundlegende Topologie. Sie
sind Unterrdume von FE, die so gewéhlt werden, daf§ der nichtlineare Term f eingeschrinkt
auf sie die gewiinschten Eigenschaften wie Lipschitz-Stetigkeit oder Beschrinktheit besitzt,
die f i.a. auf ganz F nicht hat.

Sei A weiterhin sektoriell. Definiere A; = A+all, so da R(o(A;1)) > 0. Bilde die gebrochene
Potenz

1 o0
A= /0 - le Mg @ e D(A)).

o)
Der Operator A} ist beschrankt, linear und injektiv auf E fiir jedes o > 0. Definiere A
als das Inverse von A7 *. Der Operator A{ ist abgeschlossen und dicht definiert.
Bezeichne mit E% den Definitionsbereich D(A$). Versehen mit der Graphen-Norm?

llull, == ||Aful|, v € E%st E¢ ein Banachraum fiir alle a > 0. Der Raum E“ liegt dicht
in EP fiir alle o« > 8 > 0, und die Einbettung ist stetig. Die Einbettung ist sogar kompakt,
falls A eine kompakte Resolvente besitzt.

Die analytische Halbgruppe e~4* auf E a8t sich zu einer analytischen Halbgruppe auf

!Tauchen bei den Randbedingungen Ableitungen von u auf, so werden diese Randbedingungen von
schwachen Losungen auch nur im schwachen Sinne erfiillt.
2Diese Graphen-Norm ist #dquivalent zu der weiter oben eingefiihrten Graphen-Norm ||z|| + || Az]|.



jedem Raum E“ fiir jedes negative o € R fortsetzen. Weiter gelten fiir die Halbgruppe
folgende Abschéitzungen fiir o > 0:

e = [|[A% Y| < Cat™ ™™, (1.4)

wobei a so gewahlt ist, dafl a < R(c(A)).
Betrachte also

d
d—QZ+Au: fu,t),
u(to) =ug, > 1o,
FIUCRXxE*—>E, 0<a<lLl (1.5)

Die Funktion f sei lokal Holder-stetig in ¢ und lokal Lipschitz-stetig in wu.
Dann gibt es zu jedem Anfangswert (¢,u9) € U ein T' > 0, so dafl durch die Losung der
folgenden Integralgleichung

t
u(t) = e Aty + / e A=) f (s, u(s))ds

to

eine eindeutige (schwache) Losung von 1.5 auf (tg,tg + T') definiert wird.

Um die Existenz von Losungen fiir die allgemeine nichtlineare Evolutionsgleichung 4.1 zu
zeigen, zerlegt man den Differentialoperator 7 = A+ f in einen linearen Anteil A und eine
Nichtlinearitdt f. Man wahlt geeignete gebrochene Potenzen «, so daf} sich die Lipschitz-
Stetigkeit der Nichtlinearitdt f auf E® und moglicherweise deren Beschrinktheit zeigen
lassen.

Satz 1.61. [Hen81, S.55] Sei A ein sektorieller Operator, 0 < o < 1 und sei

f: U C R x E* — FE eine auf U lokal in der ersten Komponente Hdolder-stetige
und lokal in der zweiten Komponente Lipschitz-stetige Funktion. Weiter sei fiir jede be-
schrinkte Menge B C U das Bild f(B) beschrinkt in E. Dann gilt fir das mazimale
Existenzintervall [0,T) der Losung u(t) entweder T = 0o, oder es gibt eine Folge (t,) mit
lim, oo tn =T, so daff (x(ty),t,) — OU gilt.

Daraus folgt:

Satz 1.62. [Hen81, S.56] Sei A sektoriell und U = (1,00) x E®, f sei Holder-stetig in t
und lokal Lipschitz-stetig in x fir (t,x) € U und es gelte

1f ()| < K@) (1+ [[z]],)

fiir alle (t,z) € U, wobei K auf (1,00) stetig sei. Ist to > 7 und o € E®, dann ezistiert
die eindeutige Losung von 1.5 durch (to,xo) fir alle Zeiten t > ty.

Satz 1.63. [Hen81, S.57] Seien die Voraussetzungen wie fiir die Gleichung 1.5 erfillt. Der
Operator A besitze zudem eine kompakte Resolvente, und f bilde alle Mengen Ry x B, wobei
B C E“ beschrinkt und abgeschlossen ist, in beschrinkte Mengen von E ab. Ist u(t;to, ug)
eine Losung der Gleichung 1.5 auf dem Intervall (ty,00), so daf ||u(t;to, uo)l|,, firt — oo
beschrinkt ist, dann ist der positive Halborbit {u(t;to, UO)}t>t0 in einer kompakten Menge
i EY enthalten.



In vielen Anwendungen a8t sich F als Hilbertraum und A als selbstadjungierter, positiv
definiter Operator mit kompakter Resolvente definieren. Die Eigenwerte von A seien mit
A1 < A2 < ... bezeichnet, wobei ihre Vielfachheiten mitgezdhlt werden, und {e1,eq,...}
sei die zugehorige Orthonormalbasis von F aus Eigenfunktionen. Unter diesen Vorausset-
zungen l&Bt sich der Operator A® fiir alle o > 0 wie folgt darstellen:

A% = Z A (u, e;) e, Yu € D(AY).
i=1

Der Raum D(A®) ist selbst ein Hilbertraum mit dem folgenden Skalarprodukt

(u,v) = Z Awivg, Yu,v € D(A%).
i=1

Definition 1.64. [Hen81, S.82] Eine Halbgruppe von nichtlinearen Abbildungen
S(t) : E — E auf einem Banachraum E heiffit dynamisches System, falls sie folgende
Voraussetzungen erfiillt:

1. Fiir jedes t > 0 ist S(t) : E — E stetig;
2. fiir jedes u € E ist t — S(t)u stetig;
3. S(0) = I ist die Identitét auf E;

4. (S(t) o S(s))(u) = S(t+ s)(u) fiir alle w € E und ¢, s > 0.

Die Losungshalbgruppe der Evolutionsgleichung 4.1 bildet ein dynamisches System ent-
sprechend der Definition 1.64, falls Losungen auf einem positiven Zeitintervall eindeutig
existieren, d.h. falls folgende Voraussetzungen an die Gleichung erfiillt sind: Sei A sektori-
ell auf dem Banachraum E, V C E“ eine offene Teilmenge mit 0 <a<lund f:V — F
eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. Dann besitzt die Evolutionsgleichung

d
dit‘ + Au = f(u)
eine eindeutige Losung. Es existiere weiter eine abgeschlossene Teilmenge C' C V, die fiir

das dynamische System positiv invariant ist. Durch den Operator
S(t)uo = u(t,up), t>0

wird dann ein dynamisches System auf C' beziiglich der induzierten Topologie von E¢
definiert. Fiir diese unendlichdimensionalen dynamischen Systeme lassen sich viele Begriffe
wie in endlichdimensionalen Systemen definieren.

Sie stehen im Mittelpunkt der folgenden Arbeit: Es werden Blétterungen gesucht, die In-
formation iiber die Dynamik dieser Systeme enthalten. Dafiir muf} die Blatterung invariant
unter der Losungshalbgruppe {S(¢)},~, sein, und jedes Blatt sollte Punkte hinsichtlich ih-
res asymptotischen Verhaltens unter {S(¢)} zusammenfassen. Deswegen beschiiftige ich
mich im folgenden zweiten Kapitel zunéchst mit invarianten Mannigfaltigkeiten zu unend-
lichdimensionalen dynamischen Systemen. Es wird sich zeigen, inwieweit sich aus stabilen
bzw. instabilen Mannigfaltigkeiten Blatterungen konstruieren lassen.



Kapitel 2

Invariante Mannigfaltigkeiten

Betrachte im Folgenden partielle Differentialgleichungen der Form

du

— = F(u(t

= Fu(t),

wobei F ein nichtlinearer Differentialoperator sei. Fiir jedes feste ¢t € R liege die Funktion
u(t) = u(t,z) mit z € @ C R™ in einem Banachraum E. Es wird angenommen, dafl die
Gleichung fiir jede Anfangsbedingung u(0) = ug € E eine eindeutige Losung wu(t,ug) fiir
t > 0 besitzt. Es sei fiir alle ¢ > 0 folgender nichtlinearer Losungsoperator definiert

S(t): E— E,

ug — u(t, up).

Die Familie von Operatoren {S(t)},-, bildet eine Halbgruppe, falls F nicht explizit von ¢
abhéngt: B

S(0) =1g,
S(t+ s)ug = S(t)S(s)up Vt,s >0, up € E.

Die Halbgruppe {S(t)}, sei stetig in (¢,u) € RT x E. Sie unterscheidet sich vor allem in
einer Hinsicht von dem FluB zu einer gewohnlichen Differentialgleichung: Sie ist nur eine
Halbgruppe, also nur fiir positive Zeiten definiert. Der Operator S(t) ist moglicherweise
fiir manche ¢ < 0 nicht definiert, oder S(—t)ug ist nicht eindeutig bestimmt, d.h. es gibt
mehrere verschiedene Punkte, die zur Zeit ¢ den Punkt ug unter der Halbgruppe erreichen.
Ein hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir die Riickwértseindeutigkeit der Halb-
gruppe ist die Injektivitit von S(t): Es existiert genau dann eine eindeutige Inverse S(—t),
falls S(¢) fur ¢ > 0 injektiv ist, vgl. [Tem88, S.17].

Bei der Konstruktion von invarianten Mannigfaltigkeiten muf3 prinzipiell zwischen der
Zeit-1-Abbildung S := S(1) und der kontinuierlichen Halbgruppe {S(t)},-, unterschie-
den werden. Im Folgenden wird zunéchst ein Satz iiber die Existenz lokaler, invarianter
Mannigfaltigkeiten von S in der Néhe eines hyperbolischen Fixpunktes bewiesen. Es 1&3t
sich dann zeigen, daf§ man durch Vorwértsiteration der instabilen Mannigfaltigkeit von S
gerade die globale instabile Mannigfaltigkeit von S(t) erhlt.
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2.1 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten an einen hy-
perbolischen Fixpunkt
Betrachte also zuerst die Zeit-1-Abbildung S := S(1). Der Punkt z € E sei ein Fizpunkt

von S, d.h. Sz = z. Der Operator S sei in z Fréchet-differenzierbar, d.h. es gibt eine lineare
Abbildung dS := dS(z) : E — E, so da8 gilt

dS(z)(z — 2)

Iz = 2]l

S(z) - S(2) -

— 0 firz— 2 in O,

einer Umgebung von z. Weiter erfiille dS die Holderbedingung;:
|dSuy — dSus|| < ¢ |lug —u2||*  Vuj,ue € O, 0 < a < 1. (2.1)
Der Fixpunkt z € E sei hyperbolisch, d.h.
1 o(dS(z)n{reC| [N =1}=0,

2. Der lineare invariante Unterraum E zur Spektralmenge {\ € o(dS(z)) | [A| > 1}
besitzt endliche Dimension.

Die Spektralmenge o := {\ € 6(dS(2)) | |\| > 1 } erzeugt nach dem Zerlegungssatz 1.46
eine eindeutige Zerlegung von £ = E_ @ E, in invariante Unterrdume, so dafl

o(dSy :=dSoPy)=04, o(dSoP_)=0c\oy

gilt, wobei P, und P- die zugehorigen Spektralprojektoren bezeichnen. Da damit der
Spektralradius r(dS+) > 1 und F; endlichdimensional ist, ist dS; auf E invertierbar.
Die Inverse ist kontrahierend auf dem instabilen Eigenraum.

Definiere die instabile und stabile Mannigfaltigkeit wie folgt:!

M, (2) := {Uo e E|¥peN, Ju, € B, up = SP(up), up —> z}
M,(Z) = {UO ekl ’ Vp € N, E|up € FE, ug= Sp(up)’ Sn(UO) n—oo Z} ‘

Unter diesen Voraussetzungen 148t sich jetzt der folgende Satz {iber die Existenz von sta-
bilen und instabilen Mannigfaltigkeiten in der Umgebung eines hyperbolischen Fixpunktes
formulieren.

Satz 2.1. [Tem88, S.394/,[HP, S.141] Sei S : E — E Fréchet-differenzierbar und dS
erfillle die Hoélderbedingung 2.1. Seien z ein hyperbolischer Fixpunkt und E_, E die zu-
gehorigen stabilen und instabilen Unterrdume. Dann existieren fiir ¢ > 0 hinreichend
klein zwei Abbildungen g+, g—, so dajs

gr 0N EL () = (), g4(2) =0,

9-:O0c(2) NE_(2) = Ey(2), 9-(2) =0, s0 daff
MS(2) ={ueE|u=(us,g+(us)), uy € Oc(2) N E4(2) },
M (z)={ueE|u=(9-(u_),u"), u_ € O(z) NE_(2) }

Die Abbildungen gy,g— sind Fréchet-differenzierbar, ihre Ableitungen dg.,dg_ erfiillen
die Hoélderbedingung 2.1 und dg—(z) = dg4(z) = 0.
Damit ist M<(z) eine CY*-Mannigfaltigkeit mit dim M¢ (z) = dim E (2).

'Es ist im Folgenden noch zu zeigen, da8 es sich bei diesen Mengen um Mannigfaltigkeiten handelt.



Beweis: nach [Wel76]: Sei zunéchst € > 0 beliebig. Bezeichne mit R := S — dS den nicht-
linearen Rest in O(z). Setze z 0.B.d.A. in den Nullpunkt: z = 0. Nehme eine Folge
X = ((xo,%0), (x1,y1),...) € co(F), in dem Banachraum der Nullfolgen X = (24, ¥:)ien
mit (z;,y;) € E = EL © E_ fiir alle i € N, ausgestattet mit der Supremumsnorm
| X] = supen || (@3, )| -

Definiere auf der Umgebung des Nullpunktes Uy = { X' | (2,4;) € Oc(z) Vi } folgende
Abbildung g:

g:Uy — co(E),
g =L+ h, mit
fiir 7 —
L(X); = (0 dS (y )) urz. 0,
( 1131 1 dS,(yiH)) ,  firi>1,
R (Y3 oR((xl,m))) i i = 0,
(—dSi' o PyoR(zi ), P- o R(wis1,yir1)),  fiird > 1,

Es 148t sich mit folgendem Lemma zeigen, dafl L und A und damit g stetig differenzierbar
sind und ihre Ableitungen die Holderbedingung 2.1 erfiillen, falls dies fiir S gilt:

Hilfslemma 2.2. [Wel76, S.288] Sei f(0) =0 und f € C1*(E). Dann ist die Abbildung

Cf . Co(E) — C()(E)
[Cf(x)]; = f(zi), i €N

ebenfalls C1*(co(E)) und die Abbildung f + C'f ist stetig beziiglich der Supremumsnorm.
Weiter gilt

Lip(g) < max (HdS;lH (1 + Lip(R)), ||dS—| + Lip(R)) < 1.

Aufgrund dieser Bedingung mufl von dem Rest R vorausgesetzt werden, dafl seine Lip-
schitzkonstante beziiglich der Normen von HdS;lH und ||dS_|| hinreichend klein ist. Ge-
nauer muf} gelten:

‘—1

Lip(R) < min (Hds;l\ 11— Hds_”) .

Wihle € > 0 so klein, damit dies erfiillt ist. Dann gilt auch Lip(g) < 1, und es ist das
Umkehrtheorem fiir Lipschitz-Abbildungen anwendbar, siche [Wel76]:

Hilfslemma 2.3. [Wel76, S.286] Sei f : U — E, U C E Umgebung von 0, eine stetig
differenzierbare Abbildung, die die Hoélderbedingung mit 0 < o < 1 erfiillt, mit f(0) =
und sei T : £ — E eine lineare, invertierbare Abbildung, so dafl Lip(f—1) HT‘1 H <A<
Dann ist f ein Homdomorphismus von U auf eine offene Menge V C E, f~! ist ebenfalls
Ch*. Die Abbildung f — f~! von dem entsprechenden Abbildungsraum ist stetig beziiglich
der Supremumsnorm.

Ist nun T'=1und f =1 — g, dann ist die Abbildung G = Id — ¢ mit obigem Lemma ein
Homoomorphismus von Uy auf G(Up) und G~! ist ebenfalls aus der Klasse C1@.
Es sei

I : O(2)NEy — co(E),
I (z0) = ((20,0),(0,0),...).



Definiere eine Nullfolge durch Xy = I (z¢) und die Vorschrift X,,+1 = Xy + g(&},). Dann
ist X, € Up fiir alle n € N und lim &, = X existiert in ¢o(E), denn es ist lim X, =
Yol 09" (Xp) und g ist eine Kontraktion. Es gilt

G(X) = lim(I — g)(Xp11) = Hm(l — g)(Xo + g(Xy))
= Xo + lim(g(Xnt1) — 9(Xn)) = Xo = I (w0).

Also ist I (z9) € R(G) im Bild von G, und die Abbildung
w(z) =G Lol (z)
ist auf O.(z) N E wohldefiniert. Daraus folgt die Gleichung

Go 67! (L)) = Li(a).

Diese Gleichung lé8t sich mit der Definition von g und I, wie folgt ausschreiben:

P+ow0(a:) =x+
P_owg(z) = dS (P—Owl( ))+P—°R(w1( ),

P_,_owl(a:) =dS (P_,_owl 1(x)) — oP_,_oR(wi(x)), 1>1,
P o) S (P o) B e B o1

Daraus folgt mit P? = P, und der Vertauschbarkeit von P, und dS, fiir i > 1:

Py ow;(z) = dS;{ (Py owi—1(x)) — dS7' o Py o R(w;(x)),
P+ow,(x):P+odS Y(Py ow;1(x)) — Py 0dST! o Py o R(w;i(x)),
dSy o Py ow;(z) = Py ow;—1(z) — Py o R(w;(x)),
dS; o Py ow;i(x) = Py ow;—1(x) — Py o S(w;(z)) + dS+ o Py o w;(x),
0= Py ow;_i(x) — Py o S(w;(x)),
Py owi1(x) = Py o S(ui(x)),.

Ebenso folgt fiir die Gleichungen mit P_ fiir ¢ > 1:

P_owi(z) = dS_(P- owi1(x)) + P-o R(wi+1($))7
P_owi(zx) = dS_(P- owit1(x)) + P- o S(wis1(x)) — P- 0 dS_(P- o wiy1(x)),
P_owi(x) = P- o S(wiy1(x)).

Also gilt
S(wir1(z)) = wi(x), >1.

Es ist w(x) € ¢o(F) nach Konstruktion. Setze g4 () := P— owqg(z). Dann ist (z, g4 (z)) =
wo(z), denn es ist Py o wo(x) = x. Weiter liegt wo(z) auf der instabilen Mannigfaltig-
keit M4 (z) von z, denn aus S(wit1(z)) = wi(z), ¢ > 1 folgt S™(wy(z)) = wo(z) und
W () —n—oo 0.

Sei umgekehrt (uq,u_) € My(z) ein Punkt auf der instabilen Mannigfaltigkeit. Dann



gibt es nach Definition eine Folge u = (ug,u1,...) € ¢o(E), so daB ugp = (u4+,u—) und
SP(up) = wop, also ist S(up) = up—1, Vp € N. Die Folge u erfiillt also die Bedingung
S(wi+1(z)) = wi(x), i > 1 und damit auch die obigen projezierten Gleichungen, denn dS
ist invertierbar. Auch G ist invertierbar, und damit folgt © = w(x) und also u— = g4 (u4).
Damit 148t sich die instabile Mannigfaltigkeit als Graph der Abbildung g+ schreiben:

My(2) = { (u+, 94 (up)) | us € Oc(z) N By }.

Die Abbildung g, ist stetig differenzierbar, und die Ableitung erfiillt die Hélderbedingung
2.1, denn fiir G~! gilt dies. Der Beweis fiir M_(z) geht analog. O

Bemerkung 2.4.

1. Die Differenzierbarkeitseigenschaften von S vererben sich an die Abbildungen g4, g—.
Ist also beispielsweise S € CP, p > 1, oder S Lipschitz-stetig, so gilt dies auch fiir g
und g_. Dies garantiert insbesondere das Umkehrtheorem. Es sei darauf hingewiesen,
dafl der Fixpunkt z dabei immer fest bleibt.

2. Wie grofl die Umgebung von z, also € > 0 gewéhlt werden kann, ist abhéngig von den
FEigenschaften des nichtlinearen Restes S — dS, denn dessen Lipschitzkonstante mufl
auf der ganzen Umgebung hinreichend klein bleiben. Wie klein, ist abhingig von
den Normen von dS_ und dS;l. Unter bestimmten Voraussetzungen ist es moglich,
den Rest ,,abzuschneiden®, so dafl dessen Norm auf dem ganzen Raum gleich klein
bleibt: Dies ist insbesondere moglich, wenn E ein Hilbertraum ist. Mufl die Norm
nur in die instabile Richtung klein bleiben, geniigt es, dal E, endlichdimensional
ist.

3. Der Satz 148t sich auf allgemeine invariante Mannigfaltigkeiten ausweiten: dazu muf3
die Lipschitzkonstante von R entsprechend der Asymptotik auf den Mannigfaltig-
keiten angepafit werden.

Nun betrachte das kontinuierliche dynamische System {S (t)}tzo- Es gelten die folgenden
Voraussetzungen:

e 2 sei ein Fixpunkt: S(t)z = z fur t > 0.
o u+— S(t)u ist Fréchet-differenzierbar fiir alle ¢ > 0 auf einer Umgebung O von z.
e Die Ableitung dS(t) erfiillt fiir alle ¢ € [0, 7] die Holderbedingung 2.1.
Weiter sei der Fixpunkt z hyperbolisch, d.h.
1. z ist ein hyperbolischer Fixpunkt von S(t) fiir ¢t > 0.

2. Ey, E_, die entsprechenden invarianten Unterrdume zu dS(t)z, sind unabhingig von
der Zeit t.

Auch fiir den kontinuierlichen Fall lassen sich analog zu dem diskreten System instabile
und stabile Mannigfaltigkeiten definieren:

My(z) = {uo € E |Vt <0, Ju(t) € S(—t) g, ul(t) juintey z} ,
M_(z):= {uo €E|Vt<0, Ju(t) € S(—t)"tug, S(t)uo ey z.}.

Mit der Bezeichnung W, (z) fiir die instabile Mannigfaltigkeit des diskreten System gilt
nun zunéchst das folgende Lemma:



Lemma 2.5. [Tem88, S.397]
Wi(z) = My(z).

Beweis: Zeige zundchst My (z) C Wi(z): Sei ug € M4(z) ein beliebiger Punkt. Dann
existiert ein vollstandiger Orbit {u(t)},cp, so dal ug = w(0) und u(t) — 2 fiir t — —oo.
Betrachte nun den Teilorbit {u(n)}, ;. Also ist ug € Wi(2).

Zeige nun W (z) C My(z). Sei up € Wi (z) ein beliebiger Punkt. Dann existiert eine
Folge (up)nen, so daB ug = S™u,, = S(n)u, und u, — z. Definiere nun einen vollstédndigen
Orbit {S(t)ug},cr: Fiir t > 0 ist dieser einfach durch die Losungshalbgruppe definiert,
also S(t)ug =: u(t). Fiir t < 0 setze u(—n) == u, firn e Nund fir t = —n+7,0 <7 < 1,
n € N, setze u(t) := S(7)u,. Es bleibt zu zeigen

lim u(t) = z.
t——00

Es gilt bereis u(—n) = u,, — z, da ug € W4(z) liegt. Also bleibt nur zu zeigen:

sup [|S(T)up — z|| = 0, n — oo.
<r<1

Die Menge {uy,}, U{z} ist kompakt. Also ist auch {u,}, U{z} x [0,1] kompakt. Da S(t)ug
in ¢ und wg stetig ist, ist sie auf der Menge {u, },, U {z} x [0,1] gleichmaBig stetig. Daraus
folgt insbesondere

sup I|S(T)upn, — S(7)z|| — 0 fir 6 — 0.
0<7<1, [Jun—z|<é

Da z nach Voraussetzung ein Fixpunkt ist, folgt damit die Behauptung. O

Unter den obigen Voraussetzungen gilt nun der folgende Satz. Dabei bezeichne W (z) die
lokale instabile Mannigfaltigkeit der Zeit-1-Abbildung S.

Satz 2.6. [Tem88, S5.398] Sei S(t) eine Halbgruppe von Operatoren, die die obigen Vor-
aussetzungen erfillt. Dann gilt fir jedes € > 0 und jede zu || || auf E dquivalente Norm

(e}
My(z) =] " (Wi(2)).
k=0
Fiir hinreichend kleines € > 0 lifst sich W (z) als Graph einer differenzierbaren Abbildung
g+ darstellen.

Beweis:Mit U sei die Menge (Jio, S (W5 (2)) bezeichnet. Zeige zunschst My (z) C U.
Sei ug € My (z) ein beliebiger Punkt. Dann existiert ein vollsténdiger Orbit {u(t)},cg, so
daB up = u(0) und u(t) — z fiir t - —o0. Also existiert ein ng € N, so dafl u(—n) € O.(z)
fir n > ng. Also ist u(—ng) € W5 (2) und ug = S™u(—ng) € U.

Zeige nun U C M4 (z). Sei vg € U ein beliebiger Punkt. Dann gibt es ein £ € N und
up € W5(z), so da vg = Skug. Aber es gilt mit dem Lemma 2.1 die Gleichheit

WS(z) C Wi(z) = My(z). Also ist vy € S* (M4 (z)). Die instabile Mannigfaltilgkeit
M, (z) ist positiv invariant unter S(¢) und damit folgt vg € M, (z). Damit ist die erste

Behauptung des Satzes bewiesen. Die zweite Behauptung ist die Aussage des Satzes 2.1.
O

Bemerkung 2.7. M (z) mufl keine Mannigfaltigkeit sein, denn S ist nicht als injektiv
vorausgesetzt, ebensowenig wie dS. Erst wenn S und dS auf allen Punkten z € My (z)
injektiv sind, garantiert der folgende Satz, dal M (z) eine injektiv immergierte Mannig-
faltigkeit derselben Dimension wie W (z) ist.



Satz 2.8. [Hen81, S.154] Sei X Banachraum, U offen in X, T : U — X sei C"-Abbildung
und S sei eine C"-Untermannigfaltigkeit von U.

Falls S endlichdimensional ist und lokal negativ invariant, und falls T und T'(x) in-
jektiv fir alle x € ST = U,50T™(S) ist, dann ist ST eine injektiv immergierte C"-
Mannigfaltigkeit mit derselben Dimension wie S, die positiv invariant ist und lokal negativ
1nvariant.

Falls S endliche Kodimension besitzt und lokal positiv invariant ist, und falls T injektiv
und das Bild von T'(z) fir jedes x € S~ = J,>oT "(S) in X dicht ist, dann ist S~
eine injektiv immergierte C"-Mannigfaltigkeit in U mit derselben Kodimension wie S, die
negativ invariant und lokal positiv invariant ist.

Bemerkung 2.9.

1. Handelt es sich bei T" um einen Lésungsoperator einer nichtlinearen Evolutionsglei-
chung u; + Au = f(u), dann kann man die Injektivitdt von der Losungshalbgruppe
S(t) wie folgt zeigen: Gibt es ein k € L?(0,T), so daf

1F(S@)uo) = F(S(E)vo)ll < E(t) [|S(E)uo — S(t)voll,, (2.2)

gilt, dann folgt aus S(7)ug = S(7)v fiir 0 < 7 < T die Gleichheit S(t)ug = S(t)vg auf
dem ganzen Intervall [0, T, also die Injektivitét von S(t) fiir ¢ > 0. Diese Behauptung
folgt direkt aus dem Satz 1.62.

2. Um zu zeigen, dafi das Bild von T'(z) dicht ist, priift man, ob die Adjungierte
(T'(x))* injektiv ist.

3. Die Topologie von ST bzw. S~ muf nicht mit der Relativ-Topologie von U C X
iibereinstimmen. Die Mannigfaltigkeiten sind im allgemeinen nur immergierte und
nicht eingebettete Untermannigfaltigkeiten in X.

2.2 Satz von Chen, Hale und Tan: Invariante Mannigfaltig-
keiten und Blitterungen

Mit den bisherigen Sétzen kann die Existenz von invarianten Mannigfaltigkeiten an einen
Fixpunkt des dynamischen Systems unter den entsprechenden Voraussetzungen gezeigt
werden. Der folgende Satz von Chen, Hale und Tan liefert die Existenz einer Blétterung des
Banachraums iiber die globale invariante (instabile) Mannigfaltigkeit an einen Fixpunkt.
Dafiir mufl die Lipschitz-Konstante des nichtlinearen Restes der Halbgruppe, wenn man
diese am Fixpunkt linearisiert, nur hinreichend klein sein.

Leider lassen sich, so wie der Satz formuliert ist, keine weitreichenden Aussagen iiber das
asymptotische Verhalten der Punkte eines Blattes machen.

Satz 2.10. [CHTY7, S.286] Sei (E, || ||) ein Banachraum, und {S(t)},5q eine auf R* x E
stetige Halbgruppe. Weiter seien folgende Voraussetzungen erfillt:

1. Es gebe eine Konstante ¢ > 0, so dafl

sup Lip (S(t)) = D < oc.
0<t<gq
2. Es gelte fir eimn 7 € (0,q|, dafy S(t) = L + R ist. Dabei ist L : E — E eine

beschrinkte, lineare Abbildung, und R : E — F ist eine globale Lipschitz-Abbildung
mit R(0) = 0.



3. Es gebe eine Zerlegung E = E, ® E_, so daf8 L die Zerlegung invariant ldft. Die
Abbildungen Lo P_ =: L_ : E_ — E_ und LoPy =: Ly : Ey — Ey auf den
invarianten Unterrdumen seien wie oben definiert. Es gelte fir a1 > ao > 0 und
Ci,Cy > 1:

o N
|L"]| < Coa, n > 0.

4. Fiir die Lipschitz-Konstante von R gelte folgende Abschdtzung:

2
WO VO 1iom) < 1.
a1 — Q9
Fiir v € (a2, 1) sei
M) = O

+ .
10 S S =)
Es existieren 1 und vy, so daff Lip(R)A(71) = Lip(R)A(y2) = 1 gilt und Lip(R)A(y) < 1
fir alle v € (y2,71) ist.

Dann gibt es eine globale Lipschitz-Abbildung g, so daf$ g : B4+ — E_, g(0) = 0 und
G = {(u,g(u)):ue€ Ey} eine Lipschitz-Untermannigfaltigkeit mit folgenden FEigen-
schaften ist:

1. Die Halbgruppe kann eingeschrdinkt auf G zu einer Gruppe fortgesetzt werden. Fiir
alle § € G gibt es einen eindeutigen negativen Halborbit {u(t)},<q, so daff u(0) = ¢.
Die Mannigfaltigkeit G ist invariat unter S(t) fir alle t > 0.

2. Ist {u(t)};<o C G, dann gilt:

1
limsup — ln lu®)| < —=Iny.
T

t——00 | |
Gilt umgekehrt
1
hmsup — ln llu(t)| < —=In~ys,
T

dann ist {u(t)},<o C G.

3. Es gibt eine stetige Abbildung h : E x E_ — E, so daf fiir alle x = (z1,22) € G :
h(z,x9) = x1 und
M, = {(h(z,v),v) ;v € E_},

so daf S(t) (Mz) C Mg(p)z,n > 0. Es gilt:

1 1
M, = {yéE ’ limsup —In||S(t)z — S(t)y| < ln’yQ}.
t—oo T T
Die Familie {M,} von Mannigfaltigkeiten bildet eine Blitterung tiber G.

4. Weiter gelte:
min 0102 Lip(R) :| ] |: min ’}/0102 Lip(R) :| <1
r<y<n (a1 —7)(1 = A(y) Lip(R)) | [resysy ar(y — a2)(1 — A(y) Lip(R)) '
Dann besteht der Schnitt M NG fiir alle § € E aus genau einem Punkt, und es ist

Me N M, =0 fiir § #n und UM5:E.
e




5. Ist S(7) stetig differenzierbar, so sind g und h in E_-Richtung stetig differenzierbar.

Also sind G und M fiir jedes £ € G stetig differenzierbare Mannigfaltigkeiten fiir
jedes x € G.

Bemerkung 2.11.

1.

Die vierte Voraussetzung des Satzes enthélt eine Bedingung an die Spektralliicke
a1 — ag. Umso grofer die Lipschitzkonstante der Nichtlinearitéit R ist, desto grofler
muf} auch die Spektralliicke sein, damit die Voraussetzung erfiillt ist.

Die Annahme R(0) = 0 setzt voraus, dafl es sich bei 0 um einen Gleichgewichtspunkt
handelt:

e Ist 0 ein hyperbolischer Gleichgewichtspunkt, dann kann man as < 1 < 3
wihlen, und G ist dann gerade die instabile Mannigfaltigkeit W*(0), sowie
My = W#(0) die stabile Mannigfaltigkeit an den Nullpunkt.

e Ist 0 nicht hyperbolisch und as < a; < 1 mit a; dicht an der 1, dann ist
G = W*(0) die zentrumsinstabile Mannigfaltigkeit.

e Ist 0 nicht hyperbolisch und 1 < as < @1 mit s dicht an der 1, dann ist G die
strikt instabile Mannigfaltigkeit.

Ist E ein Hilbertraum und L ein selbstadjungierter Operator, dann 148t sich
C1 = Cy = 1 wéhlen.

. Es muB nicht vorausgesetzt werden, dafl 0 ein Gleichgewichtspunkt ist, also R(0) =0

gilt, falls 9 < 1 gewéhlt werden kann. Unter diesen Voraussetzungen gilt der Satz
ebenfalls, allerdings muf fiir die Abbildung g nicht unbedingt g(0) = 0 gelten.

. Aus dem Satz 148t sich auch die Existenz einer Inertialmannigfaltigkeit schlieflen

und einer Bléatterung iiber sie, falls die entsprechenden Voraussetzungen erfiillt sind.
Dazu mehr im Kapitel zu den Inertialmannigfaltigkeiten.

Beweis (Satz 2.10): Der Satz 2.10 wird in zwei Schritten bewiesen: Zunéichst wird eine ent-
sprechende Aussage fiir eine diskrete Halbgruppe einer stetig differenzierbaren Abbildung
S gezeigt, die dann auf eine kontinuierliche Halbgruppe verallgemeinert wird.

Hilfslemma 2.12. [CHT97, S.296] Sei S = L 4+ R eine Lipschitz-Abbildung in einem Ba-
nachraum E. Die Menge {u(n)}, .o C E heiit negativer Halborbit von S, falls S(u(n)) =
u(n + 1), n < —1 gilt. Definiere fiir jedes v > 0 die folgende Menge

G(vy) = {uo €E| F{u(n)},<q : w(0) = uo, limsup%ln lu(n)]] < —1Invy }

und fiir jedes x € E die Menge

1
M, (vy) :== {uo ) ‘ limsup — In || S"ug — S"z|| < Inv }
n

n—oo

Die Abbildungen L und R erfiillen die Voraussetzungen (3) und (4) aus dem Satz 2.10
und R(0) = 0. Dann gilt:



1. Esist G(y) = G(m) fir v2 <y < 1. Setze G := G(71), dann ist G S-invariant, und
S ‘ ¢ ist ein Homdomorphismus mit einer globaler Lipschitz-Inversen. Insbesondere
gibt es durch jedes £ € G einen eindeutigen negativen Halborbit in G.

2. G ist der Graph einer globalen Lipschitz-Abbildung g+ : EFy — E_. Ist S stetig
differenzierbar, so ist auch g stetig differenzierbar.

3. Esist M, (y) = My(2) fiir 2 <~y < und jedes x € E. Setze M, = M,(2), dann
ist M, der Graph einer globalen Lipschitz-Abbildung h, : E_ — E, die stetig von x
abhéngt. Ist S stetig differenzierbar, so ist h, fiir jedes z € E stetig differenzierbar.

4. Erfiillt der Rest R eine stirkere Lipschitzbedingung entsprechend des Satzes 2.10,
dann gilt weiter, daf8 die Familie {M,},., von Mannigfaltigkeiten eine Blitterung
von FE iiber G bildet.

Beweis (Hilfslemma 2.12): Um das Hilfslemma zu beweisen, zeige zunéchst folgende Aus-
sage:

Hilfslemma 2.13. Sei {Un}ngo C E eine Menge, die die folgende Abschiitzung erfiille

1
limsup — In ||u,|| < —In as.
n——co ||

Dann ist die Menge {uy},,~, genau dann ein negativer Halborbit von S, wenn gilt

un = LyPrug— Y LT PPy R(ug) + ) L™ P R(uy), n < 0.
n<k<0 k<n

Beweis (Hilfslemma 2.13):Sei {uy },,«( ein negativer Halborbit, d.h. es ist Lu,, + R(u,) =
S(up) = up41 fur alle n < 0. Damit folgt

Poup = L = 3 Ly IPLR(uy),
n<k<0
Pouy =Y L™ *'P_R(u), n <0.
k<n

Umgekehrt gilt zunéchst, dal die Reihe aufgrund der Normen von L_ und L, und der
Abschétzung der Folge {“n}ngo absolut konvergiert. Man erhilt dann u,11—Lu, = R(uy,),
also ist {un}, <, ein negativer Halborbit von S. Damit ist das Hilfslemma bewiesen. [

Weiter im Beweis des Hilfslemmas 2.12. Zeige nun die Aussagen (1) und (2): Betrachte
hierzu die Gleichungen mit festem y, € E:

un = LyPryr — > LTF Py R(u) + Y LY P R(uy), n<0. (2.3)
n<k<0 k<n

Gesucht sind die Lésungen u,, € E dieser Gleichungen 2.3. Durch folgende Umbenennun-
gen wird deutlicher, da8 es sich bei ihnen um Lyapunov-Perron-Gleichungen? handelt:

2Eine kurze Einfithrung in die Lésungstheorie von Lyapunov-Perron-Gleichungen findet sich im Anhang
A3



Bezeichne mit E,, fiir n € Z Kopien des Banachraums E mit der Norm |z], :=~""[[z|
fiir alle x € F und ein beliebiges v € (v2,71)-
Definiere die Abbildungen S, : By — E,, Ry, : B}, x Ey — E, durch

Si(ys) 0 , n >0,
Y+) =
! Liy.yr € Ex , n<0,

0 , n>0oder k>0,
Ry pn(a) == —Li_k_1P+R(a) , n<k<O0,
L"*1p Ra) ,k<n<O0.

Die Abbildungen S,, sind lineare, beschriinkte Operatoren. Die Gleichungen 2.3 lassen sich
dann als

Un::5%y+’%j£:}hmxuk) n ez
k

schreiben.

Die Voraussetzungen an S, und Ry, fiir den Existenz- und Eindeutigkeitssatz A.11 von
Losungen von Lyapunov-Perron-Gleichungen lassen sich leicht nachpriifen. Damit kann
man zeigen, dafl zu jedem y; € E eine eindeutige Losung {F, (y+)},, <o existiert, so daB
F, fiir n < 0 global Lipschitz-stetig ist. Mit Hilfe der Abschitzungen mit +; und -, und
dem Hilfslemma 2.13 148t sich die Aussage (2) des Hilfslemmas 2.12 beweisen.

Nun zum Beweis der Aussage (3) des Hilfslemmas 2.12: Sei (x,y_) € E x E_ gegeben.
Gesucht sind die Losungen v,, der folgenden Gleichungen:

vp =L"(y- — P-x) = > _ LT " 'P (R(vy, + S*z) — R(S*x))
k>n
+ > LR (R(ug + S*2) — R(SFw)), n > 0.
0<k<n

Wie oben handelt es sich bei diesen Gleichungen um Lyapunov-Perron-Gleichungen. Die
Voraussetzungen fiir die Existenz von eindeutigen Losungen {Fy(z,y-)},,so zu jedem
(z,y_) € E x E_ sind wiederum erfiillt. Die Abbildungen F}, sind stetig und gleichmiBig
Lipschitz-stetig in E_-Richtung fiir n > 0. Setze y := (z, Fo(z,y—)) und definiere eine
Mannigfaltigkeit

Ny = {(=, Fo(z,y-)) |y— € E_}.

Es 148t sich zeigen: My = N,. Durch h,(y—) := P4 (x, Fo(x,y—)) 1laBt sich eine Abbildung
definieren, deren Graph M, ist.

Die Aussage (4) des Hilfslemmas 2.12 folgt, falls Lip(h;)Lip(g+) < 1 gilt. Denn dann
gilt der Satz, daf sich die Graphen zweier global Lipschitz-stetigen Abbildungen genau in
einem Punkt schneiden. O

Mit Hilfe der Aussage des Hilfslemmas 2.12 148t sich nun der Satz 2.10 beweisen, indem
die Aussage auf den Fall einer kontinuierlichen Halbgruppe verallgemeinert wird: Setze
S := S(7) und wende das Lemma 2.12 an. Damit existiert eine Mannigfaltigkeit G, die
Graph einer Lipschitz-Abbildung g : Ey — E_ ist. Jeder negative Halborbit {u(n,uo)}, <,
zu ug € G erfiillt die Abschitzung -

1
limsup — In [|u(n, up)|| < —Ilny
n



und liegt damit ganz in G.

Sei up € G beliebig, 0 < s < 7 und {S(s)(u(n,u0))},,<o €in negativer Halborbit fiir
S := S(7) durch S(s)(ug). Die Abbildung S(s) ist nach Voraussetzung des Satzes 2.10
Lipschitz-stetig, d.h. es gilt fiir alle n <0

15(s)(u(n, uo)) || < D [lu(n, uo)] -

Damit folgt
1
limsup — In ||S(s)(u(n,up))|| < —In~.

n——oo ’
Dann liegt S(s)(up) in G und also folgt S(s)G C G fiir 0 < s < 7.
Andererseits ist u(—1,ug) fir jedes up € G in G enthalten wegen der Invarianz von G
beziiglich S. Da S(s)G C G fir 0 < s < 7 ist, ist S(7 — s)(u(—1,up)) wiederum in G
enthalten. Daraus folgt

S(s)(S(7 = s)(u(—=1,up))) = S(7)(u(—1,up)) = ug € S(s)G.

Also ist G C S(s)G fiir 0 < s < 7. Damit ist die Invarianz von G unter S(s) fir 0 < s <7
gezeigt, also G = S(s)G, und daraus ergibt sich wiederum die Invarianz von G unter der
stetigen Abbildung S(¢), t > 0.

Setze den Halbflu} nun zu einem Flufi T'(¢) : G — G fort: Fir t > 0 setze T'(t) := S(t).
Fiir t < 0 schreibe ¢t = n7 + s fiir alle —n € N und setze T'(t) = S(s)(u(n)) fir 0 < s < 7.
Damit ist ein FluBl T'(t) : G — G auf G definiert. Die Aussage (1) des Satzes 4.8 ist damit
bewiesen. Nun zum Beweis von Aussage (2): Sei {u(t)},-, ein negativer Halborbit von
S(t) auf G. Mit dem Lemma 2.12 folgt dann -

lim sup — lnHu(n)H < —In~y.

n——oco [1]
Mit t = n7 + s ist S(s)u(n) = u(t), und also folgt

Inf 1

1
m ’ ’ n|lu(n)| + — InD.

1
S fu()] < i

i (D [u(n)]) =

[¢]
Mit ¢ — —oo ergibt sich damit der erste Teil von Aussage (2). Fiir den zweiten Teil sei
{u(t)};<p C E ein negativer Halborbit von S(t), so daf

1

——lIn~y —hmsup lnHu(t)H < —lIn~s.
-

i
Also ist {u(n7)}, oo C G(7). Setze v/ := min{~,y1}. Es ist also 72 < 7' < 71 und also
G(vy) C G(v'). Mit dem Lemma 2.12 folgt G(v') = G(71) = G. Also ist u(nt) € G fiir alle
n < 0. Damit ist die Aussage (2) bewiesen.

Die Aussage (3) wird analog mit Hilfe des Lemmas 2.12 bewiesen. Ebenso folgen die
Aussagen (4) und (5) direkt aus den entsprechenden Aussagen des Lemmas 2.12.

Beispiel 2.14. Betrachte die nichtlineare Evolutionsgleichung

d
d—?+Au—f(u), t>0.
Sei 0 ein Fixpunkt, also gilt f(0) = df(0) = 0. Sei A ein von unten beschrinkter, sektorieller

Operator. Dann ist e~ eine analytische Halbgruppe in X. Sei a < inf {%()\) ’ A€ o(A) },



dann bezeichne A; := A + al einen positiven, sektoriellen Operator und E* := D(AY) fiir
0 < a <1 die Definitionsbereiche. Es gebe ein 0 < o < 1, so dafl f : E“ — E Lipschitz-
stetig mit konstanter Lipschitz-Konstante Lip(f) ist. Dann besitzt die Evolutionsgleichung
zu jedem Anfangswert ug € F eine eindeutige Losung als Losung der Integralgleichung

t
u(t) = e Atug + / e~ A=) f(u(s))ds.
0

Damit ist ein dynamisches System S(t)up = u(t) auf E definiert. Fiir ein 7 > 0 148t sich
S(7) in

L=e"uy, R= / e A=) fu(s))ds
0

zerlegen. Fiir L gelten die Abschitzungen 1.4, also ||L|| < Ce™*". Somit ist L beschrénkt.
Weiter gebe es Konstanten 31 > (2 mit 2 < 0, so dafl es die folgende Spektralzerlegung
von o(A) gibt:

c1(d)={ €0

(A) [ RN > 61},
UQ(A):{)\GU( )‘%(

)
A A) < B2} =o(A)\ ai(A).

Dann gibt es auch eine Spektralzerlegung fiir L mit as = e > 0 und oy = e > 1
und eine zugehorige invariante Zerlegung von F. Es ldt sich dann zeigen, dafl fiir eine
hinreichend kleine Lipschitz-Konstante Lip(f) und geeignetes « die Lipschitz-Konstante
von R hinreichend klein wird, so daf} eine invariante Mannigfaltigkeit existiert und eine
invariante Blatterung des Banachraums {iber diese Mannigfaltigkeit.

In diesem Kapitel wurde dargelegt, unter welchen Bedingungen invariante Mannigfaltigkei-
ten zu einer (kontinuierlichen oder diskreten) Halbgruppe in einem Banachraum existieren.
Im Folgenden sollen diese Mannigfaltigkeiten in Zusammenhang mit der globalen Dyna-
mik einer partiellen Differentialgleichung gebracht werden. Dazu bieten sich globale At-
traktoren an, die alle beschrankten Mengen unter Wirkung der Halbgruppe anziehen. Die
globale Dynamik der partiellen Differentialgleichung ist bekannt, sobald das Verhalten der
Losungen eingeschrankt auf den Attraktor bekannt ist. Die instabilen Mannigfaltigkeiten
sind immer im globalen Attraktor enthalten. Es wird im folgenden Kapitel also zunéchst
untersucht, inwieweit sich Bléatterungen auf dem Attraktor beschreiben lassen.






Kapitel 3

Globale Attraktoren

Ein physikalisches System, in dem Energie beispielsweise durch Wéarme verloren geht,
nennt man dissipativ. Ebenso wird die zugehorige Losungshalbgruppe {S(t)},~, der par-
tiellen Differentialgleichung, die ein solches System beschreibt, als dissipativ bezeichnet.
Auf diese Systeme beschriankt sich das folgende Kapitel. Dissipative Systeme besitzen eine
absorbierende Menge, d.h. eine beschrinkte Menge, die Losungen zu allen Anfangswerten
unter Wirkung der Losungshalbgruppe anzieht. Aus der Existenz einer solchen absorbie-
renden Menge allein folgt aber noch nicht die Existenz eines globalen Attraktors: Dazu
muf} zusétzlich verlangt werden, dafl die positiven Halborbits beschrankter Mengen relativ
kompakt sind. Diese Voraussetzung ist beispielsweise erfiillt, falls fiir ¢ > to > 0 alle S(t)
kompakt sind. Ein globaler Attraktor ist eine kompakte, invariante Menge, meist endlicher
fraktaler Dimension, von der alle Orbits angezogen werden. Alle Gleichgewichtspunkte und
instabilen Mannigfaltigkeiten liegen vollstdndig in diesem Attraktor. Besitzt die partielle
Differentialgleichung dariiber hinaus eine Lyapunov-Funktion, so 148t sich zeigen, daf} der
Attraktor gerade aus der Vereinigung aller instabilen Mannigfaltigkeiten besteht.

Da alle Orbits nach einer bestimmten Zeit in eine Umgebung des Attraktors eintreten
und sie nicht mehr verlassen, 148t sich die Dynamik der partiellen Differentialgleichung
anndhernd durch die Dynamik auf dem Attraktor beschreiben. Bisher existieren relativ
gute Dimensionsabschitzungen fiir den Attraktor, die angeben, wieviele Freiheitsgrade die
Gleichung besitzt (vgl. [Bab06]); wie die Geometrie des Attraktors aussieht ist weniger be-
kannt.

Besteht die Moglichkeit mit Hilfe der invarianten Mannigfaltigkeiten und Blatterungen die
Geometrie des Attraktors besser beschreiben zu kénnen?

Zunéchst einmal die grundlegenden Definitionen und Sétze zu globalen Attraktoren von
partiellen Differentialgleichungen, die auch fiir das folgende Kapitel notwendig sind. Da-
nach beschriankt sich die Untersuchung auf die Attraktoren von Gradientensystemen, de-
ren Struktur sich bereits relativ gut beschreiben 14f3t. Als Beispiel wird die Reaktions-
Diffusions-Gleichung allgemein und speziell die Chaffee-Infante-Gleichung ausfiihrlicher
behandelt. Dieses Beispiel fithrt auf die Klasse der Morse-Smale-Systeme, fiir die sich
lokal Blatterungen im Attraktor definieren lassen.
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3.1 Existenz von globalen Attraktoren

Auf dem Banachraum E wird im Folgenden der Halbabstand dgp verwendet; dabei sei d
der von der Norm induzierte Abstand auf E:

dg(xz,A) .= inf d(z,a), xz€ E,ACE,

acA
dg(A, B) := sup inf d(a,b) = supdg(a,B), A,BCE.
acAbEB acA

Mit diesem Halbabstand lassen sich auch e-Umgebungen von Mengen definieren. Durch
die Halbgruppe {S(t)},~, sei ein dynamisches System auf E definiert. Es wird keine
Riickwiirtseindeutigkeit vorausgesetzt, d.h. es kann mehrere Orbits u, : R_ — E mit
Anfangswert z geben, die zu einer Zeit —t dann verschiedene Punkte durchqueren.

Zur Halbgruppe {S(t)},~ 148t sich die w-Limesmenge zu einer Teilmenge X C E wie folgt

definieren: .
wX) = Uswx .

s>0t>s

Die w-Limesmenge w(X) ist die Menge aller Punkte u, zu denen eine Folge (¢,) existiert
mit ¢, — 0o, so dafl S(t,)r — u fir ein x € X gilt. Es ist eine positiv invariante Menge.
Ist die Limesmenge w(X) nichtleer, kompakt und zieht sie X an, d.h. gilt

dp(S(t)X,w(X)) =0 0,

dann ist w(X) invariant und zusammenhéngend. Ebenso ld8t sich die a-Limesmenge de-
finieren, falls sie existiert:

a(X) = S(—t)*lXE.

s<0t<s

Der globale Attraktor wird als w-Limesmenge einer geeigneten Teilmenge von E konstru-
iert. Deshalb stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen die w-Limesmenge w(X)
zu einer Teilmenge X C FE nichtleer, kompakt und anziehend ist.

Im R™ ist dies immer dann der Fall, wenn der positive Halborbit v (X) = [J,>, S(6)X
fiir ein 7 > 0 beschriinkt ist. In unendlichdimensionalen Banachriumen muf} die stirkere
Voraussetzung gemacht werden, dafl v;"(X) relativ kompakt ist. Damit diese Vorausset-
zung erfiillt wird, werden von der Halbgruppe zusétzliche Eigenschaften verlangt, wie z.B.
gleichmifliige Kompaktheit oder asymptotische Glattheit. Diese werden im folgenden defi-
niert.

Definition 3.1.[Tem88, S.23] Eine Halbgruppe {S(¢)} heiit gleichmiBig kompakt,
falls zu jeder beschrankten Menge B ein 7 = 7(B) > 0 existiert, so dafl

B = |JsHB c E
t>T1
relativ kompakt in F ist.

Satz 3.2. [Tem88, S.24] Ist S(t) stetig fiir t > 0 und die Halbgruppe {S(t)} gleichmdfSig
kompakt, dann ist w(B) fiir jede nichtleere beschrinkte Menge B C E nichtleer, kompakt
und invariant.



Beweis:Da B nichtleer ist, ist auch |J,~,S(t)B fiir jedes s > 0 nichtleer. Da {S(t)}
gleichméfig kompakt ist, ist -

UstBcE

t>s
fir alle s > 7 eine kompakte, nichtleere Menge, die mit wachsendem s kleiner wird. Der
Schnitt einer abnehmenden Folge kompakter, nichtleerer Mengen ist ebenfalls nichtleer
und kompakt, also gilt dies fiir w(B). Es folgt direkt aus der Definition von w(B), dal
die Menge invariant unter S(t) fir ¢ > 0 ist: Sei vg € S(t)w(B), t > 0, dann existiert
upg € w(B), so daB vg = S(t)ug. Es gibt also eine Folge (¢,) mit ¢, — oo und eine Folge
(un) C B, so daf gilt

S(tn)un — up.
Also folgt S(¢)S(tn)un = S(t +t,) — S(t)ug = vo.

Damit ist vy € w(B).
Umgekehrt sei ug € w(B). Dann existieren wieder Folgen (¢,) und (u,) wie oben. Die
Menge {S(tn —t)un}; -, ist relativ kompakt in E, also existiert eine Teilfolge t,, — oo
und vg € E, so dal

S(tn, —t)un, — vo € E, t,, — oc0.

Es folgt aus der Definition der w-Limesmenge, dal vy € w(B).
Damit folgt
S(t)S(tn;, — t)un, = S(tn,)tn, — S(t)vo = up.

Also ist ug € S(t)w(B). O

Definition 3.3. [Rau02, S.896] Eine Halbgruppe {S(¢)} heiit asymptotisch glatt, falls
zu allen beschriankten, abgeschlossenen und positiv invarianten Mengen B C E eine kom-
pakte Menge J (B) existiert, so dal J die Menge B anzieht.

Ist S(t) fur t > tp > 0 kompakt, dann ist {S(¢)} asymptotisch glatt. Die Eigenschaften
yasymptotisch glatt® und ,asymptotisch kompakt“ sind dquivalent. Der Begriff der asym-
ptotisch kompakten Halbgruppe wird u.a. bei [Bab06] verwendet. Es gilt ein analoger Satz
wie der Satz 3.2 fiir gleichméfig kompakte Halbgruppen.

Satz 3.4. [Rau02, 5.897] Ist {S(t)} asymptotisch glatt auf E und X eine nichtleere Teil-
menge von E, so daff v} (X) fir ein T > 0 beschrinkt ist, dann ist w(X) nichtleer, kompakt,
tmvariant und zieht X an.

Definition 3.5. [Bab06, S.990]
e Eine Teilmenge A C X heifit Attraktor zu {S(t)},5, falls

1. A invariant ist: S(¢)A = A fiir t > 0,
2. es eine Umgebung U von A gibt, so dafl fiir alle ug € U gilt:

dg(S(t)up, A) — 0 fiir t — oo.

e Eine Teilmenge A4 C X heifit ein globaler Attraktor, falls A ein kompakter At-
traktor ist, der alle beschrankten Mengen B von X anzieht, d.h.

dp (S(t)B, A) — 0 fiir t — oo.



Bemerkung 3.6. Ein globaler Attraktor ist maximal unter allen invarianten, beschrénkten
Mengen und minimal unter den Mengen, die alle beschrinkten Mengen in E anziehen. Da-
mit ist der globale Attraktor A eindeutig bestimmt. Ein kompakter globaler Attraktor A
ist auch immer zusammenhéngend.

Definition 3.7.[Rau02, S.902] Eine Halbgruppe {S(¢)} heifit punktdissipativ auf E,
falls eine beschrinkte Menge By C FE existiert, die jeden Punkt von E anzieht. Sie heif3t
beschrankt dissipativ auf FE, falls sie jede beschriankte Menge von E anzieht.

Bemerkung 3.8. Die beschrinkte Menge By nennt man dann auch eine absorbierende
Menge. Besitzt die Halbgruppe {S(¢)} einen globalen Attraktor, so ist die Halbgruppe
beschrankt dissipativ. Als absorbierende Menge 148t sich eine Umgebung des Attraktors
wéhlen.

Satz 3.9. [Rau02, S.904] Die Halbgruppe {S(t)},~, besitzt einen kompakten, globalen At-
traktor A < -

1. {S(t)} ist asymptotisch glatt.
2. {S(t)} ist punkt dissipativ.

3. Fir alle beschrinkten Mengen B C E ezistiert ein 7 > 0, so daf v (B) beschrinkt
st und gilt:
A= U {w(B) | B C E beschrinkt } .

A ist zusammenhdngend.

Beweis: Fiir den Beweis des Satzes 3.9 sei zunéchst das folgende Hilfslemma bewiesen:

Hilfslemma 3.10. [Rau02, S.904] Sei {S(¢) } punkt dissipativ auf £ und zu jeder beschrénkten
Menge B existiere 7 > 0, so dal v} (B) := U, S(t)B beschrénkt ist. Dann gibt es eine
beschriinkte Menge B1, so dal zu jeder kompakten Menge K C F ein € = ¢(K) > 0 und
eine Zeit t; = t1(K) > 0 existieren, so daf

S(t) (Up(K,€)) C By ¥t > t1(K).

Beweis (Hilfslemma 3.10): Die Halbgruppe {S(t)} ist punkt dissipativ, also existiert eine
offene, beschriankte Menge By, so dafi fiir jedes « € E ein Zeitpunkt to(z) > 0 existiert, so
daf3

S(t)r C By, t>to(x).

S(to) ist stetig, also findet man € > 0, so daf§
S(to) (Ug(x,€)) C Bo,

Da By beschrinkt ist, gibt es nach Voraussetzung ein 7, so daf§ ;" (By) beschrénkt ist. Fiir
alle s > 7 gilt damit:
S(s +to) (Ug(x,€)) C ~7 (Bo) = Bi.

Sei K eine beliebige kompakte Menge. Dann gibt es eine Uberdeckung von K aus end-
lich vielen Umgebungen Ug(z;,¢€;),1 < i < k, mit z; € K. Es gibt ein ¢(K), so dafl
K C Up(K,e(K)) ¢ U, Ug(ai, €). Setze t1(K) := maxj<j<i(T + to(z;)), und damit
gilt:

S(t) (Ug(K,e(K))) C By, YVt > t;.



Weiter im Beweis des Satzes 3.9: Die Hinrichtung ist klar. Fiir die Riickrichtung sei B
die im Hilfslemma 3.10 konstruierte beschrinkte Menge. Setze A := w(B;). Damit ist A
nichtleer, kompakt, invariant und zieht B; an. Insbesondere ist jede w-Limesmenge w(B)
einer beschrinkten Menge B wegen Voraussetzung (3) des Satzes 3.9 nichtleer, kompakt
und zieht B an. Setze K := w(B). Zu der kompakten Menge K existiert dann mit dem
Hilfslemma 3.10 ein hinreichend kleines ¢(K) > 0. W&hle € > 0, so dal 0 < € < ¢(K). Da
K als w-Limesmenge die Menge B anzieht, gibt es ein g > 0, so daf} gilt

S(t)B C Ug(K,e) fiir t > to.
Also folgt fiir ¢ > 0:
St)S(t1(K) +to)B € S(t)S (t1(K))Ug(K,e) C S(t)B;.

Da A als w-Limesmenge die Menge B anzieht, zieht es also auch die Menge B an. Also han-
delt es sich bei A um einen globalen Attraktor. Der Attraktor A enthilt jede beschriinkte,
invariante Teilmenge von E und so insbesondere w-Limesmenge fiir jede beschrinkte Men-
ge B. Also folgt

A=J{w(®B) |BCcE}.
O

Satz 3.11. [Tem88, S.23] Sei {S(t)} eine fir t > 0 stetige und gleichmdfig kompakte
Halbgruppe. Weiter sei {S(t)} beschrinkt dissipativ, d.h. es existiert eine absorbierende
Menge B. Dann ist w(B) =: A ein kompakter globaler Attraktor.

Beweis: Da {S(t)} gleichméBig kompakt ist, gilt Satz 3.2: Also ist w(B) nichtleer, kompakt
und invariant. Es bleibt zu zeigen, dal A := w(B) ein globaler Attraktor ist, der alle
beschrankten Mengen anzieht. Hierzu nehme an, es existiere eine beschrinkte Menge By
und ein ¢ > 0 und eine Folge t,, — 00, so daf gilt

dp(S(tn)Bo, A) > § >0 fir alle n € N.
Zu jedem n € N gibt es ein b, € By, so daf gilt

1)
de(S(tn)bn, A) > 3 > 0, fiir alle n € N.

Da B absorbierend ist, existiert ein t1(Bp) > 0 und damit ein ng > 0, so dafl t,, > t1, so
daB S(tn)b, C B fiir alle t,, > t,, > t1(By). Wegen der gleichméBigen Kompaktheit ist die
Menge {S(tn)bn},>,, relativ kompakt und besitzt zumindest einen Haufungspunkt 3:

B = lim S(ty,)bn, = lm S(tn, —t1)S(t1)by,.
Da S(t1)bn, € B, so gilt 8 € A. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Besitzt eine Halbgruppe einen globalen Attraktor, sind alle instabilen Mannigfaltigkeiten
an die Fixpunkte in ihm enthalten.

Satz 3.12. [Tem88, S.399] Sei S(t) wie im Satz 2.6. Weiter besitze {S(t)} einen globalen
Attraktor A, und z € A sei ein hyperbolischer Fixpunkt. Dann gilt

AD M (z) D Wi(z),

und fiir hinreichend kleines € > 0 ist W¢(z) eine Ch-Mannigfaltigkeit der Dimension
dim W (z) = dim E,(z). Die Mannigfaltigkeit W$(z) ist fir hinreichend kleines € > 0
kompakt.



Satz 3.13. [Tem88, S.403] Sei {S(t)} eine auf Ry x E stetige Halbgruppe, sei z ein hyper-
bolischer Fixpunkt und dS(t) erfille auf einer Umgebung O von z die Holder-Bedingung 2.1.
Es gelte:

o S(t sei eine Bijektion firt > 0.

)‘M+(Z)
o (S(t))7" sei stetig auf M (2).
o dS(t)ug sei fiir ug € My (z) injektiv.

Dann ist M (z) eine endlichdimensionale C'-immergierte Mannigfaltigkeit von E der
Dimension dim My (z) = dim E4(2).

Beweis: Die Zeit-1-Abbildung S(1) ist nach Voraussetzung stetig differenzierbar in uy € E.
Weiter ist nach Satz 2.1 die lokale instabile Mannigfaltigkeit W (z) fiir hinreichend kleines
€ > 0 eine C'-Mannigfaltigkeit. Weiter gilt nach Satz 2.6, da$ gilt

M, (2) = | S5 (2).
k=0

Nach den Voraussetzungen des Satzes sind S(1) und dS(1)uy fiir alle ug € M4 (z) injektiv.
Dann gilt mit dem Satz 2.8, dafl M (z) eine injektiv immergierte C'-Mannigfaltigkeit der
Dimension dim M, (z) = dim W¢ (z) = dim E_ () ist, die positiv invariant ist. O

Bemerkung 3.14. Analog kann man mit dem Satz 2.8 gezeigt werden, dafl die stabile
Menge

M_(z) = | SHOE(2))
k=0

eine injektiv immergierte C'-Mannigfaltigkeit ist, falls S injektiv ist und das Bild von
dS(y) fir jedes y € M_(z) dicht ist. Es gilt dann codim M_(z) = codim E_(z).

Auch die instabilen Mengen von kompakten, invarianten Mengen sind im globalen At-
traktor enthalten. Definiere dazu die instabile Menge von einer S(t)-invarianten X C E
als

My(X)={ueFE|uec{ul®)}er : de(u(t),X) —¢.—o0}.

Die instabile Menge einer invarianten Menge X ist ebenfalls invariant unter S(¢) fiir ¢ > 0.
Es gilt dann folgender Satz:

Satz 3.15. [Tems8, S.400] Sei {S(t)},>¢ eine Halbgruppe in einem Banachraum E, die auf
R, x E stetig ist und einen globalen Attraktor A besitzt. Sei X eine kompakte, invariante
Menge von S(t). Dann gilt

M (X) C Aund fir X =A

Beweis: Sei w € My (X) und bezeichne O := {u(t)},.p den vollstandigen Orbit, der u
enthélt. Sei u = u(0). Der Orbit O ist beschrénkt, denn fiir £ — —oo ndhert er sich X an,
also gilt d(u(t),X) — 0. Fiir ¢ — oo muB der Orbit O sich als beschrinkte Menge dem
globalen Attraktor nidhern, also gilt d(u(t),.A) — 0. Da die Halbgruppe stetig ist, ist die



Menge {u(t) | [t| < T} fiir jedes T' > 0 beschréinkt. Der globale Attraktor zieht aber alle
beschrinkten Mengen an, also gilt

d(S(t)0,A) -0 t— oc.

Da der Orbit invariant ist, folgt
d(0,A) =0.

Also ist O C A und damit folgt die erste Aussage M (X) C A.

Fiir die zweite Aussage bleibt A C M, (A) zu zeigen: Sei u € A, dann gehort u zu einem
vollstédndigen Orbit O mit v = u(0) als Anfangswert. Fiir positive Zeiten ist dieser Orbit
eindeutig bestimmt, fiir negative Zeiten ist dies nur der Fall, falls S(¢) injektiv ist. Es gilt
aber d(u(t), A) = 0 fiir alle ¢ < 0, denn der Orbit ist in A enthalten. Damit ist aber gerade
die Definition der instabilen Menge fiir u erfiillt, also u € M (A). O

3.2 Attraktoren von Gradientensystemen

Die Attraktoren von Gradientensystemen, d.h. von Systemen mit einem Lyapunov-Funktional,
lassen sich als Vereinigung globaler instabiler Mannigfaltigkeiten schreiben. Durch die ma-
ximale Dimension dieser instabilen Mannigfaltigkeiten 148t sich die Hausdorff-Dimension
des globalen Attraktors von unten abschétzen.

Definition 3.16. [Tem88, S.401] Ein stetiges Funktional ® : E — R heifit Lyapunov-
Funktional, falls gilt

O (S(thu) < P(u) ViteRL, VueE.
Es heifit striktes Lyapunov-Funktional, falls gilt:
O(S(t)u) = ®(u) Vt € Ry = wu ist Gleichgewichtspunkt.

Die Menge der Gleichgewichtspunkte £ := {z € X | S(t)z = 2Vt > 0} ist invariant und
abgeschlossen.

Fiir die Theorie der Gradientensysteme ist der folgende Satz von LaSalle wichtig:

Satz 3.17 (Invarianzprinzip von LaSalle). [Rau02, S.937] Sei {S(t)} ein Gradientensystem
auf E mit einem Lyapunov-Funktional ®.

1. Ist z € E ein Punkt, so daf v (2) relativ kompakt in X ist, dann gilt: Der Grenzwert
I = limy_oo ®(S(t)2) existiert und ®(v) =1 fir jedes | € w(z), und die Limesmen-
ge w(z) ist in der Menge der Gleichgewichtspunkte £ enthalten; insbesondere gilt
dadurch: dg(S(t)z,€) —t—00 0.

2. Sei u, ein negativer Halborbit durch z € E. Ist u,(R_) relativ kompakt, dann ist
die Menge o, (z) nichtleer, kompakt, invariant und besteht nur aus Gleichgewichts-
punkten: ay,_(z) C € und dg(u,(—t), o, (2)) —t—o0o 0. Weiter ist die a-Limesmenge
zusammenhdngend.



Bemerkung 3.18. Ist die Menge der Gleichgewichtspunkte £ diskret, dann folgt aus dem
Satz 3.17, daf3 jeder Punkt z gegen einen Gleichgewichtspunkt konvergiert, falls der positive
Halborbit von z relativ kompakt ist. Der Orbit durch z ist also konvergent. Fiir gleichméfig
kompakte Halbgruppen mit einem Lyapunov-Funktional sind die Voraussetzungen von (1)
also immer erfiillt.

Es gilt dann der folgende Satz iiber globale Attraktoren von Gradientensystemen.

Satz 3.19. [Tem88, S.401] Sei {S(t)} eine auf Ry x E stetige Halbgruppe, die ein Lyapunov-
Funktional F besitzt, das auf F C E definiert und stetig ist, und einen globalen Attraktor
A C F. Dann ist

A= M, (E).

Ist £ diskret und beschrdnkt, so ist £ endlich und

A= U M. (z).

ze€

Bemerkung 3.20. Entscheidend und restriktiv ist die Voraussetzung eines auf F C F
stetigen, globalen Funktionals. Es gibt Félle, in denen eine Halbgruppe zwar ein globales
Lyapunov-Funktional besitzt, aber dieses nicht auf dem Definitionsgebiet der Halbgruppe
stetig ist. Ebenso ist wichtig, dafl es relativ kompakte positive (bzw. negative) Halborbits
v+ (2) in E gibt, so dal dann unter Anwendung des Invarianz-Prinzips von LaSalle 3.17 der
Grenzwert lim;_.o ®(5(¢)z) existiert und w(z) C & gefolgert werden kann (bzw. a(z) C £).

Beweis: Zeige zunichst M, (£) C A. Es gilt natiirlich £ C A, da alle Fixpunkte im Attrak-
tor liegen. & ist als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge kompakt. Es folgt
nun mit Satz 3.15, dal die instabile Menge M, (€) im Attraktor enthalten ist.

Zeige nun A C M, (€). Sei ug € A. Dann gehort ug gehort zu einem vollstdndigen Orbit
{u(t)} € A. Da S(t)up in t und wg stetig ist, ist die Menge

Y= m {u(t)7 t< S}

s<0

nichtleer, kompakt, zusammenhingend und invariant: Es gilt v C a(ug). Die Mengen
{u(t), t < s} sind abgeschlossene Teilmengen von A und damit kompakt. Sie bilden fiir
s < 0 eine absteigende Folge von kompakten Mengen, und damit ist v kompakt und nicht-
leer. Die einzelnen Mengen sind wegen der Stetigkeit der Halbgruppe zusammenhéngend,
und damit ist es auch der Schnitt. Die Invarianz ist aufgrund der Definition klar.

Das Lyapunov-Funktional F' ist konstant auf 7, denn es gilt

Fly = lim F(u(t)) =sup F(u(t)).
t——00 teR
Das Funktional F' ist entlang der Orbits monoton fallend und als stetige Funktion auf
dem kompakten Attraktor nach oben beschrinkt. Also existiert der obige Grenzwert
lim¢ oo F'(u(t)). Jeder Punkt u; € + ist so der Grenzwert einer Folge u(t,,) mit ¢,, — —oo,
und somit folgt F|, = lim—, oo F'(u(t)).
Aus der Invarianz S(t)y = v fiir ¢ > 0 und aus F(S(t)u1) = F(u1) = limy—,_ oo F'(u(t)) fiir
alle u; € ~ folgt, dafl u; ein Fixpunkt ist, da das Lyapunov-Funktional F strikt ist. Damit
besteht v nur aus Fixpunkten, also gilt: v C &£. Es folgt ug € M, () und also A C M (E).



Ist € diskret, dann folgt aus der Stetigkeit des Lyapunov-Funktionals, dafl v nur aus einem
Fixpunkt z bestehen kann und u(t) — z fiir ¢ — —oo. Damit ist up € M4 (z). Es folgt
A C U ee Mi(2).

Es 148t sich analog wie oben zeigen, dafl die w-Limesmenge w(up) ebenfalls nur aus einem
einzigen Fixpunkt 2’ bestehen kann. Der Punkt ug liegt in M, (z) und damit auch wegen
der Invarianz das gesamte positive Halborbit {u(t)},s, in der instabilen Mannigfaltaig-
keit. Also besteht der Attraktor gerade aus Fixpunkten und sie verbindende heteroklinen
Orbits. O

Die instabilen und stabilen Mannigfaltigkeiten von Gradientensystemen sind immer einge-
bettete Untermannigfaltigkeiten, sofern sie global existieren. Dies zeigt der folgende Satz
von Henry:

Satz 3.21. [Hen81, S.156] Sei S : U C E — E eine injektive C"-Abbildung auf einen
Banachraum E. An einen hyperbolischen Fizpunkt z € U gebe es eine instabile und eine
stabile Mannigfaltigkeit W}t (2) und W} (z), die sich zu C"-immergierten Mannigfaltig-
keiten W*(z) und W#(z) nach Satz 2.8 fortsetzen lassen. Es existiere weiter ein striktes,
stetiges Lyapunovfunktional ® : U — R. Dann sind die Mannigfaltigkeiten W*(z) und
WU (z) eingebettete Untermannigfaltigkeiten in U, die sich nur in z schneiden.

Besitzt eine Halbgruppe ein globales Lyapunov-Funktional, ist ihre Fixpunktmenge £ end-
lich und jeder Fixpunkt hyperbolisch, dann nennt man den dazugehorigen Attraktor re-
guldr. Ein regulérer Attraktor 148t sich noch genauer mit Hilfe der instabilen Mannigfal-
tigkeiten an die Fixpunkte beschreiben. Er ist die disjunkte Vereinigung der instabilen
Mannigfaltigkeiten an die Fixpunkte. Diese sind stetig differenzierbare Mannigfaltigkeiten
endlicher Dimension. Die Hausdorff-Dimension des Attraktors ist dann gleich der maxi-
malen Dimension der instabilen Mannigfaltigkeiten. Zur Veranschaulichung der Struktur
reguldrer Attraktoren diskutiere ich im Folgenden ausfiihrlicher den Fall der Reaktions-
Diffusions-Gleichung.

3.2.1 Die Reaktions-Diffusions-Gleichung

Die Reaktions-Diffusions-Gleichung ist ein Beispiel fiir ein Gradientensystem, an dem sich
- insbesondere im Eindimensionalen - die Struktur des Attraktors gut beschreiben l&fit.
Die Darstellung folgt grotenteils [Rau02, S.948 ff.]. Sei

?;; = Au(z,t) + f(u(z,t)) + g(z), t>0, z€QCR",

u(z,t) =0, x €09,
u(z,0) = up(z),

wobei f : R — R eine lokal Lipschitz-stetige Funktion sei und g € L?(Q2) =: E. Es sei
A:=—A, dann ist E* = D(A%) = H}(Q). Es gelte fiir die Funktion f die Abschitzung

If(y1) = fy2)] < Co(L+ |y |™ + |w2]®) [y1 — w2],  y1,42 €R, Co,a > 0; (n—2)a < 2.

Die Abbildung u € E* — f(u) ist damit Lipschitz-stetig auf beschrinkten Mengen. Be-
trachte nun die Gleichung

du
i —Au(t) + f(u(t)) +g, t>0,

u(0) = up. (3.1)



Da A ein positiv definiter, selbstadjungierter und damit sektorieller Operator ist und f
Lipschitz-stetig auf £ ist, existiert eine eindeutige Losung zu jedem Anfangswert ug € E.
Man setze weiter voraus, dafl

v 1
yf(y) < O+ py®, F(y) = /0 f(s)ds < Ca + 5#3/2, yeR

gilt, wobei p < A1 gewihlt sei; dabei ist A1 der kleinste Eigenwert von A. Damit sind alle
Losungen gleichméflig beschriankt.
Das Lyapunov-Funktional lautet

B(u) = /Q (; Auf — F(u) — g(x)u(w)) da.

Dieses ist sogar ein striktes Lyapunov-Funktional. Mit Hilfe von ® 148t sich zeigen, dafl
die Losungen global existieren und Orbits von beschrinkten Mengen beschriankt sind.
Damit ist die Losungshalbgruppe {S(t)},~, auf ganz E* definiert und injektiv. Da A eine
kompakte Resolvente besitzt und die Bilder von beschrinkten Mengen unter f beschrankt
sind, gilt mit dem Satz 1.63, dafl jeder positive Halborbit in einer kompakten Menge in
E“ enthalten ist. Damit ist S(¢) fiir ¢ > 0 kompakt und die Voraussetzungen des Satzes
3.11 fiir die Existenz eines globalen Attraktors sind erfiillt.

Die Menge der Gleichgewichtspunkte

Sz{ueHol(Q)‘Au—i-f(u)—i-g:O}

ist in Hg(Q) beschrinkt.
Damit gilt weiter mit dem Satz 3.19, daf der globale Attraktor in H3(Q2) = E® folgende
Gestalt hat:

Erfiillt die Nichtlinearitat f hohere Differenzierbarkeitsvorausstzungen, dann 148t sich zei-
gen, dafl die Gleichgewichtspunkte z € & fiir g € L?(Q2) generischerweise hyperbolisch sind.
Sind alle Gleichgewichtspunkte hyperbolisch, gilt

A= M. (2).

ze€

Die Dimension des Attraktors ist dann gerade die maximale Dimension der instabilen
Mannigfaltigkeiten:

dimy A = max dim M, (2).
2€€

Die invarianten Mannigfaltigkeiten M, (z) und M_(z) sind C!-eingebettete Untermannig-
faltigkeiten der Dimension bzw. Kodimension gleich der Anzahl der negativen Eigenwerte
des Operators A — d, f(z). Fiir Q C R schneiden sich die stabilen und instabilen Man-
nigfaltigkeiten immer transversal, und jedes Orbit S(¢)ug ist konvergent fiir ¢ — oo. Im
Hoherdimensionalen ist im Allgemeinen nicht bekannt, wann sich die stabilen und insta-
bilen Mannigfaltigkeiten transversal schneiden. An folgendem Beispiel einer eindimensio-
nalen Reaktions-Diffusions-Gleichung 1d3t sich die Struktur des Attraktors noch genauer
mit Hilfe der invarianten Mannigfaltigkeiten beschreiben.



Beispiel 3.22. [Hen81, S.118ff.],[Bab06, S.1017] Das Chaffee-Infante-Problem lautet

ou  0%u
- = — — >
T a$2+)\(u av®), a >0, A\ >0,

u(0,t) = u(m,t) =0,
u(z,0) = up(x).

Sei E = L?(0,7), Ag(z) = —JJ—;QS(:B) fiir glattes ¢ mit ¢(0) = ¢(7) = 0. Der Operator A
148t sich zu einem positiv definiten, selbstadjungierten Operator auf E fortsetzen:

(16.0) == [ &'
:/ ¢ (x)*dx > 0, fiir ¢ € H(0,7), und
0

(Ao, ¥)) = (A, ¢), fiir ¢, € Hy(0, ).

Dann gilt fiir den Definitionsbereich D(A) = Hg(0,7) N H?(0,7) und D(A%) = H}(0, ).
Der Operator A besitzt eine kompakte Resolvente, und sein Spektrum o(A) besteht aus
den einfachen Eigenwerten n? mit n € N. Die Funktion f(u) = u — au?® ist Lipschitz-stetig
in B = B2, denn fiir |6, < pund [[¢]l, < peilt £(8) = F)ll, < L(p) | — V|, wobei
L eine stetige Funktion ist. Die Chaffee-Infante-Gleichung definiert also ein dynamisches
System {S(t)},~, auf E%, und mit der Gleichung 2.2 folgt sogar die Injektivitét von S(t)
fiir ¢ > 0. -

Fiir jedes A ist die triviale Losung 0 eine Gleichgewichtslésung. Die Linearisierung in einer
Umgebung des Nullpunkts lautet:

o _ vy
ot o2
Das Spektrum von o(A — AI) {n —A:neN } ergibt, daBl ¥ = 0 nur dann ein asym-

ptotisch stabiles Glelchgew1cht in £* 1st falls A < 1, denn dann sind alle Eigenwerte
strikt positiv. Ansonsten ist u = 0 instabil. Fiir n? < A < (n 4 1)? gibt es dann genau n
Eigenwerte, die negativ sind.

Das System besitzt folgendes Lyapunov-Funktional:

™ (1 u(x)
V(u) = / <2u’(:c)2 - )\/ f(v)dv) dx, u € Hy(0,7) = E°.
0 0
Ist u eine Lésung, dann gilt mit partieller Integration
= / OpuOpru — A f (w)Oyudz,
0

_ —/W (Duatt + A f(u)) Dyuda,

/ Opu’dx

= — 0wl < 0.

Das Lyapunov-Funktional ist also sogar strikt, denn V(t) = 0 genau dann, wenn J,u = 0
ist, also wenn u(t) eine Gleichgewichtslosung ist. Das Funktional V' féllt also monoton
entlang der Orbits:

V(u(0)) = V (u(t))-



Weiter ist V' nach unten beschréinkt, denn zu jedem e existiert eine Konstante C¢, so dafl
uf(u) < eu? + C..

Damit laBt sich dann V' wie folgt fiir 0 < € < 4 und mit [ ¢/(z)? > [ ¢(2)? nach unten
abschétzen:

V(p) > /OW <;¢’(x)2 — A/OW e¢(z)2> dx — wAC,, mit

> (; - 6A> /Oﬁ ¢'(z)*dz — TAC.

1
> 11813 — mAC.
2
Also ist ein Orbit nach oben beschrankt fiir ¢ > 0

lu(®)IIF < 4(mACe + V(u(0))).

und damit existiert die Losung fiir alle Zeiten in H}(0,7) und ist beschriinkt und sogar
prikompakt nach dem Satz 1.63. Damit ist S(¢) fiir ¢ > 0 kompakt, also auch gleichméfig
kompakt. Es 148t sich dann der Satz 3.2 anwenden: Die w-Limesmenge zu jeder Anfangs-
bedingung (0) ist nichtleer, kompakt und zusammenhingend. Sie ist nach dem Satz 3.17

in der Menge aller Gleichgewichtspunkte £ = {gb } V(g) = 0} enthalten.

V(g)=0 <«  ¢"(x)+Af(o(x) =0, $(0) = ¢(m) =0.

Die Gleichgewichtslosungen sind also gerade diejenigen Losungen ¢(x), fiir die das Lyapunov-

Funktional konstant ist:
1

()
§¢/(x)2 - )\/0 flw)dv = ec.

Mit der Bezeichnung F(¢) := f0¢ f(v)dv kann man die Gleichung wie folgt nach ¢'(x)

auflosen:
¢'(x) = £/2(c — AF(0)).

Es gibt genau dann eine Losung ¢ mit ¢/(0) = £v/2¢, falls es ein n € N gibt, so daB
7 = n(l+(c) +1-(c)) + d gilt, wobei d = 0, d = l4(c) oder d = [_(c) ist. Denn ¢ ist
auf dem Intervall von [0, 7] definiert, und es gilt ¢(0) = 0 = ¢(7). Bezeichne also [4(c)
den Intervall, den ¢ benétigt, um von 0 bis zu m4 (¢) die Kurve zu durchlaufen, so daf§
F(my(c) = ¢(l4+(c))) = £ gilt. Verfahre analog mit /_(c). Dann muf} es eine ganze Anzahl
dieser Umldufe des Nullpunkts geben, damit ¢ bei = wieder auf ¢(7) = 0 ankommt. Die
Lénge dieses Intervalls 148t sich durch Losen der obigen Differentialgleichung mit Trennung
der Variablen berechnen:

dx =14(c).

/m+(c) do _/l+()
o V20=AF(9) Jo

Das Integral 148t sich mit dem Arkus-Sinus ausrechnen:

e (@ﬁwﬂ(x) - 1>) .

l4(¢) = —————=arcsin

(4c — NV



Aus diesen Uberlegungen folgt, daB es zu jedem n? < A < (n41)? genau 2n 4 1 Gleichge-
wichtslosungen gibt, ndmlich ¢¢9 = 0 und gbf mit k =1,...,n. Jedes dieser gbf hat genau
(k — 1) Nullstellen auf dem Intervall (0,7), und die Ableitung im Nullpunkt ist positiv
4 $F(0) > 0 bzw. negativ L ¢, (0) < 0.

Die Losungen gbf sind stabil fiir A > 1 und schneiden die z-Achse kein einziges Mal,
deshalb ist qﬁf > (. Definiere fiir ¢ := d)T die folgende Funktion:

2(z) == —(Ag'(0))7'¢" () = (¢/(0)) " f(¢()).

Dann ist z(z) > 0 fiir 0 < z < 7 und 2(0) = 0, 2(7) =0 und 2/(0) = 1. Fiir 0 < z < 7 gilt
wegen [ (¢) = —6¢ < 0:

_ ["(6(@) (¢ (2))?
¢'(0)

Die am Gleichgewichtspunkt ¢ linearisierte Gleichung lautet

" (z) + M (Q)Y(x) =0, 0<x<m,

und damit folgt mit einem Vergleichstheorem von Henry [Hen81, S.123], dafl ¢)(x) > z(z) >
0 fiir 0 < x < 7 ist. Damit ist jede Losung der an ¢ linearisierten Gleichung auf dem gan-
zen Intervall positiv. Also ist (;Sf asymptotisch stabil. Ebenso 148t sich die asymptotische
Stabilitdt von ¢ zeigen. Die iibrigen Gleichgewichtspunkte sind alle instabil.

Damit liegt die Vermutung nahe, daf sich fast alle Losungen den asymptotisch stabilen
Gleichgewichtslosungen d)fc anndhern werden. Dies ist im folgenden zu zeigen:

Es 148t sich zeigen, dal die Menge £ ausschliellich aus hyperbolischen Gleichgewichts-
punkten besteht, d.h. dafl das Spektrum von

df
A—\—
du

< 0.

Z(z) + Af(6(2))z(x)

(¢) = A= A1~ 3a¢?)

nicht die imaginére Achse schneidet. Dabei ist ¢ eine Gleichgewichtslosung. Mit dem Satz
iiber implizite Funktionen kann man weiter zeigen — da f € C? ist —, daB £ diskret und
somit kompakt ist. Es gilt dann

E= W),

Pes

und jede stabile Mannigfaltigkeit ist eine C'-eingebettete Untermannigfaltigkeit von E. Da
fir A > 1 die Gleichgewichtslosungen qbfc stabil sind, ist die Kodimension von der stabilen
Mannigfaltigkeiten Ws(cﬁ) gleich null, also ist W*(¢]) U W*(¢;) eine dichte Menge in
H(0,7).

Die Losungshalbgruppe ist beschriankt dissipativ und besitzt deshalb eine absorbierende
Menge B). Wegen der Kompaktheit der Losungshalbgruppe existiert nach Satz 3.11 ein
globaler Attraktor Ay = w(B,). Es lafit sich zeigen, dafl

Ay =J W (¢) = WH(0)
pel

den globalen Attraktor des Chafee-Infante-Problems darstellt. Dies folgt aus dem Satz 3.19
iiber die Attraktoren von Gradientensystemen. Es gilt: dim Ay = maxgece dim W*(¢). Die
Gleichgewichtslosung ¢g = 0 besitzt eine genau n-dimensionale instabile Mannigfaltigkeit
Wu(0), falls n? < X < (n+ 1)? gilt. Betrachte fiir jede weitere Gleichgewichtslosung



die linearisierte Gleichung und die zugehérigen Eigenwerte n? — (1 — 3a¢z). Der letzte
Summand ist immer positiv und verringert deshalb die Anzahl der negativen Eigenwerte,
also gilt: dim W*(¢) < n fiir alle ¢ € £\ {0} . Der globale Attraktor ist also n-dimensional,
und es ist Ay = W(0).

Sei 1 < A < 4, dann gibt es nur die Gleichgewichtslésungen 0, (bf und ¢; . W*(0) besteht
aus 0 und einem eindeutigen Orbit von 0 nach d)f und einem eindeutigen Orbit von 0 nach
¢ und ist also eindimensional.

Sei 4 < A < 9, dann gibt es zusiitzlich die Gleichgewichtslosungen (b;t, und Ay ist zweidi-
mensional. Betrachte die Schnitte W*(0) N W*(¢). Sie sind nichtleere, in W*(0) offene
Mengen, die aber nicht ganz W*(0) enthalten kénnen, weil W*(0) zusammenhéngend ist.
Also gibt es einen nichtkonstanten Orbit u(t) — 0 fiir t — —oo, der fiir ¢ — oo aber nicht
gegen (bic strebt. Er muf} aber gegen einen Gleichgewichtspunkt streben, weil die Limes-
mengen kompakte zusammenhéngende Mengen in der diskreten Fixpunktmenge &£ sind
und also jeweils nur aus einem Gleichgewichtspunkt bestehen kénnen. Sei also u(t) — <Z>§“.
Dann ist u(m — x,t) ebenfalls eine Losung, die fiir ¢ — oo gegen ¢, strebt. Da die in-
stabilen Mannigfaltigkeiten W*(¢3) eindimensional sind, gibt es eine Losung v(t) — ¢g
fiir ¢ — —oo und v(t) — ¢ fiir ¢ — oo. Die gespiegelte Losung v(m — z,t) verbindet
dann ¢; und ¢, miteinander. In diesem Fall gibt es immer dann heterokline Orbits,
die zwei Gleichgewichtslosungen ¢ — 1) verbinden, falls dim W"(¢) > dim W"(¢), also
V(¢) > V(). Allgemein gibt es fiir n?> < A\ < (n + 1)? immer dann einen heteroklinen
Orbit zwischen qbf und qb;t, falls 1 < j < k gilt und immer zu den stabilen Gleichgewichten
1.

Das Chaffee-Infante-Problem besitzt also einen reguléren Attraktor, der sich durch hetero-
kline Orbits zwischen Gleichgewichtspunkten beschreiben l&8t. Ein reguldrer Attraktor
wird wie folgt genau definiert:

Definition 3.23. [Bab06, S.1017] Ein Attraktor A heiit regulirer Attraktor, falls

N
A = MN = U W”(z])
j=1
gilt. Dabei bezeichnen z1, ..., 25 hyperbolische Gleichgewichtspunkte, so numeriert, dafl

D(z1) < -+ < P(zn) gilt, wobei @ das globale Lyapunov-Funktional bezeichne. Es gelten
die folgenden Aussagen fiir 1 < k < N:

1. M ist abgeschlossen und kompakt in F.

2. Fir t > 0 ist My, invariant: S(t) My = M.

3. My ist eine stabile Menge.

4. Der Rand 0W"(zy) ist invariant und OW*(zy) C Mj_1.

5. S(t)OW™(z) = W"(z) fiir alle t > 0.

Jede kompakte Menge K C My, \ {2} wird von Mj_; angezogen.
Wh(z) "N W¥(2;) = 0, falls 5 # k.

S B

WU(z) ist eine C'-Mannigfaltigkeit endlicher Dimension nj. Die Mannigfaltigkeit
ist diffeomorph zum R™, und sie ist lokal C!-eingebettet in E.



Bemerkung 3.24. Wird die Halbgruppe {S()},-, von einer Evolutionsgleichung
ut+ Au+ f(u) = 0 erzeugt, dann entspricht die Dimension der instabilen Mannigfaltigkeit
W (z) gerade der Anzahl der Eigenwerte mit positiven Realteil von A + d,, f(z).

3.3 Morse-Smale-Systeme

Bei dem Chaffee-Infante-Problem handelt es sich um ein Morse-Smale-System. Morse-
Smale-Systeme erzeugen strukturstabile Systeme. Um die Strukturstabilitdt von dissipa-
tiven dynamischen Systemen im Unendlichdimensionalen zu untersuchen, betrachtet man
sie eingeschrinkt auf eine kompakte, invariante Menge, zumeist den Attraktor. Dissipa-
tive Systeme, die ein Lyapunov-Funktional besitzen, sogenannte Gradientensysteme, sind
strukturstabil, falls alle ihre Gleichgewichtspunkte hyperbolisch sind und sich ihre stabilen
und instabilen Mannigfaltigkeiten transversal schneiden.

Sei S : E — E eine C"-Abbildung mit » > 1 auf einem Banachraum E. Mit J(S) sei die
maximale, beschriinkte, invariante Menge der Abbildung S bezeichnet. Besitzt S einen
globalen Attraktor A, so ist J(S) = A. Die Menge der nichtwandernden Punkte heifle
Q(9).

Definition 3.25. [HMO84, S.124] Eine beschréankte C"-Abbildung S : E — E heifit
Morse-Smale-Abbildung, falls gilt:

1. J(S) ist kompakt.
2. S und dS sind auf J(S) injektiv.

3. Q(9) ist endlich, und damit ist £2(S) = Per(S) gerade die Menge der periodischen
Punkte.

4. Jeder periodische Punkt xg ist hyperbolisch, und M, (x¢) ist endlichdimensional.

5. M (zg) ist transversal zu M"¢(zy), fiir je zwei xq, 1 € Per(S).

Bemerkung 3.26.Ist S auf der Menge J(S) injektiv, dann wird durch {S"}, ., eine
Gruppe auf J(S) definiert. Da die Ableitung dS ebenfalls injektiv ist, lassen sich lokale
instabile Mannigfaltigkeiten nach dem Satz 2.8 globalisieren. Sie sind wegen der Invarianz
von J(S) ganz in J(S) enthalten.

Fiir eine Morse-Smale-Abbildung S gilt:

IS = |J M(xo).

zo€Per(S)

Es gibt eine instabile Blitterung der Umgebung jedes periodischen Punktes, [HMO84,
S.132]: Sei U = V N J(S), V Umgebung von zy € Per(S), dann existiert eine stetige
Blétterung

B(zg) : x € U — B (xo)

so daf gilt:

1. Die Blitter sind C'-Scheiben, die sich stetig in der C'-Topologie verindern und
Bgo (l‘o) = M+($0) NnU.

2. Jedes Blatt BY(x¢), x € U, ist in U enthalten.



3. Die Blétterung B"(x¢) ist S-invariant: d.h.
S(B;(x0) D By (2o) fiir alle z, S(z) € U.

Die Blatterung kann globalisiert werden, indem die Injektivitdt von S und dS ausgenutzt
wird und die Blatter BY(xg) zu globalen Mannigfaltigkeiten durch S iteriert werden. Man
kann auf der Menge der periodischen Punkte Per(.S) eine Ordnung einfiithren: Zwei Punkte
x,% € Per(S) sind x < & genau dann, wenn M (%) N M (z) # (). Ist x < &, dann gibt es
eine endliche Folge von periodischen Punkten x = z1,...x, = &, so daf}

My (zi11) N M9 (z;) # 0 fiir 1 <i<n—1.

Man erhélt mit Hilfe dieser Halbordnung ein kompatibles System von globalen instabi-
len Blatterungen B%(z1),...,B%(x,) fir jede maximale Kette (z1,...,x,) € Per(S) mit
x; < xipq fiirl < 4 < n—1. Falls ein Blatt B € B%(x}) ein Blatt Be BY(x), k<l<mn
schneidet, dann gilt B D B. Die Einschriinkung von B%(z;) auf ein Blatt von B%(z},) ist
sogar eine C'-Blitterung. Das kompatible System von Blitterungen hilft beim Beweis der

strukturellen Stabilitdt der Morse-Smale-Systeme.

Beispiel 3.27. Beim Chaffee-Infante-Problem ist der Attraktor gerade der Abschlufl der
instabilen Mannigfaltigkeit an den Nullpunkt:

A =M (0).

Damit gilt dann M, (0) N M+(¢If) #  fiir alle 2 < k < n. Also gilt mit obiger No-
tation d)f < 0 fir 2 < k < n, und es gibt eine Kette von Gleichgewichtspunkten
br = x1,...,21 = 0, s0 daB M (z;51) N M°(z;) # (. Man kann also von jedem Gleich-
gewichtspunkt entlang der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten den Nullpunkt er-
reichen.

Es gibt zwei maximale Ketten mit gbf < e < qbf < --- < 0. Die Blétterungen an die
Gleichgewichtspunkte einer maximalen Kette sind miteinander kompatibel.

3.4 Blitterungen bei globalen Attraktoren

Ein Attraktor eines Morse-Smale-Systems ist keine hyperbolische Menge: Jeder Punkt
xo € A liegt zwar auf einer instabilen Mannigfaltigkeit W*(¢) an einen hyperbolischen
Fixpunkt ¢ und besitzt damit eine instabile und stabile Mannigfaltigkeit, ndmlich ge-
rade W*(¢) und W*(¢'), falls ¢’ = w(xp) gilt. Aber ¢’ liegt nicht auf der instabilen
Mannigfaltigkeit W"(¢) und besitzt eine instabile Mannigfaltigkeit moglicherweise ande-
rer Dimension; an diesen Stellen ist also eine Unstetigkeit der Wachstumsschranken der
Losungshalbgruppe. Lokal ist der Attraktor also hyperbolisch, und deshalb lassen sich
auch so lokal Blitterungen definieren. Global funktioniert das aber nicht, da die Anzahl
der positiven und negativen Eigenwerte nicht auf dem ganzen Attraktor dieselbe ist. Dies
liegt auch an der endlichen Anzahl von Gleichgewichtspunkten. Um diese Unstetigkeits-
stellen auszuschalten und auf einer ganzen Menge dieselben Wachstumsschranken fiir die
Losungshalbgruppe vorzufinden, wendet sich die Arbeit im Folgenden der Inertialmannig-
faltigkeit zu.

Eine andere Moglichkeit, eine Bldtterung im Zusammenhang mit dem Attraktor zu defi-
nieren, ist eine Bldtterung iiber den Parameterraum und den Hilbertraum E®: Ein Blatt
wére dann gerade der Attraktor Ay, er ist der Abschlufl der instabilen Mannigfaltigkeit
W*(0) und damit eine Mannigfaltigkeit. Der Attraktor hingt aber nicht auf dem gan-
zen Parameterraum [1, 00) stetig vom Parameter A ab. Aber die interessante Eigenschaft



des Chaffee-Infante-Systems ist es ja gerade, daf} sich die Dimension des Attraktors in
Abhéngigkeit vom Parameter A verdndert. Deshalb liefle sich zwar ein Blitterung iiber
E< x (n2, (n+ 1)2) fiir jedes n € N, n > 1 definieren. Aber damit kénnte man gerade nicht
die Verdnderung der Dimension des Attraktors in Abhéingigkeit vom Parameter erfassen.
Es existiert aber eine Blétterung von £ x[1, co) durch die stabile Mannigfaltigkeit Wy (67)
in Abhéngigkeit von A. Denn d)f ist immer ein stabiler Gleichgewichtspunkt. Mit Hilfe der
Dynamik der Blatterungen liele sich dann untersuchen, wie sich die stabile Mannigfaltig-
keit an d)f in Abh#ngigkeit vom Parameter A verdndert.






Kapitel 4

Inertialmannigfaltigkeiten

4.1 Existenz von Inertialmannigfaltigkeiten

Durch das asymptotische Verhalten der Losungen auf dem globalen Attraktor eines dissi-
pativen Systems ist die globale Asymptotik des Systems bestimmt: Die Losung zu jedem
Anfangswert tritt nach einer bestimmten Zeit in eine Umgebung des Attraktors ein und
verldaBt diese nicht mehr. Fiir bestimmte Klassen von dissipativen Systemen existieren
endlichdimensionale Mannigfaltigkeiten, die den Attraktor enthalten: sogenannte Inertial-
mannigfaltigkeiten. Sie besitzen gegeniiber Attraktoren die Vorteile, daf} sie eine regulére,
mindestens Lipschitz-stetige Struktur besitzen und alle Orbits exponentiell anziehen. Au-
Berdem sind sie meistens robust gegeniiber kleinen Stérungen des Systems.

Man kann sie als verallgemeinerte, globale, instabile Mannigfaltigkeiten auffassen. Ihre
Existenz ist insbesondere abhéingig von der Struktur des Spektrums des linearisierten Dif-
ferentialoperators der partiellen Differentialgleichung.

In der Umgebung und auf Inertialmannigfaltigkeiten lassen sich Bldtterungen beschreiben.
Deshalb werden im Folgenden zunéchst die Existenzvoraussetzungen sowie die normale
Hyperbolizitdt von Inertialmannigfaltigkeiten diskutiert. Dann werden Blatterungen auf
Inertialmannigfaltigkeiten beschrieben.

Es sei auf einem Banachraum E durch
S(t):E—F
ug — u(t)

eine Halbgruppe {S(t)}, definiert. Diese sei auf R* x E stetig, und die Abbildung S(t)
sei fiir jedes t > 0 in up € E stetig differenzierbar.

Definition 4.1. Eine endlichdimensionale Lipschitz-Mannigfaltigkeit M in E heifft Inertial-
mannigfaltigkeit, falls gilt:

1. M ist invariant unter S(t): S(t)M C MVt > 0.

2. M zieht alle Orbits exponentiell an, d.h. es gibt eine Konstante k, so daf fiir jedes
ug € E ein ty > 0 existiert und eine Konstante ¢ > 0, so daf} fiir t > tg gilt:

dist(S(t)ug, M) < ce™kt

Die Inertialmannigfaltigkeit wird als Graph einer Lipschitz-Abbildung {iber einen endlich-
dimensionalen, invarianten Unterraum konstruiert. Die Lipschitz-Abbildung wird zumeist
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mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes als Fixpunkt einer strikten Kontraktion zwi-
schen geeigneten Funktionenrdumen gefunden.

Betrachte die folgende Evolutionsgleichung

d
di:+Au+f(u) —0,t>0. (4.1)

Als invarianter Unterraum, auf dem die Lipschitz- Abbildung konstruiert wird, bietet sich
der verallgemeinerte Figenraum zu einer beschrinkten Spektralmenge

O’1(A) = {)\ € O'(A) ‘ §R()\) < 51}

von A an. Dieser Unterraum muf nun allerdings unter der Lésungshalbgruppe {S(t)},
der Evolutionsgleichung invariant bleiben. Wenn man die Gleichung 4.1 an der Stelle
u(t,ug) = S(t)up linearisiert, erhilt man die Gleichung

dv

g T Av T duf (ut))v =0,

deren Losung v(t) = uj(t) — u(t) durch die Differenz zweier Losungen u(t, up) und wuq(t)
der Gleichung 4.1 gegeben ist. Der Abstand zwischen o1(A) und o(A) \ 01(A4), die Spek-
tralliicke, mufl deshalb so gro8 sein, dafl das Spektrum des linearisierten Operators o(t) =
o(A 4 dyf(u(t)) immer noch in zwei disjunkte Spektralmengen oq(t) und o(t) \ o1(t)
zerfallt, so daf3

supR (01(t)) < infR(c(A4)\ 01(4))

gilt. Die Grole der Spektralliicke ist deshalb abhéngig von der Nichtlinearitdt f, genauer
von der Lipschitz-Konstante von f und der gewihlten Potenz o € R, so dafl f in E¢
global Lipschitz-stetig und beschrankt ist. Entscheidende Kriterien fiir die Existenz von
Inertialmannigfaltigkeiten sind die Spektralliickenbedingung und das Kegelkriterium. Diese
Kriterien werden im Folgenden kurz zusammen mit dem Existenzsatz von Inertialmannig-
faltigkeiten vorgestellt. Danach zeige ich die Existenz einer Inertialmannigfaltigkeit mit
Hilfe des Satzes 2.10.

4.1.1 Kegelbedingung

Kegelkriterien sind einfacher anzuwenden als Spektralliickenbedingungen und deswegen
haben sich insbesondere Mallet-Paret und Sell in [MPS88] bemiiht, Existenzvoraussetzun-
gen fiir die Inertialmannigfaltigkeit aufzustellen, die nur von Kegelbedingungen abhéngen.
Die Spektralliickenbedingung impliziert dabbei das Kegelkriterium. Im Folgenden sei es
zunéchst allgemein formuliert, ohne direkten Bezug auf die Evolutionsgleichung 4.1.

Sei P ein orthogonaler Projektor auf einen Unterraum eines Hilbertraums F, so dafl
E=PE®QE mit @ =1—-P. Sei u: Ry — FE stetig, setze p := Pu und ¢q := Qu.
Mit diesen Bezeichnungen gelte:

1. Ist u(tg) = 0 fiir tp > 0, dann folgt u(t) = 0 fiir ¢t > .

2. Im Falle ||q(t)]] > v ||p(t)]| gelten die folgenden Abschitzungen mit den positiven



Konstanten A, A\, u1, po und ~:

-2 >\ _
5 g 1PI1° = =Allpl” = pa llpll llall,
190 < A
S g < —A Nl + 2 o
2
A—)\> w (4.2)

y
Dann lassen sich wie folgt Kegel definieren:
K, ={veB|Qul <y|Pvl}.
Unter diesen Voraussetzungen gilt der folgende Satz:

Satz 4.2. [Tem88, S.410] Seien die Voraussetzungen des Abschnitts 4.1.1 und die Glei-
chungen 4.2 erfillt. Dann gilt

1. Ist u(0) € K, dann ist u(t) € K, t > 0.

2. Ist u(0) ¢ K., dann existiert entweder ein tog > 0, so daf$ u(ty) € K gilt und Fall
(1) zur Anwendung kommt,
oder es ist u(t) & K, fir allet > 0, dann fallt u(t) exponentiell gegen 0, d.h. es gibt
einV:A—% > 0, so dafs

1Qu(t)l < |Qu(0)[le™", t >0,

1
0 oer
lu@®)]] < ~———llu(0)] e~
gilt.
Bemerkung 4.3.
1. Dieser Satz wird zumeist auf die Losung u(t) einer Evolutionsgleichung % = F(u)
mit Anfangswert u(0) = wg angewendet. Die erste Bedingung ist dann trivial, wenn

die Gleichung zu jedem Anfangswert uy € FE eine eindeutige Losung besitzt.

2. Die Abschiitzung des Abstandes A — A in der Gleichung 4.2 bedeutet dann, daf es
eine Liicke im Spektrum des linearen Anteils A von F gibt, die diese Abschéitzung
erfiillt.

4.1.2 Spektralliickenbedingung

Betrachte erneut die bereits bekannte Evolutionsgleichung in einem Hilbertraum E

du(t)
dt

+ Au(t) + f(u(t)) =0, t >0, u(0) =up € EY, a € 0,1).

Der Operator A sei selbstadjungiert und von unten beschriinkt.! Sein Spektrum besteht
dann aus einer Folge wachsender, reeller Eigenwerte A,, n € N. Die Eigenfunktionen

! Diese Bedingung l&t sich allgemeiner fiir sektorielle Operatoren mit kompakter Resolvente formulieren,
doch lassen sich in diesem Fall die Bedingungen nicht so einfach aufschreiben, weil nicht alle Eigenwerte
als reell vorausgesetzt werden kénnen.



wp,n € N, bilden eine Orthonormalbasis des Hilbertraums E. Fiir geeignete Exponenten
o, € Rmit0 < a,8 < 1lund f+a = % sei f : E* — EP Lipschitz-stetig auf beschrénkten
Mengen in E%. Es existiere eine eindeutige Losung u(t) fiir t > 0 zu jedem Anfangswert
ug € EY. Der Losungsoperator S(t) : E* — E%, ug — u(t) ist fiir alle ¢ > 0 stetig.
Weiter besitze {S(t)} eine absorbierende Menge By, so dafi der Attraktor A gerade die
w-Limesmenge w(By) ist.

Um eine global Lipschitz-stetige und beschrinkte Abbildung f zu erhalten, mufl diese
aufBerhalb einer hinreichend grofien Kugel um den Nullpunkt abgeéindert werden. Sei m :
R — [0, 1] eine C*°-Funktion, so daf} gilt:

m(y) =1, ye[0,1]
m(y) =0, y=2

Eine Funktion m mit diesen Eigenschaften nennt man Abschneide-Funktion oder ,,Cut-
off“-Funktion. Betrachte nun
du(t)
dt

= Au(t) + fm(u(t))

mit fo,(u) =m (M) f(u), wobei r > 0 so gewihlt ist, dafl die absorbierende Menge B

p
ganz im Abschlufl einer Kugel Bga (0, §)mit Radius § um den Nullpunkt enthalten ist.
fm : B¢ — EP ist global Lipschitz-stetig und beschrinkt, und die Gleichung definiert eine
stetige Halbgruppe auf E*: {S,,(t)}. Fiir alle ug € By stimmt {.S,,,(¢)} mit {S(¢)} iiberein.
Mit P := Py sei der Operator auf den von den ersten N Eigenfunktionen aufgespannten
Raum (wi, ..., wy) bezeichnet. Setze @ := Qn =1 — Py.

Die Inertialmannigfaltigkeit ist der Graph einer Lipschitz-Abbildung. Diese Lipschitz-
Abbildung wird als Fixpunkt einer Kontraktion auf geeigneten Funktionenrdumen kon-
struiert. Dazu bezeichne F den Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen ® : PE* — QFE“
mit den folgenden Eigenschaften zu gegebenen Konstanten b,1 > 0:

1. Der Trager von ® sei in einer Kugel mit Radius 2r enthalten:

supp ® C {p € PE“ ‘ Ipll, < 2r} ,

2. Die Abbildung & sei global beschrankt:

12(P)ll, < bVp e PEY,

3. Die Abbildung & sei global Lipschitz-stetig:

12(p1) — D(p2)llo < llpr = p2ll, YP1,p2 € PEY,

., €in vollstédndiger

Der Raum F ist der Metrik d(®1,®2) = sup,eppo [[P1(p) — P2(p)||
Funktionenraum beziiglich.

Nun ist der Raum PE® endlichdimensional und die Abbildung p — f,,(p+®(p)) Lipschitz-
stetig. Daraus folgt zu jedem ® € F und zu jedem py = p(0) € PE® die Existenz einer
eindeutigen Losung p(t) als Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

d
di: + Ap+ Pfn(p+ ®(p)) = 0.



Es 148t sich weiter zeigen, dafl die Gleichung

U Aq+ Qinlp + 2(p) =0

ebenfalls zu jedem gy = ¢(0) € QE® eine eindeutige, stetige und beschrinkte Losung
q: R — QE“ besitzt. Damit konstruiere nun eine Abbildung

T:F—F,
po(®) — q(0; po, ®).

Die Abbildung 148t sich fiir pg € PE und ® € F direkt angeben als

0
Ta(n) =~ [ Qs () + 2(p(t)) dr
—0oQ

Es ist im folgenden zu zeigen, dafl 7 eine strikte Kontraktion auf F ist und der Graph
des Fixpunktes ® eine Inertialmannigfaltigkeit fiir die Halbgruppen {S,,(t)} und {S(¢)}
definiert. Fiir diesen Beweis miissen die Eigenwerte von A folgende Abschétzungen fiir
hinreichend grofies IV erfiillen. Dabei bezeichne k eine absolute Konstante und 0 < [ < %
die Konstante aus der Definition des Funktionenraums F:

1
. 1+1 2
Ave1 > Lip(fin)? (l + 4K + 11> ,

A - A 2Li 1—” )\% )\% 4.3
N+1 N > lp(fm) I N+ N+1 | ()

Satz 4.4. [Tem88, S.423] Unter den Voraussetzungen des Abschnittes 4.1.2 und fir 1, so
daf$ die Gleichungen 4.3 erfillt sind, gibt es ein b > 0, so dafs

1. T eine strikte Kontraktion von F auf sich selbst ist und damit einen eindeutigen
Fizpunkt ® € F besitzt und

2. der Graph M = {p—i— o (p) ‘ pE PEO‘} eine Inertialmannigfaltigkeit fir die Halb-
gruppen {Sp,(t)} und {S(t)} definiert.

Beweis: Die Beweisschritte seien hier nur skizziert:

1. Zeige zunichst, dafl 7® € F fiir jedes & € F liegt. Dafiir weise nach, dafl 7 eine
global beschriankte und Lipschitz-stetige Abbildung von PE* nach QE® ist, deren
Tréger in einer Kugel mit Radius 2r enthalten ist. Um die Lipschitz-Stetigkeit von
T ® zu zeigen, wird die Kegelbedingung 4.2 benétigt, die von der Spektralliickenbeding-
ung 4.3 impliziert wird.

2. Zeige weiter, daf§ die Abbildung 7 eine strikte Kontraktion auf F ist. Damit existiert
dann ein eindeutiger Fixpunkt ® € F.

3. Zeige dann, daB} es sich bei dem Graph M von ® um eine Inertialmannigfaltigkeit
der Halbgruppe {Sy,(t)},~, handelt. Aufgrund der Konstruktion ist M invariant
unter {S,,(t)}. Es ist noch zu zeigen, dafl der Graph M alle Orbits von {S,,(t)ug}
exponentiell anzieht.

4. Zeige zuletzt, dal der Graph M auch eine Inertialmannigfaltigkeit fiir die urspriingliche
Halbgruppe {S(t)};> definiert.



Beispiel 4.5. Betrachte die eindimensionale Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung?

M L du (L ,
p <—2> ~ ow <2> ;7 =0,1,2,3, (4.4)

wobei u € E := {v eL?(-%,%) | f2L v(x)dr = 0} Bezeichne mit A den Differential-

E N H2

per

L
L L L L ik B
H;Jler <—2,2> = {U € H* <—272> | v(z) = E 0pe2 ™R yy = /_L v(:r)dac—O}.

kEZ 2

operator - 4 Dann ist der Definitionsbereich D(A ( 5, é) wobei

Der Operator A ist selbstadjungiert und positiv definit. Er besitzt die Elgenwerte Ap =

(22“) fur n € N. Als geeignete gebrochene Potenz von A wihle o = 7. Dann ist £ =

(Aa) = per
Anteil R(u) = 9% mit den Eigenwerten p,, = (2’”) fiir n € N. Der lineare Anteil vA+ R
der Gleichung 4 4 besitzt also die Eigenwerte

() () - () [ (5) )

Sie sind alle positiv, falls

ﬂ E. Der nichtlineare Term u 2% or uy 9 vl “ besitzt ebenfalls noch einen linearen

L <1
2m\/v

also v hinreichend grof§ gegeniiber L ist. Die Gleichung 4.4 ist also instabil, wenn der
nichtlineare Anteil fehlt und die obige Ungleichung nicht erfiillt ist. Der nichtlineare An-
teil spielt also eine wichtige Rolle dabei, ob die Losungen der Gleichung 4.4 beschriankt
bleiben. Es 148t sich aber zeigen, dal die Gleichung 4.4 einen globalen Attraktor besitzt,
der maximal, zusammenhéngend und kompakt in E® ist (vgl. [Tem88, S.137]).

Satz 4.6. [Tem88, S.438] Die Kegelbedingung 4.2 wird von der Kuramoto-Sivashinsky-
Gleichung 4.4 auf ET mit der H'-Norm erfillt, wenn man sie auf die Differenz zweier
Lésungen anwendet.
Die Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung besitzt dann eine Inertialmannigfaltigkeit wie im
Satz 4.4 angegeben.

Beweis: Es sind alle Voraussetzungen des Satzes zu iiberpriifen. Zunéchst 148t sich festhal-
ten, daB der nichtlineare Anteil f(u) = u2% 5e T 8x2 eine beschrénkte Abbildung von E¢ i

2Die urspriingliche Form der Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung besitzt den nichtlinearen Term % +
%(%)2. Differenziert man diesen Term nach x erhilt man den hier verwendeten nichtlinearen Term.
dvg

Die Randbedingungen bleiben unveréndert. Es gilt dann up = <2, wobei vo die Anfangsbedingung der

urspriinglichen Gleichung bezeichne. Aus den Randbedingungen folgt dann f_2 L u(z,t)de = 0. So ergeben
2

sich die unten definierten Funktionenrdumen.



sich ist. Es gilt zunéchst:

_/g @ _%8@ i
B ~L oz ox Ox ’

au au 8'[}
100l < g || 52 ol o+ |5 ’&C ,

Da E® C H! (—%, %) cL* (—%, %) stetig in L4 (—%, %) nach dem Einbettungssatz 1.25
eingebettet ist, 1iBt sich die Norm auf E* durch die L*-Norm von unten abschiitzen. Es

gibt also eine positive Konstante c1, so daf3 gilt

ICf (), )| < exflully 1vllo (1 fully),
IF(@lla < e llully (U4 {llly)-

Die nichtlineare Abbildung f ist also eine beschrinkte Abbildung. Ebenso ld8t sich zeigen,
dafl f auf beschrinkten Mengen Lipschitz-stetig ist. Fiir die Eigenwerte \,, n € N des
Operators A gilt A\, = A;n*. Damit ist die Kegelbedingung 4.2 fiir hinreichend grofies
N € Nim Raum E* fiir die Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung erfiillt. Die Gleichung besitzt
dann unter Anwendung des Satzes 4.4 eine Inertialmannigfaltigkeit.

Beispiel 4.7. Betrachte die Reaktions-Diffusions-Gleichung

up = vAu+ f(z,u), u € R z Q= (0,27) C R,
u(0,t) = u(2m,t) = 0.

Die Eigenwerte A, n € N des Operators —vA sind alle reell, positiv und proportional
zu n?. Es gibt also ein N € N, so da8 die Spektralliickenbedingung erfiillt ist, denn der
Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Eigenwerten (A, 41— \,) wird fiir wachsendes
n beliebig grof. Die zugehorige Losungshalbgruppe {S(t)} ist punkt dissipativ, falls die
Funktion f die folgende Vorzeichen-Bedingung

uf(z,u) <0, Ve, ||ul>R, (4.5)

fiir ein R > 0 erfiillt.

Die Gleichung besitzt dann wie im Abschnitt 3.2.1 einen globalen Attraktor. Sie be-
sitzt dann auch eine Inertialmannigfaltigkeit. In [MPS88] und [MPSS93] wird gezeigt,
daB die Reaktions-Diffusions-Gleichung auch auf den zweidimensionalen Gebieten (0, 27)?
und (0, %) x (0, (21—7;), a1,az > 0 und auf einem dreidimensionalen Gebiet (0,27)? fiir die
Dirichlet-, Neumann- und periodische Randbedingungen

u(z,t) =0z € 09,
@ =0z € 99, n dullerer Normaleneinheitsvektor,

on
u(z + 2km, t) = u(z,t) k€ 2"

eine C'-Inertialmannigfaltigkeit besitzt, falls die Nichtlinearitit f auf 2 x R aus der Klasse
C? ist und die Bedingung 4.5 erfiillt. Die Inertialmannigfaltigkeit ist dann normal hyperbo-
lisch. In dem Aufsatz [MPSS93] zeigen die Autoren weiter, dafl die Reaktions-Diffusions-
Gleichung auf hoherdimensionalen Gebieten keine Inertialmannigfaltigkeit mehr besitzt:



Sie wire, wenn sie existierte, normal hyperbolisch. Es 148t sich aber zeigen, dafl an den
Gleichgewichtslosungen keine Aufspaltung des Tangentialraums in einen stabilen und einen
zentruminstabilen Teilraum moglich ist.

Auch mit Hilfe des Satzes 2.10 148t sich eine Inertialmannigfaltigkeit wie folgt konstruie-
ren. Dafiir mufl die Evolutionsgleichung 4.1 die folgenden Voraussetzungen erfiillen: Der
Operator A sei sektoriell in einem Banachraum E. Die Gleichung 4.1 besitze einen glo-
balen Attraktor A. Es wird angenommen, dal man den nichtlinearen Anteil f in einer
Umgebung des Attraktors A so abiandern kann, daf8 f : E — E” auf geeigneten Réumen
E“, EP eine Lipschitzabbildung ist mit einer globalen Lipschitzkonstante Lip(f). Die Glei-
chung erzeugt dann eine Losungs-Halbgruppe {S(t)},, auf E%, die man fiir jedes ¢ > 0
in einen linearen und nichtlinearen Anteil zerlegen kann:

S(t)’LLQ = L(t)uo + R(t, Uo),

L(t)ug = e Mug, R(t,up) = — /Ot e A=) P (u(s))ds. (4.6)

Auf diese Halbgruppe 148t sich nun der Satz 2.10 anwenden. Dazu mufl insbesondere die
Lipschitz-Konstante von R(t) auf einem Intervall (0, 7) bestimmte Abschétzungen erfiillen,
die von der Grofle der Spektralliicke von A abhéngen.

Seien 31 < (2, (2 > 0 zwei Konstanten, so dafy das Spektrum o(A) von A in zwei disjunkte
Spektralmengen zerfillt:

o1(A) = {A € a(A) | RO < Bi}, 0a(A) == {N € a(4) | R(\) > Ba} = 0(A) \ o1 (A).

Bezeichne P die Spektralprojektion auf o1(A). Mit dieser Notation gilt dann folgender
Satz iiber die Existenz von Inertialmannigfaltigkeiten:

Satz 4.8. [CHT97, S.314 Sei dim PE® < oo und (B2 > % Es gebe eine Konstante M, so
daf$ |L(t)| < M fiir0 <t <1 gilt, und eine Konstante C > 1, so dajf H (e_AtP)le < Cert
und He*At (I-P))| < Ce= "2t gilt. Es gelte fiir die Spektralliicke die Abschitzung

48 M?C Lip(f)
B2 — B > T—(a=p)

Dann besitzt die Losungshalbgruppe 4.6 eine Inertialmannigfaltigkeit.

B

Beweis: Es sind die Voraussetzungen des Satzes 2.10 zu iiberpriifen:

Die Stetigkeit der Losungshalbgruppe auf R x E folgt direkt daraus, daf} sie Losungshalb-
gruppe einer nichtlinearen Evolutionsgleichung mit einer Lipschitz-stetigen Nichtlinearitat
und einem sektoriellen Operator ist (s. Abschnitt 1.3).

Priife so zunéichst die Lipschitz-Stetigkeit der Halbgruppe auf einem Intervall 0 <t < ¢:
Als Norm wird || ||, verwendet. Sei ¢t € [0,7], 7 < 1:

1S (t)ur — S(t)uzl|, = |le™ A% (uy — ug) + /t ABem A=) AB(F(S(s)u1) — F(S(s)ug)ds

0

t
< M Jur — uall,, + Lip(F)M/ (t =)D IS (s)ur — S(s)uzll, ds
0

Lip(F)M
1—(a—p)

5Bei [CHT97, S.314] heifit es C? in der Abschitzung.

< M ||ur — w2, + @8 g — uy|

sup *




Dabei bezeichne
HU]_ - u2||sup ‘= sup ”S(t)ul - S(t)u2||a .
0<t<r

Damit folgt aus der obigen Abschétzung

Wihle als Zeit

Jur — uell < 2M |lug — uz,, -

Somit besitzt die Losungshalbgruppe {S(t)},~, auf dem Intervall [0, 7] eine endliche Lip-
schitzkonstante. Damit ist die erste Voraussetzung erfiillt.

Der Losungsoperator S(t) kann weiter zerlegt werden in den linearen Operator L(t) und
den Rest R(t). Wenn man die obigen Umformungen betrachtet, ist sofort ersichtlich, dafl
R(t) fur t € (0,7) eine globale Lipschitzabbildung ist, denn es folgt:

: 2
. S 2L1p(F>M tl_(a_ﬁ)
1—(a=p)

Damit ist die zweite Voraussetzung erfiillt.

Mit obigen Annahmen lassen sich zwei Konstanten 5y < (2 finden, so dafl das Spek-
trum o(A) in zwei disjunkte Spektralmengen zerlegt werden kann. Nach dem Zerlegungs-
satz 1.46 existiert zu einer disjunkten Zerlegung des Spektrums auch eine disjunkte in-
variante Zerlegung des Raumes F = FE; & F» mit zugehorigen Spektralprojektoren P
und @ := I — P. Es gelten dann folgende Abschitzungen mit C' > 1, die sich aus dem
Zerlegungssatz 1.46 und den Abschétzungen 1.4 ergeben:

vy e,

Je=Q| < cet.

[1B(t, u1) — R(t, uz)|| [ur = usl| -

Setze also e #1 =: a; und e %2 =: . Sei nun t := é, A := (35 — (1 und betrachte

a A X1 (A)k
etz —1=—+ — [ =
B2 kZ:Q k! \ B2
A 48M?2C? Lip(F)
> — >
B2 1—(a—p)
Damit folgt fiir die Lipschitzkonstante und die Spektralliicke die Abschétzung:

Lip(R(t)4C _ Lip(R(t))4C
_ 2P

ﬁ2o¢—6)—1.

a1 — Qa2 e P2 — el
e Lip(R(t))4C
<—=a
ef2 —1
e2 Lip(F)M24Ct1,(a,5) i 1 —(a—p) gl-(a=p)
1—(a—0) 48M2C2 Lip(F)"?

<
2

N | = =



Beachte, dafl g < 1ist, da B2 > 0 vorausgesetzt wurde. Deshalb kann auch 9 < 1 gewéhlt
werden, und es wird nicht vorausgesetzt werden, dafl der Nullpunkt ein Fixpunkt ist.

Damit folgt mit Satz 2.10 die Existenz einer endlichdimensionalen, invarianten Lipschitz-
Mannigfaltigkeit M. O

Bemerkung 4.9. Der globale Attraktor A ist in M enthalten, denn sei & € A, dann
existiert zu jedem t > 0 ein u!, so dal S(t)u’ = 4. Da sich alle Orbits exponentiell der
Inertialmannigfaltigkeit M ann&hern, gibt es ¢, > 0, so daf3 gilt

dist(a, M) = dist(S(t)u’, M) < cdist(u’, M)e ™.

Da der Attraktor A beschrénkt ist, gilt dist(a, M) = 0 fiir t — 400, also ist u € M, da
M abgeschlossen ist. Damit sind alle Fixpunkte und die instabilen Mannigfaltigkeiten an
mogliche hyperbolische Fixpunkte ebenfalls in der Inertialmannigfaltigkeit M enthalten.

Mit dem Satz 2.10 wird auch unter strengeren Voraussetzungen an die Lipschitz-Konstante
von R die Existenz einer Blitterung {Mf}ge m des Hilbertraums E bewiesen:

E=J M.
£eM

Diese Blétterung ist unter der Halbgruppe S(t) invariant, d.-h. S(¢)M¢ C Mg fiir t > 0.
Jedes Blatt ist sogar eine stetig differenzierbare Mannigfaltigkeit, falls S(7) stetig differen-
zierbar ist. Da jeder Orbit von der Inertialmannigfaltigkeit exponentiell angezogen wird,
mufl zudem gelten, dafl fiir jedes Blatt M, der Abstand dist(S(t)Mg, M) —— 40 0 ge-
gen 0 konvergiert. Genauer néhern sich alle Punkte « € M, unter S(t) dem Orbit S(¢)¢
exponentiell an. Denn sei z € M, dann ist S(t)z € Mgy fiir alle t > 0 und gleichzeitig
gilt dist(S(t)x, M) — 0, d.h. ||S(t)x — S(t)¢|| — 0. Das Blatt an & enthélt also gerade die
Punkte, die sich unter dem Halbflufl S(¢) exponentiell dem Orbit von £ annidhern. Die Man-
nigfaltigkeit M ist also die stabile Mannigfaltigkeit an den Punkt § € M. Im folgenden
wird dies noch genauer ausgefiihrt werden und am Beispiel der Cahn-Hilliard-Gleichung
angewendet werden.

4.2 Normale Hyperbolizitidt und stabile Blitterung

Sei E ein Banachraum und {S(t)},cg+ eine Halbgruppe auf E, die auf Rt x E stetig und fiir
jedes t > 0 stetig differenzierbar ist. Es existiere eine kompakte und zusammenhéngende
C2-Mannigfaltigkeit M, die unter der Halbgruppe invariant bleibt. Das Tangentialbiindel
von E, eingeschriinkt auf M, zerfalle in drei stetige, dS(t)-invariante Tangentialbiindel

TE|,,= E°®E° ®© E",

wobei das zentrale Unterbiindel E¢ gerade das Tangentialbiindel 7'M der Mannigfaltigkeit
M sei. Es seien genauer folgende Voraussetzungen erfiillt:

1. Fiir alle m € M fiir t > 0 gilt mit m; = S(t)(m):

dS(t)(m)|gs : B, — Ey,

mys = C UL S

Die Abbildung dS(t)(m)|ge ist ein Isomorphismus von Ej, nach Ef. .



2. Es gibt ein tg > 0 und A < 1, so daB fiir alle ¢ > tg und m € M gilt:

Ainf {||dS(t)(m)z"| | 2* € EY, ||2"| =1} > max{l,

ds(t)(m)

}

g,

Amin {1, inf {|dS(t)(m)ac|| | 2 € ES,, [|l2] = 1}} > HdS(t)(m)

ES,
3. Die Abbildung

MCFE— L(E)

(63
m — I

ist C! fiir o = ¢, u, 5, dabei ist 11, die Projektion von E auf E .4

Bemerkung 4.10. Eine kompakte, zusammenhingende C2-Mannigfaltigkeit M heifit nor-
mal hyperbolisch beziiglich der Halbgruppe {S(t)},cg+, falls die obigen Voraussetzun-
gen erfiillt sind. Die Voraussetzung (2) bedeutet, dal dS(t) eingeschrankt auf E* zu einem
stiarkeren Grad expandiert als entlang T M, sowie dafl dS(t) eingeschrinkt auf E* zu einem
stiarkeren Grad kontrahiert als entlang T'M.

Fiir ein hinreichend kleines € > 0 kann die Umgebung E*(¢) & E"(¢) mit
E%(e) := {(m, x) ‘ ¥ € By ,me M, |z < e}
fir « = wu,s mit einer Schlauchumgebung 6(e) von M identifiziert werden.

Satz 4.11. [BLZ00, S.4645] Sei t1 > to und € > 0. Unter den obigen Voraussetzungen
1.,2. und 3. ezistiert in einer e-Umgebung 0(¢) eine eindeutige C-zentrumstabile Man-
nigfaltigkeit We(e) und eine C'-zentrumsinstabile Mannigfaltigkeit W<"(€) fiir S(t) mit
folgenden FEigenschaften:

1. Die Mannigfaltigkeit M ist gerade der Schnitt W< (e) N W (e) der zentrumstabilen
und -instabilen Mannigfaltigkeiten.
Fiir allem € M gilt T,, W (¢) = E;;, ® T M und T, W (€) = E}}, ® T, M.

2. Die zentrumstabile Mannigfaltigkeit W (€) nahert sich unter Wirkung der Losungshalbgruppe
{S(t)}>o der Mannigfaltigkeit M an, d.h. S(t)W(e) — M fiir t — oc.
Wes(e) = {z € 0(e) | S(kt1)x € O(e) fiir k >0} fir t1 > to.

3. Ebenso lafst sich die zentruminstabile Mannigfaltigkeit W<*(e) charakterisieren:
Wet(e) = {a: € 0(e) ‘ Fir k> 0: existiert y, € 0(€), so daf$S(kt1)yx = x}

4. Auf der zentrumsinstabilen Mannigfaltigkeit kann die Lésungshalbgruppe {S(t)},~
eindeutig zu einer Gruppe {S(t)},cg fortgesetzt werden. Die zentruminstabile Man-
nigfaltigkeit W< (€) ndhert sich unter Wirkung der Lisungshalbgruppe {S(t)},«, der
Mannigfaltigkeit M an, d.h. S_ W (e) — M fiir t — co. -

Bemerkung 4.12.

“Diese Voraussetzung kann nach [BLZ00] weggelassen werden, falls die Biindel nicht als glatt vorausge-
setzt werden. Dann kann auch die Voraussetzung von C> der Mannigfaltigkeit M abgeschwiicht werden.



1. Die Mannigfaltigkeiten W (e) und W (e) sind invariant unter St,. Die zentrumin-
stabile Mannigfaltaigkeit W (€) enthilt alle Punkte in der Umgebung von M, deren
negative Halborbits existieren, in der Umgebung 6(e) von M liegen und sich M fiir
negative Zeit annidhern. Entsprechend enthélt die zentrumstabile Mannigfaltigkeit
Wes(e) alle Punkte in der Umgebung 6(¢), deren positive Halborbits in der Umge-
bung bleiben und sich fiir positive Zeiten M anndhern. Durch die zentrumstabile
und -instabile Mannigfaltigkeit ist so das asymptotische Verhalten der Halbgrup-
pe {S(t)};>( in der Umgebung 0(e) bestimmt.

2. Ist M ein hyperbolischer Fixpunkt, dann reduziert sich der Satz auf die Existenz
von stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten an einen hyperbolischen Fixpunkt.

Die Dynamik in der Umgebung von M ist durch die Dynamik auf den invarianten Mannig-
faltigkeiten vollstandig bestimmt und vollzieht sich in drei Richtungen: die zentrale, stabile
und instabile Richtung. In der stabilen Richtung néhert sich ein Orbit der Halbgruppe fiir
positive Zeiten exponentiell der Mannigfaltigkeit M an. In der instabilen Richtung ndhert
sich ein Orbit der Halbgruppe fiir negative Zeiten exponentiell der Mannigfaltigkeit an.
Deshalb wird die Dynamik insbesondere durch die zentrale Richtung charakterisiert: Fiir
jeden Punkt z € W (e) gibt es ein m € M, so da S(¢)z und S(t)m dasselbe asymptoti-
sche Verhalten besitzen. Demnach kann die zentrumstabile Mannigfaltigkeit in disjunkte
Untermannigfaltigkeiten entsprechend des asymptotischen Verhaltens zerlegt werden. Es
158t sich also eine Bléitterung auf ihr definieren. Dies ist die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 4.13. [BLZ00, S.4646] Zu einem hinreichend kleinen € > 0 gibt es eine eindeutige
Familie von C'-Untermannigfaltigkeiten {W3s(€)},,enq der zentruminstabilen Mannigfal-
tigkeit W< (€) mit folgenden Figenschaften:

1. Fir alle m € M schneidet die Untermannigfaltigkeit W (e) die Mannigfaltigkeit M
m genau einem Punkt, ndmlich in m.
Fiir den Tangentialraum an jedem Punkt m € M gilt: T,,W 3’ (e) = E,.
Die Familie {W}5(€)},,cnq ist stetig in m.

2. Je zwei Untermannigfaltigkeit W57 und Wp? sind fiir my # mo disjunkt.
Die zentrumstabile Mannigfaltigkeit W (e) ist gerade die Vereinigung J,, W5 (€)
aller Untermannigfaltigkeiten.
Die Familie {W 37 (€)},,c pq 18t invariant unter S(t1). Es gilt S(t1)(W5 (€)) C Wiy m)
fiir alle m € M. Firt >0 gilt die Invarianz eingeschrinkt auf die Umgebung 6(e):
St)(WiE(e)) Nb(e) C ngt)(m)(e).

3. Firxz e W2 (e) und my #m e M gilt:

[S5()z — S(E)m||
1S5()z = S(E)m|

— 0 exponentiell fiir t — oo.

4. Fiir alle x,y € WS2(e) gilt: ||S(t)x — S(t)y|| — 0, firt — oc.

Die Familie {W;5(€)} bilden dann eine invariante stabile Blitterung auf We(e).

Ein analoger Satz 148t sich fiir die zentruminstabile Mannigfaltigkeit W% (¢) zeigen. Sie
168t sich durch instabile Untermannigfaltigkeiten bléattern. Es 148t sich weiter zeigen, dafl
ein €1 > 0 existiert, so daf fiir alle ¢ < €; eine eindeutig als Graph einer Lipschitz-
stetigen Abbildung darstellbare, S(t)-invariante Blidtterung von W€ (e) existiert. Jedes

()



Blatt W5%(m) hingt stetig von m € M ab. Es 148t sich sogar zeigen, dafl jedes Blatt der
stabilen Blitterung C! ist.

Bemerkung 4.14. Man erinnere sich an den Satz 2.10 von Chen, Hale und Tan. In
ihm wird die Existenz einer globalen invarianten Mannigfaltigkeit gezeigt, tiber den es
eine Blitterung des Banachraums gibt. Der Satz enthielt nicht die Aussage, dafl die
Blétter jeweils stabile Mannigfaltgkeiten sind. In dem Satz 4.13 besteht die entsprechende
Bldtterung iiber die normal hyperbolische Mannigfaltigkeit aus stabilen Blattern.

Lé&Bt sich zeigen, dafl die im Satz 2.10 konstruierte Inertialmannigfaltigkeit normal hyper-
bolisch ist und die Voraussetzungen des Satzes 4.13 erfiillt sind, dann folgt, daf} es eine
Blétterung iiber die Inertialmannigfaltigkeit gibt, die die Inertialmannigfaltigkeit in genau
einem Punkt schneidet und aus stabilen Blattern besteht.

Anwendung auf die Inertialmannigfaltigkeit

Korollar 4.15. Sei E ein Hilbertraum und seien die Voraussetzungen von Satz 4.8 fiir die
Evolutionsgleichung 4.1 erfillt. Weiter sei insbesondere die Bedingung an die Lipschitz-
Konstante von R so, daf$ eine Blitterung iber E® existiert. Sei {S(t)} fiir jedest > 0 stetig
differenzierbar nach w. Dann besitzt die Evolutionsgleichung eine mormal hyperbolische
Inertialmannigfaltigkeit mit einer transversalen, stabilen Bldtterung.

Beweis: Zunichst ist zu zeigen, dafl die Voraussetzungen von 4.11 und 4.13 erfiillt sind.
Dann ist die Inertialmannigfaltigkeit M eine C!'-Mannigfaltigkeit, da S(t) stetig differen-
zierbar ist fiir jedes ¢ > 0. Die Inertialmannigfaltigkeit sei n-dimensional. Sie ist im allge-
meinen nicht kompakt, aber vollstindig. Denn die Halbgruppe {S(¢)} 148t sich auf M zu
einer Gruppe fortsetzen. Es existiert also zu jedem Anfangswert ug € M ein vollsténdiger
Orbit {u(t)},cg € M. Also ist das reduzierte System von gewohnlichen Differentialglei-
chungen auf der Inertialmannigfaltigkeit vollstéindig integrabel. Die Vollstandigkeit von
M geniigt aber nach [Pes04, S.55], um den Satz 4.11 zu beweisen.

Zeige dann, dafl die in Satz 4.8 konstruierte Inertialmannigfaltigkeit normal hyperbolisch
ist: Fiir alle m € M ist zu zeigen, daf3

E*=T,M®a E?,

gilt. Zu m € M betrachte den linearisierten Differentialoperator A + d, f(m). Es gibt ein
up € M und ein t, so dal m = S(t)ug. Dann gibt es einen n-dimensionalen Spektralope-
rator P(t) auf den von vi(t),...,v,(t) aufgespannten Teilraum von E“. Dabei sind v;(t)
die Losungen des linearisierten Systems

@ + Av; + duf(u<t))7

dt
v;(0) = o).

Dann ist m + (vi(t),...,v,(t)) ein invarianter Tangentialraum an m und gleich 7,, M.
Durch (I — P(t))E“ wird der komplementére, stabile Tangentialraum E?, konstruiert.

Es ist nun zu zeigen, da§ die Wachstumsraten von dS(t) entlang des stabilen Tangenti-
alraums kleiner sind als entlang des Tangentialraums an die Inertialmannigfaltgkeit. Aus
der Existenz der Inertialmannigfaltigkeit folgt bereits, dafl die Spektralliicke von A so grof3
ist, daf} diese nicht durch die Stérungen d,, f(u(t)) iibertreten wird. Der Spektralprojektor
ist ein stetiger Operator und héngt stetig von ¢ ab, denn f ist nach Voraussetzung stetig
differenzierbar. Es gilt mit 51 < G2 und B > % die Abschéitzung

[(e=4P) 1| < Cebt, [|e=A4(1 - P)|| < Ce2t,



Damit ist das Wachstum von dS(t) entlang P(t)E® ebenfalls durch C’e~#1* nach un-
ten beschrankt, und es ist auf jeden Fall stérker als das Wachstum von dS(t) entlang
Q(t) = (1 - P(H)E®, demn B < fh.

Diese Wachstumsschranken gelten fiir alle m € M, so daf} es fiir jeden Punkt m € M eine
invariante Zerlegung des Tangentialraums gibt: E¢ = P(t)E“ & Q(t)E®.

Nach dem Satz 2.10 gibt es eine Blétterung iiber die Inertialmannigfaltigkeit: Es ist zu
zeigen, daB es sich hierbei um die stabile Bldtterung aus 4.13 handelt.
Sei M, ein Blatt an einen beliebigen Punkt m € M, dann gilt mit 2.10, dafl fiir alle
x € My, gilt:

limsuplln |S(t)z — S(t)ym| < l11172, 2 < 1.

t—o00 t T

Gleichzeitig wird der Orbit von = exponentiell von der Inertialmannigfaltigkeit angezogen,
d.h. es gibt zu jedem € > 0 ein 77, so daf§ fiir ¢t > T gilt:

dp(S(t)x, M) < e.

Aus der Invarianz der Blitterung folgt, da8 S(t)x € Mgy, fiir t > 0 liegt. Angenommen,
S(t)x niherte sich dem Orbit von m; # m € M schneller an als dem Orbit von m, dann
gibe es ein Tp > 0, so daf} fiir t > T5 folgte:

[S@)z = SEm| > [[S(t)z — SE)ma]
%ln |S(t)z — S(t)ym| > %ln |S(t)x — S(t)ma]|

sup — In||S(t)z — St)ml| > sup ~ In [|S(E)z — S(E)m
t>Ty 12 t>Tp t

1 Invyy > lim sup 1ln |S(t)x — S(t)ma|| .
T t—00 4>, t
Damit folgt m = m;, denn die Blatter M, und M,,, sind fiir m # m; disjunkt und
eindeutig durch die obere Wachstumsschranke des Limes superiors charakterisiert.

Es folgt also, da sich der Orbit von x dem Orbit von m schneller anndhert, als jedem
anderen Orbit auf M. Damit folgen die Eigenschaften (3) und (4) aus dem Satz 4.13. O

4.3 Existenz von Blatterungen auf der Inertialmannigfaltig-
keit

Neben der — zur Inertialmannigfaltigkeit — transversalen Blétterung des Hilbertraums F,
die aus stabilen Blattern besteht, lassen sich auch Blétterungen der Inertialmannigfaltig-
keit selbst konstruieren, die in Bezug auf das reduzierte System auf der Inertialmannigfal-
tigkeit invariant sind.

Dazu sei der Operator A der Evolutionsgleichung 4.1 selbstadjungiert mit kompakter Re-
solvente. Die Eigenwerte \,, n € N, aufsteigender Grofle nach geordnet, sind damit alle
reell und von endlicher Vielfachheit. Weiter sei f : E* — Ef mit 0 < a—-f < 1
eine Lipschitz-stetige, beschrankte Abbildung mit globaler Lipschitzkonstante. Zu hinrei-
chend groflem N € N bezeichne P den Spektralprojektor zur Spektralmenge o1(A4) =
{Aea(A) | A< An}. Durch M = {p+ ®(p) | p € PE“} sei die Inertialmannigfaltigkeit
definiert. Dann 148t sich die Evolutionsgleichung 4.1 auf die Gleichung

W\ Aplt) + P+ 2(p(1) =0, pe PE (4.7)



auf der endlichdimensionalen Inertialmannigfaltigkeit reduzieren. Nun zur Konstruktion
der invarianten Blédtterungen auf der Inertialmannigfaltigkeit.

Satz 4.16. [BL94, S.129 ff.] Sei Lip(f) hinreichend klein in Abhingigkeit von Ay, der
Griofle der Spektralliicke und . Dann gibt es zu jedem k € N, 1 < k < N, eine invariante
Blatterung fiir das reduzierte System 4.7. Jedes Blatt ist bestimmt durch

N,N N,N 1
B, (po) = {hkﬂ (m.po)+m|ne EIJXH} , po€ PE2.

Dabei bezeichne E,i\ﬂrl = P,?jrlEa, wobei P,?jrl der Spektralprojektor zur Spektralmenge
O']iv_‘_l = {)\ €o(A) ‘ A1 <AL /\N} 1st.

Die Abbildung hkN_g : E,]XH
zierbar in n € E,ﬁ_l.

Jedes Blatt B,ivjr]lv(po) schneidet Mf’N in einem einzigen Punkt, der eindeutig durch pg

bestimmt ist und stetig von diesem abhdngt.

x PE% — E{“ ist stetig in beiden Variablen und stetig differen-

Satz 4.17. [BLY4, S.130] Durch W (po + ®(po)) = {p+ o(p) | pe BN (po)} wird
eine Bldtterung der Inertialmannigfaltigkeit M definiert.

Satz 4.18. [BL94, S.130] Sei Lip(f) hinreichend klein. Dann ezistiert zu jedem
keN, 1< k<N, eine invariante Bldtterung fir das reduzierte System 4.7, so daj3

kN
Pe = |J B (w)
poeEPE

eine stetige Bldatterung ist. Jedes Blatt ist durch
k,N kN
BN (po) = {WF (€. p0) +€ | € € BY
gegeben. Der Punkt pgy liegt in PE®, und die Abbildung h’f’N : Ef X PE% — E,ICYH eine
stetige Abbildung, die in & € EY Lipschitz-stetig ist.

Jedes Blatt Bf’”(po) schneidet M,?_fi_zlv in einem Punkt, der eindeutig von py bestimmt ist
und stetig von py abhdngt. Es gibt ein c(A\), so daf
< oo}
0%

gilt, wobei p(t,po) die Losung der Gleichung 4.7 zum Anfangswert p(0) = py bezeichne.

k,N ~ ~
B () = { o © M| sup ec ot m) ~ it o)

Beweis (Skizze): Sei p(t,po) eine Losung der reduzierten Gleichung 4.7 auf der Inertial-
mannigfaltigkeit und definiere die Menge
<o},
«

dabei héngt €, > 0 von der Differenz der benachbarten Eigenwerte A1 — A und Ay —Ap—1
ab. Setze w(t) = p(t,po) — p(t, po). Es ist zu zeigen, dafl py € Bf’N(po) genau dann gilt,
wenn

Bf’N(po) = {130 eM| Stgg Hce(AkJrEk)t(P(tpo) — p(t,Po)

sup “e(’\k+e’“)tw(t))‘ < 0o
t<0



gilt und folgende Gleichung erfiillt ist:

t
wit) = e~ Atg 4 /0 e~ A=) PE(F™(w + p(s, po)) — F™(p(s,po)))ds

t
b [ (P w0+ p(s. ) — P05, 0))s,
—0oQ

wobei F™(p) = P}*(F(p+h}(p)) und £ = Pfw(0) sind. Definiere nun eine Abbildung J, die
w zu jedem & € E,i auf die rechte Seite der obigen Gleichung abbildet. Es mufl nun gezeigt
werden, daf8 diese Abbildung J}? fiir eine hinreichend kleine Lipschitzkonstante Lip(F') eine
Kontraktion ist. Dann existiert nach dem Banachschen Fixpunktsatz zu jedem £ € E,i ein
eindeutiger Fixpunkt w(t, &, pg). Damit 148t sich nun die Abbildung h’f’N definieren.

4.4 Eine Anwendung fiir Blitterungen: Das Theorem von
Hartman-Grobman fiir die Cahn-Hilliard-Gleichung

Die eindimensionale Cahn-Hilliard-Gleichung beschreibt das Verhalten von einem fliissigen
Gemisch aus zwei Metallen bei plotzlicher Abkiihlung. Beim Ubergang vom fliissigen zum
festen Aggregatszustand trennt sich das Gemisch in seine beiden Bestandteile. Die Glei-
chung lautet

2 2
Ou_ 0 (M—FW’(U)) 0<z<m,

ot 0x2 \ 022
3
gZ(t,x)—g;;:O, x=0, x =m. (4.8)

Dabei ist W (u) = (174“2)2, und die Funktion u(x,t) bezeichnet die skalierte Konzentration
eines Metalls zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ an einem bestimmten Ort z. Es wird
angenommen, dafl die Masse von u erhalten bleibt: Also gelte foﬂ udr = foﬂ udx, wobei w
eine stationdre Losung mit u; = 0 bezeichne.

Durch Integration der Gleichung 4.8 von 0 bis  und Umbezeichnung l&8t sie sich als

folgende Evolutionsgleichung in dem Hilbertraum E = L?(0, ) auffassen:

dw

%—FAw:F(w),
w0 0\ Ow
__ﬁ /(= ,,78710_ - 871“
F(w) = o <W(u)+W(u)ax w u+(9a: . (4.9)

Der Operator A ist selbstadjungiert, von unten beschriankt und mit kompakter Resolvente.
Der Definitionsbereich D(A) ist {v € W*2(0,7); w(0,t) = w(m, ) = w(0,t) = wee(m,t) = 0}.
ES1 gibt also ein a > 0, so dafl der Operator A + al positiv definit ist. Der Raum
Ez := D((A + al)2) ist beziiglich der Graphen-Norm || H% ein Hilbertraum. Die Glei-
chung 4.9 ist ein Gradientensystem und besiltzt einen globalen Attraktor. Die Abbildung
F ist unter den obigen Bedingungen von E2 nach E stetig differenzierbar mit F'(0) = 0
und DF'(0) = 0. Da die Gleichung 4.9 einen globalen Attraktor besitzt, kann angenommen
werden, dafl F' global beschrinkt ist. Denn wenn dies nicht der Fall ist, kann F' auflerhalb
einer Umgebung des globalen Attraktors durch eine cut-off-Funktion so verdndert werden,



daf sie global beschrinkt ist.
Das Spektrum von A besteht nur aus den Eigenwerten A,, n € N,

)\1§§>\’na

und es gilt A, = n*+0O(n?), n — oco. Die entsprechenden Eigenfunktionen w1, ws . .. bilden
eine Orthonormalbasis des Hilbertraums. Es 1é8t sich dann V € N so grofl wéihlen, dafl
die Lipschitzkonstante Lip(F') hinreichend klein ist, so dafi eine Inertialmannigfaltigkeit

existiert: M = {p + ®(p) } p € PE 3 } Dabei ist P die entsprechende Projektion auf den

Eigenraum zu den ersten N Eigenwerten. Die Abbildung ® ist stetig differenzierbar, da F’
stetig differenzierbar ist. Es gilt dann:

Satz 4.19. [BL9/, S.112] Wihle N hinreichend grofS. Dann ist die Gleichung 4.9 topolo-
gisch konjugiert zu dem System

p+ Ap = PF(p+ ®(p)), pe PE:2, (4.10)
G+Aq=0, qeQE?

Der Flufl auf der Inertialmannigfaltigkeit ist endlichdimensional. Also gilt hier das Theo-
rem von Hartman-Grobman: Es gibt eine Umgebung des hyperbolischen Fixpunktes, so
daf der Fluf} auf dieser Umgebung zu dem linearisierten Flufl konjugiert ist. Damit ergibt
sich mit dem obigen Satz:

Satz 4.20. [BL9/4, S.113] Der Fluf§ der eindimensionalen Cahn-Hilliard-Gleichung ist in
der Nihe eines hyperbolischen Gleichgewichtspunktes topologisch konjugiert zum linearen
Fluf.

Der FluB ist also in der Ndhe hyperbolischer Gleichgewichtspunkte strukturstabil.

Zum Beweis dieses Satzes konstruieren Bates und Lu eine Familie von Bldtterungen auf
der Inertialmannigfaltigkeit sowie eine Blatterung, deren Bléitter jeweils transversal zu der
Inertialmannigfaltigkeit sind. Mit Hilfe der eindeutigen Schnittpunkte dieser Blétterungen
wird ein Homoomorphismus konstruiert, der jeden Orbit des Systems auf einen Orbit des
reduzierten Systems auf der Inertialmannigfaltigkeit abbildet. Dieses endlichdimensionale
System ist wiederum topologisch konjugiert zu dem linearisierten System. So gilt diese
Aussage auch fiir die urspriingliche Gleichung.

Es bezeichne nun P, den Projektor auf den Eigenraum zum Eigenwert A,. Setze dann
FE, = P,E“. Konstruiere nun zu jedem u € F ein geeignetes v, € E,. Zu jedem Punkt
u € E gibt es nach dem Satz 2.10 einen Punkt £ = p + ®(p) € M mit p € PE® auf der
Inertialmannigfaltigkeit, so dafl v auf dm stabilen Blatt M¢ von & liegt. Der Schnittpunkt
& € M ist durch u eindeutig bestimmt. Es gibt zum Punkt £ dann wiederum ein eindeutiges
Blatt WlN ’N(p—l—q)(p)), das die invariante Mannigfaltigkeit M,, in einem eindeutigen Punkt
Un+hn(vy) schneidet. E,, ist der Eigenraum zum Eigenwert A,, von A; dann entsteht durch
die Storung f die Mannigfaltigkeit M,, auf E,. Definiere den Hom6omorphismus ¥ durch

U(u) = Z Up.
n=1

Es mufl gezeigt werden, daf3 die Reihe konvergiert und ¥ in w stetig, bijektiv und die
Inverse ebenfalls stetig ist.






Ausblick

In dieser Arbeit bin ich der Frage nachgegangen, inwieweit Bliatterungen im Zusammen-
hang von partiellen Differentialgleichungen auftreten. Ihre Existenz &3t sich fiir eine Klasse
von dissipativen Evolutionsgleichungen im Zusammenhang mit einer Inertialmannigfaltig-
keit oder an einen hyperbolischen Fixpunkt nachweisen. Derzeit wird ihre Existenz vor
allem benutzt, um die Strukturstabilitéit eines Systems nachzuweisen.

Dariiber hinaus hat mich die Frage beschiftigt, ob sich die Dynamik von Blitterungen
fir das Verstéindnis von unendlichdimensionalen dynamischen Systemen ausnutzen liaft.
Insbesonders habe ich mich gefragt, ob geometrische Strukturen in Blédtterungen - bei-
spielsweise die Existenz auflergewthnlicher Mengen - mit einem bestimmten dynamischen
Verhalten einer partiellen Differentialgleichung - etwa chaotischem Verhalten - korreliert
sind. Zur Beantwortung dieser Frage war zunéchst zu klédren, ob Bliatterungen im Zusam-
menhang mit partiellen Differentialgleichungen existieren. Damit sie als Indikatoren des
dynamischen Verhaltens dienen kénnen, sollten die Blitterungen aus Aquivalenzklassen
eines bestimmten asymptotischen Verhaltens bestehen und vor allem invariant unter dem
Halbflu} der partiellen Differentialgleichung sein. Deshalb boten sich als Kandidaten fiir
Blédtter die invarianten stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten an. Es ist aus der Theo-
rie der partiell hyperbolischen (endlichdimensionalen) dynamischen Systeme bekannt, dafl
es stabile, instabile und zentrale Bliatterungen gibt, die kurz im Anhang vorgestellt werden.
Dieses Konzept ist aber nicht direkt auf die partiellen Differentialgleichungen iibertragbar,
denn entscheidend dafiir ist, dafl an jedem Punkt einer Menge dieselben Wachstumschran-
ken fiir die Ableitung des Differentialoperators gelten. So besteht der reguldre Attrak-
tor von Gradientensystemen zwar nur aus instabilen Mannigfaltigkeiten und sieht lokal
»hyperbolisch®“ aus, aber durch die unterschiedliche Stabilitdt der Gleichgewichtspunkte
dndern sich die Wachstumsschranken des Flusses unstetig. Deshalb besitzt jede Mannig-
faltigkeit auch jeweils eine andere Dimension.

Aus diesen Griinden hat sich die Inertialmannigfaltigkeit zur weiteren Untersuchung ange-
boten, weil sie erstens eine invariante, endlichdimensionale Mannigfaltigkeit ist und zwei-
tens fiir alle ihre Punkte dieselbe Wachstumsschranke gilt. Ein Nachteil der Inertialman-
nigfaltigkeit ist allerdings, dafl die Voraussetzungen fiir ihre Existenz, insbesondere die
grofle Spektralliicke, sehr restriktiv sind, so dal nur fiir wenige, vor allem niedrigdimen-
sionale partielle Differentialgleichungen Inertialmannigfaltigkeiten nachgewiesen werden
konnen.

Transversal zur und auf der Inertialmannigfaltigkeit konnen Blatterungen konstruiert wer-
den. Diese werden aber - soweit ich gesehen habe - zum Beweis der Robustheit der Iner-
tialmannigfaltigkeit verwendet. So bleiben meine Fragen grofitenteils offen:

1. Betrachte den Schnitt eines transversalen Schnitts > der Blatterung mit einem Blatt
einer Bliatterung B. Ist der Abschlufi des Schnitts B N Y eine perfekte Menge mit
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nichtleerem Inneren, dann ist B ein auflergewohnliches Blatt. Die invariante, hy-
perbolische Menge des linearen Hufeisens ist homdomorph zum Cantorstaub, also
perfekt und nirgendswo dicht. Sie besteht aus den Schnittpunkten der stabilen und
instabilen Blédtterungen. Schnittpunkte von stabilen und instabilen Mannigfaltigkei-
ten erzeugen heterokline Orbits und homokline Orbits. Ihr Auftreten wiederum ist
ein Zeichen fiir Chaos. Deshalb ist das Auftreten von Hufeisen in einem zweidimensio-
nalen dynamischen System auch ausreichend, um die Dynamik des gesamten Systems
zu verstehen. Laft sich ein héherdimensionales Analogon zum Hufeisen, etwa eine
auflergewdhnliche Menge einer Blitterung, auch fir partielle Differentialgleichungen
finden?

. Die Holonomie-Pseudogruppe auf einer Blatterung kann als ein dynamisches System
aufgefa3t werden, fiir das dynamische Begriffe definiert werden kénnen, beispielswei-
se die Entropie. Kann man der Holonomie-Pseudogruppe in der Theorie der parti-
ellen Differentialgleichung eine Bedeutung geben und Konzepte aus der Theorie der
Bldtterungen auf die partiellen Differentialgleichungen tibertragen? Weiter gefragt:
LaBt sich die Dynamik einer Blédtterung direkt mit der Dynamik einer partiellen
Differentialgleichung in Beziehung setzen?

. In der Theorie der partiell hyperbolischen Systeme wird die absolute Stetigkeit der
Holonomie-Abbildung untersucht: Die stabilen und instabilen Distributionen sind
(eindeutig) integrabel und die zugehorigen stabilen und instabilen Blidtterungen sind
absolut stetig. Anders die zentrale Distribution: Pesin hat gezeigt, dafl aus der In-
tegrabilitéit der zentralen Distribution zu einer zentralen Blédtterung mit kompakten
Blattern folgt, dafl diese Blédtterung nicht absolut stetig ist. Diese nicht-absolute Ste-
tigkeit der zentralen Bléitterung ist sogar ein generisches Phanomen. Dies zeigt, dafl
die Theorie der Blétterungen im engen Rahmen bereits zur Untersuchung dynami-
scher Systeme verwendet wird. Einen kurzen Ausblick auf diese Ansétze gebe ich im
Anhang.

. Ist die Inertialmannigfaltigkeit normal hyperbolisch, dann liegt es nahe, das reduzier-
te System auf der Inertialmannigfaltigkeit, ein endliches System von gewdhnlichen
Differentialgleichungen, als partiell hyperbolisch zu bezeichnen. Partielle Hyperboli-
zitét, wie sie von Pesin als Verallgemeinerung der Hyperbolizitét eingefithrt wurde,
ist aber auf kompakten, glatten Riemann-Mannigfaltigkeiten definiert. Lafit sich die
partielle Hyperbolizitit auf endlichdimensionalen, vollstindigen Mannigfaltigkeiten
in einem Banachraum definieren und lassen sich die entsprechenden Eigenschaften
tibertragen? Fiir die weitere Theorie von partiell hyperbolischen Diffeomorphismen
von Pesin spielen invariante, glatte Mafle auf der Mannigfaltigkeit eine wichtige Rolle.
Hier stellt sich zunéchst die schwierige Frage, ob solche Mafle auf einer vollstdndigen,
endlichdimensionalen Mannigfaltigkeit in einem Banachraum immer zu finden sind.



Anhang A

Bliatterungen im
Endlichdimensionalen

A.1 Stabile und instabile Blidtterungen

In endlichdimensionalen dynamischen Systemen gibt es die Klasse der hyperbolischen Dif-
feomorphismen, zu denen sich stabile und instabile Blatterungen konstruieren lassen. Diese
Tatsache war ein wichtiger Ausgangspunkt fiir diese Arbeit:

Sei im Folgenden f : M — M ein C?-Diffeomorphismus auf einer kompakten, glatten,
Riemannschen, zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit M ohne Réander.

Definition A.1. Ein Diffeomorphismus f heifit hyperbolisch oder
Anosov-Diffeomorphismus auf M, falls fiir alle € M eine invariante Zerlegung des
Tangentialraums T, M = E*(z) @ E%(x) existiert und es Konstanten ¢ > 0 und 0 < A <
1 < p gibt, so daf fiir jedes x € M gilt:

df B°(x) = E°(f(2)),
df E*(z) = E*(f()),

ldf"v]| < eA™ ||v|| fir alle v € E*(x), n >0,
defan < cp " v| fir alle v € E¥(x), n > 0.

Das Tangentialbiindel besitzt also eine eindeutige df-invariante Zerlegung in die stabilen
und instabilen Unterbiindel TM = E?® ¢ E“. Die Distributionen E° und E“ sind zwar
integrabel, aber i. a. nicht glatt (nur, falls Kodimension 1), so daf} das Frobenius-Theorem
1.7 nicht anwendbar ist.

Die Konstruktion der Integralmannigfaltigkeiten zu E° und E“ erfolgt deshalb iiber das
Theorem der lokalen invarianten Mannigfaltigkeiten, das durch die konstruktive Methode
von Hadamard oder von Lyapunov-Perron bewiesen wird. Wendet man den Beweis von
Hadamard an, dann ist die Mannigfaltigkeit gerade der Graph einer Abbildung, die als
Fixpunkt einer Kontraktion zwischen geeigneten Funktionenrdumen mit dem Banachschen
Fixpunktsatz gefunden wird. Lyapunov-Perrons-Methode besteht darin, die Abbildung mit
Hilfe des Satzes tiber implizite Funktionen angewandt auf einen nichtlinearen Operator in
einem geeigneten Funktionenraum zu konstruieren und die Mannigfaltigkeit ebenfalls als
Graph dieser Abbildung darzustellen. Die lokalen Mannigfaltigkeiten kénnen zu globalen
fortgesetzt werden, die gerade die Integralmannigfaltigkeiten an die stabile Distribution
darstellen. Die globalen stabilen Mannigfaltigkeiten erzeugen eine Bléatterung auf M.
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Die globale Mannigfaltigkeit wird durch Riickwartsiteration der lokalen stabilen Mannig-
faltigkeiten entlang des positiven Halborbits von x gebildet:

W)= F V().
n=0

Die Menge W (x) ist eine endlichdimensionale Mannigfaltigkeit, die sich in M C?-immersieren
l483t. Es gilt:

wobei € hinreichend klein und ¢ = ¢(e) > 0 unabhingig von z,y und n ist. Die obigen
Eigenschaften legen nahe, daf sich eine Aquivalenzrelation auf M wie folgt definieren 1:f3t:

r=wy < ye W)

Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitit dieser Relation folgen sofort aus den obigen Ei-
genschaften von W (z). Die globalen stabilen Mannigfaltigkeiten bilden also eine Aquivalenz-
klassenzerlegung von M. Jede Aquivalenzklasse W (z) ist ein Blatt der stabilen Blitterung
W := {W(x)} von M. Die Blétterung W besteht gerade aus den maximalen Integralman-
nigfaltigkeiten von E?®, denn es gilt fiir alle x € M: Es gibt eine k-dimensionale immer-
sierte Untermannigfaltigkeit von M, W (x), so daB z € W (x) und fiir alle y € W(z) ist
W(xz) = W(y) und damit T, W (z) = T, W (y) = E*(y) nach Konstruktion.

Analog zu den stabilen Mannigfaltigkeiten lassen sich instabile Mannigfaltigkeiten kon-
struieren. Die lokalen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten V' (z) und U(z) erzeugen
auf M eine Produktstruktur. Es gibt also zu jedem Anosov-Diffeomorphismus zwei trans-
versale, f-invariante Blédtterungen, die stabile und instabile Blatterung, auf M.

A.2 Partiell hyperbolische Diffeomorphismen

,Partielle Hyperbolizitdt“ ist eine Erweiterung des Begriffs der Hyperbolizitéit. Aber nicht
alle ,,schénen* Eigenschaften von Anosov-Diffeomorphismen lassen sich auf partiell hy-
perbolische Diffeomorphismen iibertragen. Beispielsweise weifl man, dafl jeder volumener-
haltende Anosov-Diffeomorphismus topologisch transitiv und ergodisch ist. Ein analoges
Resultat gilt fiir partiell hyperbolische Diffeomorphismen nur, wenn man weitere Voraus-
setzungen an den Diffeomorphismus macht. Hierbei hat sich die Frage, ob die stabile und
die instabile Blatterung gemeinsam integrabel sind, als entscheidend herausgestellt. Auch
weitere Eigenschaften der stabilen, instabilen und zentralen Distribution spielen eine wich-
tige Rolle in der Theorie der partiell hyperbolischen Diffeomorphismen.

Deshalb hier eine kurze, einleitende Darstellung, um zu zeigen, auf welche Weise Begriffe
der Blatterungen in den dynamischen Systemen eine Rolle spielen kénnen.

Definition A.2.[Pes04, S.14] Ein Diffeomorphismus f : M — M auf einer kompakten,
zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit M heifit partiell hyperbolisch auf einer invari-
anten Menge A, falls Konstanten ¢ > 0 und 0 < Ay < pp < Ay < pg < Az < pz mit



w1 < 1 < A3 existieren und es eine invariante Zerlegung des Tangentialraums in stabile,
instabile und zentrale Eigenrdume gibt, so dafl gilt

T,M = E°(x) ® E°(x) @ E“(z), z€A
d.fE*(z) = E“(f(x)), «a=s,c,u.

¢TI < |do f™ sy || < ent

¢TI < | do f" ey || < ens

TN < def"\Eu(x)H <cpy, VneN.

Die invarianten Distributionen sind zwar nicht glatt, aber Holder-stetig (vgl. [Pes04, S.24]),
d.h. fiir alle z,y € M gilt

In Ay —In gy

LE*(z), E°(y) < Cd(z,y)*, 0<C, 0< a<
In po

Die stabilen und instabilen Blatterungen werden analog wie bei den hyperbolischen Dif-
feomorphismen konstruiert.

Definition A.3.[Pes04, S.47] Ein Diffeomorphismus f heifit normal hyperbolisch auf
einer invarianten, kompakten Mannigfaltigkeit N, falls f auf N partiell hyperbolisch ist,
d.h. fiir jedes x € N existiert eine invariante Zerlegung des Tangentialraums:

T, M = E%(z) & T,N & E"(z).

Mit dem Satz iiber lokale stabile und instabile Mannigfaltigkeiten kann man an jedes
x € N eine lokale stabile und instabile Mannigfaltigkeit V*(x) und V*(z) konstruieren, so
daf3 gilt

xeVi(x), zeV%x),
T,V*(x) = E*(z), T,V*(x) = E"(2),
d(f™(x), f"(y)) < Cpr + €)"d(x,y) fiir alle y € V*(z) und n > 0,
) (A3 —€)"d(x,y), fiir alley € V¥(z) und Vn > 0,

wobei C' > 0 und e > 0 hinreichend klein.

V#(x) und V*(z) sind f-invariant und ihre Vereinigung (J,cn V®(z) bzw. U, cn V()
sind Lipschitz-Untermannigfaltigkeiten von M, tangential zu E* ® TN bzw. E* & TN.
Normal hyperbolische Mannigfaltigkeiten sind stabil beziiglich kleiner Stérungen von f.
Man erkennt, dafl Bates, Lu und Zeng in ihren Arbeiten [BLZ98] und [BLZ00] die obige
Konstruktion analog auf Banachrdume iibertragen haben.

Die zentrale Distribution ist nicht immer integrabel. Es gibt aber Bedingungen, unter de-
nen sogar die stirkere Eigenschaft der eindeutigen Integrabilitét der zentralen Distribution
garantiert ist. Deshalb folgende Unterscheidungen:

Definition A.4.[Pes04, S.50] Sei E eine k-dimensionale Distribution auf M, M glatte,
kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heifit £

1. eindeutig integrabel, falls es eine Blétterung B mit k-dimensionalen Bldttern gibt,
so daf jede C!-Kurve o : R — M mit 6(t) € E(o(t)) fiir alle ¢ in B(c(0)) enthalten
ist. Insbesondere folgt T, B(z) = E(x) fiir jedes z € M.



2. lokal eindeutig integrabel, falls fiir jedes x € M eine k-dimensionale, glatte
Untermannigfaltigkeit W (z) und a(z) > 0 existiert, so daf} eine stiickweise C!-Kurve
o :[0,1] — M mit 0(0) =z, 5(t) € E(o(t)) und Linge(c) < a(x) in W (z) enthalten
ist.

3. schwach integrabel, falls fiir jedes + € M eine vollstindige, immersierte C!-
Mannigfaltigkeit W (x) existiert mit @ € W(z) und T,W(x) = E(y) fir jedes
y € W(x). Die Integralmannigfaltigkeiten W (z) kénnen sich selbst schneiden und
miissen keine Zerlegung von M liefern.

Ist eine Distribution F lokal eindeutig integrabel, dann ist sie integrabel und die integrable
Blétterung ist eindeutig.

Definition A.5. [Pes04, S.54] Ein partiell hyperbolischer Diffeomorpismus f heifit zentrum-
isometrisch, falls er isometrisch in der zentralen Richtung operiert, d.h. ||df (z)v|| = ||v]]
fiir alle z € M und alle v € E(x).

Ein partiell hyperbolischer Diffeomorphismus, der zentrum-isometrisch ist, besitzt eine
lokal eindeutig integrable zentrale Distribution E°.

Satz A.6. [Pes0/, S.55] Die zentrale Distribution E€ eines partiell hyperbolischen Diffeo-
morphismus f sei integrabel und die entsprechende Blitterung W€ glatt. Dann ist jeder
C"-Diffeomorphismus g, der in der C'-Topologie hinreichend nahe an f ist, ebenfalls par-
tiell hyperbolisch mit einer integrablen zentralen Distribution Eg.

Im allgemeinen ist die zentrale Blatterung nicht glatt. Deshalb haben Hirsch, Pugh und
Shub die schwichere Eigenschaft platten-ezpansiv(plaque-expaniv) eingefiihrt:

Definition A.7. [Pes04, S.58] Ein Diffeomorphismus f heiit platten-expansiv in Bezug
auf eine f-invariante Bldtterung W, falls ein € > 0 existiert, so dafl gilt: Wenn {z, } und
{yn} zwei e-Pseudo-Orbits sind, die die Bléitterung W respektieren, d.h. fiir jedes n € Z
liegen f(xy) und x4 in einer gemeinsamen Platte, und wenn d(x,,, y,) < € fiir alle n € Z,
dann liegen x, und v, in einer gemeinsamen Platte fiir alle n € Z.

Es gilt dann:

Satz A.8. [Pes04, S.58] Sei f ein partiell hyperbolischer Diffeomorphismus, die zentrale
Distribution B¢ sei integrabel und die zentrale Bldatterung W€ sei glatt, dann ist W€ platten-
eTpansiv.

Eine weitere wichtige Eigenschaft der stabilen und instabilen Blétterungen ist die absolute
Stetigkeit, die mit Hilfe der Holonomie-Abbildung definiert wird:

Definition A.9.[Pes04, S.76] Eine meBbare, invertierbare Abbildung 7' : X — Y auf
MaBrdumen (X, p) und (Y,v) heift absolut stetig, falls da8 Mafl p hinsichtlich des
Mafles T, absolut stetig ist.

Es 148t sich damit der folgende Satz zeigen:

Satz A.10. [Pes04, S.77] Ein partiell hyperbolischer C*-Diffeomorphismus f auf einer
kompakten, glatten Mannigfaltigkeit besitzt eine absolut-stetige Holonomie-Abbildung m wie
unten definiert.

Seien D! und D? zwei lokale Scheiben, die transversal zu der Familie der lokalen stabilen
Mannigfaltigkeiten sind, dann bildet 7 ein y € D*NV (w) auf den Schnittpunkt DNV (w)
ab, wobei V' (w) die lokale stabile Mannigfaltigkeit durch w € B D Dy, Dy ist.



Die absolute Stetigkeit der Holonomie-Abbildung der lokalen Blétter bedeutet, dal das
bedingte Maf3, das durch das Volumen der lokalen Blétter erzeugt wird, absolut stetig ist
beziiglich des Volumens der globalen Blétter. Das Auftreten einer nicht absolut-stetigen
Blatterung ist als ,,Fubinis Alptraum® in der Literatur bekannt. In diesem Fall gibt es eine
Menge positiven MaBes, die fast alle Blédtter der Blidtterung in einer Nullmenge (beziiglich
des Riemann-Volumens des lokalen Blattes) schneidet. Dieser Alptraum tritt aber nicht
selten auf, wie der Name suggeriert, sondern die nicht-absolute Stetigkeit ist bei zentralen
Blétterungen unter bestimmten Voraussetzungen ein generisches Phénomen, (vgl.[HP07]).
Es 148t sich zeigen, daf} die Distribution £°® E* nicht integrabel ist, falls f die Erreichbar-
keitseigenschaft (accessibility property) besitzt, d.h. falls je zwei Punkte x,y € M durch
einen Weg entlang lokaler stabiler und instabiler Mannigfaltigkeiten miteinander verbun-
den werden konnen. Hat f die Erreichbarkeitseigenschaft und erhélt ein glattes Maf}, dann
ist f wiederum topologisch transitiv. Mit Erreichbarkeitseigenschaft und damit mit der
Nicht-Integrabilitédt der Distribution E°@® E" hangt auch die Ergodizitiat von f zusammen.

Angesichts der obigen Ausfithrungen im Zusammenhang mit meiner Arbeit taucht die Fra-
ge auf, ob sich der Begriff der partiellen Hyperbolizitdt auch fiir eine stetig differenzierbare
Abbildung S : E — E auf endlichdimensionalen, vollstdndigen, stetig differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten in einem Banachraum FE definieren 1d8t. Schwierigkeiten wird die Fra-
ge nach einem geeigneten, glatten, invarianten Mafl machen. Denn ob ein solches Maf}
immer existiert, ist keineswegs klar. Wahrend diese Arbeit von den partiellen Differen-
tialgleichungen ausgegangen ist und gefragt hat, welche Voraussetzungen partielle Diffe-
rentialgleichungen erfiillen miissen, damit invariante Mannigfaltigkeiten und Blatterungen
aus invarianten Mannigfaltigkeiten existieren, kommt die Frage nach der Definition von
partieller Hyperbolizitéit in Banachrdumen von der anderen Seite: Erst wird der Begriff
definiert und theoretisch untersucht und dann untersucht, ob es partielle Differentialglei-
chungen gibt, auf die der Begriff angewendet werden kann.



A.3 Lyapunov-Perron-Gleichungen

Sei X der Banachraum aller bi-unendlichen Folgen u = {un}, 7, wobei jedes w, Ele-
ment eines Banachraumes X, sei. Als Lyapunov-Perron-Gleichungen bezeichnet man die
folgenden Gleichungssysteme in X

Un = Su(y) + D Rinlur,y) nez, (A.1)

k=—oc0

wobei y ein Parameter in einem Banachraum Y sei. Die Abbildungen S, : ¥ — X,, und
Ry : Xi x Y — X, sind vorgegebene Abbildungen. Gesucht wird eine Losung u € X.
Unter bestimmten Voraussetzungen an die Abbildungen S, und Ry, ,, 148t sich die Existenz
von Losungen und deren stetige Abhéngigkeit beweisen:

Fiir jedes y € Y sei durch S(y) := {Sn(y)} : Y — X eine Abbildung definiert. Fiir jedes
Paar (k,n) € Z x Z sei die Abbildung Ry, : X x Y — X, eine gleichméBig Lipschitz-
stetige Abbildung in die Xj-Richtung. Weiter gelte

Lipy(R) := supZLipXk (Rin) < 1.
ne€ly o

Es sei Ry, ,(0,y) = 0 fiir alle k,n € Y und alle y € Y. Unter diesen Voraussetzungen lafit
sich der folgende Existenzsatz beweisen:

Satz A.11.[CHT97, S.290] Unter den obigen Voraussetzungen besitzt die Lyapunov-
Perron-Gleichung A.1 genau eine eindeutige Losung F(y) := {F,(y)} € X. Weiter gilt

fir alley €Y
1

IFW)x < T gy 1@

Sei weiter fiir jedes n € Z die Abbildung S, :' Y — X, stetig und die Abbildung S :Y — X
lokal beschrinkt. Ebenso sei die Abbildung Ry, : X x X — X,, fir jedes (k,n) stetig.
Dann ist auch die Losungsabbildung F,, : Y — X,, fiir jedes n € Z stetig.

Sei Z ein abgeschlossener Unterraum von Y. Unter der Voraussetzung, dal S sowie Ry
in Z-Richtung gleichméfig Lipschitz-stetig sind, 148t sich auch die gleichméflige Lipschitz-
Stetigkeit von F' in Z-Richtung zeigen (s. [CHT97, S.291]). Ebenso folgt aus der stetigen
Differenzierbarkeit von S, in Z-Richtung fiir jedes n und von Ry, in Xj x Z-Richtung
fiir jedes (k,n) die stetige Differenzierbarkeit von F,, in Z-Richtung fiir jedes n.
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