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- Unser Ziel ist es nun, die HEISENBERGsche Unschérferelation mathematisch
zu formulieren. Dazu brauchen wir einige Begriffe aus der Statistik :

Definition 71.27 : Gegeben sei ein quantenmechanisches System im Zu-
stand x, z € H, ||z|| = 1, und eine Observable, also ein selbstadjungierter
Operator f im Hilbertraum H . Ist = € D(f), so heifit

<z, f(zr) >

der Erwartungswert der Observablen f im Zustand z. Die Zahl

o(z, f) = | fla)= <, f(z) >z

heifit die Streuung und 4(z, f)? die Varianz von f im Zustand z.

Beispiel 71.28 : Sei f ein Operator mit “reinem Punktspektrum”, also

SCy; = (0, und einfachen Eigenwerten
/\n , neE No

Sei (zp)nen, ein vollstandiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren von
f,sogilt fir € H mit ||z|| =

e}

= ) cuw, mit Z leal® = [l=l* =

n=0
Nach Satz 70.40 gilt fiir die Spektralschar (ey) er von f:
(B)m - ez\n,—)(xn) = Tn

Wegen A\, # \,, fiir n # m folgt daraus
(ex, —ex,—)(zm) =0 fir n#m, also

(ex, —ex,-)(@) = caan
Nach Definition 71.10 ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Messwert
von f im Zustand x gleich A, ist :

w(z, £, Aa]) = [l (e, —ex, =) (@) [IF = el

Wegen x € D(f) erhalten wir fiir den Erwartungswert von f im
Zustand x:

<z f(r) >= / A < ze\(z) >= / A dlex(z)]?

Da Sy = SPs ist, folgt nach Satz 70.37 : Ist A kein Eigenwert von f, so
gibt es ein € > 0 mit

exie(r) = ex_c , und damit
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/)\d||eA )7 = Z/ A dllex(a@)|? = ZA||eA—eA D@ P,

An;An]

also

(1) <z, f(x >—Z)\w I [Ans 5 Anl)

Auch die Varianz von f im Zustand x kann man ausrechnen. Nach Satz
70.36 gilt

0z, f)* = I(f= < =, f(z) > id)(2)|* = / A=< @ f(z) > [* dllex()]”

Z A= <z, f(@) > [ l(ex, —ex,-)(@)|* . also

(2) oz, f)? = Z Ma— <z, f(z) > wlz, f, [y Aal)

Aus der Definition der Varianz, und da f— < z, f(z) > -id selbstadjungiert
ist, folgt noch

(3) Sz, f)? =< (f— < 2, f(z) > id)*z,z >

(71.29) Physikalische Interpretation : Wir sehen d(x, f) als ein Mafl

dafiir an, mit welcher Schirfe (Genauigkeit) der Erwartungswert von f bei
einer Messung im Zustand z angenommen wird. Die Messung im Zustand
x heilt scharf , wenn

oz, f) =
ist, also nach Definition 71.27 genau dann, wenn
fl@) =< fz) > =

ist. Dann ist also x ein Eigenvektor von f. Sei umgekehrt z ein normierter
Eigenvektor von f, dann gilt

flz) =px | |z =1, mit peR, also

<z, f(x) >= pllz|* = p, also

fl@) = po =< f(x) >

Eine Messung von f im Zustand z ist also genau dann scharf, wenn x ein
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Eigenvektor der Observablen f ist. Der zu x gehorige Eigenwert von f ist
dabei

p=<uzflr) > |,
also der Erwartungswert von f im Zustand z.
- Nach Satz 70.40 gilt:
x ist Eigenvektor von f zum Eigenwert u = z=(e,—e,_)(x) ,

wobei (ey)xer diezu f gehorige Spektralschar ist, und nach Definition 71.10
ist das gleichbedeutend mit

we, £, {u}) = [l (ex = eu )@ | =l = 1

Eine Messung von f im Zustand z ist also genau dann scharf, wenn man
mit Wahrscheinlichkeit 1 als Messwert fir f die Zahl p =< z, f(z) >
den Erwartungswert von f, erhélt.

Folgerung 71.30 : Speziell fiir den Hamilton-Operator H sagt die letzte

Bemerkung: Wir kénnen die Energie eines quantenmechanischen Systems ge-
nau dann scharf messen, wenn sich das System in einem stationéiren Zustand

befindet.

- Zur Vorbereitung der HEISENBERGschen Unschérferelation brauchen wir
noch den

Satz 71.31 : f und g seien zwei Observable und = der Zustand eines
quantenmechanischen Systems, ||z|| = 1. Sei aulerdem

v € D(f) N D(g) ., flz)€D(g) und g(z)€ D(f)

Dann gilt

1
() 8(e,9) = 51 < w90 fog)w) > |
Beweis : Fiir beliebige «, (5 € R gilt
<z (9o f—fog)x) >

=< x,(9—pFid)o(f—aid)(x)=(f—aid)o(g—Fid)(x) >
=< z,(9g—pid)o(f—aid)(z) > — < (g—pid)o(f—aid)(z),z >
= 2iIm < z,(g—pFid)o(f—aid)(x) > |, also
| <z (gof—fog)lx) >] < 2]< (¢9—pFid)(z),(f —aid)(z) > |
< 2|(g = pid)(@)[| - I(f — aid)(@)]|
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und mit o =< =z, f(x) >, f =< x,g9(x) > folgt die Behauptung. a

Folgerung 71.32 : Seien f und g zwei selbstadjungierte Operatoren, so
dass fiir alle x € H mit

(x) zeD(f)ND(g) , flx)eD(g) , g(x)e D(f)

gilt:

(gof—fog)z) =pa
mit einer festen komplexen Zahl p. Dann folgt aus Satz 71.31 :

P
Das ist die abstrakte Formulierung der HEISENBERGschen Unschérferelation:
Sei p # 0, dann gibt es kein = € H , das (x) erfiillt und Eigenvektor von f
oder ¢ ist. Denn sonst wére nach (71.29)

Oz, f) =0 oder d(z,g) =0

im Widerspruch zu 6(x, f) - d(z,g) > % . Diese Formel sagt noch etwas

mehr aus : In dem Mafle, wie §(z, f) klein wird, wird é(x,g) groB. D.h.,
wenn man bei den Messergebnissen von f nur geringe Streuung hat, hat
man bei den Messergebnissen von ¢ eine grofie Streuung.

Bemerkung 71.33 : In der Physik formuliert man die HEISENBERGsche
Unschérferelation zunéchst nur fiir den Orts- und den Impulsoperator. Dazu
miissen wir den Impulsoperator auf einem geeigneten Hilbertraum definieren.

Wie schon in §68 sei

Lu®) = (R — | [ @ <o
A

fiir jede kompakte Teilmenge A C R™ }, und
LL(R") = Lh(R")/ x|
N = { feLi (R | f =0 fast iiberall }
Jedes f € Li.(R") definiert eine Distribution : Fiir

o €DR") = CPR")  sei  Tylo] = / f@)p(z) Az |

Rn

dann ist
Ty : DR") — C

eine stetige Linearform auf D(R"), also eine Distribution. Fiir
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a = (ag,...,0,) €Ny und |af := Z a;j
j=1

war die a-te Ableitung von T definiert durch

(D*Ty)[g] = (~1)* Ty[D¢]
Es kann nun sein, dass es ein g® € L*(R") gibt mit

DTy = Ty
dass also insbesondere D®T; wieder eine regulédre Distribution ist, dann
sagen wir: Es existiert die a-te Distributionsableitung ¢ € L*(R")
fir f € L.(R"). Dabei wissen wir aus der Theorie der Distributionen :
wenn alle partiellen Ableitungen

D°f fir 0 < |8 < |qf

existieren, dann ist D f gleich dieser a—ten Distributionsableitung g (ge-
nauer: die Aquivalenzklassen in L*(R"™) sind gleich), denn es ist dann

DTy = Tpe,

Man kann aber aus der Existenz der Distributionsableitung von f nicht die
Differenzierbarkeit von f schlieflen.

Definition 71.34 : Sei k € Ny. Dann verstehen wir unter W#(R") die
Menge der f € Ly, .(R"), fiir die die a— te Distributionsableitung von f fiir

0 < |of < k&

in L*(R") existiert. W*(R") heifit der Sobolev - Raum der Ordnung k .
(Bei (T) werden diese Riume mit W5 (R") bezeichnet.) O

Satz 71.35 : Sei k€ N, und fiir p € W*R") und |a| < k sei
Dagp die a — te Distributionsableitung von ¢

Setzt man

<evse o= > [ D) D e

aENg Alal <k gn

so wird W*(R") ein Hilbertraum, und Ci°(R™) ist ein dichter Untervektor-
raum von WFH(R").
Beweis : Siehe (T), Sétze 5.1, 5.2 . O

Bemerkung 71.36 : Wegen Satz 71.19 und nach Definition von W¥*(R")
gilt

CC(R") < W'R") < L*RY)
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und beziiglich der L2—Norm liegt C°(R") dicht in L*(R") , also liegt
auch W*(R") beziiglich der L2—Norm dicht in L*(R"™) . Wir haben aber in
WE(R™) eine andere Norm als in L*(R") , némlich

1
lellwe = (< @0 >w)? !

- Auf W(R"™) kénnen wir nun den Impulsoperator definieren:

(71.37) Impulsoperator (eindimensional) : Fiir ein Teilchen, das sich

auf der reellen Achse bewegt (z.B. den harmonischen Oszillator), definieren
wir den Impulsoperator g auf der nach Bemerkung 71.36 in L*(R) dich-
ten Teilmenge

D(g) == W'R) = { p€ L’(R) | 3Dp e L’(R) : T,/ = Ty, }

durch g(p) := —ihDyp
Fir ¢,¢ € C°(R) (! ) berechnet man mit partieller Integration
< g(p zh/ o' (x = —ih/ p(x)(x) de =< p,g(¥) >,
R R

<, > ist hier das Skalarprodukt in L*(R) , nicht in W*(R). Nach 71.36
liegt C3°(R) dicht in W!(R) beziiglich der L?—Norm , also gilt auch

g(@) v > = < p,g) > firale ¢, ¢eW'(R)

g erfiillt also (Sy) . Um zu zeigen, dass g sogar selbstadjungiert ist, fehlen
uns entsprechende Sétze iiber W (R).

(71.38) Heisenbergsche Unschiirferelation fiir Orts- und Impuls-

operator : Wir wollen sehen, ob die Voraussetzungen von Folgerung 71.32

erfiillt sind fiir den eben definierten Impulsoperator g und den Ortsoperator
f mit

D(f) = { € L*(R) | ¥ € L*(R) fir o(2) ==z -p(z) } |
(f(e)(x) = z-p(z) :
Sei zunéchst ¢ € C3°(R), dann gilt
(x) e D(f)ND(g) . [flp)eDlg) , glp)€D(f) und

(90 f ~ J o)) = —ih(mpla)) ik 20 = ipoa),

also

(gof—fog)lp) = —ihyp
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Man muss sich noch iiberlegen, dass diese Formel auch fiir alle ¢ gilt, die
(%) erfiillen. Dann folgt nach 71.32 :

h
Das ist die HEISENBERGsche Formulierung der Unschérferelation. a

Wir wollen damit den Abschnitt iiber die Axiomatik der Quantenmecha-
nik beenden und uns noch einige in der Quantenmechanik vorkommende
Operatoren ansehen und ihre Spektren bestimmen. Zur Konstruktion der
Hamilton-Operatoren benutzt man die folgende

(71.39) Quantisierungsregel : Gegeben sei ein System von n Teilchen,

das im Rahmen der klassischen Mechanik und Elektrodynamik durch carte-
sische Ortskoordinaten xq,...,x3, und Impulskoordinaten pi,...,ps, be-
schrieben werden kann, und

h(xh co 330, P1y - - - 7p3n)

sei die klassische Hamiltonfunktion. Dann ersetzen wir die Ortskoordinaten
xp durch die Operatoren fj ,

(fele)(@) = - plz)

und die Impulskoordinaten p, durch die Operatoren g ,

. 0
(n(o))(z) = =ik ()

Den so gewonnenen Differentialoperator h(fx, gx) verwendet man zur Kon-
struktion des Hamiltonoperators.

- Diese Regel bedarf noch der Prézisierung :

Bemerkung 71.40 : Die Regel 71.39 besagt, dass man h(fy, gx) formal

ausrechnet und damit einen Operator

H = h(fr, 9x)

erhilt. Das ist dann nicht eindeutig, wenn in h(x,p) Produkte xj - py auf-
treten, denn es ist xy - pr = pi - x, aber

(eop)@)@) = —ihng(@)
(o f)))(@) = _ma%ww _ —mxka%so(m—mm

Man muss also davon ausgehen, dass in den gegebenen Hamiltonfunktionen
h(zx,p) solche Produkte zj - p; nicht auftreten.

Bemerkung 71.41 : Die Formulierung “h(fx, gx) verwendet man zur Kon-

struktion des Hamiltonoperators” ist so zu verstehen, dass man zunéchst
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einen Definitionsbereich fiir den Hamiltonoperator suchen muss. Dazu sucht
man sich je nach Problem einen Hilbertraum (etwa L*(R®") ) und darin
einen dichten Untervektorraum D(H), so dass

H(p) = h(fr96)(p)

fir ¢ € D(H) definiert ist. Fiir den harmonischen Oszillator haben wir das
schon gemacht. Fiir das Beispiel, das gleich kommt, untersuchen wir den
Differentialoperator —A:

Satz 71.42 : (a) Der Differentialoperator f
D(f) = W*R") |,

o) = —ap = -3 Ly
pu 81’?

2

wobei hier unter — die zweite Distributionsableitung von ¢ zu verstehen
J

ist, ist ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum L*(R™) .

(b) Fiir den Operator fy,

D(fo) = CoR") , foly) == —Ap

gilt fo = f.
(c) Esgilt f > 0.
(d) SPf:(Z) , SCfI[O;OO>
Beweis : (a) Wir zeigen zunéchst, dass f die Bedingung (Sy) erfiillt: Seien
@, € C(R™), dann folgt mit partieller Integration:

<o >~ [ Caeu ane — [ 3 22D

J=1

d"z

R™ R"

_ / o(2) - (—AY(x)) d"z =< o, folth) >

Da C°(R™) dicht in W?(R™) ist, folgt durch Grenziibergang fiir
o, € WA(R"):

< fle)hv > = <p f¥)> |

also ist (Sy) erfiillt, und auflerdem gilt

W <> = [ %

nach Definition 70.5 also : f > 0 Also gilt (c) . Die Selbstadjungiertheit

dp(z) |*

d"zr > 0
833]‘ v= ’
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von [ zeigt man mit Hilfssatz 70.57 :
I NeC: R(f—-\id) = R(f —Nid) = H = [ sclbstadjungiert.

Dazu nehmen wir uns ein beliebiges A € R mit A < 0, und ein_beliebiges
¢ € L*R") . Mit 1) gehoren auch die Fouriertransformierte ¢ und die

Funktion )
Y(x)

o , definiert durch o(z) = o=
x J—

( |lz|| die Norm von z € R* ,) zu L*(R") (was wir im Einzelnen nicht
beweisen wollen). Dann ist auch

ce LXRY) fir o(z) == 6(—x)

Nach unseren Rechenregeln fiir die Vertauschung von Differentiation und
Fouriertransformation (Satz 52.2.9, Skript S.129) gilt fir 5 € Nj :

- —

D% = ()P = (—D(@0) = (~1)ufs

mit p(z) = iz. Fir |6] < 2 ist auch p’o € L*(R") (ohne Beweis) und
damit auch D’z € L*(R") , also & € W2(R"), und es gilt

—

N N AN
i=1 j=1

mit p;(z) = ix;, also pj(x)> = —a7,

(—Zu?&) @ = Yalel-x) = |o)lfo(-) -

[(=2)I

()
[(=2)[]> = A
Ao(—x) 2 J(—a) also
“Ao(—z) = —o-uoo——t(—1) ,
[(=2)[]> = A
N te-xe = 14 .
j=1
~AG—-Xo = ¢
also R(f —\id) = L*(R") .
b) Um fy = f zu zeigen, miissen wir nach Satz 70.66 (c) zeigen, dass

W2(R™) der Abschluss von D(fy) = C°(R™) in L*(R™) beziiglich || ||,

ist, wobei

lell; = 1f @I+ lleli* (Il I die Normin  L*(R") )
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ist. Nun wissen wir, dass C{°(R") beziiglich der Norm von W?(R") dicht
in W?2(R"™) liegt; wir sind also fertig, wenn wir gezeigt haben, dass || ||
und || ||y dquivalent sind, denn dann konvergieren Folgen, die in der einen
Norm konvergieren, auch in der anderen Norm, und zwar gegen den gleichen
Grenzwert. Rechnen wir die beiden Normen einmal aus:

2
lelly™ = llell® + 12> = lel® +

= ||¢||2+<Z D]%Z D§¢>
=1

=HW+Z/ D) D2p(x) d"a

Jik= 1Rn
Fir ¢ € Cg°(R™) erhélt man mit partieller Integration :

n

el = llelP= Y [ DD Digla) "

J.k=1 Rn

=HW+Z/DM¢WMWM%
J.k= ]-Rn

el S DDl

jk=1
2
(2) lells* = llel®+>_ IDielP+2 > ID;Dyell®
j=1 i<k

wobei hier || || stets die Norm in L?*(R") bezeichnet. Andererseits ist

et = 3 [ D ans

= lel*+ Y D%
1<|8]<2
= H@H2+Z IDSel*+2 Y 1D, Dxel +Z IDjell®

i<k

(3) lell;® < el



