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1 Vorbereitung

In diesem Kapitel werden wir vorbereitende Betrachtungen durchfiihren: wir fangen ganz kon-
kret an mit ein wenig elementarer Geometrie der Ebene. Konkrete Probleme fithren dabei oft
auf lineare Gleichungssysteme, die wir anschlieSend behandeln. Der letzte Teil des Kapitels ist
etwas abstrakter: wir fithren die Sprache von Mengen und Abbildungen ein, die auf Aussagen
und der Verkniipfung von Aussagen beruht.

1.1 Geometrie von Geraden in der Ebene

Wir setzen in diesem einleitenden Kapitel voraus, dass Sie Folgendes wissen:

e Sie haben eine Vorstellung, was reelle Zahlen sind. In der Analysis wird dies noch einmal
prézise eingefiihrt werden. Wir bezeichnen die Gesamtheit der reellen Zahlen mit R. Wir
sprechen auch von der Menge der reellen Zahlen.

e Reelle Zahlen kénnen addiert und subtrahiert werden. Fiir Addition und Multiplikation
beliebiger reeller Zahlen gelten Assoziativ- und Multiplikativgesetze. Es gibt eine reelle
Zahl 0 € R, so dass fiir alle reellen Zahlen, also alle a € R, gilt 0 4+ a = a + 0 = a; fiir die
Zahl 1 € R gilt bei Multiplikation 1-a = a -1 = a fiir alle a € R. Sie wissen sicher auch,
welche Eigenschaften fiir eine gegebene reelle Zahl a € R die Zahlen —a und, falls a # 0
gilt, 1/a haben.

e Sie wissen auch, dass man mit Begriffen wie > oder < arbeiten kann — diese werden in
dieser Vorlesung zwar keine Rolle spielen, sind aber wichtig fiir die Analysis.

e Wir setzen voraus, dass sie die Veranschaulichung der reellen Zahlen auf der Zahlengerade

kennen.

Wir kénnen nun die Menge R? = <i1> x1,xy € R 3 von geordneten Paaren reeller Zahlen
2

betrachten. Durch die Einfiihrung kartesischer Koordinaten koénnen wir diese als mathemati-

sches Model fiir die Ebene unserer Anschauung sehen:
A

e fx a9

x1

A\

Je zwei Elementen x = (?) y = (zl) € R? kénnen wir durch komponentenweise Addition
2 2

ihre Summe

1+ W% 2
T+y:= eR
Y (fg + yz)
zuordnen. Doppelpunkte := werden immer anzeigen, dass ein Ausdruck auf der linken Seite
definiert wird. Das Gleichheitszeichen = dagegen macht eine Aussage iiber schon definierte
Groflen. Bildlich stellen wir den Vektor z = il durch einen Pfeil vom Ursprung mit Spitze
2
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im Punkt mit Koordinaten (z1,2z5) malen. Die Summe wird dann so veranschaulicht (todo:
complete picture)

- r+y

Fiir jede reelle Zahl ¢t € R konnen wir durch Multiplikation aller Komponenten den Vektor
um einen Faktor ¢ strecken,
L t.ﬁl]l
t-x:= ( tﬂUz) .

Wir schreiben auch kurz tx. Bildlich fiir ¢ > 0: (todo: complete picture)

A

tx

Vielleicht erwarten Sie hier Beispiele:

() ()= o) =)

Allerdings wird in Mathematikvorlesungen sehr schnell von Thnen erwartet, dass Sie sich solche
einfachen Beispiele selbst verschaffen. Man liest mathematische Literatur daher immer mit
Papier und Stift zur Hand. Machen Sie sich auch ein Bild fiir ¢ < 0. Manchmal werden in der
Vorlesung solche Bilder auch spontan oder auf Nachfrage gezeichnet. Dieses Skript hat nicht
den Anspruch, die Vorlesung ersetzen zu kénnen. Daher diirfen solche Bilder auch hier fehlen.

Bemerkungen 1.1.1.
1. Fiir alle z,y, 2 € R? und fiir alle ¢, € R gilt

(a) (x4+y)+z=a+(y+2) [Assoziativitat]

(b) Sei 0 := (8) € R? der sogenannten Nullvektor. Dann gilt:

O+zx=z=x+0 [Neutrales Element]

Man beachte, dass wir mit dem gleichen Symbol die reelle Zahl 0 € R und den
Nullvektor 0 € R? bezeichnen. Mathematische Formeln erschliefien sich nur aus dem
Kontext.

(¢) Zu jedem x € R? gibt es ein —x € R?, so dass
r+(—z)=(—z)+2=0,

2



namlich —z = <_x1) [Additives Inverses]

d) z+y=y+=x [Kommutativitét]

(e) (tt')x = t(t'z). (Man mache sich hier genau klar, welche Verkniipfung bei t#' und
welche bei t'z gemeint ist!)

(f) lx ==
(g) t(r+y)=tx+ty

(h) (t+t")x =tz +t'xz. (Man mache sich hier genau klar, welche Verkniipfung bei ¢ 4 ¢/
und welche bei tz + ¢’z gemeint ist!)

2. Alle Gleichungen werden gezeigt, in dem man sie durch Betrachtung von Komponenten
auf die entsprechenden Gesetze fiir die reellen Zahlen zuriickfiithrt. Ein Beispiel:

1 Y1 r1+ Y1+ 21 Y1 1
Y (I2> <y2> ($2 + y2) (?JQ + $2> (y2) (@) 4

Solche kleinen Argumente werden wir nicht immer im Skript ausfithren, aber manchmal
spontan oder auf Nachfrage beispielhaft in der Vorlesung.

3. Man beachte, dass es sich nicht um Aussagen iiber einzelne ¢,# € R oder z,y,2 € R?
handelt. Wir haben vielmehr z.B. in 1. eine Aussage, die von den drei Elementen z, vy, z €
R? abhiingt. Diese Aussagen sind dann fiir alle solche Elemente wahr.

Allgemeiner hétten wir fiir beliebiges n € N\ {0} auch R", also die Menge aller geordneten
n-Tupel reeller Zahlen, betrachten kénnen, wobei insbesondere R? ein Modell fiir den dreidi-
mensionalen Raum liefert. Wir nennen auch ein Element v = (vy, ..., v,) € R" einen Vektor (in
R™) und fiir ¢ = 1,2,...,n die reelle Zahl v; die i-te Komponente oder Koordinate. Wir geben
R in diesem einleitenden Kapitel noch keinen Sinn. Der R™ tritt in vielen Anwendungen auf;
unsere Methoden sind so beschaffen, dass sie nicht vom Wert von n abhéngen. Abstraktion in
der Mathematik fiihrt eigentlich immer zu gréfSerer Anwendbarkeit.

Durch Definitionen schafft man sich neue mathematische Begriffe. R? ist eine Menge und
hat eine Klasse interessanter Teilmengen:

Definition 1.1.2
Seien p,v € R™, v # 0. Dann heifit die Teilmenge von R" der Form

Gpo =p+Rv:={p+ | eR},

die (affine) Gerade durch den FuBpunkt p mit Richtungsvektor v. Die Darstellung p + Ruv heifit
Parameterdarstellung von Gy, .

A

(o4
Qv
=
(4

(todo: complete picture)



In einer Definition unterstreichen wir die Begriffe, die definiert werden. Wir bringen noch
einmal an einer solchen Stelle ein Beispiel: G 1,1y ist die Winkelhalbierende des ersten und
dritten Quadranten. Bei einer solchen Definition sollte man sich sofort iiberlegen, warum v = 0
nicht zugelassen wurde! (Wie sihe denn G, aus?)

Wir fangen mit einer Hilfsaussage an. Die Tatsache, dass ein Autor eine Aussage als Hilfs-
aussage einschétzt, wird durch die Verwendung des Worts Lemma ausgedriickt.

Lemma 1.1.3.
Fiir v,w € R™ mit v # 0 und w # 0 sowie fiir p, ¢ € R"™ gilt:

Gpv = Gy genau dann, wenn g € G, und es p € R\ {0} gibt mit w = pv

Insbesondere ist die Parameterdarstellung einer gegebenen Geraden G C R™ nicht eindeutig.
Es gibt mehrere Wahlen von (p,v), die die gleiche Gerade beschreiben.

Eine mathematische Aussage erfordert immer einen Beweis, in dem diese Aussage auf be-
kannte Aussagen zuriickgefiithrt wird.

Beweis.

e Schauen wir uns genau an, was wir beweisen wollen. Es gibt zwei Aussagen, die von
v,w € R” mit v # 0 und w # 0 und p, ¢ € R™ abhéngen:
“Aussage 17 fiir v,w € R" mit v # 0 und w # 0 und p,q € R™ es gilt G, = Gy
“Aussage 2” fiir v,w € R” mit v # 0 und w # 0 und p,q € R": es ist ¢ € Gy, und es gibt
ein p € R\ {0} mit w = pw.
Wir behaupten, dass die Aussagen fiir jede Wahl von v, w, p, ¢ entweder beide wahr oder
beide falsch sind. Wir schreiben dann

“Aussage 17 &  “Aussage 2”

und sagen, die beiden Aussagen sind dquivalent.

Dazu zeigen wir zweierlei: zum einen: ist Aussage 1 wahr, dann ist auch Aussage 2 wahr.
Man schreibt dann

‘Aussage 17 = “Aussage 2”.

Zum anderen zeigen wir: ist Aussage 2 wahr, so ist auch Aussage 1 wahr. Von den vier
moglichen Kombinationen

Aussage 1 | Aussage 2
wahr wahr
wahr falsch
falsch wahr
falsch falsch

eliminiert der erste Teil des Beweises, den wir mit ” = 7 bezeichnen, die zweite Zeile; der
zweite Teil 7 <= 7 eliminiert die dritte Zeile. Damit ist die Aquivalenz gezeigt.

e 7 = 7 Es soll also fiir eine Wahl von v,w € R" mit v # 0 und w # 0 und p,q € R”
Aussage 1 gelten. Wir nehmen also an, dass G, , = Gy, gilt. ¢ € G, = G, folgt direkt
aus Aussage 1. Also gibt es p; € R mit ¢ = p + pyv. Ferner gilt auch ¢ + w € G, ,,
also gibt es ein us € R mit ¢ + w = p + pev. Es kann nicht ps = py gelten, da daraus
q+w=p+ v = p+ v = q folgt, aber wegen w # 0 ist ¢ + w # q. Es folgt

w=(¢+w)—q=(p2—m)v.
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e 7 < 7 Es soll also fiir eine Wahl von v,w € R" mit v # 0 und w # 0 und p,q € R"
Aussage 2 gelten. Zu zeigen ist die Gleichheit der zwei Teilmengen G, und G,,, von R?.

e Wir iiberlegen uns erst, dass zwei Teilmengen 77, T einer Menge M, in Zeichen Ty C M
und 7, C M, genau dann gleich sind, wenn sie die gleichen Elemente von M enthalten.
(Das ist eigentlich die Definition von Gleichheit von Teilmengen einer Menge, die wir aber
in diesem einleitenden Abschnitt naiv verwenden.) Ist jedes Element von T} auch in T,
so ist Ty C T5 Teilmenge. Es gilt also genau dann 7} = 75, wenn die beiden Aussagen
Ty C Ts und Ty C T} gelten. Man beachte, dass hier zwei Aussagen in dem Sinn verkniipft
werden, dass sie gleichzeitig gelten miissen.

e Wir wollen zuerst die Inklusion Gy, C G, zeigen.
Wegen unserer Annahme haben wir ¢ € G,,. Also gibt es Ay € R, so dass ¢ = p + A\gv
gilt. Sei s € G, beliebig, also s = ¢+ A\jw mit einem geeigneten \; € R. Einsetzen liefert

S=p—+ v+ A\pv=p+ (Ao + M\ p)v,
woraus s € G, folgt.

e Wir miissen noch die umgekehrte Inklusion G,, C Gy, zeigen.
Sei s € G, beliebig, also s = p + Agv mit A\g € R. Aus q € G,,, folgt p = ¢ — A\v mit
A € R. Also
s=q—Mv+ v =q+(No—A\)p lw.

Hieraus folgt s € G ..

Lemma 1.1.4.
Sei G C R" eine Gerade und seien a,b € G und a # b. Dann ist G = G, —,. Eine Gerade wird
also durch zwei verschiedene Punkte, die auf ihr liegen, festgelegt.

Beweis.

e Aus Lemma folgt, dass wir einen beliebiegen Punkt auf GG, also insbesondere a, als
Fuipunkt wihlen konnen. Es ist also G = G, mit einem v € R™\ {0}, das wir uns noch
aus a, b beschaffen miissen. Aus b € G, folgt, dass es ¢, € R gibt mit b = a + tv.

e Wir wollen zeigen, dass ty # 0 gilt. Dazu nehmen wir an, es wiirde ¢ty = 0 gelten. Daraus
wiirde aber b = a + typv = a + Ov = a + 0 = a folgen, im Widerspruch zur Voraussetzung
a # b. Also kann unsere Annahme ¢y = 0 nicht gelten und ist zum Widerspruch gefiihrt.
Dieses Argument ist ein Beispiel fiir einen indirekten Beweis, auch Widerspruchsbeweis
genannt. (Wir hatten auch schon so im vorausgehenden Beweis argumentiert.)

e Damit haben wir aber
a€Gapq und b—a=tow mit ¢ #0,

mit Lemma also Gy p—q = Gop-



Beispiel 1.1.5.
Als weiteres Beispiel fiir einen indirekten Beweis beweisen wir die Aussage:
/2 ist irrational: es gibt keine rationale Zahl ¢ mit ¢> = 2.
Wir setzen dabei als bekannt voraus, dass sich jede rationale Zahl als gekiirzter Bruch
beschreiben liasst und dass sich jede natiirliche Zahl aufler der 1 in Primfaktoren zerlegen lésst.
Angenommen es gibt eine rationale Zahl ¢ mit ¢> = 2. Dann kénnen wir ¢ als gekiirzten
Bruch ausdriicken, ¢ = ¢ mit teilerfremden ganzen Zahlen a,b. Aus ¢* = 2 folgt a® = 2b*. Die
Primzahl 2 teilt das Produkt a? und damit einen der Faktoren, also a. Also ist a gerade, schreibe
a = 2c. Einsetzen in die Gleichung a? = 2b? liefert v*> = 2¢?. Nach dem gleichen Argument ist
dann aber auch b gerade, im Widerspruch dazu, dass der Bruch ¢ = § gekiirzt ist. Also kann
es keine rationale Zahl ¢ mit ¢> = 2 geben.

Auf R? - allgemeiner auf R® — kann man noch eine weitere Struktur einfithren. Sie wird im
ersten Teil der Vorlesung keine Rolle spielen. Sie ermdoglicht es uns aber in diesem einleitenden
Kapitel den Anschluss an geomtrische Anschauung und einfachere Schreibweisen.

Definition 1.1.6

1. Je zwei Vektoren x = (il) und y = (::Zl> des R? ordnen wir ihr Skalarprodukt zu:
2 2

(,y) == 1y1 + T2y2 € R .

2. Die Norm eines Elements x € R? ist definiert durch

]l == v/{w, @) = V/(21) + (22)? € Rao .

Man mache sich an einer geeigneten Zeichnung mit Hilfe des Satzes des Pythagoras klar,
T

i also der Abstand des Punktes mit Koordinaten
2

dass ||z|| die Lénge des Vektors = =

(xl) vom Ursprung ist.

T2

Bemerkung 1.1.7.

1. Wir schreiben die Zuordnung, die Paaren von Vektoren ihr Skalarprodukt zuordnet, auch
S0:
(,) REZxR* - R
(z,y) — (z,)
Man beachte die unterschiedlichen Pfeilsymbole. Sie hat die folgenden Eigenschaften, die
man leicht nachrechnet: fiir alle z,2’,y € R?> und t € R gilt

)
b) (tz,y) = t{z,y)
(c) (z,y) = (y,2)
(d) (z,z) >0und (z,z) =02 =0

Man wird in einer Vorlesung nie alle solchen Aussagen nachrechnen kénnen. Hier ist Thre
eigene Nacharbeit gefordert! Sie werden auch nicht hier im Skript alle Kommentare, die
zu solchen Gleichungen in der Vorlesung gemacht werden, nachlesen kénnen.



2. Es gilt fiir die Norm aller z € R? die Ungleichung ||z|| > 0 und Gleichheit ||z| = 0 genau
fiir z = 0. Ferner gilt fiir alle x € R und t € R

|tz|| = \/ tx,tx) \/t2 (x,z) = [t|\/(z,x) = |t|||z]],

wobei wir die Regel v/r2 = |r| fiir r € R ausgenutzt haben.

Schétzt ein Autor eine mathematische Aussage als etwas wichtiger ein, so nennt er sie
iiblicherweise nicht Lemma, sondern Satz.

Satz 1.1.8.
1. Fiir alle z,y € R? gilt die sogenannte Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung

[0 < llzlly)

2. Fiir alle x,y € R? gilt
lz +yll < llz]| + [yl [Subadditivitéit der Norm]

3. Fiir den euklidischen Abstand

d(z,y) = [lz =y
gilt die Dreiecksungleichung

d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2)

fiir alle z,y, z € R2.

\ 4

Bewelis.
1. Wir rechnen:

(Ielllol)” = 2.0 = (@ 2) (.9 — C.)? = (2 + 2D)6F +43) — (eagn + o)’

= 23ys + 25y; — 2011 T9Y2 = (T1ya — Tay1)® > 0.

2
Hieraus folgt die Ungleichung (H:UHHyH) > (x,y)?%; Wurzelzichen erhilt Ungleichungen;

unter Beachtung der Regel vr2 = |r| fir r € R finden wir die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung;:
[z[llyll > [{z,y)| -

2. Dies folgt durch Wurzelziehen aus

|z +yl? = (e +y,z+y) = (z,2) + (x,y) + (v, 2) + (4, y)
= ||zl + 2(z, y) + |ly|I?
< ||z]|* + 2[|z||ly|| + |ly* nach Cauchy-Schwarz (i)

= (llll + llyl)* -



3. Wir rechnen:

d(z,2) = |lz = 2| = lo =y +y — |
<|lz =yl + lly = 2l = d(x,y) + d(y,z) nach (ii)

Lemma 1.1.9.
Sei G C R? eine Gerade und seien a,b € G. Dann existiert genau ein Punkt ¢ € G, so dass gilt
d(a,c) = d(b,c). Fiir diesen Punkt ¢ gilt ferner

1 1
c= §(a +b) und d(a,c) = d(b,c) = §d(a, b) .

Beweis.
Man beachte, dass wir hier eine Existenzaussage und eine Eindeutigkeitsaussage machen.
Um die Existenzaussage zu beweisen, miissen wir nur nachrechnen, dass ¢ := 3(a + b) die

gewiinschten Eigenschaften hat:
1 1 1 1
d(a,0) = ll5(a+b) — al = 156 = )l = 5 (a = b = 5 (a-+b) ~ b =d(b,c)

Da G durch a,b nach Lemma festgelegt ist, G = G p—q, folgt aus ¢ = a + %(b — a) auch,
dass ¢ € G gilt. Es wird hier nicht erklart, wie man auf den Punkt ¢ kommt. Das ist fiir einen
Beweis logisch nicht notwendig. Diese Darstellungsweise ist ¢konomisch, erfordert aber beim
Lesen mathematischer Texte eine grofie Anstrengung.

Die Eindeutigkeitsaussage ist etwas aufwéndiger: fiir ¢ € R betrachten wir den Punkt ¢(t) :=
a+ t(b— a). So erhalten wir alle Punkte auf der Gerade. Fiir den Punkt ¢(¢) gilt

d(a,c(t)) = [tl[|b—al  und d(b,c(t)) = [t = 1[[b - al

(So etwas miissen Sie dann selbst nachrechnen!). Fiir Gleichheit brauchen wir [t| = |t — 1|, was
die eindeutige Losung ¢ =  hat. (Nachrechnen!) 0

Bemerkung 1.1.10.

1. Dies ist ein Beispiel fiir einen konstruktiven Beweis. Man zeigt, dass ein mathematisches
Objekt existiert, indem man es direkt angibt oder eine Konstruktionsvorschrift gibt, die
es erlaubt, es zu konstruieren. (Eine solche Konstruktionsvorschrift muss nicht unbedingt
rechnerisch effizient sein.)

2. Hier ist ein weiteres Beispiel fiir einen konstruktiven Beweis. Wir zeigen, dass das Quadrat
einer geraden ganzen Zahl n gerade ist. Wir kénnen n = 2k schreiben, woraus n? =
(2k)? = 2(2k?) folgt. Wir haben explizit angegeben, wie sich n? als das Doppelte einer

ganzen Zahl schreiben lsst.

3. Ein nicht-konstruktiver Beweis zeigt, dass das Polynom p(z) = 2% — 2% 4+ 22° + 2 — 1 eine
Nullstelle im offenen Intervall (—1, 1) hat. Denn es ist p(1) =2 > 0 und p(—1) = —6 < 0.
Die Existenz, aber keine Konstruktionsvorschrift, folgt aus dem Zwischenwertsatz der
Analysis.



Lemma [1.1.9| motiviert die folgende Definition, fiir die man eigentlich nicht den Begrift des
Skalarprodukts braucht:

Definition 1.1.11
1. Gegeben zwei Punkte a,b € R?, so heifit der Punkt %(a + b) Mittelpunkt von a und b.

2. Ein Parallelogramm ist ein 4-Tupel (a,b,c,d) von Punkten in R?, so dassc—a =d —b
gilt:

d

C

(todo: complete pictures) Es folgt dann auch b — a = d — ¢. (Nachrechnen! Geometrisch
veranschaulichen!)

3. Ein Parallelogramm heif3t nicht-ausgeartet, falls keine drei Punkte auf einer Geraden
liegen.

Satz 1.1.12 (Diagonalensatz).
In einem nicht-ausgearteten Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen gegenseitig.

Man beachte, dass mit dieser Formulierung eine Aussage fiir alle nicht-ausgearteten Paral-
lelogramme gemacht wird.
Fiir allgemeine Vierecke ist die Aussage nicht unbedingt richtig, etwa:

(Bei der Nachbereitung einer Mathematik-Vorlesung muss man sich auch mit Gegenbeispie-
len beschiftigen, sich die auch einmal selbst verschaffen!)

Beweis.

Der Mittelpunkt der Diagonale von a nach d ist %(a + d), der Mittelpunkt der Diagonale von b
nach c ist (b + c).

Wir rechnen:

1 1 1

Also sind die Mittelpunkte gleich und ein Schnittpunkt der beiden Diagonalen. U

Auch fiir diesen Satz wird weder fiir Aussage noch fiir Beweis das Skalarprodukt auf R?
benotigt.

Definition 1.1.13



1. Ein Dreieck ist ein Tripel (a,b,c) von Punkten in R?. Es heifit nicht-ausgeartet, falls die
Eckpunkte a, b, ¢ nicht auf einer Geraden liegen.

2. Sei (a,b, c) ein nicht-ausgeartetes Dreieck. Eine Seitenhalbierende ist eine Gerade durch
eine der Ecken und den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite:

Satz 1.1.14 (Schwerpunktsatz).
In einem nicht-ausgearteten Dreieck (a, b, ¢) schneiden sich die Seitenhalbierenden in dem Punkt

%(a +b+c¢), dem Schwerpunkt des Dreiecks. Die Seitenhalbierenden zerlegen sich im Verhéltnis
1:2.

Dies ist wieder ein Satz iiber alle nicht-ausgearteten Dreiecke.

Beweis.

e Die Seitenhalbierende durch a enthélt ¢ und den Seitenmittelpunkt b%c Nach Lemma
1.1.3]ist sie in Parameterform wegen Lemma |1.1.4] gegeben durch

a+R<%(b+c)—a>

Waihle den Parameter ¢t = % und finde auf dieser Geraden den Punkt

2(1 1 1 1
= e — == b+ =c.
q a+3<2(+c) a) ga+gb+ge
Der Ausdruck ist symmetrisch in a, b, ¢, man kann also die Rollen von a, b und ¢ vertau-
schen. Also liegt ¢ auch auf den anderen beiden Seitenhalbierenden. Man beachte, dass
fiir die erste Aussage des Satzes das Skalarprodukt nicht benétigt wird.

e Bemerkung: Man kann das Problem des Schnitts der drei Seitenhalbierenden auch so
umformulieren: suche tq, ¢ und t3 € R, so dass gilt:

b
a+t1( —gc—a>:b+t2<c_’2_a—b>
b b
CL+t1( +C—a>=0+t3(a—2+_ —C)

Dies ist dquivalent zu einem System von 4 (warum vier?) inhomogenen linearen Gleichun-
gen fiir die 3 reellen Unbestimmten ¢, 5 und t3:

b+c—2a 2b—c—a
- +—

t to=b —
7 5 a4
b+c—2at +2c—a—bt
2 ! 2 3

10



e Fiir den letzten Teil der Aussage brauchen wir das Skalarprodukt, denn wir sprechen von
Léangen. Wir berechnen wir den Abstand vom Schwerpunkt %b“ zum Seitenmittelpunkt

bre 4,
J a+b+c b+c a+b+c b+c a b ¢ 1H2 b—c|
= — == = — = = —||4@ — 0 — C
372 3 2 3 6 6 6
und den Abstand vom Schwerpunkt zur Ecke a zu
b b 2 b 1
d u,a = M—a = -Za+2+2 =—]2a —b— |
3 3 3 3 3 3

0

Wir bringen noch einige ergédnzende Bemerkungen zur geometrischen Interpretation des
Skalarprodukts: wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung [1.1.8[(i) ist

<1 fiir alle z,y € R®mit 2 # Ound y # 0

Definition 1.1.15
1. Seien x,y € R?, 2 # 0 und y # 0. Dann heif3t

(z,y)

[Tyl

€ [0, 7]

a(z,y) := arccos

der Innenwinkel der Vektoren x und y.

2. Gilt afx,y) = 3, so heien x und y orthogonal. Dies ist genau fiir (z,y) = 0 der Fall.

Wir wollen den Schnitt von Geraden in der Ebene untersuchen. Dazu setzen wir erst einmal
hilfsweise fiir a = (ay,ay) € R?
at = (—ay,a;) € R?.

(Wir wollen im Interesse eines iibersichtlicheren Schriftsatzes hier nicht Spalten- und Zeilen-
vektoren unterscheiden.) Beschreiben Sie a® geometrisch! Dann gilt fiir a,b € R? und A € R,
wie man am besten selbst nachrechnen sollte:

1. (a+b)t =at+bt (Aa)*t = Xat

2. {a,bt) = —(at,b), also insbesondere {a,a™) = 0, was fiir a # 0 heifit, dass a* auf a

senkrecht steht. Ferner gilt

la*ll =llall  und (a7)" =—a.

Betrachtung 1.1.16.

Wir betrachten den Schnitt G, , NGy, zweier Geraden G, , und G,;, im R?. Dieser besteht aus
allen Elementen s € R?, fiir die s € G, und s € G gilt. Wir schreiben dann s € G, 4 N Gyp;
gilt dies, so gibt es A\, u € R mit

s=p+Aa=q+pub.

11



e Dies schreiben wir in der Form Aa + pu(—b) = ¢ — p. Die beiden Komponenten liefern
zwei lineare Gleichungen fiir die zwei Unbestimmten A, u. Wir werden solche linearen
Gleichungssysteme in Kapitel systematisch untersuchen.

e Hier ist ein ad hoc Losungsweg: wir bilden das Skalarprodukt mit a* und erhalten
(p.a*) = (g,a™) + p(b,a”) (%)
Dies ist eine lineare Gleichung in einer Variable .

— Ist (b,at) # 0, so gibt es fiir u die eindeutige Losung

— <p — 4, aL>
M <b’ aJ_> Y
die zum Schnittpunkt
<p — {4, aJ—>
— b
T )

fithrt.
— Ist (b,a*) = 0, so sicht man

* Fiir (p — q,at) # 0 gibt es keinen Schnittpunkt. Die Geraden sind parallel und
verschieden.

* Fiir (p—q, at) = 0 ist jedes u € R Losung von (x). Die Geraden fallen zusammen.

Eine inhomogene lineare Gleichung wie () muss also nicht unbedingt eine Losung haben.
Hat sie eine Losung, so ist diese auch nicht unbedingt eindeutig.

Satz 1.1.17 (Kosinussatz).

1. Sei (a,b,c) ein nicht-ausgeartetes Dreieck. Sei o der Winkel an der Ecke a, d.h. a =

alb—a,c—a)
b

Dann gilt
d(b,c)? = d(a,b)* + d(a, c)* — 2d(a, b)d(a, c) cos a .

2. Ist insbesondere (a, b, ¢) rechtwinklig mit o = 7, so folgt der Satz des Pythagoras:

d(b,c)* = d(a,b)* + d(a, c)?,

das Quadrat der Lange der Hypotenuse ist gleich der Summe der Kathetenquadrate.

Bewelis.
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1. Durch Nachrechnen:

d(b, c)* — d(a,b)* — d(a,c)?
=0b-—cb—c)—{(a—ba—0b)—{(a—c,a—c)
= (b,b) — 2(b, c) + (¢, c) — (a,a) + 2(a, by — (b, b)
—(a,a) + 2(a,c) — (c,c)
=2(—(b,c) — (a,a) + (a,b) + (a,c))
=—-2(c—a,b—a) = =2||a—c|| - ||b— al| cosa = —2d(a, ¢)d(b, a) cos «

2. Der Spezialfall fiir o = 7 folgt aus cos 5 = 0.

Satz 1.1.18 (Rhombensatz).
Die vier Seiten eines nicht-ausgearteten Parallelogramms sind genau dann gleich lang, wenn

sich die beiden Diagonalen senkrecht schneiden:
c d

Beweis.
Die Vektoren, die die beiden Seiten des Parallelogramms festlegen, sind v := b—a und w := c—a.
Wir berechnen die Diagonalen: die Diagonale, die b und c¢ verbindet, ist durch den Vektor
¢ —b = w — v gegeben. Im Parallelogramm gilt b — a = d — c¢. Daher ist die Diagonale, die a
und d verbindet
v+w=b+c—2a=d—a.

Fiir den Winkel zwischen den Diagonalen ist also das folgende Skalarprodukt wichtig:

(v+w,w—wv) = [w]|* = |lv]* .

Die Diagonalen schneiden sich senkrecht, genau dann, wenn das Skalarprodukt (v + w,w — v)
verschwindet. Genau dann ist aber ||w| = ||v||. (Man beachte, dass wir hier wieder iiber eine
Aquivalenz von Aussagen sprechen.) O

Wir lernen schlieSlich noch eine andere Beschreibung von Geraden im R? kennen:

Betrachtung 1.1.19.
Sei G,, eine Gerade mit Fupunkt p € R? und Richtungsvektor a € R? \ {0}. Es liegt 2 =
(x1,22) auf G genau dann, wenn es ein A € R gibt mit

r1 = p1+ Aa;
x2:p2+)\a2.

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit as, die zweite mit a; und subtrahieren die so erhal-
tenen Gleichungen, so finden wir die Gleichung fiir die Koordinaten (z1, x2)

—@G2%1 + 12 = —a2P1 + a1P2 -

13



Es gilt also mit der schon eingefithrten Bezeichnung (a1, as)® := (—az, a1), dass

Gpa C {2 €R*|(z,a") = (p,a7)} .

Definition 1.1.20
Sei ¢ € R?\ {0} und o € R. Dann setzen wir

H.,={z € R*(z,c) = a} = {x € R*|c;z; + coz9 = }

Satz 1.1.21.
1. Sei ¢ € R*\ {0} und o € R. Dann ist H,, eine Gerade im R*. Genauer gilt
Hc,a = GHCOICIQC’CL . (*)

2. Sei p € R? und a € R?\ {0}. Dann hat umgekehrt die Gerade G, , die Gleichungsdarstel-
lung
Gp,a = Hal7<aL»p> . (**)

H,., heifit die Gleichungsdarstellung der Geraden, denn H,., ist die Losungsmenge einer
inhomogenen linearen Gleichung c;x; + cox9 = a in den Unbestimmten z; und x,.

Beweis.
Wir zeigen 1.; der Beweis von 2. ist analog und dem Leser zur Ubung iiberlassen. Es ist die

Gleichheit der zwei Teilmengen GWC’CL und H,., zu zeigen.

e Seix € G _ao_, ... Dann gibt es nach Definition von G ein A € R, so dass gilt

llcl2

Es folgt (z,c) = Bk (c,c) + Mct, ) = a, also z € H..,.

e Seix € H.,. Dann gilt (z,¢) = a und somit

« a
(x—wc,c) = (z,c) — ||C||2(c,c> =a—a=0.

Firy =2 — HC%C gilt also (y,c) = 0. Wir behaupten, dass es deswegen ein A € R gibt,
mit dem y = A\c* gilt.
Daraus folgt dann sofort

«
= —_— = —_— )\ L a
x e ct+vy HCH20+ c € G”cHQC’CL :

(0%
I

und somit (*).
e Wir miissen die Hilfsbehauptung zeigen: es seien y, c € R?, ¢ # 0, und es gelte

0= (y,c) = yic1 + yac2 -

Ist ¢; # 0, so folgt y; = —i’—fcz. Es gilt sowieso ¢, = f:’—f - ¢1, also gilt y = f:’—ch. Ist ¢; =0,
so muss wegen ¢ # 0 gelten ¢, # 0. Man schliefit dann aus y, = —Z—;cl dass y = <—zc’—;>cl .
gilt.
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Wir bringen die folgende Anwendung:

Definition 1.1.22
Sei (a,b,c) ein nicht-ausgeartetes Dreieck im R* . Die Hohe H, ist diejenige Gerade durch den
Punkt a, die auf der gegeniiberliegenden Seite des Dreiecks, also auf dem Vektor b — ¢ € R?,
senkrecht steht. Also

H,={z € R?*|(x,b—c) =(a,b—c)}.

Analog werden die Hohen H, durch b und H, durch c definiert.

Satz 1.1.23 (Hohenschnittsatz).
Sei (a, b, ¢) ein nicht-ausgeartetes Dreieck. Dann schneiden sich die drei Héhen in einem Punkt.

Bewelis.

e H, und H, sind nicht parallel, da sonst die Seiten gegeniiber a und b parallel sein miissten
und das Dreieck ausgeartet wére. Sei also h € H, N Hy,.

e Wir zeigen: h € H..

Aus h € H, folgt (h,b—c¢) = (a,b—c) (%)
Aus h € H, folgt (h,a —c) = (b,a—¢) (%)
Daraus folgt
(hya—by = (hyja—c+c—0) = (hya—c¢)—(h,b—c)
P ba-o) —(ab=c) = (ba)= (b.) — (a.b) + (a.c)
= (=b+a,c) = (c,a—0b),

also h € H..
O

Wir wollen noch einige Bemerkungen zu Ebenen und Geraden im dreidimensionalen Raum
R? bringen.

Bemerkungen 1.1.24.

1. Zwei Geraden im R? sind im allgemeinen windschief, d.h. sie schneiden sich nicht und
sind nicht parallel. Als Beispiel betrachte die Geraden

1 0 0
RO und 1]4+R|O0
0 0 1

(Machen Sie sich hierzu selbst eine Skizze. Suchen Sie sich zwei windschiefe Geraden in
Threr Umgebung!)

2. Eine lineare Gleichung im R3 beschreibt eine Ebene. Geraden kénnen wir dann durch den
Schnitt von zwei Ebenen beschreiben, also ein lineares Gleichungssystem von 2 Gleichun-
gen in 3 Unbestimmten.
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3. Konkret sei ¢ € R*\ {0} und o € R. Dann setzen wir
E.o={z€ R*[(z,c) = a} = {z € R¥|ci2; + caz9 + 323 = a}

Wir kénnen Ebenen auch durch zwei reelle Parameter beschreiben: ist ¢35 # 0, so gilt
r € E,.,, genau dann, wenn x3 = %(a — 1x1 — Ccx9) gilt. Es folgt

0 1 0
E=[0]+R[ 0 |+R[ 1
o o ~a

Dies ist eine Parameterform fiir eine Ebene in R?, F = p + Rv; + Ruv,. Bei einer Gerade
hatten wir fiir eine Parameterform v; # 0 vorausgesetzt. Wir miissen eine Bedingung
an das Paar (vy,vs) von Vektoren finden, die garantiert, dass wir wirklich eine Ebene
parametrisieren. Dafiir ist v; # 0 und vy # 0 nicht ausreichend; bei vy = Av; wiirde man
keine Ebene erhalten. Dies leistet der Begriff der linearen Unabhéngigkeit, vielleicht der
wichtigste Begriff der Vorlesung dieses Semesters und Thema von Kapitel 2.

1.2 Lineare Gleichungssysteme, Gauf3’scher Algorithmus

Definition 1.2.1
1. Ein (reelles) lineares Gleichungssystem ist ein System von Gleichungen der Form

1121 + a2 +... + A1pTy, = b1

2171 + A922%2 +...+ oLy — bg

Am1T1 + QpmaTat . .+ ATy = bm
mit a;; € R und b; € R. Gesucht sind reelle Losungen 1, . .., .
2. Giltby = ... = b, = 0, so heifit das lineare Gleichungssystem homogen; sonst inhomogen.

3. Ersetzt man bei einem inhomogenen linearen Gleichungssystem alle b; durch 0, so erhalt
man das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem.

4. Wir nennen die rechteckige Anordnung reeller Zahlen
air ... Qin
A —

Y .

die Koeflizientenmatrix des linearen Gleichungssystems. Die reellen Zahlen auf der rechten
Seite fassen wir zu b = (by ..., b,) € R™ zusammen. Die Lisungsmenge des Gleichungs-
systems bezeichnen Lsg(A, b). Die Matrix

a1 ... Q1p bl
(A)b) =

Amn -+ Qmn bm

heifit erweiterte Koeffizientenmatrix des inhomogenen linearen Gleichungssystems.
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Fiir Matrizen von gewisser Form ist der Losungsraum einfach zu bestimmen:

Definition 1.2.2

1. Eine Matrix A ist in Zeilenstufenform, falls fiir alle i = 2,...,m gilt: sind die ersten
(k — 1) Eintrage der (i — 1)—ten Zeile gleich Null, so sind die ersten k Eintrédge der i—ten
Zeile gleich Null, wobei k =1,...,n.

2. Eine Matrix ist in spezieller Zeilenstufenform, wenn sie in Zeilenstufenform ist und falls
fiirallei =1...m gilt: ist ajy = aj2 = ... = a; -1 = 0 und a;, # 0, so ist a;; = 1.

Beispiele 1.2.3.

o . ) 000 159
e Matrizen in spezieller Zeilenstufenform: (O 0 O) (0 0 0)

e Matrizen in Zeilenstufenform, aber nicht spezieller Zeilenstufenform: (8 (1) g)
e Matrizen, die nicht in Zeilenstufenform sind:

0 01 000 3 5 7

0 10)"° 00 1/)” 1 2 4

Wir zeigen nun an einem Beispiel, warum ein inhomogenes lineares Gleichungssystem, dessen
Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform ist, sich einfach losen lésst. Betrachte

124 |4
4,0 =[0 0 1 J5
000 |0

Das steht fiir das Gleichungssystem

xr, + 2{E2 + 4{,53 = 4
r3 = 5!
0 = 0.

Die dritte Gleichung ist immer erfiillt, die zweite legt x3 = 5 fest. Die erste Gleichung ergibt
nach Substitution von z3 die Gleichung z; 4+ 2x5 = —16. Wahlt man x5 als Parameter, so ist
der Losungsraum

—16 —2
Lsg(A, b) = {x ERY| 25 =5, 11 = —16—21'2} —| o |+R| 1
5 0
Die Losungsmenge hat die Geometrie einer Geraden in R3.
Lemma 1.2.4.
Sei A eine Matrix in Zeilenstufenform. Dann ist die Losungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems mit Koeffizientenmatrix A genau denn leer, wenn es einen Index i € {1,...,m} gibt,

so dass a;; = 0 fiir alle j, aber b; # 0 gilt.

Beweis.
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7 <7 Die i-te Gleichung ist dann
O:aﬂxl—l—...—l—amxn:bi#o,
was offensichtlich keine Losung hat.

7 =7 Andernfalls finden wir, wie oben beschrieben, eine Losung. Dann kann aber die Gleichung
0 # 0 nicht auftreten.

g

Nun ist die Strategie, Umformungen vorzunehmen, die die Losungsmenge nicht veréndern,
also neue, einfacher Gleichungssysteme zu produzieren, die die gleiche Losungsmenge haben.

Satz 1.2.5.
Es gibt die folgenden elementaren Zeilenumformungen:

1. Multiplikation einer Zeile mit A € R\ {0}
2. Vertauschung zweier Zeilen
3. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Entsteht das lineare Gleichungssystem (;1, Z) aus (A, b) durch sogenannte elementare Zeilenum-
formungen, so dndert sich die Losungsmenge nicht, Lsg(A,b) = Lsg(A, b).

Beweis.

Es kommt offensichtlich nicht auf die die Reihenfolge der Gleichungen an; damit ist 2. klar.
Auch 1. sieht man sofort. Beim dritten Typ kommt es auf nur zwei Zeilen ¢, k an. Es reicht also
aus zu zeigen, dass die Gleichungssysteme

a1 T1 + 2o+ ... + QinTy = bl

Ap1T1 + oo+ ... + QpnTn=— bk

und
;171 + QT2 + .ot A, =D,
(akl + )\ail)xl -+ (akg + /\aig)xg—l— oot (a;m + )\am)xn:bk + /\bl
gleiche Losungsrdume haben. Erfillt © = (z4,...,x,) das erste Gleichungssystem, so auch die

erste Gleichung des zweiten Systems und durch Addition des A-fachen der ersten Gleichung
zur zweiten Gleichung des ersten Systems auch die zweite Gleichung des zweiten Systems.
Umgekehrt subtrahiert man das A-fache der der ersten Gleichung des zweiten Systems von der
zweiten Gleichung und sieht, dass jede Losung des zweiten Systems auch Losung des ersten
Systems ist. O

Betrachtung 1.2.6.
Rezept zur Uberfithrung einer beliebigen Matrix in spezielle Zeilenstufenform durch elementare
Zeilenumformungen:

1. Vertausche Zeilen so, dass in der ersten Zeile das erste von Null verschiedene Element
nicht weiter rechts steht als bei allen anderen Zeilen.
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2. Multipliziere alle Zeilen, bei denen der erste nicht verschwindende Eintrag in der gleichen
Spalte wie bei der ersten Zeile steht, mit A € R\ {0}, so dass dieser Eintrag gleich 1 wird.

3. Subtrahiere die erste Zeile von genau diesen Zeilen.

4. Ist spezielle Zeilenstufenform noch nicht erreicht, so wende die Schritte a)-c) auf die
Untermatrix an, die durch Streichung der ersten Zeile entsteht.

Beispiel 1.2.7.

Wir betrachten das inhomogene lineare Gleichungssystem von drei Gleichungen in drei Varia-
0 1 1 11

blen mit erweiterter Koeffizientenmatrix | 5 10 —20 |5 |. Vertauschen der ersten beiden
2 8 4 |14

5 10 =20 |5
Zeilen liefert das dquivalente System [0 1 1 |1 |. Wir teilen die erste Zeile durch 5
2 8 4 |14
1 2 —4 |1
und die zweite durch 2 und erhalten {0 1 1 |1 |. Nun ziehen wir die erste Zeile von der
14 2 |7
1 2 -4 1 1 2 -4 1
dritten ab: |0 1 1 |1 | und dividieren die dritte Zeile durch 2: {0 1 1 |1 |. Wir zie-
02 6 16 01 3 |3
1 2 -4 1
hen nun die zweite Zeile von der dritten Zeile ab: {0 1 1 |1 | und dividieren schliefllich
00 2 |2
12 -4 1
die dritte Zeile durch 2, um spezielle Zeilenstufenform zu erhalten: [0 1 1 |1
00 1 |1
Insgesamt finden wir, dass die beiden inhomogenen linearen GleichungssysterLe
To+x3 = 1 T+ 209 —4rs = 1
51+ 10z9 — 2023 = 5 und To+x3 = 1
201 + 8x9 + 423 = 14 r3 = 1

die gleichen Losungsmengen haben. Das rechte System losen wir direkt von unten nach oben:
aus x3 = 1 folgt durch Einsetzen xo = 0 und durch weiteres Einsetzen xy — 4 = 1, also x1 = 5.

Wir fassen den Gaufy’schen Algorithmus zur Losung inhomogener linearer Gleichungssyste-
me zusamien:

1. Stelle die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) auf.

2. Uberfiihre diese Matrix (A,b) durch elementare Zeilenumformungen in Zeilenstufenform
(4,0).

3. Lose das lineare Gleichungssystem Az = b in Zeilenstufenform sukzessive von unten nach

oben.

Man beachte, dass bei der Reihenfolge des Ausrdumens im Gaufi’schen Algorithmus die
Nummerierung der Variablen ausschlaggebend ist. Man macht nur Zeilenumformungen.

19



1.3 Aussagen

Wir werden jetzt einige der Vorgehensweisen in der Meta-Sprache der Mathematik zusammen-
fassen. Sie mag abstrakt wirken, aber Abstraktion hat auch den Vorteil, dass sich Konzepte
und Methoden sehr allgemein anwenden lassen. Konkrete Beispiele fiir diese Konzepte haben
wir schon in den vorhergehenden Abschnitten gesehen.

Definition 1.3.1
Unter einer Aussage A verstehen wir ein sprachliches Gebilde, das entweder wahr (w) oder
falsch (f) ist.

Beispiele 1.3.2.
Die Aussage: “Die Geraden G und G’ schneiden sich” ist entweder wahr oder falsch.
Die Aussage “Es gibt einen Studierenden im Horsaal H1” hat Wahrheitswert
w.
Die Ausssage 3-4 =14 hat Wahrheitswert f.
Die Ausdriicke “5 + 77, “Guten Tag” und “Wie heiflen Sie?” sind keine Aussagen.
Der Satz “Dieser Satz ist falsch.” ist keine Aussage. Denn wire er wahr, so wére er falsch und
umgekehrt. Man kann hier (wegen der Selbstbeziiglichkeit) keinen Wahrheitswert wahr oder
falsch zuordnen.

Wir bauen nun aus Aussagen neue Aussagen:

Definition 1.3.3

Seien A und B zwei gegebene Aussagen. Dann definieren wir die folgenden Verkniipfungen von
Aussagen als eine neue Aussage, deren Wahrheitswert als Funktion der Wahrheitswerte der
Aussagen A und B durch die folgenden Wahrheitstafeln gegeben ist:

1. Konjunktion: A und B, in Zeichen A\ B.

A B|AAB
wow | W
w | f
f w|f
f f |f
2. Disjunktion: A oder B, in Zeichen AV B
A B|AVB
wow | w
w f |w
f w|lw
f f |f

Es handelt sich also um ein nicht ausschlieBendes “oder”. Das Zeichen V kommt vom
lateinischen Wort fiir oder, vel.

3. Implikation: aus A folgt B, auch “Wenn A, dann B”, in Zeichen A = B

A B|A=1B
woOw | w
w f | f
f wlw
f f|\w
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Um die vierte Zeile dieser Tafel zu illustrieren, beachte man, dass die Aussage “Wenn
Ptoleméus Recht hat, ist die Erde eine Scheibe.” eine wahre Aussage ist, obwohl die Erde
keine Scheibe ist.

4. Aquivalenz: A édquivalent zu B, auch “A genau dann, wenn B”, in Zeichen A < B

A B|A& B
woOw | w
w f | f
f wi|f
f f|w

Man vergleiche hierzu auch noch einmal mit dem Beweis von Lemma|l.1.3,

5. Negation: nicht A, in Zeichen A

AlTA
w|f
f|w

Wir vereinbaren die Reihenfolge, &hnlich wie “Punkt vor Strich” in der normalen Arithmetik,
Tvor A vor V vor = vor <.

Beispiel 1.3.4.
Seien A und B zwei Aussagen. Die Aussage

("A)vB ="AVB

hat die folgende Wahrheitstafel:

A B|"A| AV B
w w|f w
w f|f f
f wl|w w
f flw w

Dies ist dieselbe Wahrheitstafel wie die der Verkniipfung A = B. Die beiden verkniipften
Aussagen 'AV B und A = B sind also durch die Warheitstafel nicht zu unterscheiden.

Definition 1.3.5
Gegeben seien mehrere Aussagen A, B,C, ... und zwei Aussagen X und Y, die durch die Ver-
kniipfung dieser Aussagen entstanden sind. Wenn die Aussage

X&eY

fiir alle moglichen Wahrheitswerte der Aussagen A, B, C), ... den Wahrheitswert w annimmt, so
sagt man, X und Y sind logisch gleichwertig. Die Aussage X < Y heifit dann eine Tautologie.

Satz 1.3.6.
Wenn A, B, C' Aussagen sind, dann sind die folgenden Aussagen Tautologien:

1. (Doppelnegationsgesetz) ("A) < A
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. (Kommutativgesetze) ANB < BAAund AVB << BV A

. (Assoziativgesetze) (AANB)ANC < AN(BAC)und (AVB)VC < AV (BVC)

. (Distributivgesetze) AN (BVC) < (AAB)V(AAC) und AV(BAC) < (AVB)A(AVC)
. (de Morgansche Gesetze) (AA B) < (TA)V ('B) und (AV B) < TAAN'B

N

o Ot s W N

Kontrapositionsgesetz) (A = B) < (("B) = ("A))

Beweis.
Der Beweis dieser Aussagen geschieht durch die Betrachtung der relevanten Wahrheitstafeln.
Wir fithren dies am Beispiel der ersten Aussage in 5. vor:

A B AANB|(AAB) "A "B (TA)Vv('B) | (el)
wow o w S 7 S w
w f f w fow w w
f w f w w f w w
f f f w woow w w

Bemerkungen 1.3.7.
1. Die Tautologie [1.3.6]6 liegt der Beweistechnik des “indirekten Beweises” zugrunde. Man

beachte beachte, dass sich die Richtung der Implikation umkehrt. Wir haben dies im
Beweis von Lemma und Beispiel gesehen.

2. Man kann alle n-stelligen Verkniipfungen als verschachtelte Verkniipfung dieser elementa-
ren Verkniipfungen darstellen. Dafiir reichen sogar die Negation ', “und” A sowie “oder”
V.

Wir wollen abschliefend noch Aussagen betrachten, deren Wahrheitswert von einem Ele-
ment einer gewissen Menge M abhéngt. Sei zum Beispiel M die Menge aller Horer der Vorlesung
und fiir z € M die Aussage C(z) “z hatte vertieft Mathematik”. Den Begriff Menge und Ab-
bildung behandeln wir hier weiterhin noch naiv.

Definition 1.3.8
FEine Aussageform oder Prédikat ist eine Abbildung Q@ : M — {w, f} von einer Menge M in
die Menge {w, f} der Wahrheitswerte.

Bemerkungen 1.3.9.
1. Eine n-stellige Verkniipfung ist ein Pradikat {w, f}" — {w, f}.

2. Man kann Préadikate mit Negationen, Konjunktionen, Disjunktionen, Implikationen und
Aquivalenzen kombinieren und neue Pridikate erhalten.

Bemerkungen 1.3.10.
Seien M, N Mengen und seien A(x), B(x) und C(x,y) Aussagen, deren Wahrheitswert davon
abhéngt, welche Elemente x € M bzw. y € N man einsetzt. Dann bedeutet:

Ve e M : A(z) Die Aussage A(z) gilt fur alle x € M .
dr e M : A(x) Es gibt ein x € M, fiir das A(z) gilt .
dlz € M : A(x) Es gibt genau ein x € M, fiir das A(z) gilt .

Man nennt auch V den Allquantor und 3 den Existenzquantor. Es gelten die folgenden Regeln:
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A

—
|
<
8
m
=

z)) < (3z € M TA(z)).

(

2. FxeM: Ax)) & (Vo e M TA(x)).

3.VreM: Alx) A\Nx € M : B(x) &V e M: A(x) A B(x).
Afz)

4. VYreM: Alx)VVx € M : B(z) =V e M : A(x)V B(z).

5. dx € M : A(z)V B(z) & (Elx eM: A(x)) V(dx e M: B(x))

6. dx € M : A(x) N B(z) = (EIIEM: A(x))/\(EIxGM: B(x))
7.3xeM: JyeN: C(r,y)JyeN:JxeM: Cz,y)
8. dJxeM:VYyeN: Clx,y) =Vye N:Jxe M: Clx,y) .

Bemerkungen 1.3.11.

1. zu[1.3.10[1: Die Verneinung der Aussage “Alle Schafe sind schwarz.” ist eben nicht “Kein
einziges Schaf ist schwarz.” sondern “Es gibt (wenigstens) ein nicht-schwarzes Schaf.”
(Prinzip des Gegenbeispiels).

2. zu[1.3.10}4 und [1.3.10[6, das klar macht, warum “<” jeweils nicht gilt: sei M die Menge
aller lebenden Menschen. Sei A(z) die Aussage: “z ist ein Mann.” und B(x) die Aussage:
“r ist eine Frau.”. Dann gilt die rechte Seite von [1.3.1014, weil jeder Mensch entweder
Mann oder Frau ist; H die linke Seite wiirde aber nur gelten, wenn es entweder nur Méanner
oder nur Frauen gibe. Ahnlich gilt die rechte Seite von .6, weil es wenigstens einen
Mann und wenigstens eine Frau gibt, aber linke Seite wiirde nur gelten, wenn es einen
Menschen gébe, der gleichzeitig Mann und Frau ist, was wiederum in unserem Modell
nicht vorgesehen ist.

3. zu[1.3.10]8, das klar macht, warum “<” nicht gilt: sei M die Menge aller lebenden Ménner
und N die Menge aller lebenden Frauen. Sei C(z,y) die Aussage “Herr x ist mit Frau
y verheiratet.”. Die Aussage “Jr € M Vy € N gilt C(z,y)” bedeutet: “Es gibt einen
Riesenheiratsschwindler, der mit allen lebenden Frauen verheiratet ist.”
Die Aussage “Vy € N dz € M gilt C(z,y)” bedeutet dagegen: “Alle Frauen sind verhei-
ratet, aber moglicherweise monogam.”

Bemerkung 1.3.12.
Es ist niitzlich, die géngigsten sprachlichen Formulierungen zu kennen, die die Erzeugung einer
Aussage aus einem Pridikat mit Hilfe des Allquantors oder des Existenzquantors beschreiben.

Sie werden haufig benutzt, um mathematische Texte lesbar zu machen.
Allquantor Yz € M : P(x)

o Fir alle x € M gilt P(x).

e Fiir jedes Element x € M gilt P(x).

e Fiir ein beliebiges Element x € M gilt P(x).
e Sei x € M (beliebig). Dann gilt P(z).

e Ist x € M, dann/so gilt P(z).

IMathematiker arbeiten mit Modellen, dies ist ein vereinfachtes Modell der Wirklichkeit.
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e Wenn = € M, dann folgt P(x).
e Jedes Element von M erfiillt P.
e Alle Elemente von M erfiillen P.

Existenzquantor 3z € M : P(x)

e Es gibt (mindestens) ein x € M mit P(x).

Es existiert (mindestens) ein x € M mit P(x).

Die Menge M hat ein Element x, das P erfiillt.
e Ein Element von M erfiillt P.
e Fiir ein geeignetes Element x € M gilt P(x).

e Man kann ein x € M wihlen, so dass P(x) gilt.

1.4 Mengen
Ich folge hier dem Skript von Frau Meusburger.

“Definition” 1.4.1 (Cantor).
“Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte unserer An-
schauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.”

Bemerkungen 1.4.2.
Die Definition ist inaddquat, aber dennoch wird aus ihr deutlich:

e Eine Menge besteht aus Elementen — den “Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens.”

e Die Elemente sind bestimmt: es ldsst sich entscheiden, ob etwas Element einer Menge ist
oder nicht. Dies ist eine Aussage.

e Die Elemente sind wohlunterschieden, d.h. sie es kommt nicht mehrmals das gleiche Ele-
ment in einer Menge vor. Wir vereinbaren daher {ay,as,a2} = {ay,as2}. Auch kommt es
nicht nicht auf die Reihenfolge der Elemente an, also {as, a1} = {a1,as2}.

e Die Menge (“das Ganze”) ist durch ihre Elemente charakterisiert.
e Es war schon Cantor klar, dass es eine leere Menge geben sollte, die kein Element enthélt.
Etwas moderner ausdriickt:

“Definition” 1.4.3.

1. Eine Menge ist etwas, das Elemente enthalten kann. Ist a ein Element einer Menge M,
so schreibt man a € M. Ist a kein Element der Menge M, so schreibt man a ¢ M.
Fiir eine endliche Menge M, die genau die Elemente ay,as, ..., a, enthilt, schreibt man
M ={ay,aq,...,a,}.

2. Es gibt eine ausgezeichnete Menge, die leere Menge (), die keine Elemente enthélt.
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3.

Eine Menge ist durch ihre Elemente eindeutig bestimmt. Diese konnen auch selbst Men-
gen sein. Zwei Mengen M, N sind gleich, genau dann, wenn sie die gleichen Elemente
enthalten, also wenn aus a € M folgt, dass a € N und aus a € N folgt a € M. Man
schreibt dann M = N.

Es bleibt aber ein Selbstbeziiglichkeitsproblem, das die Russelsche Antinomie thematisiert:
sie betrachtet die (sogenannte) Menge R aller Mengen x, die sich nicht selbst als Element
enthalten, R = {z|z € x} und fragt, ob R sich selbst als Element enthélt.

Der moderne Zugang startet von der Idee, dass man eine Menge als etwas definiert, was
man aus anderen Mengen konstruieren kann. Dadurch lassen sich alle Mengen auf eine Menge,
die leere Menge, zuriickfiithren. (Auch eine Spielfigur eines Brettspiels ist das, was man mit ihr
machen darf.) Die folgenden Axiome sind leicht redundant:

“Definition” 1.4.4 (Zermelo-Fraenkel Axiome).

1.

Bestimmtheitsaxiom: Zwei Mengen M, N sind gleich, wenn a € M = a € N und a €
N = a € M. Man schreibt dann M = N und ansonsten M # N. Eine Menge N heisst
Teilmenge einer Menge M, in Zeichen N C M, wenn a € N = a € M gilt.

Bild: Ein Behélter ist durch seinen Inhalt eindeutig bestimmt.

Zwei Behilter werden als gleich betrachtet, wenn sie den gleichen Inhalt haben. Insbe-
sondere ist der Inhalt der Behélter nicht in irgendeiner Weise geordnet und jedes Ding ist
maximal einmal in einem Behilter enthalten.

. Axiom der leeren Menge: Es gibt eine ausgezeichnete Menge, die leere Menge, die keine

Elemente enthélt und mit () bezeichnet wird.

Bild: Es gibt einen leeren Behilter, der keine Dinge enthélt.

. Paarungssaxiom: Zu zwei beliebigen Mengen M, N gibt es eine Menge X, die genau M

und N als Elemente enthélt. Man schreibt X = {M, N}, falls M # N und X = {M},
wenn M = N.

Bild: Man kann zwei Behélter mitsamt ihrem Inhalt in einen weiteren Behélter packen.

Beispiel: durch wiederholte Anwendung des Paarungsaxioms konstruiert man aus der

leeren Menge die Mengen 0, {0}, {{0}}, {0,{0}}, {0,{0},{{0}}} ...

. Vereinigungssaxiom: Zu jeder Menge M von Mengen gibt es eine Menge X, die genau die

Elemente der Elemente von M als Elemente enthalt. Man schreibt X = UM und statt
U {A17A27...,AN} auch A1UA2U ...... UAn

Bild: Man kann alle in einem Behalter enthaltenen Behéalter ausleeren und die dabei zum
Vorschein kommenden Dinge in einen neuen Behélter packen.

. Aussonderungsaxiom: Fiir jede Menge M und jedes Pradikat P : M — {w, f} gibt es

eine Menge X, die genau die Elemente von M mit P(m) = w enthélt. Man schreibt
X ={me M|P(m)} oder X ={m € M : P(m)}.

Bild: Man kann einen Behilter 6ffnen, die Dinge herausnehmen, die eine bestimmte Ei-
genschaft haben, und sie in einen neuen Behélter packen.

. Unendlichkeitsaxiom: Es gibt eine Menge X, so dass ) € X und fiir jedes Element z € X

auch {z} € X gilt.

Bild: Es gibt einen Universalbehilter, der den leeren Behélter enthélt und fiir jedes Ding,
das er enthéilt, auch den Behélter enthalt, der dieses Ding enthélt. Insbesondere enthélt

X alle Mengen der Form 0, {0}, {{0}} {{{0}}},...
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7. Potenzmengenaxiom: Fiir jede Menge M gibt es eine Menge P (M), die Potenzmenge von
M, deren Elemente genau die Teilmengen von M sind.

Bild: Man kann einen gegebenen Behélter ausleeren, einen Teil seines Inhalts auswéhlen
und in einen neuen Behélter fiillen - die Teilmenge. Dann kann man einen Behélter bauen,
der alle auf diese Weise gefiillten Behélter enthélt.

8. Ersetzungsaxiom: Ist M eine Menge und f eine fest gewéhlte “Konstruktionsvorschrift”,
die aus Mengen und deren Elementen durch endliches Verschachteln der Ausdriicke =, €
;N\, V, L& =V, 3 neue Elemente ‘konstruiert” und so jedem Element ‘m € M genau
ein Element f(m) irgendeiner Menge zuordnet, dann gibt es eine Menge X, die genau die
Elemente f(m) fiir m € M enthilt.

Bild: Kann man jedem Ding in einem gegebenen Behélter durch eine Vorschrift, die aus
“ist gleich”, “ist enthalten in”, “und”, “oder”, “nicht”, “genau dann, wenn”, “wenn,
dann”, “fiir alle” und “es gibt ein” besteht, eindeutig ein Ding in irgendeinem anderen
oder dem gleichen Behélter zuordnen, dann kann man diese zugeordneten Dinge aus ihren
Behéltern herausnehmen und zusammen in einen neuen Behélter packen.

9. Fundierungsaxiom: In jeder nichtleeren Menge M gibt es ein Element m € M, so dass m
und M keine Elemente gemeinsam haben.

Bild: In jedem nicht-leeren Behilter gibt es ein Ding, das keinen gemeinsamen Inhalt mit
dem Behélter hat.

10. Auswahlaxiom: Ist M eine Menge, so dass alle Elemente von M nicht-leere Mengen sind
und je zwei Elemente von M keine gemeinsamen Elemente haben, dann gibt es eine Menge
X, die genau ein Element aus jedem Element m € M enthélt.

Bild: Hat man einen Behilter, der nur nicht-leere Behélter enthélt, die untereinander
keinerlei Inhalt gemeinsam haben, dann kann man aus jedem dieser nicht-leeren Behélter
genau ein Ding auswihlen und diese Dinge in einen neuen Behélter packen.

Bemerkungen 1.4.5.

1. Die Zermelo-Fraenkel-Axiome schlieen die Russelsche Antinomie aus. Konkret geschieht
das durch das Fundierungsaxiom und das Paarungsaxiom. Fiir jede Menge M kann man
mit dem Paarungsaxiom die Menge {M} bilden, die als einziges Element die Menge M
enthélt. Nach dem Fundierungsaxiom, muss dann gelten, dass die Menge M mit der
Menge { M} kein Element gemeinsam hat. Da M € {M} gilt, muss somit M ¢ M gelten.
Keine Menge kann sich also selbst enthalten.

Somit existieren die “Menge aller Mengen” oder die “Menge aller Mengen, die sich selbst
als Element enthalten” nicht, da sie jeweils sich selbst als Element enthalten wiirden. Die
“Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten” kann es ebenfalls nicht
geben, da keine Menge sich selbst als Element enthalten kann, und somit diese Menge
gleich der “Menge aller Mengen” wére.

2. Wir zeigen, wie sich beispielsweise die Menge N = {0,1,...} E] der natiirlichen Zahlen
aus den Zermelo-Fraenkel Axiomen konstruieren lésst, die zunéchst nur verschachtelte
Ausdriicke mit leeren Mengen liefern. Dazu geniigt es, eine eindeutige Zuordnung einer
mittels der Zermelo-Fraenkel Axiome konstruierbaren Menge M, zu jeder Zahl n € Nj
anzugeben, so dass fiir alle n;m € Ny gilt: n < m < M, € M,,. Eine solche Zuordnung
liefert die von Neumannsche Zahlenreihe, die durch My = (; und M, := M, U {M,}

2Wenn wir deutlich machen wollen, dass 0 in der Menge der natiirlichen Zahlen liegt, schreiben wir auch Nj.
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fiir alle n € Ny definiert ist. Dies ergibt My = 0, My = {0}, My = {0,{0}}, Mz =
{0.{0},{0,{0}}}, ...
Jetzt fithren weitere Konstruktionen auf die Menge Z = {...,—-3,—2,—1,0,1,...} der

ganzen Zahlen, die Menge Q = {2—7| p, ¢ € Z,q # 0} der rationalen Zahlen. Die Menge R
der reellen Zahlen wird in der Vorlesung Analysis eingefiihrt.

Mit Hilfe dieser Betrachtung kénnen wir nun die wichtigsten Konstruktionen mit Mengen
in einer handlicheren Definition zusammenfassen, die wir im Folgenden als Ausgangspunkt
nehmen werden. Wir werden die Zermelo-Fraenkel Axiome im Verlauf der Vorlesung nicht
mehr benutzen. In der Tat kommt man in der Mathematik erstaunlich weit, ohne je von diesen
Axiomen gehort zu haben. Im Prinzip reicht es aus, zu wissen, dass eine Menge nie Element
von sich selbst sein kann, und die grundlegenden Konstruktionen mit Mengen zu beherrschen.

Definition 1.4.6
1. Seien A, B Mengen; dann heifit A Teilmenge von B bzw. B Obermenge von A, falls jedes
Element von A auch Element von B ist. Wir schreiben A C B oder B D A genau dann,
wenn fiir alle a € A auch a € B gilt, in Formeln a € A = a € B. Es gilt zum Beispiel:

)cNCZcQcCR.

Aus x € A folgt {xr} C A. Man sollte aber die Menge {x} nicht mit dem Element x
verwechseln: eine Schachtel mit einem Hut ist eben etwas anderes als ein Hut.

2. Zwei Mengen heiflen gleich:

A=B & ACBABCA.
Def

3. Sei A eine Menge. Dann ist die Potenzmenge P(A) die Menge aller Teilmengen von A,
d.h.

P(A):={B|B C A} .

=

Beispiel: Die Potenzmenge P(() (0} der leeren Menge hat genau ein Element, ndmlich

die leere Menge.

Eine Menge kann also ein Element einer anderen Menge sein. Das ist oft so: zum Beispiel
ist eine Gerade in R? eine Menge von Punkten des R?, aber auch ein Element der Menge
der Geraden in R2.

4. Elementare Operationen aus der Verkniipfung von Aussagen: seien A, B Mengen
(a) Schnittmenge, Durchschnitt

ANB={alae ANa€ B} .
(b) Vereinigung
AUB={a|la€ AVac B}.
Man zeige: ANB C AUB.
(¢) Mengendifferenz

A\B={alae ANa ¢ B}.

Falls B C A gilt, heifit
CB=A\B

auch Komplement von B (beziiglich A) .
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Bemerkung 1.4.7.
1. Man kann die natiirlichen Zahlen durch die Peano-Axiome charakterisieren. Diese enthal-
ten das Prinzip der vollstdndigen Induktion:
Sei M C Ny eine Teilmenge mit den beiden Eigenschaften, dass M die Null enthélt,
0 € M, und dass mit n auch der Nachfolger in M liegt, n € M = n+ 1 € M. Dann ist
M = N.

2. Vollstandige Induktion ist ein wichtiges Beweisverfahren, um eine Aussage der Form (z €
N : P(z)) (oder fiir eine unendliche Teilmenge von N) zu beweisen. Beispiele sind Formeln,
deren Giiltigkeit fiir alle natiirlichen Zahlen (oder eine unendliche Teilmenge von N)
bewiesen werden soll. Dabei geht man wie folgt vor. Man zeigt zunéchst, dass die Aussage
fiir die kleinste natiirliche Zahl in der Menge M wahr ist. Dies bezeichnet man als den
Induktionsanfang. Danach zeigt man, dass aus P(n) = w fiir eine Zahl n € M folgt, dass
auch P(m) = w fiir die néchstgrofiere Zahl m € M, also dass die Induktionsbehauptung
wahr ist. Dies nennt man den Induktionsschritt. Er beweist die Wahrheit der Aussage fiir
alle m € M.

Beispiel 1.4.8.
Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt 1 +2+ ... +n = ”(";1).

1. Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir n = 1, denn 1 = %

2. Induktionsschritt: Angenommen die Aussage gilt fiir die natiirliche Zahl n. Dann ergibt sich
fiir die Zahl n + 1:

n(n+1)

1424+...4n4+n+1 = 1+2+...4n)+(n+1)= +n+1

nn+1)+2n+1) (n+1)(n+2)
B 2 B 2
Also gilt dann die Aussage auch fiir die natiirliche Zahl n + 1. Damit folgt, dass die Aussage
tiir alle n € N wahr ist.

Satz 1.4.9.
Seien A, B, C' Mengen. Dann gilt

1. Kommutativgesetze: AN B=BNAund AUB=BUA

2. Assoziativitatsgesetze: (AN B)NC =AN(BNC)und AU(BUC)=(AUB)UC
3. Distributivgesetze: AN(BUC) = (ANB)U(ANC) und AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

4. Komplementgesetz: Ist A Teilmenge einer Menge C', so gilt fiir das Komplement beziiglich
C:C(CA) =4

5. De Morgansche Regeln: C(AU B) =CANCB C(AnB)=CAuUCB.

Beweis.
Alle Aussagen folgen aus den entsprechenden Aussagen in Satz [1.3.6l Wir fithren dies am
Beispiel des ersten Distributivgesetzes [1.4.9/3 vor:
re AN(BUC) & xeANze(BUCQ)
sreAN(xeBVzel)

& (reANzeB)V(re ANz e ()
L.3.614

SxeAnNB)V(re ANC)
sre(ANB)U(ANC).
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Machen Sie sich diesen Sachverhalt auch am Beispiel eines Bildes klar. O

Vorsicht: man sollte die Operationen C, N, U fiir Mengen und die Verkniipfungen =, A, V
fiir Aussagen nicht verwechseln.

Definition 1.4.10
Seien Ay, ..., A, Mengen. Dann ist das kartesische Produkt oder direkte Produkt Ay x...x A,
die Menge der geordneten n-Tupel mit Elementen in Ay, ..., A,, d.h.

a1
Ay x ... x A, ={] i | |lan€A...a, € A,}.
(079
Man schreibt im Fall A, = Ay = ... A, = A auch

45]
A" = { :
an

fiir die geordneten n-Tupel von Elementen in A.

aieA,izl...n}

Beachte, dass alle Tupel geordnet sind, also ((1)) und ((1)) zwei verschiedene Elemente in

Z x 7 sind. Ein wichtiges Beispiel eines kartesischen Produkts ist natiirlich R?> = R x R. Eine
wichtige Anwendung des kartesischen Produktes ist

Definition 1.4.11

1. Eine Relation ist ein Tripel (M, N, R), bestehend aus zwei Mengen M, N und einer Teil-
menge R C M x N. Gilt (m,n) € R, so schreiben wir m ~gr n und sagen, dass m in

Relation R mit n steht. Gilt M = N, so sprechen wir von einer Relation auf der Menge
M.

2. Eine Relation auf einer Menge X heifit Aquivalenzrelation, wenn fiir alle x,y, z € X gilt:

T~ (reflexiv)
T~Y=SYy~T (symmetrisch)

TNYNY~ 2T~ 2 (transitiv)

3. Gegeben eine Menge X mit Aquivalenzrelation ~, so heift eine Teilmenge A C X
Aquivalenzklasse, falls gilt

AA0
r,ye A=ur~y
reAundye X unde ~y=yecA.

Beispiele 1.4.12.

1. Sei X irgendeine Menge und Ax = {(z,z) |z € X} C X x X die sogenannte Diagonale.
Sie definiert als Relation die Gleichheit von Elementen in X. Dies ist eine Aquivalenzre-
lation.
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2. X = Menge aller Menschen und z ~ y :< x kennt y. Dies ist keine Aquivalenzrelation,
denn die Relation ist nicht transitiv: sie miissten ja sonst nie ihre Freunde einander
vorstellen und Franz Beckenbauer wiirde alle Deutschen iiber 40 Jahren kennen.

3. M = Menge aller Ménner, N = Menge aller Frauen, R = Menge aller heterosexuellen
Ehepaare.

4. X =Rund x ~ y :& x < y. Diese Relation ist nicht reflexiv und nicht symmetrisch, also
keine Aquivalenzrelation.

1 N
5 X=R'rund | : |~ | |22+, +22=9y>+...+9>. Diesist eine Aquivalenz-

Ty, Yn
relation.

6. Sei X = Z; wir geben uns m € N\ {0} vor und setzen: x ~ y 1< y—x ist durch m teilbar.
Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der ganzen Zahlen.

Lemma 1.4.13.
Ist R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X, so gehort jedes a € X zu genau einer Aquiva-
lenzklasse. Insbesondere gilt fiir zwei beliebige Aquivalenzklassen A, A" entweder A = A’ oder

AN A =0.

Bewelis.
Fiir a € X definieren wir
Ay ={reX|z~a}.

e Wir zeigen: A, ist eine Aquivalenzklasse, die a enthélt.

—a~a=>a€ A, = A, #0

— Sei x,y € A, so gilt x ~ a und y ~ a, also wegen der Symmetrie auch a ~ y. Somit
x ~ 1y wegen Transitivitét.

— Seix € A,, y € X und x ~ y. Dann gilt x ~ a und = ~ y, also auch y ~ = wegen
Symmetrie und somit wegen Transitivitdt y ~ a. Nach der Definition von A, folgt
y € A,.

e Es bleibt zu zeigen, dass zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt sind.
Angenommen A N A" # (), dann gibt es a € AN A'. Ist © € A, folgt aus der zweiten
definierenden Eigenschaft der Aquivalenzklasse A, dass © ~ a. Zusammen mit a € A’
folgt aus der dritten definierenden Eigenschaft der Aquivalenzklasse A, dass z € A’. Also
A C A’. Die umgekehrte Inklusion A" C A folgt analog und somit A = A’.

4

Bemerkungen 1.4.14.

1. Jede Aquivalenzrelation R auf einer Menge X liefert eine Zerlegung von X in disjunkte,
also elementfremde, Aquivalenzklassen. Man sagt auch, dass die Aquivalenzklassen eine
Partition von X bilden. Eine Zerlegung oder Partition ist eine Menge von disjunkten
Teilmengen, die nicht die leere Menge enthélt und deren Vereinigung X ist.
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2. Die Aquivalenzklassen fasst man als Elemente einer neuen Menge X/R auf. Deren Ele-
mente sind also Teilmengen von X. Die Menge X/R heifit Quotientenmenge von X nach
R.

3. Es gibt eine kanonische (d.h. in dieser Situation ausgezeichnete) Abbildung

X — X/R
ar— A,

4. Jedes a € A heiBt ein Reprisentant der Aquivalenzklasse A. Im allgemeinen gibt es aber
keine ausgezeichneten Représentanten.

Beispiele 1.4.15.

1. Wir betrachten auf der Menge X aller Schiiler einer Schule die Relation R > (a,b) genau
dann, wenn a und b in die gleiche Klasse gehen. Dies ist eine Aquivalenzrelation. Die
Quotientenmenge X /R ist dann genau die Menge aller Klassen der Schule. Stundenplan-
macher sind gewohnt, mit dieser Quotientenmenge zu rechnen. Die kanonische Abbildung
ordnet einem Schiiler seine Klasse zu. Sie wird bei der Beschriftung von Schulheften oft
benutzt. Der Klassensprecher ist ein Représentant der Klasse.

2. Fiir jedes n € N ist & ~,, y genau dann, wenn n teilt © — y eine Aquivalenzrelation. Die
Aquivalenzklassen sind die Restklassen [2] := {z + kn|k € Z}. Es gibt n Restklassen mit
Représentanten 0,1, ...n — 1. Die kanonische Abbildung ordnet einer Zahl die Restklasse
ihres Rests nach Division durch n zu, etwa fiir n = 12 haben wir 23 — [11]. Einfache Uhren
mit einem Stundenzeiger, der stiindlich springt, realisieren diese Restklassenabbildung.

3. Rationale Zahlen werden als Aquivalenzklassen auf der Menge M := {(m,n) m,n €
Z,n # 0} mit der Aquivalenzrelation (a,b) ~ (c,d) < ad = be eingefithrt. Man bezeich-
net die Aquivalenzklasse mit 7. Gekiirzte Briiche mit positivem Nenner bilden ein System
von Repriisentanten fiir die Aquivalenzklasse. Die rationalen Zahlen sind die Quotienten-
menge.

Definition 1.4.16
1. Seien A, B Mengen. FEine Abbildung f von einer Menge A in eine Menge B ist eine
Relation R C A X B, so dass es zu jedem a € A genau ein b € B mit (a,b) € R exisitert.

Anschaulich ist dies eine Vorschrift, die jedem Element a € A genau ein Element f(a) € B
zuordnet, das Bild von a unter f.

Die Menge A heifit Definitionsbereich, B Bild- oder Wertebereich und R der Graph der
Abbildung. Diese Mengen gehéren zur Definition einer Abbildung.

2. Sei f: A — B eine Abbildung und A’ C A eine Teilmenge. Dann heifit die Menge
f(A)={f(a)e B| ac A’}

Bildmenge von A’ unter f oder kiirzer das Bild von A" unter f. Das Bild ist eine Teilmenge
von B, also f(A') C B.
Fiir eine Teilmenge B’ C B heifit die Menge

f7(B) ={ae Al f(a) € B}

Urbildmenge oder kurz Urbild von B’ unter f. Das Urbild ist eine Teilmenge von A, also
4B cA.
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3. Seien f: A— B und g: B — C zwei Abbildungen. Die Verkettung oder Komposition
go f von g mit f ist die durch
gof: A—C
(9o f)(a) == g(f(a))
definierte Abbildung.

Einer der wichtigsten Séitze der Elementarmathematik besagt, dass die Verkettung von
Abbildungen assoziativ ist: sei h : C' — D eine weitere Abbildung, dann gilt

(hog)of=ho(gof).
Beweis: Sei a € A. Wir rechnen:

(hog)o fla) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a)),
ho(gof)(a) = h((gef)a) = h(g(f(a))) .

Bemerkungen 1.4.17.
1. Eine besonders wichtige Abbildung ist f = idy : A — A mit a — a, die
identische Abbildung oder die Identitéit von A. Thr Graph ist die Diagonale in A C A x A,
ie. A ={(a,a)|la € A}.

2. Es gibt zu jeder Menge X eine leere Abbildung f : ) — X; es gibt aber fiir X # () keine
Abbildung X — 0.

3. Die Gerade G,, C R? ist das Bild der Funktion f: R — R? mit f(\) =p+ \v.

4. Eine Abbildung kann durch eine Rechenvorschrift gegeben sein, etwa f : Z — N mit
x +— 2%, aber auch durch eine Fallunterscheidung, etwa

1 fallsx €
RN f(x):= alls € Q oder auch durch eine Tafel. Zum Beispiel ist
0 fallsz&Q

fiir die Abbildung, die jedem Tag des Jahres 2018 die Tageshochsttemperatur in Ham-
burg zuordnet, eine Tafel, aber meines Wissens keine Rechenvorschrift bekannt. Man
sollte aber keinesfalls eine Abbildung mit einer Rechenvorschrift verwechseln; die Angabe
von Definitions- und Bildbereich ist sehr wichtig. Zum Beispiel gibt die Rechenvorschrift
x +— 2z eine Abbildung Q — @Q, die eine Umkehrabbildung besitzt, ndmlich die Rechen-
vorschrift  — Lz. Die Verkettung der beiden Abbildungen ist jeweils die Identitét auf
Q. Die entsprechende Abbildung Z — 7Z hat aber keine Umkehrabbildung.

Definition 1.4.18
Sei f : A — B eine Abbildung und A" C A eine Teilmenge. Die Einschriankung oder Restriktion
von f auf A’ ist die durch

f|A’ . A= B
firld) = fld)  Vd €A

definierte Abbildung.

Definition 1.4.19
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1. Eine Abbildung f : A — B heifit surjektiv, falls es zu jedem b € B ein a € A gibt mit

f(a) =0, d.h. falls fiir ihr Bild f(A) gilt f(A) = B.

2. Eine Abbildung f : A — B heifit injektiv, falls aus f(ay) = f(ay) folgt a1 = aq, d.h. aus
a; # ay folgt stets f(ay) # f(ag).

3. Eine Abbildung heifit bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv ist.

Satz 1.4.20.
Sei A# (@ und f: A — B eine Abbildung. Dann gilt:

1. f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g : B — A gibt, so dass f o g = idp
gilt. Man sagt dann auch, f habe ein Rechtsinverses.

2. f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g : B — A gibt, so dass go f = id4
gilt. Man sagt dann auch, f habe ein Linksinverses.

3. f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : B — A gibt, so dass go f =
idgy und f o g = idg gilt. Man sagt dann auch, f habe eine inverse Abbildung oder

Umkehrabbildung.
Beweis.
1. “<” Esgebe g: B — A, so dass fog=1idp gilt. Sei b € B beliebig, setze a := g(b) € A
und finde

fla) = fog(b)=idp(b) =b.
“=" Sei f surjektiv, konstruiere g. Zu jedem b € B betrachte die Menge f~1(b) := {a €
A| f(a) = b}. Sie ist nicht leer, weil f surjektiv sein soll. Wegen des Auswahlaxioms
kénnen wir ein Element a;, € f~!(b) auswihlen. Es gilt f(ay) = b. Setze g(b) := a; und
rechne

fog(b) = fla) =b.
Wir haben also mit a ein Urbild von b gefunden.
2. “&” Seien ay,a2 € A mit f(a;) = f(az). Dann folgt g(f(a1)) = g(f(a2)) < idu(a1) =

ida(ag) & a1 = ag. Also ist f injektiv.
“=" Definiere g wie folgt: wihle ein beliebiges ag € A und setze

(b) = ag falls b € f(A)
g das eindeutige a € A mit f(a) =b falls b e f(A).

Fiir jedes a € A ist f(a) € f(A), also ist go f(a) = g(f(a)) = a fir alle a € A. Es sollte
klar sein, dass die Abbildung ¢ nicht unbedingt eindeutig bestimmt ist.

3. “«” folgt sofort aus und .
“=7" Aus folgt sofort, da f als bijektive Abbildung auch surjektiv ist, dass es eine
Abbildung ¢, : B — A gibt, so dass f o g; = idp gilt. Als bijektive Abbildung ist f auch
injektiv; deshalb gibt es nach eine Abbildung g5 : B — A, so dass gy o f = id4 gilt.
Zu zeigen bleibt die Gleichheit g; = go. Diese folgt aus
g2=ge0idp=g20(fog)=(g20f)ogi=idaogi =g .

Man beachte, dass hier die Assoziativitéit der Verkettung von Abbildungen eingeht.
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4

Die im Falle bijektiver Abbildungen eindeutig bestimmte Abbildung ¢ heifit
Umbkehrabbildung von f. Man schreibt auch g = f~1.

Definition 1.4.21
1. Fiir n € Ny setzen wir

= {meN|m<n}={12,...,n}
=10

o I3
i

2. Eine Menge M heifit endlich, wenn es ein n € Ny und eine Bijektion
Jin—M
gibt. Induktiv zeigt man, dass n eindeutig bestimmt ist. Die natiirliche Zahl
#(M) = M| :==n
heifit die Méchtigkeit der Menge M.

3. Zwei Mengen A, B heiflen gleichméchtig, wenn es eine bijektive Abbildung f : A — B
gibt.

Beispiele 1.4.22.
1. N und Z sind gleichméchtig, obgleich N ; Z. Eine Bijektion f: N — Z ist

4 falls a gerade
f<a):{2a+1 fall
—4= falls a ungerade

2. Die Mengen N und Q sind gleichméchtig, nicht aber N und R.
Mengen, die die gleiche Méchtigkeit wie N haben, heiflen abzdhlbar unendlich.

2 Algebraische Grundbegriffe

Die zentralen Begriffe der linearen Algebra sind die Begriffe des Vektorraums und der linearen
Abbildung. In diesem Kapitel fithren wir den Begriff des Vektorraums ein. Dazu miissen wir
zunéchst einige algebraische Grundbegriffe einfiihren.

2.1 Gruppen

Wir wollen zuniéchst einige Eigenschaften unseres Modells R? fiir die Ebene der Anschauung
abstrahieren. Hierbei beschrinken wir uns zunéchst auf Eigenschaften der Addition von Ele-
menten aus R2.

Definition 2.1.1
FEine Gruppe ist ein Paar (G, ), bestehend aus einer Menge G und einer Abbildung

GxG—=G,
(a,b) —a-b,

genannt Verkniipfung, so dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
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(G1) Fiir alle a,b,c € G gilt: (a-b) -c=a- (b-c) (Assoziativgesetz)

(G2) Es gibt ein Element e € G, so dass gilt

a) Firalleae G gilte-a=a
b) Fiir jedes a € G gibt es ein o’ € G, so dass a' - a = e gilt.

Bemerkungen 2.1.2.

1.
2.

Die Giiltigkeit des Kommutativgesetzs a - b = b - a fiir alle a,b € G wird nicht gefordert.

Aus dem Assoziativgesetz (G1) folgt, dass alle méglichen Klammerungen eines mehrfa-
chen Produkts das gleiche Ergebnis liefern. Daher kénnen wir Klammern in mehrfachen
Produkten weglassen.

. Wegen (G2) gibt es wenigstens ein Element e € G; die Menge G kann also nicht leer sein.

Ein Element mit den Eigenschaften in (G2) heifit ein neutrales Element.

Satz 2.1.3.
Sei (G, -) eine Gruppe. Dann gilt:

1.
2.

Das neutrale Element ist eindeutig.

Fiir jedes a € G gilt auch a - e = a.

. Ist e € G das neutrale Element, so ist fiir jedes gegebene a € G das zugehorige Element

a’ aus (G2b) eindeutig. Es heiit inverses Element zu a, wir schreiben a™! statt a’.

Sei e das neutrale Element. Fiir alle a € G gilt dann auch aa™! = e.

Bewelis.

e Sei e ein neutrales Element in G und a € G beliebig. Wegen des Gruppenaxioms (G2b)

gibt es wenigstens ein a’ € G, so dass a’a = e gilt. Wiederum wegen (G2b) gibt es auch
ein Inverses a” zu a’, fiir das also a”a’ = e gilt. Es folgt

a-a G € (a-a) G (@"-d')-(a-d)) o a-(a - (a-d))

_ . . A 4 ) — . _ .
o a”-((a"-a)-d) = a”-(e-a) oo a -a = e
Damit ist 4. fiir jedes neutrale Element e gezeigt.

Sei a € G, e ein neutrales Element und «’ ein Inverses beziiglich e zu a, d.h. es gilt
a' - a = e. Wir rechnen

Damit ist 2. fiir jedes neutrale Element e gezeigt.

Sei € ein weiteres neutrales Element, also gelte fiir alle a € G die Gleichung €-a = a. Setze
a = e und erhalte ¢ - e = e. Also ist e das Inverse zu e. Nach 2. gilt aber auch €¢-e = ¢,
also e = e, die Eindeutigkeit 1. des neutralen Elements.
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e Sei a € G und seien a/ und @ zu a inverse Elemente, d.h. ¢’ -a =4d' - a = e.
Wir rechnen, um die Eindeutigkeit 3. zu zeigen:

ad=d-e=d-(a-d) = (@-a)-d=e-d = d.
4 @1) (G2a)

Satz 2.1.4. [Losbarkeit von Gleichungen in einer Gruppe]
Sei (G, -) eine Gruppe und seien a,b € G. Dann gilt

1. Es gibt ein eindeutiges = € G, fiir das z - a = b gilt.
2. Es gibt ein eindeutiges y € G, fiir das a - y = b gilt.
3. Fiir alle a € G gilt (a7')™' = a.

4. (ab)™t =b"ta™!

Bewelis.

1. Wenn es eine Losung x der Gleichung x - a = b gibt, so ist diese eindeutig:

r=x-e=x-(a-a)=(v-a)-at=b-a".

Hierbei haben wir das neutrale Element, das Inverse und die Assoziativitat benutzt, bevor
wir im letzten Schritt die Annahme verwendet haben, dass x eine Losung ist.

In der Tat ist « := b-a~! auch eine Losung, denn es gilt

v-a=0b-a)-a=b-(a'-a)=b-e=b.

. Analog folgt y = a~! - b. Man beachte die Reihenfolge von a und b in 1. und 2.

. (a=h) 7! ist das nach Satz eindeutige Inverse von a™'; also gilt (a™!)"'a™! = e per
Definition. Andererseits gilt wegen m4 a-a~' = e, so dass auch a ein Inverses von a~*
ist. Da das Inverse eindeutig ist, folgt a = (a=!)7.

Beachten Sie, dass man aus Eindeutigkeitsaussagen algebraische Gleichungen folgern
kann!

. Wir rechnen mit Hilfe des Assoziativgesetzes:
b taYH-(a-b)=b"t-(ata)-b=bt-e-b=bl-b=¢c.
Also ist b=! - @71 das eindeutige Inverse von a - b, d.h.
(a-b)yt=bt-at.

Dies kennt man auch aus dem richtigen Leben: zieht man morgens zuerst die Socken und
dann die Schuhe an, so zieht man abends zuerst die Schuhe aus und dann die Socken (und
nicht umgekehrt).

g
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Beispiele 2.1.5.
1. (Z, +) ist eine Gruppe mit ¢ = 0 und ™! = —a.

2. Ebenso sind (Q, +), (R, 4+) Gruppen beziiglich der Addition.

3. (R?, +) ist eine Gruppe mit

e=0= (0) und 7' = —z = (_xl)
0 —X2

4. (N, +) ist keine Gruppe, da es zu a # 0 kein Inverses in N gibt.

5. (Q\{0},") ist eine Gruppe mit e = 1 und a™! = % Dagegen ist (Q, -) keine Gruppe, denn
zu 0 € Q gibt es kein (multiplikatives) Inverses.

6. Sei M =# () eine nichtleere Menge. Setze
Sym (M) ={f: M — M| f bijektiv}
Dann ist (Sym (M), o) eine Gruppe:

- Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, siehe die Bemerkung nach Defini-

tion [L.4.16l
(a) € = ldM

- Das zu f € Sym (M) inverse Element ist die Umkehrabbildung aus Satz (1.4.203.
(Sym (M), o) heiit die symmetrische Gruppe von M

Speziell fiir die Menge n = {1,2,...n} schreibt man Sym (n) =: S,.

Definition 2.1.6
Eine Gruppe (G, -) heifit abelsch oder kommutativ, falls fiir alle a,b € G gilt a-b=b - a.

Bemerkungen 2.1.7.

1. Abelsche Gruppen werden oft additiv geschrieben und das neutrale Element dann mit 0
bezeichnet.

2. Die Beispiele 1,2, 3 und 5 sind abelsche Gruppen.

3. Die symmetrische Gruppe ist im allgemeinen nicht abelsch. Gegenbeispiel: Sei M = 3 =
{1,2,3} und seien f,g die beiden bijektiven Abbildungen

z |1 2 3
flz) |2 1 3
glx) |1 3 2
Dann ist

also ist fog#go f.
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Definition 2.1.8
Sei (G,-) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heiit Untergruppe, falls sie den folgenden
Axiomen gentigt:

(UG1) H#0

(UG2) Fiir alle a,b € H gilt a-b € H. Wir sagen auch, dass H unter der Verkniipfung - von G
abgeschlossen ist.

(UG3) Fiir alle a € H gilt a=' € H. Wir sagen auch, dass H unter der Inversenbildung abge-
schlossen ist.

Satz 2.1.9.
Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und H C G eine Untergruppe. Dann gilt

l.ee H

2. Mit der Einschrankung der Multiplikation
GxG—=G

auf
- Hx H—- H

ist (H,-) selbst eine Gruppe.

Bewelis.

1. Nach (UG1) ist H # (), somit gibt es wenigstens ein a € H. Nach (UG3) ist dann auch
a™' € H und nach (UG2) iste=a""'-a € H.

2. Wegen (UG2) ist das Bild der Einschrinkung der Multiplikation auf H in H.
Die Gruppenaxiome (G1) und (G2) gelten fiir alle Elemente von G und somit insbesondere
fir alle Elemente von H; das Inverse liegt wegen des Axioms (UG3) in H.

g

Bemerkungen 2.1.10.
1. Untergruppen abelscher Gruppen sind abelsch.

2. Eine Untergruppe einer Untergruppe von G ist selbst Untergruppe von G.

Beispiele 2.1.11.

1. Sei (G,-) = (Q, +) die additive Gruppe der rationalen Zahlen. Dann ist H = Z eine Un-
tergruppe. Sei (G, -) = (R, 4). Dann ist H = (Q, +) eine Untergruppe. Wegen Bemerkung

2.1.10{2 ist H = (Z,+) Untergruppe von (R, +).

2. Sei (G,-) = (Z, +). Dann ist H = N keine Untergruppe, denn das Axiom (UG2.1.8)) nicht
erfiillt.

3. Sei (G, -) eine beliebige Gruppe. Dann ist
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e H = {e} eine Untergruppe, die sogenannte triviale Untergruppe.

e H = (G eine Untergruppe. Jede Gruppe ist Untergruppe von sich selbst.

Wir wollen eine Klasse von Abbildungen zwischen Gruppen auszeichnen:

Definition 2.1.12
Seien (G, ) und (H,®) Gruppen. Eine Abbildung

. G- H

heifit Gruppenhomomorphismus, falls fiir alle a,b € G gilt

O(a-b) = d(a) ® (D) .

Beispiele 2.1.13.

1. G = H = Z mit Addition ganzer Zahlen. Wihle ein festes m € Z und betrachte die
Abbildung

D, : 7 — 7L
mit ®,,(k) = mk. In der Tat gilt fiir alle k,l € Z

Ok + 1) =m(k + 1) = mk +ml = &, (k) + B (1)

2. Sei G = (R,+) und H = (R.o,-). Wihle ein festes ein @ € R und betrachte die Expo-
nentialabbildung
B, : R — Rog

mit ¢, (z) = e**.

Satz 2.1.14.
Seien G und H Gruppen mit neutralen Elementen e bzw. eg. Sei ® : G — H ein Gruppenho-
momorphismus. Dann gilt:

1. ®(eg) =en
2. Fiir alle g € G gilt ®(g7 1) = ®(g)".

3. Ist @ bijektiv, so ist
1. H—-G

ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus.

Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heifit Gruppenisomorphismus. Zwei Gruppen G, H
heiflen isomorph, wenn es einen Gruppenisomorphismus ® : G — H gibt; in Zeichen: G = H.

“Isomorph sein” ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Gruppen: die Relation ist refle-
xiv, weil die Identitéit ein Isomorphismus ist. Wegen Satz[2.1.14]3 ist die Relation symmetrisch.
Sind ®: G - H und ¥ : H — K Gruppenisomorphismen, so ist auch ¥ o ® : G — K ein
Gruppenisomorphismus; daher ist die Relation transitiv.

Es kann fiir zwei gegebene Gruppen durchaus mehrere Gruppenisomorphismen geben, von
denen keiner ausgezeichnet ist. (Man sagt auch, die Gruppen sind nicht kanonisch isomorph.)

Beweis.
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1. Wir rechnen zunéchst: ®(eq) = (e - eq) = P(eq) - P(eq). Daraus folgt

en = Peq) ' P(eg) = Plea) ' [Peq)Pleq)]
= [(I)(eg)ilq)(eg)} . @(6(;) = €y (I)(eg) = (I)(eg).

2. Fiir alle g € G gilt
®(g ) ®(g) = (g™"g) = Plec) = enr -
Aus der Eindeutigkeit der Inversen ®(g)~! von ®(g) folgt ®(¢~') = ®(g)~'.

3. Seien h,h’ € H. Wir rechnen, da ® bijektiv ist
() - D LK) = (@1 o ®) (CIfl(h) . <I>*1(h’)> - (@ (qu(h) : c1>1(h’)>>

— ! (q) (CI)’l(h)) . <I><(I>1(h’)>> da ® ein Gruppenhomomorphismus ist

=& Y (h-H).

Beispiele 2.1.15.

1. Fiir den Gruppenhomomorphismus ®; : R — R-q, ®1(z) = €, die Exponentialfunktion
aus Beispiel [2.1.13/2, bedeuten die Aussagen von Satz [2.1.14] folgendes:

(a) =1
(b) e = (")t =<
(c¢) Die Umkehrfunktion
P =:log : Ryg — R

ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h. es gilt
log(zy) = log(x) 4+ log(y) fir z,y € Ryg.

Insbesondere sind die Gruppen (R, +) und (R, ) isomorph. Allerdings liefert jede der
Abbildungen ®, einen Isomorphismus; es gibt genau so wenig eine ausgezeichnete Iso-
morphie der additiven Gruppe (R, +) auf die multiplikative Gruppe (Rs,-) wie es fiir
den Logarithmus eine ausgezeichnete Basis gibt.

2. Die Homomorphismen ®,, : Z — Z k +— mk aus Beispiel 2.1.13]1 sind fiir jedes m # 0
injektiv, aber nur fiir m = £1 ein Gruppenisomorphismen.

Definition 2.1.16
Seien G und H Gruppen und sei ® : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann heif3t
ker(®) := @~ '(en) = {g € G| 2(9) = en}

der Kern von ® und Im ® := ®(G) das Bild von ®.
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Satz 2.1.17.
Sei & : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

1. ker(®) ist eine Untergruppe von G, enthélt also insbesondere eg.
2. @ ist injektiv < ker(®) = {eq}
3. Im (®) ist eine Untergruppe von H.

4. ® ist surjektive Imd =H .

Bewelis.

1. Wir iiberpriifen die Untergruppenaxiome aus Definition 2.1.8}

(UG1) Wegen ®(eq) = ey ist eg € ker @, also ker & # ().
(UG2) Seien g, ¢’ € ker . Dann folgt

(I’(ggl) = ‘1)(9)(1)(9,) =€y g = €H,

also ist gg’ € ker @ .
(UG3) Sei g € ker ®. Dann folgt

g ) =P(g) " =y =enm,
also g7 € ker @ .
2. “=7" Sei ® injektiv. Sei g € ker®, d.h. ®(g) = ey = P(eg). Die Injektivitdt von P
impliziert g = e, also ker ® = {eq}.
“<” Sei ker @ = {eq}. Seien g, ¢’ € G mit ¢(g) = P(¢’). Zu zeigen ist g = ¢’. Wir rechnen
®(g(g)") = @(9)2(g) " = R(g)®(9) " =enr .
Also g(g')™' € ker ® = {eg}. Das heifit g(¢')~! = eg, also g = ¢'.

3. Wir iiberpriifen die Untergruppenaxiome aus Definition [2.1.8f

(UG1) eg = P(eq) € Im @, also ist Im P nicht leer.
(UG2) Seien h,h' € Im ®. Dann gibt es g, ¢’ € G mit h = ®(g) und b’ = ®(¢’). Es folgt

hh' = @(g)2(g") = (g9-¢) € Im @ .
(UG3) Sei h € Im @, finde g € G mit ®(g) = h. Dann gilt

hl=0(g) ' =d(g)elmd.

4. Klar nach der Definition von Surjektivitét.

Betrachtung 2.1.18.
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e Wir wihlen ein festes m € N. Betrachte auf der Gruppe (Z,+) wie in Beispiel |1.4.123
die Aquivalenzrelation

R, ={(a,b) | m teilt a—b} CZXZ.

Die Quotientenmenge Z/R,, wird auch mit Z/mZ bezeichnet.
Eine Aquivalenzklasse besteht fiir m # 0 aus genau denjenigen ganzen Zahlen, die bei
Division durch m den gleichen Rest aus {0,1,...,m — 1} lassen. Wir schreiben fiir 0 <
r<m-—1

r+mZ = {x € Z| mteilt  — r}

und sprechen von den Restklassen modulo m.
Wir schreiben a = ¢/ mod m und sagen “a ist kongruent a’ modulo m”, wenn a und
a’ in der gleichen Restklasse liegen. Fiir m = 0 ist die Aquivalenzrelation die Gleichheit

und Z/0Z = Z.

e Betrachte die kanonische Abbildung
Z—7/mZ
die jeder ganzen Zahl a ihre Aquivalenzklasse
a+ms=:a
zuordnet. a ist also ein Représentant der Klasse a.

e Auf der Quotientenmenge definieren wir eine Addition durch

a+b:=a+0.

Man beachte, was das heifit: fiir die Restklassen wéihlen wir Reprédsentanten a € @ und
b € b. Dann setzen wir als Wert der Verkniipfung versuchsweise die Resklasse von a+b. Das
ist nur sinnvoll, wenn die Addition nicht von der Auswahl der Reprisentanten abhéingt.
Man sagt dann, dass die Verkniipfung wohldefiniert ist.

Dass dies hier so ist, sicht man folgendermafien: ist @ = ¢’ und b = ¥/, so ist a — a’ = mk
und b — b = ml mit k,1 € Z.
Dann ist

at+b=d +V+mk+ml=d+b0+mk+1),

alsoist a+b=a +V.
Man sagt auch, Z/mZ sei eine zyklische Gruppe der Ordnung m.

Satz 2.1.19.

1. Ist m € N, so ist die Restklassenmenge Z/mZ mit der oben erkldrten Addition eine
abelsche Gruppe.

2. Die kanonische Abbildung
Z — Z/mZ
a — a=a+mi

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern mZ.

Beweis.
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1. Die Assoziativitat vererbt sich von Z:

@+b)+c=at+bt+ec=(a+b)+c=a+ (b+c)
—a+b+c=a+ (b+7).

Man mache sich in diesen Gleichungen zur Ubung klar, welche Pluszeichen die Addition in
Z und welche die Addition in Z/mZ bezeichnen. Das neutrale Element ist die Restklasse
0, denn

a+0=a+0=a=0+a.

Das Inverse von @ ist —a. Auch die Kommutativitiat vererbt sich von Z.

2. Ist klar.

2.2 Ringe und Korper
Auf den Mengen R, Q, Z sind zwei Operationen erklart: eine Addition und eine Multiplikation.
Wir formalisieren deren Eigenschaften.
Definition 2.2.1
1. Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+: RxR—R (a,b) — a+b
Rx R— R (a,b) — a-b
heifit ein Ring, wenn gilt:
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(R2) Die Multiplikation ist assoziativ.
(R3) Es gelten die beiden Distributivgesetze: fiir alle a,b,c € R gilt

a-(b+c)=ab+ac (a+b)-c=a-c+b-c

2. Ein Element 1 € R heifit Einselement, wenn fiir allea € R gilt 1-a = a-1 = a . Ein Ring
mit Finselement heifit auch unitdrer Ring oder unitaler Ring. ﬂ

3. Ein Ring heifit kommutativ, wenn fiir alle a,b € R gilt a -b=1b- a.

Bemerkungen 2.2.2.
1. Man beachte, dass die Addition in einem Ring immer kommutativ ist.

2. Wir vereinbaren fiir alle Ringe die Regel “Punkt vor Strich”.

3. Ist R ein Ring und 0 € R das neutrale Element von (R, +), genannt das Nullelement, so
gilt fiir alle a € R
0-a=a-0=0.

Dies folgt aus der Rechnung
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a.

3Die Bezeichnung “unitér” ist gebriuchlicher, sollte aber nicht mit unitiren Matrizen verwechselt werden.
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Beispiele 2.2.3.

1. Z,Q,R sind unitdre kommutative Ringe. Der Ring mZ mit m € N ein kommutativer
Ring, aber ist fiir m # £1 nicht unitér.

2. Ist I C R ein Intervall und
R:={f:1—-R}

die Menge der reellwertigen Funktionen, so definieren wir Verkniipfungen durch Opera-
tionen auf den Funktionswerten:

(f +9)(@) =f(x) + g(z)
(f-9)(x) = f(x)-g(z)

Sie versehen R mit der Struktur eines kommutativen unitdren Rings. Allgemeiner sei M
eine Menge und R ein Ring. Dann kann man die Menge der Abbildungen {f : M — R}
mit Hilfe der Ringstruktur auf dem Bild der Abbildungen mit der Struktur eines Ringes
versehen.

3. Auf der abelschen Gruppe Z/mZ mit m € N aus Betrachtung kann man durch
a-b:=a-b
eine Multiplikation definieren. Sie ist wohldefiniert, denn gilt
a—a =mk und b—b =ml
mit k, [ € Z, so folgt
a-b=(a +mk) +ml)=dt +m(kd +dl+mkl),

so dass die Multiplikation nicht von der Wahl der Reprisentanten abhéngt. Die Asso-
ziativitdat der Multiplikation und die Distributivgesetze vererben sich von Z. Es liegt ein
kommutativer Ring mit Eins 1 vor. Wir rechnen zum Beispiel in Z/47Z:

ol ol
[N TSN
| S

w| N

3.7=2 _ G

Die Menge (Z/mZ \ {0},-) ist also nicht immer eine Gruppe, denn fiir m = 4 hat die
Restklasse 2 offenbar kein (multiplikatives) Inverses.

Definition 2.2.4
Ein Ring R heifit nullteilerfrei oder integer, wenn fiir a,b € R aus a -b = 0 stets a = 0 oder
b =0 folgt.

Lemma 2.2.5.
Der Restklassenring Z/mZ ist genau dann integer, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis.
e Ist m keine Primzahl, so gibt es 1 < k, [ < m mit m = k- [. Also ist k,l # 0, aber
O=m=k-l=k-L
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e Sei umgekehrt m prim und gelte &k - 1 = 0, so ist
kl=r-m

fiir ein € Z. Wegen der Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung in Z teilt die Primzahl m
entweder k oder [, also k = 0 oder [ = 0.

4

Definition 2.2.6

1. Ist R ein Ring und R' C R eine Teilmenge, so heifft R Unterring, wenn (R',+) Unter-
gruppe von (R, +) ist und R' beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist: mit a,b € R’
gilt stets a-b € R'. (Bei unitiren Unterringen unitérer Ringe fordert man zusétzlich, dass
das Einselement von R’ gleich dem FEinselement von R ist.)

2. Seien (R, +,-) und (S,®,®) Ringe, so heifit eine Abbildung
Y R— S

Ringhomomorphismus, wenn fiir alle a,b € R gilt

p(a+b) = p(a) ® ¢(b)
p(a) © ¢(b) = ¢(a-b)
Fiir unitére Ringe fordern wir noch ¢(1g) = 1s.

Zum Beispiel ist mZ ein Unterring von Z, aber fiir m # +1 kein Unterring mit Eins. Die
kanonische Abbildung von Z auf Z/mZ aus Betrachtung [2.1.18] die durch a — a+mZ gegeben
ist, ist ein Ringhomomorphismus.

In einem nullteilerfreien Ring R ist die Multiplikation auf R\ {0} abgeschlossen. Aber (R\{0}, -)
ist deshalb noch nicht unbedingt eine Gruppe: zum Beispiel gibt es in Z \ {0} es keine multipli-

kativen Inversen. Die Existenz solcher Inversen fordert man in der folgenden mathematischen
Struktur:

Definition 2.2.7
Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen +, -

+.: KxK—oK,

fiir die die folgenden Axiome gelten:

(K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element der Addition wird mit 0 bezeichnet.
(K2) (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppe, deren neutrales Element wir mit 1 bezeichnen.
(K3) Es gelten Distributivgesetze: fiir alle a,b,c € K gilt

(a+b)-c=a-c+b-c und a-(b+c)=a-b+a-c

Bemerkungen 2.2.8.
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1. Wie in Bemerkung [2.2.2]2 folgt aus der Rechnung
0-a=(04+0)-a=0-a+0-a,

dass a-0 = 0 fiir alle a € K. Weil (K'\ {0}, -) eine Gruppe ist, gilt das Assoziativititsgesetz
(ab)e = a(bce) fiir alle von Null verschiedenen a, b, ¢ € K. Ist wenigstens eines der Element

a, b, c gleich Null, so reduziert sich das Assoziativitdtsgesetz der Multiplikation auf die
Gleichheit 0.

Ein Korper ist also insbesondere ein kommutativer Ring. Er ist integer, weil (K \ {0}, ")
eine Gruppe ist und somit das Produkt von zwei von Null verschiedenen Elementen wieder
von Null verschieden ist.

2. Seien K und K’ Korper. Ein Kérperhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus ¢ :
K — K'. Da er ein Gruppenhomomorphismus der Gruppen (K, +) und (K \ {0}),-) ist,
erhélt er automatisch die neutralen Elemente, ¢(0x) = 05 und ¢(1x) = 1k und additive
und multiplikative Inverse, o(—a) = —¢(a) fiir alle a € K und p(a™!) = ¢(a)~* fiir a # 0.

3. Ein Unterkorper K’ C K eines Korper K ist eine nicht-leere Teilmenge, die unter Addi-
tion und Multiplikation abgeschlossen sowie unter Bildung additiver und multiplikativer
Inverser abgeschlossen ist.

4. Ist (K \ {0},-) eine nicht-abelsche Gruppe und (K, +,-) ein Ring, so heifit K ein

Schiefkorper.
5. Wir nennen die Verkniipfung + Addition und die Verkniipfung - Multiplikation. Wir
lassen auch oft den Punkt “” weg, wenn wir die Multiplikation schreiben:
a-b=:ab

Das zu a € K beziiglich der Addition + inverse Element schreiben wir als —a. Das zu
a € K\ {0} beziiglich der Multiplikation - inverse Element schreiben wir als £ = ™. Wir
setzen wie von den rationalen Zahlen her vertraut

1 a
—b = —_ b d . f— = — .
a+(=b)=:a und a - ( b) ;
Das neutrale Element beziiglich 4+ schreiben wir als 0, das neutrale Element beziiglich -

als 1. Esist 1 € K\ {0}, also 1 # 0. Ein Korper hat also wenigstens zwei Elemente.

Beispiele 2.2.9.
1. (Q,+,-) und (R, +,-) sind Korper

2. (Z,+,") ist kein Korper, sondern nur ein integrer kommutativer Ring mit Eins, da (Z \
{0}, -) keine Gruppe ist.

3. Sei p € Z prim. Wir wissen schon, dass (Z/pZ, +, ) ein integrer Ring mit Eins 1 ist. Das
Distributivgesetz (K3) vererbt sich unmittelbar von Z. Es bleibt zu zeigen, dass jedes
r # 0, 7 € Z/pZ ein multiplikatives Inverses hat. Betrachte hierzu fiir gegebenes 7 die
Selbstabbildung der endlichen Menge

or Z/pZ\{0} — Z/pZ\{0}

S = .S
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Sie ist injektiv, denn 7 -5 = 7 &' ist dquivalent zu 7- (5 — ') = 0, was wegen der Integritéit
von Z/pZ dquivalent zu § — s’ = 0, also 5 = ¢’ ist. Als injektive Abbildung einer endlichen
Menge ist ¢ auch surjektiv, also liegt 1 in ihrem Bild.

Z/pZ ist also ein Korper; er hat p Elemente. In diesem Korper ist die p-fache Summe
der Eins mit sich selbst gleich Null, 1 4+ ... +1 = 0. Wir schreiben auch F, = Z/pZ
wenn Z/pZ als Korper aufgefasst wird. In der Algebra zeigt man, dass endliche Korper
nur p* Elemente haben kénnen, wobei p prim ist und s € N\ {0} liegen muss. Fiir jede
natiirliche Zahl der Form p?®, eine sogenannte Primzahlpotenz, gibt es bis auf Isomorphie
genau einen Korper mit p° Elementen.

Satz 2.2.10.
Sei K ein Korper. Dann gilt fiir alle a,b,c € K:

1. a(=b) = —a-bund (—a)(—b) =a-bund (—a)b = —ab.
2. Ausb-a=c-aund a # 0 folgt b = c.

Beweis.
1. ab+ (—a)b= (a + (—a)) -b=0-b=0, also (—a)b = —a - b wegen der Eindeutigkeit des
inversen Elements —ab der Addition.
ab + a(—0b) :a(b+(—b)) =a-0=0,als0a-(-b)=—a-b
Daraus folgt

(—a)(=b) = —a(—b) = —(—(ab)) —ab.

2. Da # 0 gilt, gibt es ein multiplikatives Inverses a~!. Wir rechnen wie im Beweis von Satz

2.1.4

b=>b(aa ') = (ba)a™' = (ca)a™ =claa™") =c.

Beispiele 2.2.11.
Wir fithren den Korper der komplexen Zahlen ein. Er hat zahllose theoretische und praktische
Anwendungen. (Jeder Elektroingenieur kennt ihn!)

e Wir wissen schon, dass (R?, +) eine abelsche Gruppe ist.

e Fiir die Multiplikation kann man nicht die komponentenweise Multiplikation benutzen,
um einen Korper zu erhalten. Denn es gilt fiir die komponentenweise Multiplikation

1 o 0y (0
0 1) \0o)’
d.h. es gibe Nullteiler. Wir definieren vielmehr
T\ (Y1) ._ [T — 1292
T2 Y2 ) T1y2 + T2y1)
Man rechnet leicht nach, dass (R?\ {0}, -) mit dieser Verkniipfung eine abelsche Gruppe
ist. Das Assoziativititsgesetz {iberlassen wir als Ubung. Das neutrale Element ist ((1))

1 1\ _ (l-x:=0\  (xq 9
o) ()= (i) - () woer
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€

und das zu z = ( ) # 0 inverse Element ist

1 —t
NS B [
o T = Loy .
R
X1 m% x% 1
g (xl) A7) (mataa) ( )
—x2 —x1T2 T2 0 :
X —Lkid2 L2l
2/ \of+ad el T 4

Die Uberpriifung der Distributivgesetze iiberlassen wir als Ubung. Wir haben also einen
Korper C, dessen Elemente komplexe Zahlen heiflen. Es ist

() ()

Fassen wir die Ebene R? dermaflen als Korper der komplexen Zahlen auf, so sprechen wir

X2

In der Tat gilt:

auch von der komplexen Zahlenebene. Wir setzen i := (2) € C. Diese komplexe Zahl
heiflt imagindre Einheit. Es gilt

- (0-6)-

Jede komplexe Zahl x € C lasst sich in der folgenden Form schreiben:

T = Ty =2 0 T2 1) = T Tl .

Diese Zerlegung ist sogar eindeutig. Die Abbildung

R—C

A
)\n—>/\-1_(0)

erlaubt es, die reellen Zahlen mit einem Unterkérper der komplexen Zahlen zu identifi-
zieren. Schreiben wir
T =1x +ixg ,

so nennen wir z; = Re (x) den Realteil und xo =: Im (z) den Imaginérteil von x:

A

o) ()

\/

Die reellen Zahlen liegen dann auf der horizontalen Achse, der reellen Achse. Mit der Schreib-

weise r = x1 + iz ist die Regel fiir die Multiplikation komplexer Zahlen leicht zu merken:

(21 + @21) - (y1 + iy2) = T1y1 + Tayol® + (212 + T2y1)i= (2191 — T2ya) + (T1Y2 + Lo )i
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Definition 2.2.12

1. Die Abbildung
C —C

() ()

heifit komplexe Konjugation. Wir schreiben einfacher

f:$1+i$2:$1—i$2.

21

2. Fiir eine komplexe Zahl z = (z
2

) € C heifit

21 ) 2
(@)H— Z1 + 235

th'

der Absolutbetrag von z.

Bemerkungen 2.2.13.

1. Geometrisch ist komplexe Konjugation die Spiegelung an der reellen Achse, der z-Achse

der komplexen Zahlenebene: R = { (g) reR

Fiir alle z,w € C gilt

2.1=1,0=0,1i=—i

Beweis.
1.-3. sind Kklar.

4. Wir rechnen:
(s twr) zZ1 + wq [ & wr \ -, -
Frw= <22 + ’LU2) o <—(2’2 + w2)> - (—Zg) . <—w2> =2tw

6. Folgt aus Satz [1.1.8[(ii) fiir die Norm.

5. Ubung
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7. Ubung
8. Wir rechnen:

2 2= (42 (a0 —nl) =2 — (20) =2+ = |2

Definition 2.2.14
Sei z € C\ {0}; dann heift die Zahl aus [0, 2), die durch

arg(z) = <z, 1) falls Im (z) >0
8= 21 — <(z,1) falls Im (2) <0

definiert wird, das Argument von z.

Zeichnung;:
R A
2 ﬁ(z) =<(z,1) /\arg(Z)
-1 I 1
Im (2) > 0 g Im (2) <0
Satz 2.2.15.

Sei z € C, z # 0. Dann gilt
1.

Re (2) = |z| cos(arg(z))
Im (z) = |z| sin(arg(z))

2. Das Argument von z ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl ¢ € [0, 27), fur die gilt
z = |z] <Cosg0 +isin go)
Beweis.
1. Wir betrachten die beiden Félle Im 2z > 0 und Im z < 0 getrennt. Sei zunéchst Im z > 0:
|z| cosarg(z) = |z] cos <<I(z, 1))

(2,1) <GD:§ i> ’ <(1)>>

= || cosarccosw = |z| EB = Re (2) .

{z,1)
K

|z| sinarg(z) = |z| sin<<I(z, 1)) = |z| sin arccos
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Es ist sint = 41 —cos?t fiir t € R. Wegen Im (z) > 0 ist arg(z) € [0,7], also
sinarg(z) > 0. Daher gilt:

1
|z|sinarg(z) = |z]\/1 — cos? arccos <Z’—i

2] -
(2,1)°
= 2] 1—’ZT:\/|Z|2—<Z,1>2

— \/(Re 2)2+ (Im 2)2 — (Re 2)? = |Im (2)| = Im (2) ,

denn nach Vorraussetzung ist Im (z) > 0. )
Den Beweis fiir Im (z) < 0 {iberlassen wir als Ubung.

2. Nach 1. erfiillt ¢ = arg(z) diese Bedingungen. Zu zeigen ist noch die Eindeutigkeit. Gelte
z = |z|(cosp +ising) = |z|(cos ¢’ +ising’),

so folgt
cos p = cos ¢’ sin ¢ = sin ¢’ .

Wir rechnen
sin(p — ¢') =sinpcos ' — cospsiny’ =0,

wegen der Lage der Nullstellen der Sinusfunktion muss also gelten
p=¢ +kr mit ke{0,£1}.

Also
cos(p — ¢) = coskr = (—1)*.

Andererseits folgt auch
cos(p — ') = cos pcos ¢’ +sinpsing’ = cos’p +sin*p =1,

also k =0 und es ist p = ¢’ .

Satz 2.2.16.
Seien z,w € C\ {0}. Dann gilt

arg(z) + arg(w) falls arg(z) + arg(w) < 27

arg(z - w) = {

—27 + arg(z) + arg(w) sonst

In der komplexen Zahlenebene hat die Multiplikation in C also die folgende geometrische Be-
deutung:

e Die Betriage werden multipliziert: |zw| = |z||w].

e Die Argumente von z und w werden modulo 27 addiert.
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Beweis.
Wir rechnen mit ¢ := arg(z) und ¢ := arg(w)
z-w = |z||w] (cos<p + isingp) <cos¢ + isin@b)
= |z||w] <cosgocosw — sin @ sin ¥ + i(cos @ sin ¢ + Sincpcosqﬁ))
= [zl (cos(p + ) + isin(p + )

Wegen o, 1 € [0,27) liegt ¢ + ¢ € [0,47). Es folgt die Behauptung, da fir ¢ + ¢ € [27, 47)
o+ —2m €[0,27) und

cos(p + 1 —27) +isin(p + ¢ — 2m) = cos(p + ¢) + isin(p + ¢)
gilt. U

Wir brauchen noch einen speziellen Ring, den Polynomring. Sei K ein Korper oder, allge-
meiner, ein kommutativer Ring.

Betrachtung 2.2.17.

1. Wir betrachten die Menge aller endlichen Folgen von Elementen eines Korpers K. Die
Folge (ag,ay, . .., a,) schreiben wir auch suggestiv ag + a1t + ast® + ... a,t", ohne uns zu
fragen, was t ist. Wir identifizieren Folgen wie 1 + ¢ und 1 + ¢ + 0¢?, indem wir Terme
0 - t™ weglassen diirfen und nennen die so erhaltenen Klassen Polynome.

Der Grad eines Polynoms f = ag + a1t + agt? + ... a,t" ist —1, falls f = 0, sonst gleich
dem max;{a; # 0}. Zum Beispiel gilt grad(t> + 2t + 1) = 3.

Ein Polynom, dessen Koeffizienten bis auf einen verschwinden, heifit auch Monom. Zum
Beispiel ist 2t3 ein Monom, nicht aber 2t3 4 3¢2.

2. Seien
fr=ag+ait+at’> +...a,t" und g :=by+ bit + bot® + ... by t™
Polynome. Wir addieren Polynome, indem wir die Koeffizienten addieren,
f+g="(ap+bo) + (ar+ b))t + (ag+ b))t + ... (an +b)t" 4+ ... .

Zum Beispiel ist (22 + 22?) + (2% + 4z) = 2* + 322 + 4z. Wir multiplizieren Polynome,
indem wir formal das Distributivgesetz anwenden und die Exponenten von ¢ addieren,

f g = Clobo + (a1b0 + aobl)t + ((lgbo + CL1b1 + ag + &0b2)t2 + ...

Der Koeffizient von ¢ in f- g ist also Y ,_, axbn_g. Zum Beispiel ist (t —1)(t+1) =t*—1

Damit bildet die Menge K[t|] der Polynome einen kommutativen Ring, den Polynomring
iitber K. Wir werden ihn konzeptioneller in Kapitel 5 einfiihren. Er ist integer, wenn K
integer ist, also insbesondere fiir Korper.
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3. In einem Polynom f € K[t] konnen wir ¢ durch ein beliebiges A € K ersetzen und erhalten
einen Wert f()\) € K. Zum Beispiel erhalten wir fir K = R und f(t) = t* — 3 fiir A = v/2
die Zuordnung v2 — \/54 —3 =4 —3 = 1. So liefert jedes Polynom f € K|t] eine
Funktion K — K, eine polynomiale Funktion.

2.3 Vektorraume

Wir kommen nun zum Begriff des Vektorraums, der fiir die lineare Algebra zentral ist. Genauer
gesagt werden wir fiir jeden gegebenen Korper K den Begriff eines K-Vektorraums einfiihren.
Der Korper K wird bei unseren Betrachtungen (fast) immer festgehalten werden.

Definition 2.3.1
1. Sei K ein Korper. Ein K—Vektorraum oder auch Vektorraum iiber K ist ein Tripel (V,+, )
bestehend aus einer Menge V' und Abbildungen

+: VXV =V - KxV >V,
die den folgenden Axiomen geniigen:

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe
Fiir alle v,w € V und o, B € K gilt:
(V2a) (o +B)-v=a-v+p v
(V2b) ao- (v+w)=a-v+a-w
(V2¢) (a-B)-v=a-(8-v)
(Vad) 1-v=w

2. Die Elemente eines Vektorraums heiBen auch Vektoren. Das neutrale Element 0 von (V, +)
heifit Nullvektor. Im Zusammenhang mit K-Vektorrdumen nennt man Elemente von K
auch Skalare. Die Verkniipfung - heifit Skalarmultiplikation. (Sie darf nicht mit dem Ska-
larprodukt aus dem einleitenden Kapitel verwechselt werden!)

Das neutrale Element der Addition im Korper K und die Inversen in K treten in der Definition
nicht auf, spielen aber in der Theorie der Vektorraume eine groffe Rolle.

Beispiele 2.3.2.
1. Sei K ein beliebiger Korper. Definiere auf dem kartesischen Produkt

T
V::K”:{ : |xieK},
T,

also den n-tupeln von Korperelementen, die Addition komponentenweise durch

z n T1+ Y
N Il IR IRE :
Tn Yn Tn + Yn
und die skalare Multiplikation - : K x V' — V' durch komponentenweise Multiplikation

T QT

T ax,
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0 —T1
Dann ist (K™, +,-) ein K—Vektorraum mit 0:= | : | und —z =
0 —Tn

2. Setzt man speziell n = 1, so folgt, dass jeder Kérper K auch ein K—Vektorraum ist.
3. (C,+, grxc) = (R? +, ) ist ein R-Vektorraum.
4. (R, 4+, joxr) ist ein Q-Vektorraum.

5. Sei K ein beliebiger Korper und M # () eine Menge. Setze V = Abb(M, K) = {f : M —
K} und definiere Verkniipfungen punktweise: fiir f,g € V und o € K

(f +9)(m) :== f(m) + g(m)
(a- f)(m) :==a- f(m)
Das neutrale Element ist die konstante Abbildung mit Wert 0,

Oy(m):=0 furalleme M,

das additive Inverse ist
(=) (m) == =f(m) .
Dann ist (V,+,-) = (Abb(M, K), +, ) ein K—Vektorraum:
e In Anbetracht von Beispiel [2.2.3|3 ist klar, dass (V, +) abelsche Gruppe ist.
e Wir zeigen exemplarisch (V2a): fiir alle f € V und o, f € K gilt

((a+8)-f)(m) = (a+f) - f(m)

def
= a-f(m)+B-f(m) = (a-f)(m)+ (8- f)(m)
= (a-f+p-f)m).

(K3b) def
def

6. Haben die Menge M oder der Korper K mehr Struktur, so gibt es oft interessante Teil-
mengen von Abb(M, K), die auch Vektorraume sind. Beispiele sind
e M = K, V=polynomiale Funktionen auf K.
e M topologischer Raum, K = R oder K = C: stetige Funktionen.
e M =R" K =R oder K = C: differenzierbare Funktionen.

7. Ist V.= {0y}, +,-), so heiBt V' der Nullvektorraum. Da jeder Vektorraum zumindest den
Nullvektor enthélt, hat jeder Vektorraum mindestens ein Element.

Satz 2.3.3.

Sei K ein Korper und V' ein K—Vektorraum. Dann gilt fiir alle v,w € V und a € K
1. OK U = OV
2. «a- OV = OV

3. Aus a - v = 0y folgt @ = 0x oder v = Oy

4. (-1)-v=—v
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Beweis.
1. Og -v = (0 +0f) - v =0k - v+ Og - v. Hieraus folgt Ox - v = Oy.

2. a0y =a-(0y +0y) = a0y + «-0y. Hieraus folgt - 0y = Oy
3. Sei a-v =0 und o # 0. Wir rechnen:

v = l-v=(ataw = ot

-1
‘) = -0y =0y .
(V2d) (V2e) (a-v) =a ViV

Man beachte, dass hier die Existenz multiplikativer Inverser in K eingeht.
4. Wir berechnen

(—l)v—i-v(:d (—1)U+1~v(vz (—1—}-1)1):01('11?0‘/.

Ab sofort unterscheiden wir in der Notation nicht mehr O € K und 0y € V.

Definition 2.3.4

Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heifit Untervektorraum, falls sie den
folgenden Axiomen geniigt:

(UVI) W £ 0

(UV2) Fiir alle v,w € W gilt v+ w € W. Wir sagen auch, W sei unter der Addition von V
abgeschlossen.

(UV3) Fiir alle « € K und v € W gilt o - v € W. Wir sagen auch W sei unter der skalaren
Multiplikation abgeschlossen.

Satz 2.3.5.

Sei (V,+,-) ein K—Vektorraum. Sei W C V ein Untervektorraum. Sei +y, die Einschrankung
von

+ : VXV =V
auf +p: WxW—->W

Sei -y die Einschrinkungen von

KxV >V
aufl -w: KxW-—>W

Dann ist (W, +w, - w) ein K—Vektorraum. Die 0 in W stimmt mit der 0 in V iiberein.

Beweis.

1. Esist (W, +yw) abelsche Untergruppe von (V,+): Offenbar gilt impliziert (UV1) das Un-
tergruppenaxiom (UG1), und (UV2) impliziert (UG2). Mit v € W ist mit &« = —1 nach
(UV3) auch

(—v=—veW,

so dass (UG3) erfiillt ist. Insbesondere ist (W, 4w ) eine abelsche Gruppe und Oy = Oy
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2. Die Axiome (V2a-d) gelten sogar fiir alle Elemente in V.

Beispiele 2.3.6.
1. K =Rund (C,+,-). Dann ist

WT:{ZE1+01| X1 GR}
ein Untervektorraum, ebenso

m:{0+x21\ $2€R}

2. Aber fiir K = C sind dies keine Untervektorraume: etwa fira=1€ Kundv =1+0-1 €
W, ist
a-v=0+1)-1+0-1)=1-1¢ W, .

3. Sei K ein beliebiger Korper und V' = K" wie im Beispiel [2.3.2(i). Dann ist

X1

— Tk
W_{ 0

0

r; € K } ein Untervektorraum

Die Axiome (UV1)-(UV3) sind offensichtlich.

4. Sei K ein beliebiger Korper, M # () eine Menge und V' = Abb(M, K). Sei M’ C M eine
Teilmenge, dann ist

W:={f:M—= K| f(m')=0 fir alle m' € M'}
ein Untervektorraum, der Annihilator von M’:

(UV1) folgt, da die Abbildung 0y mit Oy (m) = 0 fiir alle m € M in W liegt.
(UV2) Seien f,g € W, rechne fiir m’ € M’ beliebig

(f +9)(m') = f(m') + g(m) =0+ 0=0, also f+geW
(UV3) Sei f € W, o € K, rechne fiir m' € M’
(af)(m)=a-f(m)=a-0=0, alsoaf e W

5. Sei speziell M = K und V' = Abb(K, K). Dann ist die Menge der polynomialen Funktio-
nen

{f: K — K| f(x) = p(x) mit p € K[X] Polynom}

ein Untervektorraum von V. Ebenso ist fiir £k € N
Kilz] == {f: K — K] f ist Polynom vom grad < k}
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ein Untervektorraum, aber fiir £ > 1 ist
Kilz] = {f : K — K| f ist Polynom vom Grad k}
kein Untervektorraum. Denn mit f € W ist
0-f=0g W,
also (UV3), wegen grad(0) = —oo verletzt.

6. In jedem Vektorraum V sind V selbst und W := {0} Untervektorrdume. W = {0} heift
der triviale Untervektorraum.

Bemerkungen 2.3.7.
1. Jeder Untervektorraum eines Untervektorraums von V ist selbst ein Untervektorraum
von V.

2. Sei V ein Vektorraum und seien Wi, W5 Untervektorraume von V. Dann ist Wi N W5 ein
Untervektorraum.

Beweis.

(UV1) Aus 0y € W; und 0y € W folgt 0y € Wy N Ws.

(UV2) folgt, da mit v,w € W; auch v+ w € W; liegt, also aus v,w € Wy N Wy folgt
v+ w e Wy N Wy (UV3) folgt analog. O

3. Wy UWs ist im allgemeinen kein Untervektorraum.
Als Gegenbeispiel betrachte C als reellen Vektorraum, K = R und V' = C, und

W, UW; ={x1+221| 21 =0 oder xo =0}.

Dies ist das Achsenkreuz bestehend aus der reellen und imagindren Achse. Dann ist
x=1+0i¢€ W, auf der reellen Achse und y = 0+ 1-i € W; auf der imagindren Achse.
Die Summe x +y =14 1-i & W, UW; ist aber nicht auf dem Achsenkreuz.

Definition 2.3.8
1. Sei V ein K—Vektorraum und seien endlich viele Elemente vy, ...,v,, € V gegeben, die
nicht unbedingt verschieden sind. Ein Element w € V' der Form

W= A0+ ...+ AU

mit Ay, ..., A\, € K heiit Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.
2. Die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v,
span (vy, ..., vm) == {\v1 + ...+ At | A € K}

heifit der von den Vektoren wvy,...,v,, aufgespannte Raum oder das Erzeugnis dieser
Vektoren.

3. Sei V ein K—Vektorraum und M C V, M +# () eine nichtleere Teilmenge von V. Dann
heifit
span (M) :={w = v+ ...+ Apom| N € K, v; € M, m € N}

der von der Teilmenge M aufgespannte Raum.
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Satz 2.3.9.

Sei V' ein K—Vektorraum, vy, . .

gilt:
1. spang(vi,...,vy) ist ein Untervektorraum von V.
2. spang (M) ist ein Untervektorraum von V' und es gilt M C spang (M).
3. Ist W C V ein Untervektorraum und M C W, so ist auch spang (M) C W.
Beweis.
1. (UV1): Folgt, da
0=0v; + ...+ 0v, €spang(vy,...,0n)
(UV2) Seien z,y € spang (vy,...,vy,). Dann gibt es Ay,..., A\, € K und pq, ..., py, € K,
so dass gilt
=MV + ...+ ApUm Y= 01+ ...+ LU -
Somit ist
r+y= A+ p)vr+ ...+ (M =+ fn)Um € spang(ve, ..., )
(UV3) folgt analog aus
ar = (aA)v; + ... + Al vy, € spang (v, ..., v,) fira e K.
2. Der Beweis fiir eine beliebige Teilmenge M C V' geht analog.
3. Ist M ¢ W und W ein Untervektorraum, so liegen nach (UV2) und (UV3) auch alle

Linearkombinationen von Elementen in M in V.

Es folgt nun, dass

spang (M) = ﬂ 44

M CW,W CV Untervektorraum

.U € Vund M C V eine nicht-leere Teilmenge, M # (). Dann

g

Denn da span (M) nach Satz[2.3.9)2 selbst ein Untervektorraum von V ist, der die Teilmenge M
enthélt, ist er unter den Unterrdumen, iiber die der Schnitt genommen wird, enthalten, also gilt
NW C spang(M). Nach Satz[2.3.9]3 ist aber spany (M) in jedem der Untervektorrdume, iiber
die der Schnitt genommen wird, enthalten, also gilt auch die umgekehrte Inklusion span, (M) C
NW. Anders gesagt: span (M) ist also beziiglich der Inklusion der kleinste Untervektorraum
von V', der M enthalt.

Beispiele 2.3.10.

1. Sei K ein beliebiger Korper, den wir als Vektorraum iiber sich selbst betrachten, und sei
v € K. Fir v =0 ist spang(0) = {0} der triviale Untervektorraum von K; fiir v # 0 ist

spang (v) = K.
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2. Sei K ein beliebiger Kérper und V' = K™. Setze

1 0 0

0 1 0
er=|[0] e=|0 en=|01],

0 0 1

dann ist spang(eq,...,e,) =V, denn fiir jedes z € K™ gilt

T
r=|: | =xie1+... + e, €spang(es,...,e,)
Tn

Definition 2.3.11
1. Seien A, M Mengen. Man nennt dann auch eine Abbildung

o: N—> M

eine durch A indizierte Familie von Elementen von M. Man nennt dann A die Indexmenge,
schreibt ay = ¢(A) fiir A € A und (ay)aep fiir die Familie. Ist A = n fiir n € N, so spricht
man auch von einer endlichen Familie.

2. Ist eine Familie durch N oder n = {1,2,...,n} indiziert, so liefert die Ordnung auf der
Indexmenge eine Ordnung der Familie. Wir sprechen von einer geordneten Familie, wenn
wir diese Ordnung als weitere Struktur betrachten.

Wir vereinbaren, dass wir bei einer endlichen Familie die Indexmenge nicht explizit schreiben
und lassen die Schreibweise (ay,as,...,a,) zu. Man beachte, dass hier Elemente gleich sein
konnen, etwa ist a; = as moglich.

Definition 2.3.12
Sei V' ein K—Vektorraum.

1. Eine endliche Familie (vq,...,v,) von Vektoren aus V' heifit linear unabhéngig, falls gilt:
sind A1, ..., \. € K und gilt

>\1U1+...—|->\r’l)r:0,

so folgt daraus \y = Ay = ... = A\, = 0. Die Familie (vq, ..., v,) heiit also genau dann line-
ar unabhéngig, wenn der Nullvektor sich nur trivial als Linearkombination von vy, ..., Uy
darstellen lasst.

2. Eine beliebige Familie von Vektoren aus V heifit linear unabhédngig, wenn jede endliche
Teilfamilie linear unabhéngig ist.

3. Andernfalls heifit die Familie linear abhéngig; dann gibt es eine Darstellung des Nullvek-
tors als nicht triviale Linearkombination, d.h. es gibt \; € K mit

O:)\1@1+...+AT1}T,

wobei nicht alle \; € K verschwinden.
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4. Eine Teilmenge M C V heiit linear unabhéngig, falls fiir jede endliche Teilmenge

{v1,...,vm} C M die Vektoren vy, ..., v, linear unabhingig sind.
Andernfalls heifit sie linear abhédngig. Dann enthédlt M eine endliche Teilmenge
{v1,..., vy} fiir die die Familie (vy,...,v,,) linear abhingig ist.

5. Wir setzen spany () = {0} und nennen die leere Familie linear unabhéngig.

Lemma 2.3.13.
Fiir eine Familie (vq,...,v,) von Vektoren eines K—Vektorraums sind die folgenden Bedingun-
gen dquivalent:

1. Die Familie (v;) ist linear unabhéngig.

2. Jeder Vektor v € spang(v;) ldsst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination von
Vektoren der Familie (v;) schreiben.

Beweis.
2. = 1. klar, denn bei einer linear abhéingigen Familie hat der Nullvektor verschiedene Darstel-
lungen.
1.= 2. Aus
vV = Z)\zvl = Z,U/ﬂ)@ mit )"Lu/j% e K
folgt

0= Z()\z — i) V;

%

Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit folgt \; — p; = 0, also \; = p; fiir alle 4. O

Bemerkungen 2.3.14.
1. In K™ ist jede Teilmenge der Menge {ey,...,e,} linear unabhéngig.

2. Ein einziger Vektor v € V ist genau dann linear unabhéngig, wenn v # 0 gilt.
Denn wegen 1-0 = 0 ist 0 linear abhéngig; ist v linear abhéngig, so gibt es A € K\ {0} =
K™ mit Av = 0, aus Satz [2.3.3/.3 folgt nun v = 0.

3. Jede Untermenge einer linear unabhéngigen Menge von Vektoren ist linear unabhéngig.
(Ubung.)

4. Enthélt eine Familie von Vektoren eines Vektorraums eine linear abhéngige Unterfamilie,
so ist sie linear abhéngig. (Ubung.)

5. Insbesondere ist jede Familie, die den Nullvektor oder zwei gleiche Vektoren enthélt,
linear abhéngig. Denn gilt v; = v, so finden wir die nicht-triviale Linearkombination
1- U1 + (-1)1}2 =0.

6. Enthélt die Familie mehr als zwei Vektoren, so ist sie genau denn linear abhéngig, wenn
ein Vektor der Familie Linearkombination der anderen Vektoren ist.
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Beweis.
Ist (vq,...,v,) linear abhéngig, so finde eine Linearkombination

)\1U1+'--+>\rvr:O
fiir die etwa \; # 0 ist. Dann ist

)\1 >\r
Vi=——7—U1 — ... — —Up.

i i
(Beachten Sie, dass wir hier die Division in K benutzen.) Ist umgekehrt
Vi = favr + o ppvy mit g =0,

SO ist
p1UL + e 1V — U i1 Vg e e =0

eine nicht—triviale Linearkombination, die den Nullvektor darstellt.

2.4 Basis und Dimension

Definition 2.4.1
Sei K ein Korper und V' ein K—Vektorraum.

1. Eine Teilmenge M C V heifit Erzeugendensystem von V', falls span, (M) =V gilt.

2. Eine Teilmenge M C V heifit Basis von V', falls M ein linear unabhangiges Erzeugenden-

system ist.

3. Eine geordnete Basis von V' ist eine endliche oder abzédhlbare linear unabhéngige Familie
(ua)aea von Vektoren in V', die ein Erzeugendensystem von V' ist und als Indexmenge

A =N oder A = n fiir n € N hat.

Beispiele 2.4.2.

1. Jeder Vektorraum V' besitzt ein Erzeugendensystem, zum Beispiel sich selbst, M = V.

Es ist an dieser Stelle noch nicht klar, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt.

. V. = K" besitzt die Basis {e;};=1., aus Beispiel [2.3.10[2. Wir nennen diese Basis die
Standardbasis des K™.

. Endliche geordnete Basen schreiben wir auch in der Form (v, vs,...,v,). Die Standard-
basis des K™ ist durch (e, es,...,e,) eine geordnete Basis. Die Ordnung ist also eine
zusdtzliche Struktur, ndmlich die Wahl einer Reihenfolge der Basisvektoren. (Eine Basis
ist eine Teilmenge, da kommt es nicht auf eine Reihenfolge der Elemente an.) Wenn wir die
Standardbasis aks geordnete Basis sehen, dann immer mit der Ordnung (e, es, ..., €,).

. K =Rund V = C, dann ist M = {1,i} eine R-Basis von C. Auch {1,—i} ist eine
R-Basis von C.
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5. K = R und V = Ry[X] der Raum der Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad
héchstens k, dann ist {1, X, ..., X*} eine Basis von V.

Satz 2.4.3.
Sei K ein Korper und V' # {0} ein K—Vektorraum und M C V eine Teilmenge. Dann sind
dquivalent:

1. M ist eine Basis von V.

2. M ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. M ist ein Erzeugendensystem und fiir jedes
v e M ist M\ {v} kein Erzeugendensystem.

3. M ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge, d.h. M ist linear unabhéngig und fiir
jedes v € V' \ M ist M U {v} linear abhéngig.

Bewelis.

1.= 2. Sei M eine Basis; nach Definition ist M insbesondere ein Erzeugendensystem. Zu zeigen
ist noch, dass M ein minimales Ereugendensystem ist. Angenommen, auch M \ {v} wére
ein Erzeugendensystem. Dann ist
v = Z )\ﬂ)i
1

mit geeigneten \; € K, v; € M \ {v}. Daraus folgt die Relation
Z )\ivi —v=0 s
die den Nullvektor als nicht-triviale Linearkombination von Elementen von M darstellt.

Also wére M nicht linear unabhéngig.

2.= 1. Sei M minimales Erzeugendensystem. Angenommen, M = {v;};c; ist linear abhéngig, so

finde wegen Bemerkung [2.3.14]/6
v = Z /\ivi

iel
fir ein v € M und v; € M \ {v}. Dann ist aber auch schon M \ {v} auch ein Erzeugen-
densystem, im Widerspruch zur Annahme, dass M minimal sei.

1.=3. Zu zeigen ist, dass eine Basis M unter den linear unabhéngigen Teilmengen maximal ist.
Sei v € V'\ M beliebig, so ist, da M ein Erzeugendensystem ist

’U:Z)\ﬂ)i7

also ist die Menge M U {v} linear abhéngig.

3.=1. Sei M eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Zu zeigen ist, dass M Erzeugenden-
system ist. Sei v € V. Wenn v € M, ist klar, dass v € span,(M). Sei also v € V' \ M.
Dann ist {v} U M linear abhéngig. Finde also eine Linearkombination

av+2)\ivi:0
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mit geeigneten «, \; € K, v; € M. Hierbei diirfen nicht o und alle A; gleich Null sein. Wire
a = 0, so folgt > \ju; = 0, nicht alle A; = 0, im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit
von M. Es ist also o # 0, woraus folgt

d.h. M ist ein Erzeugendensystem.

Definition 2.4.4
Ein K—Vektorraum V' heifit endlich erzeugt, falls V' ein endliches Erzeugendsystem besitzt, d.h.
falls es eine endliche Teilmenge M = {vy,..., vy} von V gibt, so dass V = span (M) gilt.

Lemma 2.4.5.
Sei V' ein K—Vektorraum, der nicht endlich erzeugt ist. Dann gibt es zu jeder natiirlichen Zahl
n € N\ {0} Vektoren vy, ...,v, € V, so dass die Familie (v1,vs,...,v,) linear unabhéngig ist.

Beweis.
Durch vollstédndige Induktion nach n.

e Induktionsanfang n = 1. Wahle v; € V, vy # 0. Dies existiert, da sonst V = {0} wiére
und V somit endlich erzeugt wire, nimlich von (), vgl. Beispiel [2.3.10]1.

o Induktionsschritt:
Sei n € N\ {0} und seien vy,...,v, € V linear unabhingig. Wihle v,,; € V \
spang (v, ...,v,). Solch ein v, existiert, da andernfalls V' von den (vy,...,v,) end-
lich erzeugt wére. Es bleibt zu zeigen, dass auch die Familie (vq,...,v,,v,y1) linear un-

abhéngig ist. Sei
n+1

0= Z QU a; € K
j=1

eine Linearkombination des Nullvektors. Aus «,.1 # 0 erhalte

n
Z Ay
Un+1 = - Uj

j=1 an+1

im Widerspruch zu unserer Wahl von v,,; & spang(vy,...,v,). Also muss a,.; = 0
gelten; daraus folgt
n
Z ;U5 = 0
j=1

und hieraus nach Induktionsannahme o; = 0 fiir alle j = 1,...,n.

U

Nicht jeder Vektorraum hat ein endliches Erzeugendensystem, zum Beispiel nicht der R-
Vektorraum der reellen Polynome R[X].
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Satz 2.4.6 (Basisauswahlsatz).

Sei V' ein K—Vektorraum und M C V ein endliches Erzeugendensystem. Dann gibt es eine
Teilmenge B C M, die eine Basis von V ist. Insbesondere besitzt also jeder endlich erzeugte
Vektorraum eine Basis.

Bewelis.

e Sei M = {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem von V. Ist M auch linear unabhéngig, so
ist B = M und wir sind fertig.

e Ist M nicht linear unabhéngig, so existiert nach Satz[2.4.3|2 ein v € M mit v € span, (M '\
{v})-

Dann ist M’ := M\ {v} wieder ein endliches Erzeugendensystem, da aus M C span (M’)
folgt
V = spang (M) C spang(M') C V ,

also V' = spany (M'). So fiahrt man fort, bis man nach endlich vielen Schritten ein mini-
males Erzeugendensystem erhélt. Dies ist nach Satz dann eine Basis.

g

Im Fall von Vektorrdumen, die nicht endlich-erzeugt sind, benutzt man das Zornsche Lemma,
das zu dem Auswahlaxiom der Mengenlehre dquivalent ist. Wir brauchen erst eine Definition:

Definition 2.4.7

1. Eine partielle Ordnung < auf einer Menge X ist eine Relation < auf X mit den folgenden
FEigenschaften:

(PO1) reflexiv: v < z fiir alle x € X,
(PO2) transitiv: aus x <y und y < z folgt = < z,
(PO3) antisymmetrisch: aus x < y und y < x folgt = = y.

2. Eine Kette in einer partiell geordneten Menge X ist eine Teilmenge 8 C X, so dass (8], <)
total geordnet ist, d.h. fiir alle h, k € K gilt h < k oder k < h.

3. Die Menge X heifit induktiv geordnet, wenn jede Kette K in X eine obere Schranke besitzt,
d.h. es existiert ein m € X mit k < m fiir alle k € R.

Das folgende Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom, worauf wir aber hier nicht eingehen
konnen.

Lemma 2.4.8 (Zornsches Lemma).
Jede nichtleere induktiv geordnete Menge X besitzt ein maximales Element, d.h. es gibt ein
x € X, so dass kein y € X \ {z} mit x <y existiert.

Wir zeigen nun:

Satz 2.4.9.
Sei V' ein K-Vektorraum, £ C V ein Erzeugendensystem von V und M C FE eine linear
unabhéngige Teilmenge von V. Dann gibt es eine Basis B von V mit M C B C E.

Beweis.
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e Wir betrachten die Menge X (M, E) := { A |linear unabhéngig, M C A C E}. Sie enthélt

M selbst und ist daher nicht leer. Sie ist durch Inklusion partiell geordnet.

Wir zeigen, dass X (M, E) induktiv geordnet ist, indem wir nachweisen, dass fiir jede
Kette R C X(M, E) die Vereinigung UR in X (M, E) liegt. Es ist dann klar, dass fiir jedes
A € R gilt A C UR, also UR eine obere Schranke ist.

Aus M C A C F fir alle A € R folgt M C UR C E. Zu zeigen ist noch, dass die
Vereinigung URK linear unabhéingig ist. Seien dazu Ay,..., A\, € K und vy,...v, € UK

mit Z?Zl Ajv; = 0. Dann existieren A; ..., A, € & mit v; € A;. Durch Umnummerieren
kénnen wir erreichen, dass A; C Ay C ... C A, gilt. Daraus folgt vy,...,v, € A,. Aus
der linearen Unabhéngigkeit von A, ergibt sich Ay = ... = X\, = 0. Also ist UK linear

unabhéngig und eine obere Schranke der Kette £ in X (M, E). Somit ist X (M, F) induktiv
geordnet.

Da X (M, E) nicht leer und induktiv geordnet ist, existiert nach dem Zornschen Lemma
ein maximales Element B € X (M, E). Dieses ist per Definition eine linear unabhéngige
Teilmenge von V mit M C B C E. Wegen der Maximalitdt von B muss fiir jeden Vektor
e € E'\ B die Menge B U {e} linear abhéngig sein.

Es existieren also A, Aq,..., A\, € K, nicht alle Null und b,...,b, € B, so dass e +
Z;;l Ajb; = 0 gilt. Aus der linearen Unabhéngigkeit von B folgt A # 0. Damit gilt
e € spang (B). Da dies fiir jedes e € E'\ B gilt, folgt E = BU (E \ B) C spang(B) und
somit V' = span(F£) C span(B). Also ist B eine Basis mit allen geforderten Eigenschaften.

0

Wir haben insbesondere auch gezeigt:

Korollar 2.4.10.

1.

Basisauswahlsatz,der in Satz fiir endlich erzeugte Vektorraume gezeigt wurde: Aus
jedem Erzeugendensystem F eines Vektorraums kann man eine Basis auswéahlen. Hier
wihlt man einfach M = ().

Jeder K-Vektorraum hat eine Basis. Denn wihle einfach £ =V und M = (.

Basiserginzungssatz: Jede linear unabhéngige Teilmenge M C V' léasst sich zu einer Basis
von V' ergdnzen. Hier wihlt man einfach V = F.

Satz 2.4.11 (Austauschlemma).
Sei V ein K~Vektorraum, B = {vi,...,v,} C V eine Basis. Seiw = }7'_, ajv; € V mit o; € K.
Dann gilt fiir jedes k € {1,...,7} mit ay # 0:

/
By = {v1,. .., U_1, W, Vkt1,...,0.}

ist eine Basis, d.h. das Basiselement v, kann gegen w ausgetauscht werden.

Beweis.

e Nach Umnummerierung koénnen wir £ = 1 annehmen.
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e Wir zeigen: B’ ist ein Erzeugendensystem. Fiir jedes gegebene v € V existieren f3; € K,

so dass
T
v = E 6]‘?}]'
=1

gilt. Aus oy # 0 folgt

Dies setzen wir ein und erhalten

v=—w+ <5j—04j—)vj :

Qg

Somit ist V' C spang (B'), also ist B’ Erzeugendensystem.

e Wir zeigen: B’ ist linear unabhéngig. Seien 3, 5; € K mit
6 cw + Z le)j =0
j=2
Wir setzen ein: i
ﬁOq’Ul + Z(ﬁaj + Bj>Uj =0
j=2
Da die Familie {vy,...,v,} linear unabhéngig ist, folgt

fag =0 und  fa; +3; =0

Aus oy # 0 folgt 8 = 0 und daraus 3; = 0.

Satz 2.4.12 (Austauschsatz).

Sei V' ein K—Vektorraum, B = {vy,...,v,} eine Basis von V und {w,...,w,} eine linear
unabhéngige Teilmenge von V. Dann gilt n < r, und es gibt iy,...,4, € {1,...,r}, so dass der
Austausch

von v;, gegen w;

von v;, gegen wy,

eine neue Basis B* von V liefert, die die vorgegebene linear unabhingige Menge {wy, ..., w,}
als Teilmenge enthélt. Nach Umnummerierung zu i1 = 1,...,4, = n haben wir

B* = {wy,..., Wy, Vps1,-. 0} .
Beweis.

Vollsténdige Induktion nach n.
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e Induktionsanfang: fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei die Aussage fiir n — 1 € N giiltig. Zu
zeigen ist, dass die Aussage fiir n giiltig ist.
Sei also {wy, ..., w,} linear unabhéngig. Dann ist auch {wy, ..., w,_;} linear unabhéngig.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt n—1 < r und (gegebenenfalls nach Umnummerierung)
ist die Menge

B :={wy,...,w, 1,0n,...,0.}

eine Basis von V.

e Wir zeigen n < r. Nach Induktionsvoraussetzung ist n — 1 < r; wir miissen n — 1 = r
ausschliefen. Dann wére aber nach Induktionsvoraussetzung die Menge

B:={w,...,w,1}

eine Basis von V also eine maximale lineare unabhéngige Teilmenge im Widerspruch zur

Voraussetzung, dass {wy,...,w,_1,w,} linear unabhéngig sind. Also ist n — 1 < r, also
n<r.
e Zu zeigen ist, dass es ein i,, € {n,...,r} gibt, so dass man v;, gegen w,, austauschen kann.

Da B eine Basis von V ist, finde mit oy, € K

n—1 T
Wy = E Q;W; + E ;U5 .
=1 j=n

Wiren alle a,, . .., a, gleich Null, so wire w,, Linearkombination der {wy,...,w, 1}, im
Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit von {wy, ..., w,}. Also gibt es

in € {n,...,r} mit a;, # 0. Wende nun das Austauschlemma [2.4.11| an und erhalte eine
Basis B* = {w1, ..., Wn, Vpi1,- .., 0}

g

Definition 2.4.13
Sei V' ein endlich erzeugter K—Vektorraum und B = {vy,...,v,} eine Basis. Die Zahl r heifit
Lénge der Basis B.

Korollar 2.4.14.
1. Hat ein K—Vektorraum V' eine endliche Basis, so ist jede Basis von V' endlich.
2. Je zwei Basen eines endlich erzeugten K—Vektorraums V sind gleich lang.

3. Je zwei Basen eines beliebigen K—Vektorraums V' sind gleich lang.

Beweis.
1. Sei {vy,...,v,} eine endliche Basis. Wére eine weitere Basis B nicht endlich, gibe es eine
linear unabhéngige Teilmenge {wy, ..., w11} C B, im Widerspruch zum Austauschsatz
2. 412

2. Sind B = {vy,...,v.} und B = {wy,...,wi} Basen von V, dann folgt aus dem Aus-
tauschsatz, da B’ linear unabhéingig und B Basis ist, & < r und, indem man die Rollen
von B’ und B vertauscht, auch r < k, also k = r.
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3. Wird mit einem Argument mit dem Zornschen Lemma gezeigt.

Definition 2.4.15
Fiir einen K—Vektorraum V setzen wir

T, falls V' eine Basis der Linge r besitzt.

oo, falls V keine endliche Basis besitzt.

Fiir den Nullvektorraum setzen wir dimg ({0}) = 0 und betrachten die leere Menge als Basis.
Die Zahl
dimg (V) € {0,1,...,00}

heifit Dimension des Vektorraums V.
Beispiele 2.4.16.

1. Sei K ein beliebiger Korper und V' = K™. Dann hat die Standardbasis ey, ..., e, die
Lange n; und daher ist dimg K™ = n.

2. dimg(C) = 2, denn {1,i} ist eine R-Basis. dim¢(C) = 1, denn {1} ist eine C-Basis;
allgemein ist dimg (K) = 1.

3. Fiir den Vektorraum der Polynome gilt dimg(R[X]) = oo, denn die abzéhlbar unendliche
Menge {1, X, X?,...} ist eine Basis.

Satz 2.4.17.
Sei V' ein endlich erzeugter K—Vektorraum und W C V ein Untervektorraum.

1. Dann ist W endlich erzeugt und es gilt

2. Falls Gleichheit gilt, dimg (W) = dimg(V), so ist W = V.

Beweis.

1. Setze n := dimg (V) < co. Wire W nicht endlich erzeugt, so gébe es nach Lemma m
sicher n + 1 linear unabhéngige Vektoren vy,...,v,.1 € W C V| im Widerspruch zum
Austauschsatz 2.4.12]

Also besitzt W eine endliche Basis B = {wy, ..., w,}; da diese Familie linear unabhéngig

ist, folgt nach dem Austauschsatz r = dimg (W) < dimg (V).

2. Sei nun dimg (V) = dimg (W) = n und B = {wy,...,w,} eine Basis von W. Gébe es
v € V\spang(B), so ware BU{v} linear unabhéngig, im Widerspruch zum Austauschsatz
2.4.12)

i

Korollar 2.4.18.
Sei V' ein endlich erzeugter K—Vektorraum mit n = dimg(K). Dann bilden je n linear un-
abhéngige Vektoren (vy,...,v,) eine Basis.
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Beweis.

Sei M = {vy,...,v,} linear unabhéngig. Offensichtlich ist M eine Basis von span (M) = W C

V. Auflerdem gilt
dimg (W) =n = dimg (V) ;

nach Satz [2.4.172 folgt W = V. Also ist M auch Erzeugendensystem, also Basis von V.

2.5 Summen von Untervektorriumen

Definition 2.5.1
Sei V' ein K—Vektorraum und seien W1, ..., W, C V Untervektorrdaume. Dann heilst

W1+...+WT::{UGV|EIwi€W/i mitv=Zwi}

=1

die (innere) Summe der Untervektorrdume Wy, ..., W,.

Satz 2.5.2.

1. Es gilt Wi + ...+ W, = spang(W; U ... U W,). Insbesondere ist W; + ... + W, ein

Untervektorraum von V.

2. dimg (W7 + ... W,) < dimg Wi + ...dimg W,. Hierbei verwenden wir fiir alle n € N die

Konvention:
00+00=00, O0O+N=00, OO>N .

Beweis.

1. “C” ist klar. Sei v € spang(W; U ... U Wy); d.h. es gibt u@,...,uﬁf} € W; und

agi), e ,ou(fi) € K, so dass

v = ZZay)uy) eWi+ ...+ W, gilt.
i—1 j=1
N
ceW;

g

2. Ist eine der Dimensionen dimg W; gleich oo, so ist nichts zu zeigen. Seien also alle Un-

terraume W, endlich—dimensional und B; C W, Basen. Dann ist B := By U ... U B, ein

Erzeugendensystem von Wy + ... 4+ W, denn es gilt

spang (B) = spang (B U...UB,) =span;(WiU...UW,) =W+ ...+ W, .

Daraus folgen die Ungleichungen:

dimg(Wi + ...+ W,) < |B| < |Bi| + ...+ |B,| = dimg(W;) + ... + dimg(W,) .

Wir verschérfen das letzte Resultat von einer Ungleichung zu einer Gleichung:
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Satz 2.5.3.
Sei V ein K—Vektorraum und Wy, W5 C V zwei endlich-dimensionale Untervektorrdaume. Dann
gilt:

Als Beispiel betrachten wir mit K = R im Vektorraum V = R? die Untervektorriume

W, = span(ey, es) :  z-y-Ebene
Wy = span(ey, e3) :  z-z-Ebene
Wi N Wy =span(e;) : xz-Achse
Wi + Wy = R3

Die Dimensionsformel aus Satz ergibt 3=2+42— 1.

Beweis.
e Erginze eine Basis B = {vy,...,v,} von Wi N Wy zu einer Basis By :=
{v1,.. ., U, w1,...,wr} von Wy und By := {wvy,..., 0y, u1,..., 4} zu einer Basis von

W5. Wir behaupten, dass dann
B:=BUB, = {V1, .0 U, W1, o WE, Uy . U )
eine Basis von W; 4+ W, ist. Daraus folgt

o Wir zeigen: B ist ein Erzeugendensystem von Wy + Wy, Es gilt: B; C B, woraus folgt
W; = spang (B;) C spang (B). Daher ist W, U W5 C span (B). Es folgt

Wi+ Wy = spanK(W1 U WQ) C spanK(g) C Wi+ Wy s

wobei die letzte Inklusion ohnehin klar ist.

o Wir zeigen: B ist linear unabhéngig. Betrachte eine Darstellung des Nullvektors als Line-

arkombination i l
Zapvp"‘Zﬂqwq"’Z%ur =0. (1)
p=1 qg=1 r=1

Setze

m k
vi= Zapvp + Zﬁqwq e W
p=1

q=1

Wegen ([1)) ist
!
v = —Z%ur eW,.
r=1

Also liegt v € Wi N W,. Die Eindeutigkeit der Darstellung von v € W, liefert 3, = 0 fiir
alle ¢. Da {v,, u, } eine Basis von W ist, liefert mit 8, = 0, dass auch alle Koeffizienten
oy, ¥ verschwinden.

U
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Lemma 2.5.4.
Sei V' ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum, seien Wi, Wy C V Untervektorraume mit
Wi + Wy = V. Dann sind dquivalent:

1. WinW,={0}

2. Jedes Element v € V' lasst sich in eindeutige Weise als Summe v = w; + wy mit w; € W;
schreiben.

Beweis.
Wir zeigen 1.= 2. = 3. =1.

3.=1. Aus der Dimensionsformel aus Satz folgt dim (W7 NWs) = 0, also W, N W, = {0}.

1.=2. Wegen V = Wy + W, lasst sich jedes v € V schreiben als v = w; + wy mit w; € W.
Angenommen, es gidbe eine weitere Darstellung:

/ / /
V= Wy + wy = W) + W w; € Wi .

Daraus folgt
wl—wizwg—wgerﬂWgz{O},

— / _ /
also w; = w; und wy = w5,

2.=3. Wire dimg (W, NWs) > 0, so gibe es w € W1 N Wy mit w # 0. Dann finde fir v =0¢€ V
zwei verschiedene Darstellungen

v=04+0=w—w

im Widerspruch zur Eindeutigkeitsaussage in 2. Aus der Dimensionsformel aus Satz [2.5.3]
folgt nun 3.

g

Definition 2.5.5
Ist V.= Wy + Wy mit Wy N Wy = {0}, so sagt man, V sei die (innere) direkte Summe der
Untervektorrdume Wy, und Ws, in Zeichen

V=WaeW,.

Beispiel 2.5.6.
Betrachte K = R und den Vektorraum V = R?® mit den beiden Untervektorrdaumen W; =
spang(eq, ez) und Wy = spang(es). Dann ist V' = Wy @ Ws. Im Beispiel nach Satz ist die

Summe nicht direkt.

Satz 2.5.7.
Sei V' ein endlich—dimensionaler Vektorraum. Seien Wi, Wy C V' Untervektorrdume. Dann sind
dquivalent:
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1. V=W, W,

2. Fiir jede Basis By von W; und By von W5 ist die Vereinigung B = B; U B, disjunkt, und
B ist eine Basis von V.

3. V= W1 + W2 und dlmK V= dlmK W1 + lelK WQ.

Beweis.
1.=3. Klar wegen der Dimensionsformel aus Satz [2.5.3

3.=2. B =B UDB, ist Erzeugendensystem von span (W, UWs) =W, + W,y = V. Es ist also

Hieraus folgt
dimg V = |B| = |By| + | By

Also ist B als minimales Erzeugendensystem eine Basis und By N By = () wegen |B| =
|B1| + | Bal.

2.=1. Sei B; Basis von W;, dann ist B = B; U By Basis von V. Es folgt
V = spang (B) = spang (B U By) = spang (W, UW,) =W + s .

und dimg V' = |B| = |B;| + |B2| = dimg Wi + dimg Ws. Die Dimensionsformel aus Satz
liefert dimg W1 N Wy =0, also V = Wy & Wh.

g
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3 Lineare Abbildungen

Vektorrdume sind die zentralen mathematischen Objekte der linearen Algebra. So wie wir
schon fiir Gruppen eine passende Klasse von Abbildungen ausgesondert haben, ndmlich die
Gruppenhomomorphismen, so miissen wir auch fiir Vektorrdume eine Klasse von Abbildungen
finden, die mit der Vektorraumstruktur vertréglich sind.

3.1 Definition, Dimensionsformel

Definition 3.1.1
Sei K ein Korper. Seien V,W zwei K—Vektorraume. Eine Abbildung

d: VW

heifit K-linear oder K—Vektorraumhomomorphismus, falls gilt

(L1) ® ist Gruppenhomomorphismus beziiglich der Addition, d.h. fiir alle v,v" € V gilt
O(v+v)=d(v)+ D(v)

(L2) ® ist mit der skalaren Multiplikation vertréglich, d.h. fiir alle v € V' und fiir alle A € K
gilt ®(Av) = AP(v).

Bemerkungen 3.1.2.

1. Eine Abbildung ® : V' — W ist genau dann linear, wenn gilt
(L)  fiir alle v,0" € V und fiir alle A\, \' € K ist ®(Av + Nv') = A®(v) + N P(v').

(ii) Induktiv zeigt man, dass dann fiir alle vy, ..., v, € V und fiir alle Ay,..., A\, € K gilt

D(ANv1+ ..+ Nun) = MP(v1) + ..+ N DP(vy)

Beweis.
Um zu sehen, dass aus (L) die Bedingung (L1) folgt, wéhle A = X = 1; um (L2) zu sehen,
setze X = 0. Dass aus (L1) und (L2) die Gleichung (L) folgt, zeigt die folgende Rechnung

N N / /
O(Av + A'0') o O (M) + D(AV) o AP(v) + N (V') .

Satz 3.1.3.
Sei : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

1. ®(0) =0 und ®(v —v') = P(v) — ¢(v') fiir alle v,v" € V.

2. Ist V! C V ein Untervektorraum, so ist das Bild ®(V’) ein Untervektorraum von W.
Insbesondere ist ®(V) = Im (V') ein Untervektorraum von W.

3. Sei W' C W ein Untervektorraum; dann ist das Urbild ®~*(WW’) ein Untervektorraum
von V. Insbesondere ist ®~!(0) = ker ® ein Untervektorraum von V.
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4. Ist ® linear und bijektiv, so ist die Umkehrabbildung ®~!: W — V ebenfalls linear.

Bewelis.

1. ®(0) = 0 folgt aus Satz[2.1.14L1 fiir Gruppenhomomorphismen, angewandt auf die Gruppe
(V,+). Wir rechnen

Ov—v)=®(1-v+(-1)-v) =1-®(w)+ (—-1)P() = ®(v) — D).

(©)
2. Da V' C V ein Untervektorraum ist, folgt 0 € V’, also ®(0) = 0 € ®(V’). Also &(V’) # 0.
Seien wq,wy € ®(V') und A1, Ay € K. Zu zeigen ist:
Awy + Agws € B(V') .
Wiéhle v; € V' mit ®(v;) = w;. Dann ist
vi=A\v+ v €V
da V' ein Untervektorraum von V ist. Rechne
AMwy + Aows = AP (v1) + Aa®(v2) " O(A\v1 + Aavg) = P(v) € &(V') .
3. Sei W' C W ein Untervektorraum. Also 0 € W', daher 0 € ®~1({0}) Cc @~ 1(W’).
Seien vy, vy € @ H(TW') und A\, Ay € K. Es gilt
D(Av1 + Aavg) I MNP (vy) + Xo®(v) € W',

also A\jvy + Agvy € O H(W).

4. Nach Satz [2.1.143 ist &~ Gruppenhomomorphismus beziiglich der Addition.
Fir w € W und )\ € K gilt

AP (w) = &0 (ADH(w)) = @A (0D (w)) = B} (Aw) .

Beispiele 3.1.4.

1. Sei V =W = K definiere eine lineare Abbildung ® : V — W durch ®(3) := f~ fiir ein
festes v € K.

(L1) folgt aus ®(8+ 8) = (B+ B)y = By + 87 = B(B) + (8
(L2) folgt aus B(AB) = (AB)y = A(B7) = A(H).

Wir berechnen

{0}, falls v # 0

Kk @:{ €K :o}:
“ pekipy {K, falls v = 0

d.h. ® ist injektiv genau fiir v # 0.

{0}, falls y =0

Im@z{ﬁveKWEK}:{K s o 20

d.h. ® ist surjektiv genau fiir v # 0.
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2. K =Rund V = W = R?. Wir wahlen ein festes # € R und betrachten
Ry: R? - R?

(%) — cos fx — sin Oy
9\ y )~ \sinbz + cos by

Ry ist eine Drehung um den Winkel 6 gegen den Uhrzeigersinn:

)
4 Rg(e1)
’ |
0
—sin @ cosf eg

zu (L1)
rl (%) & ! _ R 42"\  [cosb(x+ ') —sinf(y +y)
") "\y) )~ \y+y) T \sinb(z +a) +cos by + )
_ (cosfzx —sinfy 4 (cos Ox' — sin Oy’
~ \sinfx + cos Oy sin Oz’ + cos Oy’

x '
i <y> i <y> |
(L2) rechnet man analog nach:

T\) _ Ax\  [cosOAz —sinOAy
o (A (?J)) =R ()\y) B (sin Gz + cos QAy)
B cosfr —sinfy\ x
(oo g (7).
3. Seien der Korper K und ein K-Vektorraum V' = W beliebig. Dann ist & = idy eine

lineare Abbildung.

4. Sei K ein beliebiger Korper und V.= W = K[X] gleich dem Polynomring iiber K.
Definiere
diff :  K[X] — K[X]

diff(i 0 X7) = ijajxj—l .
=0 =0

Man nennt diese Abbildung auch die formale Anleitung von Polynomen. Zur Ubung zeige
man, dass die formale Ableitung linear ist.

durch

5. Sei K ein beliebiger Kérper, und seien V, W, Z drei K—Vektorrdume. Seien & : V — W
und ¥ : W — Z zwei lineare Abbildungen, dann ist auch ihre Verkniipfung ® o ¥ eine
lineare Abbildung. Denn seien A\, ' € K und v,v" € V:

Uod(Av+ Nv') =0 (P(A\v+ Nv'))
= U (AP (v) + NP(v')) da & linear
=AU (P(v) + XU (P(v'))) da WU linear
=AY o ®)(v) + N (Vod)(v).
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Definition 3.1.5
1. Eine lineare Abbildung ® : 'V — W heifit

Monomorphismus falls ® injektiv
Epimorphismus ® surjektiv
Isomorphismus ® bijektiv

Endomorphismus V=W

Automorphismus V =W und ® bijektiv

ist.

2. Zwei K—Vektorraume V, W heiflen isomorph, in Zeichen V = W falls ein Vektorraumi-
somorphismus ® : V' — W existiert.

3. Sei ®: V — W eine lineare Abbildung. Dann heif3t
rg () := dimg Im &

der Rang der linearen Abbildung ®.

Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation: sie ist reflexiv, denn id ist wegen Beispiel [3.1.4/3 ein
Isomorphismus. Transitivitédt folgt aus Beispiel [3.1.4]5. und Symmetrie, da nach Satz [3.1.3]4
das Inverse eines Isomorphismus ein Isomorphismus ist.

Bemerkung 3.1.6.

Sei @ : V — W eine lineare Abbildung und £ C V ein Erzeugendensystem von V. Dann
ist ®(F) ein Erzeugendensystem des Bildes ®(V'). Denn fiir w € ®(V) existiert v € V mit
®(v) = w. Finde fiir dieses v Skalare Ay,..., A, € K sowie vy,...,v, € E, so dass

n
v = E )\ﬂ}i
i=1

gilt, woraus
w =)= N\®(v;)
folgt.

Satz 3.1.7 (Dimensionsformel).
Sei @ : V — W eine lineare Abbildung und dimyg V' < co. Dann gilt die Dimensionsformel

dimg V = dimg ker & + rg (P) .

Beweis.

e ker @ ist ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V'; wéhle eine Basis {vy, ..., vy}
von ker® mit £ := dimgker® und ergénze diese nach dem Basisergénzungssatz
2 zu einer Basis {vq,...,v,} von V mit n = dimg V. Nach Bemerkung ist
{®(v1),...,P(v,)} ein Erzeugendensystem von ®(V'). Aber 0 = ®(v;) = ... = ®(vy), also
ist schon

{®(vk11), .- ®(vn))}
ein Erzeugendensystem von @ (V).
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e Wir zeigen, dass dieses Erzeugendensystem von ®(V') linear unabhéngig und somit eine
Basis von ®(V) ist. Seien \gyq,..., A\, € K und gelte

j=k+1

Hieraus folgt (I)<Ei:k+1 Am) = 0, und somit Y ", . A\v; € ker®. Daher gibt es
)\1,...,/\k € K mit

Z Aiv; = Z(_)\i)vi

i=k+1 i=1
i=1
Da {v;} als Basis von V' linear unabhingig ist, folgt \; = 0 fiir i = 1,..., n. Insbesondere
ist die Familie {CI)(UZ)} von Vektoren in W linear unabhéngig.
i=k+1,...,n

g

Korollar 3.1.8.
Sei & : V — W eine lineare Abbildung und dimg V' = dimgx W < co. Dann sind dquivalent:

1. & ist injektiv
2. ® ist surjektiv
3. ® ist bijektiv

Achtung: Diese Aussage gilt nicht fiir unendlich—dimensionale Vektorrdume! Ein Gegenbeispiel
ist fiir K = R und V' = R|z] die Abbildung diff : R[z] — R[z], die als Kern die Polynome vom
Grad Null hat. Sie ist also nicht injektiv; aber sie ist surjektiv.

Beweis.

Es geniigt, die Aquivalenz von 1. und 2. zu zeigen. ® ist genau dann injektiv, wenn der
Kern trivial ist, ker ® = {0}. Dies ist genau dann der Fall, wenn dimg ker & = 0 gilt. Wegen
der Dimensionsformel ist dies dquivalent zu dimg W = dimgV = dimg Im ®. Aus
Satz [2.4.17]2 folgt, dass dies dquivalent zu W = Im ® ist. Genau dann ist aber die lineare
Abbilduung & surjektiv. O

Satz 3.1.9.
1. Sei X eine Menge und W ein K—Vektorraum. Dann wird die Menge der Abbildungen
Abb(X, W) durch die Operationen auf den Funktionswerten zu einem K—Vektorraum,

vergleiche Beispiel D.
2. Ist auch X =V ein K—Vektorraum, so setzen wir
Homg(V,W):={®: V - W: & ist linear} .

Es ist
Homg (V, W) C Abb(V, W)

ein K-Untervektorraum.

7



3. Im Spezialfall V' = W fithren wir die Bezeichnung
Endg (V) := Homg(V,V) .

ein. Die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen versieht Endg (V') mit einem Pro-
dukt
o : Endg (V) x Endg (V) — Endg (V) ,

durch die (Endg (V'), +, 0) zu einem Ring mit Eins wird, dem Endomorphismenring.

Beweis.

1. Gegeben f,g € Abb(X, W), setze (f + g)(x) := f(z) + g(z). Man erhilt eine abelsche
Gruppe, vgl. Beispiel [2.2.312, mit neutralem Element 0(z) = 0 und Inversen (—f)(z) =
— f(x). Die skalare Multiplikation ist durch (Af)(x) := Af(x) definiert.

2. Sicher ist die Nullabbildung ®(v) = 0 fiir alle v € V' linear und daher in Homg(V, W),
daher ist Homg (V, W) # ). Die Summe ® + U linearer Abbildungen ist wieder linear:

(O+U)(Av+ M) = A+ N) + Y (Ao + NV') = AP(v) + NO(V) + AU (v) + N (V)
= MNP+ T)(v) + N(P+ ¥) ()

Ahnlich rechnet man nach, dass auch die Abbildung A® wieder linear ist.

3. Die Eins im Ring Endg (V) ist die Identitétsabbildung idy .

3.2 Matrizen

Wir wollen nun lineare Abbildungen zwischen K-Vektorrdaumen mit Hilfe von Basen explizit
durch Elemente in K beschreiben. Zentral hierfiir ist

Satz 3.2.1.
Gegeben seien endlich—dimensionale Vektorrdume V und W sowie Vektoren vy, ..., v, € V und
wy, ..., w, € W. Dann gilt:

1. Ist die Familie (vy,...,v,) in V linear unabhéngig, so gibt es mindestens eine lineare
Abbildung ® : V — W mit ®(v;) = w; fiiri =1,...,7.

2. Ist (vy,...,v,) sogar eine Basis von V| so gibt es genau eine lineare Abbildung ® : V' — W
mit ®(v;) = w;. Diese hat die beiden Eigenschaften:

(a) ®(V) = spany (wy, ..., w,)

(b) Die Abbildung ¢ ist genau dann injektiv, wenn die Familie (wy,...,w,) in W linear
unabhéngig ist.

Beweis.
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e Wir zeigen erst 2: da die Familie (vy, ..., v,) eine Basis ist, hat jedes v € V eine eindeutige
Darstellung v = Y ', \;v;. Aus der Linearitit von ® und der Bedingung ®(v;) = w; folgt,
dass

d(v) = Z N (v;) = Z \iw; (%)

gelten muss. Es gibt also hochstens eine lineare Abbildung mit den genannten Eigen-
schaften. Man rechnet leicht nach, dass die durch (%) definierte Abbildung auch linear
ist.

e Aus (%) folgt auch die Inklusion Im ® C span(wy, ..., w,). Ungekehrt gilt fiir ein beliebi-
ges w =Y, p;w; € span(wy, ..., w,), dass

w = @(i uivi) € Im ()

Somit folgt Im (®) = span(wy, ..., w,).

e Sei die Familie (wy, ..., w,) linear abhéngig. Dann gibt es Skalare y; € K mit ;| pw; =
0, wobei nicht alle y; gleich Null sind. Weil aber die Familie (vy, ..., v,) linear unabhéngig
ist, ist v :=>"._, pv; # 0. Es gilt

(I)<Z Mi%’) = Z/M‘I)(Ui) = Zuz’wi =0,
i—1 i—1 i—1

also ist ® nicht injektiv.

e Sei umgekehrt ®(v) = 0. Wir schreiben v als eindeutig bestimmte Linearkombination

T

und erhalten die Gleichung

Ist die Familie (w;) linear unabhéngig, so folgt \; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,7, also v = 0.
Also ist @ injektiv, wenn die Familie (w;) linear unabhéngig ist.

e Ist die Familie (vy,...,v,) nur linear unabhéngig, aber keine Basis, so kénnen wir die
Familie zu einer Basis von V' ergénzen:

(V1 ooy Uy U1y o o, Up)

und ein ® durch Vorgabe beliebiger Werte w,,1,...,w, € W fiir v,,1,...,v, wie in 2.
festlegen.

g

Korollar 3.2.2.
Isomorphe Vektorrdume haben die gleiche Dimension.
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Beweis.

Wir zeigen den Satz fiir endlich-dimensionale Vektorraume. Sei ® : V' — W ein Isomorphismus
von K-Vektorrdumen und (vy, ..., v,) eine Basis von V. Dann ist die Familie (®(vy), ..., ®(v,))
linear unabhéngig, weil ® injektiv ist, und ein Erzeugendensystem, weil ¢ surjektiv ist, also
eine Basis von W. Die Vektorrdume V' und W haben also Basen gleicher Linge, also die gleiche
Dimension. U

Korollar 3.2.3.

Ist V ein K—Vektorraum mit geordneter Basis B = (v1,...,v,), so gibt es genau einen Isomor-
phismus

bp: K'—>V
mit ®p(e;) = v; fiir ¢ = 1,...,n wobei e; die kanonische Basis von K" bezeichnet. Es ist

n = dimg V; insbesondere ist jeder endlich—erzeugte K—Vektorraum V' zu einen Vektorraum
der Form K™ fiir genau ein n isomorph.

Beweis.

Wende Satz [3.2.1]2 auf die Basen (e,...,e,) und (vi,...,v,) an. ®p ist surjektiv nach
Teilaussage a), weil die Familie (v;) ein Erzeugendensystem von V ist, und injektiv, weil (v;)
linear unabhéngig ist. Da isomorphe Vektorrdume gleiche Dimension haben, aber fiir n # m
gilt n = dimg K™ # dimg K™ = m, folgt auch die Eindeutigkeitsaussage. U

Nebenbei haben wir auch alle endlich erzeugten Vektorrdume bis auf Isomorphie klassifiziert:
zwei solche Vektorrdume sind genau dann isomorph, wenn sie die gleiche Dimension haben. Dies
fithrt uns darauf, zunéchst lineare Abbildungen

d: K" = K™
zu untersuchen.

Definition 3.2.4
Sei K ein Korper.

1. Ein rechteckiges Schema der Form

ay; ... Qip

Am1 .- Amn

mit a;; € K heiit eine m x n—Matrix mit Eintrdgen in K. Die Menge der m x n Matrizen
mit Eintrédgen in K bezeichnen wir mit M(m x n, K).

2. Sei ®: K™ — K™ eine lineare Abbildung. Es seien
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mit a;; € K die Bilder der Vektoren (ey,...,e,) der Standardbasis von K". Dann heifit

die ® darstellende Matrix.

Man beachte, dass wir hier die Standardbasis als geordnete Basis auffassen, damit wir wissen,
was die erste Spalte der darstellenden Matrix ist, was die zweite Spalte etc.
Aus Satz folgt, das M (®) und ® sich umkehrbar eindeutig entsprechen. Sei nun

U1
v=| | €eK"

Un
beliebig. Dann rechnen wir mit v = )" | v;e;, also

n n aii A1n Z?:l a1;5V;
®(v) = @(Z Ui€i> = sz@(@i) =uv | [t ] = :
i=1 i=1

n
am1 Amn Z_j:l AmjVj

Definition 3.2.5
Wir definieren daher fiir eine Matrix A € M (m x n, K) und einen Vektor v € K™ die Multipli-
kation von Matrizen mit Vektoren durch

aiy ... Qip n
, , vy > e Q1505
Av=1] - ' o= :

n
U, > i1 Omgv;
aml --- Amn J

Beispiel 3.2.6.
Wir setzen K = R und n = m = 2 und betrachten Drehungen um den Ursprung. Mit Hilfe des
Produkts einer Matrix mit einem Vektor erhdlt man mit 6 € R

(%) = (cos Ox —sinfy\  [cosf —sinb\ [z
\y) ~ \sinbz +cosby) — \sinf cosé y/)
als darstellende Matrix . o
cosf) —sin
M{(Ry) = <sin0 cos )

Betrachtung 3.2.7.

Seien ® : K™ — K™ und ¥ : K™ — K! lineare Abbildungen. Nach Bemerkung [3.1.4l5 ist
dann ¥ o ® wieder eine lineare Abbildung. Wir wollen deren darstellende Matrix M (V¥ o ®)
bestimmen. Dazu benutzen wir die Standardbasen (ey,...,e,) € K™ und (e},... e, ) € K™.

Seien
M(¥) = (aiz), M(®) = (bij), M(Vo®)=(c;)
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die darstellenden Matrizen. Dann ist

C1j blj m
:mo¢@ﬂ:q(¢@ﬂ>:w : ZQ(E:WWQ
Cij bmj k=1
m m aik > he1 @1k
= b)) =D by | 1| = : ,
k=1 k=1 aig qu;nzl by

also

m
Cij = g Wik -
k=1

Definition 3.2.8
Wir definieren daher fiir A € M (Ixm, K) und B € M (mxn, K) das Produkt A-B € M(Ixn, K)
durch die Formel

m

(A : B)zy = Z aikbkj .

k=1
Die Definition stellt sicher, dass M (¥ o &) = M (V) - M (®) gilt.

Beispiel 3.2.9.
Wir berechnen M (Ry, o Ry,):

Mo, 0 Ra) = M(Ba) 0 (Ro) = (Gongt o) (g )

sinf; cosb; sinfy  cosb,

sin 0y cos 0 + cos By sinfy — sin B, sin Oy + cos 6, cos O,

_ (cos(01 +6y) —sin(6; + 6s)
~ \sin(fy 4+ 02)  cos(f; + 6)

B (cos 0, cosby — sinfysinfy — cos Oy sin Oy — sin 6, cos 92)

):M@mw.

Die Drehwinkel zweier Drehungen um den Ursprung addieren sich also.

Bemerkungen 3.2.10.
1. Im allgemeinen ist die Verkettung linearer Abbildungen und somit die Matrizenmultipli-
kation nicht kommutativ. Zum Beispiel finden wir fiir

(1) o0
we(8) sae(0)

2. Die Verkettung von Abbildungen und somit auch die Matrizenmultiplikation sind aber
assoziativ.

3. Sei @ : K™ — K™ linear. Dann ist (vgl. Definition [3.1.5/3):
rg () = dimg Im ¢ = dimg ¢(K™)
= dlmK (D(SpanK(ela cee 7€n>) []Satz 2 (a)]

= dimg spang (®(e1), ..., P(ey,)) -
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Dies ist wegen des Basisauswahlsatzes [2.4.6] gleich der maximalen Anzahl linear un-
abhéngiger Spaltenvektoren der Matrix M (®). Als Beispiel betrachten wir mit K = R
die linearen Abbildungen ®, ¥ : R3 — R? mit

—1

v =(y 5 0)  m@-
35) rg (@) =2

Wir wollen noch etwas mehr mit Matrizen rechnen. Nach Satz ist Homg (K™, K™) ein
K—Vektorraum. Durch Ubergang zu den darstellenden Matrizen wird auch die Menge M (m X
n, K) der m x n Matrizen zu einem K—Vektorraum.

Definition 3.2.11

1. Die Summe zweier Matrizen A, B € M(m x n, K) ist komponentenweise erklért:
A+ B = (ai;) + (bi;) = (ai; + bij)
Sei \ € K; fiir die Skalarmultiplikation setzen wir
A = May;) = (Mayj)
2. Die Transponierte einer Matrix A € M (m x n, K) ist die durch
A" = (aj;) = (aj) € M(n x m, K)

definierte n X m Matrix. Zum Beispiel ist:

t 2 1
BEE
0 1

3. Wir setzen

B, = M(idg) =
und nennen E,, die Einheitsmatrix fiir K". Wir schreiben E, = (0;;) mit

1 fiiri=j
0ij = o
0 fiiri # j .

0i; heiBt des Kroneckersche d—Symbol.

Lemma 3.2.12.
Es gelten die folgenden Rechenregeln: sind A, A’ € M(m x n,K), B,B" € M(nx r,K), C €
M(r x s, K)und X\ € K, so gilt

1. A-(B+B)=AB+A-B und (A+ A")- B= AB + A'B (Distributivgesetze)
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2. A-(AB)=(MA)-B=XA-B)

3. (A-B)-C=A-(B-(C) (Assoziativgesetz)
4. (A-B)' =B A

5. B -A=A-E,=A

Beweis.

1.,2. und 5. zeigt man durch einfaches Hinschreiben.

3. folgt aus dem Assoziativititsgesetz fiir Abbildungen

4. rechnen wir vor: ist A = (a;;) und B = (bj), so ist A- B = (¢;;) mit

Cik. — Z (Iijbjk .
J
Also ist (AB)" = (c};) mit ¢j; = cip = Y a;ibjk. Weiter ist
t_ (o o
Al = (aﬁ) mit aj; = bj;

Hieraus folgt
Bt . At = (dkz) mit

_E : / ! _E : o o
dki = bkj . ajz' = bjk . aij = Cik, = Cy; -
J J

Korollar 3.2.13.
Die Menge M(n x n,K) der quadratischen Matrizen tiber einen Kérper K bildet mit den
Operationen (+, ) einen Ring. Dieser ist fiir n > 2 nicht-kommutativ.

Unter der Entsprechung
Hom(K", K") — M(n x n, K)

entsprechen den Isomorphismen die folgenden Matrizen:

Definition 3.2.14
Eine Matrix A € M(n x n, K) heifit invertierbar, wenn es eine Matrix A" € M (n x n, K) gibt
mit

A A=A-A=E,.

Korollar 3.2.15.
Die Menge
GL(n,K):={A € M(n xn,K): Ainvertierbar}

mit der Multiplikation als Verkniipfung bildet eine Gruppe mit neutralem Element F,,. Sie heif3t
allgemeine lineare Gruppe, englisch general linear group.

Beweis.
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e Mit A,B € GL(n, K) ist auch A- B € GL(n, K). Denn gelte fiir A", B’ € M(n x n, K)
AA'=AA=E, und BB'=B'B=F,,
so ist wegen der Assoziativitat der Matrizenmultiplikation

(B'A)AB = B(A'A)B=E, und AB(B'A)=ABB)A =E, .

e Die Gruppenaxiome sind klar, das neutrale Element ist die Einheitsmatrix E,,.

Satz 3.2.16.
Gegeben seien K—Vektorraume

V' mit geordneter Basis A = (vy,...,v,)

W mit geordneter Basis B = (wq, ..., wy,) .
Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung
P V->W

genau eine Matrix A = (a;;) € M(m x n, K), so dass
O(v;) = Y aiw; (*)
i=1

gilt. Die so erhaltene Abbildung
Mg . Hom(V,W)— M(m x n, K)
® = A= Mg(®)
ist ein Isomorphismus von K—Vektorrdumen. Insbesondere gilt
ME(® + ¥) = Mg (®) + Mg (¥)
ME(A®) = AMZ (D) .

Nach Wahl von geordneten Basen kann man also lineare Abbildungen durch Matrizen beschrei-
ben. Man sagt, die Matrix Mg'(®) stelle die lineare Abbildung ® beziiglich der geordneten
Basen A, B dar.

Beweis.
e Da B = (wy,...,w,) eine geordnete Basis von W ist, sind die Linearkombinationen aus
(*) und somit die Spalten der Matrix eindeutig bestimmt.

e Gehort zur Abbildung ¥ die Matrix B = (b;;), so rechnen wir:
(© + W)(v;) = D(v)) + ¥(v))

m
aijwﬁ— g b,]w,
i=1

NE

=1

NE

(@i + bij)wi
1

<.
Il



und fir A € K

m

(A@)(’U]) =\ (I)(’Uj) = )\Zaljwi = Z(/\zaw)wl .

i=1

Also ist die Abbildung My eine K-lineare Abbildung.
e Nach Satz [3.2.1]2 ist die Abbildung sogar bijektiv.

Korollar 3.2.17.
Mit den gleichen Bezeichnungen betrachte fiir jedes ¢ = 1...n und 53 = 1
Abbildung

FJ . VW

1

mit Y (vg) == {

w; firk =1

0 sonst.

Diese m - n Abbildungen bilden eine Basis von Hom(V, W). Insbesondere gilt
dimg Hom(V, W) = dimg V - dimg W .

Beweis.

...m die lineare

e Esist Mg(F/) = E’, also gleich der Matrix, deren Eintriige alle gleich Null sind, auBer
in der i—ten Spalte und j—ten Zeile. Man nennt so eine Matrix auch eine Basismatrix.

e Die Familie (E/) bildet eine Basis des K—Vektorraums M (m x n, K). Da Mg ein Isomor-

phismus ist, bildet auch (F/) eine Basis von Hom(V, W).

El

Die Frage, wie die Matrix Mg (F) sich &ndert, wenn man die geordneten Basen A, B éindert,

werden wir erst am Ende dieses Kapitels angehen.

Bemerkungen 3.2.18.

Ist V= W, d.h. liegt ein Endomorphismus vor, so ist es oft zweckméfBig, mit nur einer Basis

zu arbeiten, also A = B = (v, v, ...,v,) zu wihlen. Man schreibt dann
Mp = M§ .
Der Vektorraumisomorphismus
Mp : End(V) - M(n x n, K)

ist dann definiert durch die Gleichungen

n

@(Uj) = Zazjvi .

i=1

Die Einheitsmatrix F,, = (§;;) beschreibt in jeder Basis B von V die identische Abbildung,
Mpg(idy) = E,. Die Frage, wie durch Wahl einer geeigneten Basis die darstellende Matrix eines
Endomorphismus auf eine Standardform gebracht werden kann, werden wir erst spéter, in den

Kapiteln 5 und 7, beantworten.
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3.3 Affine Unterrdume und affine Abbildungen

Definition 3.3.1
Sei V' ein K—Vektorraum. Sei A C V' eine Teilmenge und v € V ein Vektor. Dann bezeichnen
wir mit v + A die folgende Teilmenge von V :

v+ A:={v+alac A}.

Eine Teilmenge A C V der Form A = v+ W mitv € V und W C V Untervektorraum heif3t
affiner Unterraum von V.

Lemma 3.3.2.
Ist A =wv+ W ein affiner Unterraum eines K—Vektorraums V', so gilt

1. W={a—d|ad €A}

2. v+ W ="+ W genau dann, wenn v — v’ € W gilt.

Beweis.
1. Fiir die Inklusion ” C 7 betrachte w € W und setze a = v + w und @’ = v + 0. Dann
sind a,a’ € A und a — a’ = w. Fiir die umgekehrte Inklusion ” O ” betrachte a,a’ € A.
Schreibe a = v + w und @’ = v + w’. Dann ist

a—ad =w—wew.

2. Wir zeigen zuerst die Implikation ” = 7. Esist v =v+0€ v+ W ="+ W. Also gibt
es w € W mit
v=1v+w.

Daher gilt v — v =w € W.

Um die umgekehrte Implikation ” <=7 zu sehen, sei nun v —v' € W. Ausv+w € v+ W
,folgt v+ w =0 4+ (v =) +w € v + W. Daher v+ W C v + W. Die umgekehrte
Inklusion folgt analog.

0
Insbesondere ist der Untervektorraum W durch den affinen Unterraum A eindeutig be-
stimmt. Er heifit der zu A gehorende Untervektorraum. Wir nennen
dim A := dimxg W

die Dimension des affinen Unterraums A.

Als “Fuflpunkt” v eines affinen Unterraums A eignet sich aber jeder Punkt v € A. Denn ist
A=v4+W, soistv=v+0€v+W = A. Ist nun v € A beliebig, so ist v — v" € W und nach
Lemma[3.3.22 gilt o' + W = v+ W = A.

Beispiele 3.3.3.
Sei K =R, V = R2. Wie sehen die affinen Unterrdume A von V aus?

e dim A =0, also dimg W =0, W = {0}.
A=v+W={v+0} ={v}

Nulldimensionale affine Unterraume nennt man auch Punkte.

87



e dimA =1, also dimg W =1, W = {A\w| A € R, w # 0} ist eine Ursprungsgerade.
A=v+W={v+ w|A€eR} =G,

ist eine Gerade, die nicht notwendigerweise den Ursprung enthilt, eine sogenannte

affine Gerade.
e dim A = 2, also dimg W = 2, also dimg W = V. Daher

A=v+V =V dav—-0€eV.

Hier sind die zwei-dimensionalen affinen Unterrdume gleich V. Zwei-dimensionale affine Un-
terraume des R™ nennt man affine Ebenen , (n — 1)-dimensionale affine Unterrdume des R™
nennt man affine Hyperebenen.

Bemerkungen 3.3.4.

1. Ein affiner Unterraum A ist genau dann ein Untervektorraum, wenn er den Nullvektor
enthalt, 0 € A.

2. Sind A; C V, i € I affine Unterrdume, so ist ihr Schnitt (1), ; A; entweder leer oder ein
affiner Unterraum.

Bewelis.

1. Ein Untervektorraum enthalt immer den Nullvektor. Enthélt ein affiner Unterraum A den
Nullvektor, so konnen wir diesen als Fulpunkt wahlen und finden A = 0+ U = U mit
einem Untervektorraum U C V.

2. Sei NijcrA; # 0; dann wihle v € NierA;. Also v € A; fiir alle ¢ € I. Alle A; lassen sich
schreiben als
fqi:: (% +‘L®2

wobei W; ein Untervektorraum von V' ist. Daher gilt

ﬂAi:ﬂ(U—%Wi):{v—i—w\wEWi fir alle i € I}

el el

:{v+w|w€mVVi}:v—|—mWi.

i€l i€l

Aber der Durchschnitt (7),., W; einer Familie von Untervektorrdumen ist ein Untervek-
torraum von V.

g

So wie wir fiir Vektorrdume lineare Abbildungen als die passenden Abbildungen betrachtet
haben, fithren wir jetzt auch noch eine Klasse von Abbildungen von Vektorrdumen ein, die sich
mit affinen Unterrdumen vertragt.

Definition 3.3.5
Seien V,W zwei K—Vektorrdume. Eine Abbildung

F: V=W
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heifit affine Abbildung, falls es eine lineare Abbildung

o VW

und ein w € W gibt, so dass fiir alle v € V' gilt

Die lineare Abbildung ® und der Vektor w sind durch die affine Abbildung F' eindeutig
bestimmt, denn es gilt w = F(0) und ®(v) = F(v) — F(0).

Satz 3.3.6.
Seien V., W, Z drei K—Vektorrdume und

F:V—-W ud G: W-—>Z
affine Abbildungen. Dann gilt:
1. G o F'ist affin.
2. Ist A C V ein affiner Unterraum, so ist auch F'(A) C W ein affiner Unterraum.

3. Ist B C W ein affiner Unterraum, so ist F'~*(B) entweder ein affiner Unterraum oder
leer.

4. Ist F(v) = ®(v) + w, wobei ® eine lineare Abbildung ist, so gilt

F' injektiv < & injektiv
F surjektiv & @ surjektiv .

Beweis.
1. Schreibe
Fo)=®(w)+w mit weW und ®: V - W linear
Gw)=V(w)+z mit z€Z und ¥V: W — Z linear
Rechne

GoF(U)zG(F(U)) :\I/<F(U)> +z

:\IJ((ID(U)—i—w) +2=Vod()+ V(w)+ z.

Da ¥ o @ nach Beispiel [3.1.4]5 linear ist und ¥(w) + z € Z liegt, ist die Abbildung G o F’
eine affine Abbildung.
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2. Schreibe A = vy+V’ mit vy € V und V' Untervektorraum von V. Schreibe F'(v) = ®(v)4w
wie oben.

F(A4) =@ (v + V') +w
= ®(vg) + w+ (V') ;

dies ist ein affiner Unterraum mit Fuipunkt ®(vy)+w € W und Untervektorraum & (V") C
w.

3. Sei F~1(B) # 0; sei vy € F~1(B). Setze wy := F(vg) € B. Schreibe B = wo + W' mit W’
Untervektorraum zu B. Nun gilt

FYB)={veV|F()ec B}
={veV|Pw)+wew, +W'}
={veV|Pw)+we P(v) +w+ W'}
={veV|d(v—1ry) € W}
={veV|v—uv € d (W)}
= v+ O (W'),

wobei ®~1(W’) ein Untervektorraum von V ist.

4. Esist =T o® mit T(x) = x + w der Translation um w. T ist bijektiv mit Umkehrab-
bildung T~!(z) = x — w. Daraus folgt sofort die Aussage.

g

Bemerkung 3.3.7.
Als wichtigen Spezialfall von Satz[3.3.6]3 betrachten wir B = {b} und F' = @ linear. Dann ist
das Urbild ®~!(b) entweder leer oder ein affiner Unterraum. Das Urbild ®~'(b) heiit auch die
Faser der linearen Abbildung & iiber b.

Ist ®71(b) # 0 und a € ®~1(b), so gilt

(b)) =a+ker®.

Denn sei v € ker @, so ist ®(a+v) = ®(a) + P(v) = b+ 0 = b, also gilt a +ker ® C ®~1(b). Sei
nun umgekehrt a’ € ®~1(b) beliebig. Es ist ¢’ = a + (¢’ — a) und

O(a'—a)=d(d)—Pla)=b—-b=0,

also gilt auch die umgekehrte Inklusion ®~!(b) C a + ker ®.

3.4 Quotientenvektorrdume, duflere direkte Summe und Produkte

Lemma 3.4.1.
Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann definiert die Relation v ~ w
genau dann, wenn v — w € U liegt, eine Aquivalenzrelation auf V.

Beweis.
Die Relation ist reflexiv, v ~ v, denn v —v = 0 € U fiir alle v € V. Sie ist symmetrisch,
denn v ~ w gilt genau dann, wenn v — w € U. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn
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w—v=—(v—w) € U liegt, was aber gleichbedeutend zu w ~ v ist. Die Transitivitat der
Relation folgt, da v ~ w und w ~ z bedeuten, dass v —w € U und w — z € U liegen; wegen
v—z=v—w+w—z €U folgt aber auch v ~ z. Il

Satz 3.4.2 (Definition). )
Sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Die Menge der Aquivalenzklassen

VIU :={[v] | veV}
wird durch die Verkniipfungen

[v] + [w] = [v + w]
alv] == [av]

zu einem K—Vektorraum. Er heiffit Quotientenvektorraum von V' nach U. Die Abbildung

7: V—=V/U mit n(v) = [v]

ist linear und surjektiv und heiffit kanonische Surjektion.

Beweis.

e Wie in Betrachtung[2.1.18]ist zunéchst die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen zu zeigen:
dazu wahlen wir dquivalente Vektoren, vy ~ vy und wy; ~ ws. Es gilt dann vy — vy € U
und w; — wy € U. Daraus folgt

(?)1+UJ1) — (U2+’w2) = (Ul —U2)+(U)1 —wg) el ,
mithin v; + w; ~ vs + ws. Ahnlich sehen wir fiir die Multiplikation mit Skalaren

vevw=v—welU=alv—w)elU=av~aw.

e Das Nachrechnen, dass sich die Vektorraumaxiome fiir V/U von V vererben, sowie der
Linearitdat von 7 ist dann Routine und geht wie in Betrachtung [2.1.18] Die Surjektivitéat
von 7 ist nach Definition von V/U ohnehin klar.

g

Theorem 3.4.3 (Homomorphiesatz/kanonische Faktorisierung).
Seien V und W K-Vektorrdume und sei ® : V' — W linear. Dann existiert ein eindeutiger
Isomorphismus

®: V/ker® — Im @

so dass gilt
bP=10do7;

wobei

m: V —=V/ker®

die kanonische Surjektion und
1: Im®d — W
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die kanonische Einbettung von Im ® in W ist. Man kann also jede lineare Abbildung zerlegen
in eine kanonische Projektion, einen Isomorphismus und eine Inklusion. Man schreibt dies auch
als kommutierendes Diagramm:

V—2 W

V/ker(b—a!%> Im &

Bewelis.

e Wenn solch ein ® existiert, ist es eindeutig. Denn es muss dann fiir alle v € V
O(v) = (n(v)) = ([v])

gelten, was ® auf der Aquivalenzklasse [v] eindeutig festlegt.

e Dies ist wohldefiniert: gilt [v] = [v2], so ist vy — vy € ker(®), woraus folgt
(I)(’Ul) — (I)<U2) == (I)<U1 - 1)2) =0.
e Wegen Im ® = Im ® ist ® trivialerweise surjektiv.

® ist auch injektiv: denn gilt fiir v € V

0=o([v]) = 2(v)
so ist v € ker @, also [v] = 0.

e Die Linearitit von ® folgt sofort aus der Linearitit von ®.

Betrachtung 3.4.4.

e Seien V, W endlich—-dimensionale K-Vektorrdume und

O V->W
eine lineare Abbildung. Wie im Beweis von Satz ergidnze eine geordnete Basis
(v1,...,v) des Untervektorraums ker @ von V' zu einer geordneten Basis (vy,...,v,)
von V.

e Nach Satz [3.2.1]ist dann
(P(Vrg1), - - -, P(vy)))

ein geordnetes Erzeugendensystem von Im &.
Die Familie ist auch linear unabhéngig, denn aus einer linearen Relation
0= )\k+1q)(1}k+1) + -+ )\nq)(’()n) = (I)()\k+1vk+1 + -+ )\nvn)
folgt Agr1vprr + -+ + Ay, € ker(f) = spang(vq, ..., ). Somit ist vy + - -+ + ppvg =
Akt1Vks1 + - - - + ApUp, wobei nicht alle \; und nicht alle p; verschwinden. Da die Familie

(v1,...,v,) linear unabhéngig ist, folgt A\pr 1 = ... = A, = 0.
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Wir wenden die gleiche Betrachtung auch auf die kanonische Projektion
m: V= V/ker®

an. Es gilt ker 7 = ker ®; daher folgt, dass

{[Uk+1]7 LR [UTL]}

eine Basis von Im m = V// ker ® ist.

Fiir einen endlich erzeugten Vektorraum V folgt daraus die Beziehung dimg(V/U) =

Aus dem Homomorphiesatz folgt nun
dimg Im & = dimg (V/ ker ) = dimg V' — dimg (ker @) |
also wieder die Dimensionsformel [3.1.7]

Die Abbildung ® : V/ker ® — Im ® ist dann auf der Basis {[vj41], ..., [va]} von V/ker ®
durch

O([vi]) = O(vi)
definiert und liefert nach Satz |3.2.1}2 als Bijektion von Basen einen Isomorphismus von
V/ker ® auf Im ®.

Ergianzt man die linear unabhéngige Familie

(P(vgt1),- .., P(vn))

in irgendeiner Weise zu einer geordneten Basis
B = (®(vkt1), - P(vn), w1,y ..., Wip—y)

von W mit m := dimg W und r := rg & und wihlt bequemerweise als geordnete Basis
von V die Familie

A: (Uk+17"'7vn7vl7"'7vk)7

so hat man fiir ¢ die folgende Blockmatrix als darstellende Matrix:

W= (1) Y-,

~—
n—r==%k

Durch unabhdngige Wahl von Basen A von V und B von W kann also die darstellende
Matrix einer linearen Abbildung immer auf eine sehr einfache Form gebracht werden.

Beispiel 3.4.5.
Sei ein K-Vektorraum V die direkte Summe der Untervektorrdaume U, W, also V = U @ W.
Betrachte die lineare Abbildung

. VW

mit ¢(u + w) := w fir alle v € U und w € W. Dann ist ker® = U und Im & = W. Nach
Theorem [3.4.3| gibt es einen eindeutigen Isomorphismus

O VU S5 W

mit ®([w + u]) = ®(u + w) = w, also gilt V/U = W.
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Satz 3.4.6 (Universelle Eigenschaft des Quotientenvektorraums).
Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum und 7 : V' — V/U
die kanonische Surjektion.

1. Dann existiert fiir jeden K-Vektorraum X und jede lineare Abbildung f : V' — X mit
flu = 0 eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f: V/U - X mit f = fom Man
sagt, dass f iiber V/U faktorisiert. Als Diagram:

2. Sei @ ein K-Vektorraum und 7 : V' — @ eine lineare Abbildung mit 7 = 0, so dass
fir jede lineare Abbildung f : V' — X mit fjy = 0 eine eindeutig bestimmte lineare

Abbildung f PQ — X mit f = f o7 existiert. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Isomorphismus fg : Q — V/U, so dass m = fg o 7 gilt.

Wir konnen die universelle Eigenschaft des Quotientenvektorraums auch so formulieren: sei
Homy (V, X) :={f:V — X, linear| f|y = 0}. Dann ist

Homg (V/U,X) — Homy(V,X)
f = form
ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Die Surjektivitéit ist die Aussage, dass man zu jedem

f € Homy (V, X) ein f € Homg(V/U, X) finden kann, also die Existenzaussage. Die Injektivitét
ist die Eindeutigkeitsaussage.

Beweis.
1. Sei v € V. Fiir jede solche Abbildung f muss gelten:

f(lo]) = fom(v) = f(v)

so dass f eindeutig festgelegt ist. Dies ist wegen f(v 4 u) = f(v) + f(u) = f(v) fiir alle
u € U wohldefiniert, d.h. unabhéngig vom Reprisentanten v von [v]. Aus der Linearitét
von f folgt wieder leicht die Linearitat von f.

2. Wenden wir 1. auf die lineare Abbildung 7 : V' — @ an, so finden wir eine eindeutige
lineare Abbildung fQ V/U - Q mit 7 = fQ o 7. Zum zweiten wenden wir die fiir )
geforderte Eigenschaft auf die lineare Abbildung 7 : V' — V/U an und finden fQ Q=
V/U mit m = fg o #. Es folgt

fQonoﬁ:fQOW:ﬁ.

Natiirlich gilt auch idg o # = 7. Aber die definierende Eigenschaft von (), angewandt auf
7V — @ selbst, sagt, dass eine solche Abbildung eindeutig ist, also gilt fq o fo = idg.
Analog zeigt man auch fg o fo = idy/y.

g
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Im Rest dieses Kapitels werden wir eine weitere Begriffsbildung kennenlernen. Sie verallge-
meinert, wie R" durch Betrachtung von n-Tupeln aus n-Kopien des Vektorraums R gebildet
wurde.

Definition 3.4.7
Gegeben sei eine nicht notwendigerweise endliche Familie (V))xex von K—Vektorrdumen. Wir

bilden zwei neue K—Vektorraume:

das Produkt
H Vi = {(UA))\EA| (WS V)\}
AEA

und die (dufere) direkte Summe

EB Vy = {(v,\),\eA, nur endlich viele vy € V) ungleich NuH}

Die K—Vektorraum—Struktur ist dabei komponentenweise erklért.

Fiir endliche Familien, |A| < oo, fallen die beiden Vektorraume offenbar zusammen. Ist
iiberdies auch die Dimension aller Vektorraume endlich, so haben direkte Summe und direktes
Produkt die Dimension ,_, dim V).

Lemma 3.4.8.
Definiere die kanonische Injektion

we Vi @,
AEA

die v, € V, auf die Familie (0,0,...,v,,0,...) € @)eaV) abbildet. Ist W nun ein beliebiger
K—Vektorraum, so ist die folgende Abbildung ein Isomorphismus von K—Vektorrdumen:

Hom(@/\eAV,\,W> = [T Homg (Vi, W) (%)
o= (fouen

In Worten: Ist fiir jedes u € A eine lineare Abbildung
9u: V=W

in einen beliebigen, aber festen Vektorraum W gegeben, folgt aus der Surjektivitdt in (x) die
Existenz einer linearen Abbildung
g: EBV)\ — W )

so dass g, = g o, fiir alle p € A gilt. Diese ist wegen der Injektivitét in () eindeutig. Man

kann also eine ganze Familie (g,),ca von Abbildungen in ein und denselben K-Vektorraum W

eindeutig durch eine einzige lineare Abbildung ¢ aus der direkten Summe heraus beschreiben.
Dies sei noch einmal in dem folgenden kommutierenden Diagramm dargestellt:

v, Y ®reaVh fiir alle ;1 € A

s
g, ~ /3|
7 L lg
w

Man nennt dies die universelle Eigenschaft der (dufleren) direkten Summe.

Beweis.
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e Voriiberlegung: jedes Element der direkten Summe ldsst sich eindeutig schreiben in der

Form
v = Z 11 (vy)

A€A

mit vy € V), nur endlich viele vy # 0. Deswegen ist insbesondere die Summe endlich und
definiert.

e Injektivitdt von (x): gelte fouy = 0 fiir alle A € A. Dann gilt fiir ein beliebiges v € @y V)
100 = (o) = s ot =0,
AEA AEA
also ist f die Nullabbildung, der Nullvektor in Hom(@®xVy, W).

e Um die Surjektivitét von (x): fiir eine gegebene Familie von Abbildungen
g V=W fir alle A € A

zu zeigen, setzen wir

9(2 ZA(”A)) = ZQA(U,\) .

AEA AEA

Dies definiert eine K—lineare Abbildung ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften.

Eine analoge Aussage gilt auch fiir das direkte Produkt:

Lemma 3.4.9.
Im Falle des Produktes betrachten wir die kanonischen Surjektionen

pry - H V=V,
AEA

auf die y—te Komponente der Familie und erhalten einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen:

Hom (W, s VA> % 1, Homg (W, V3) (%)
[ (prao )

AEA
In Worten: Ist fiir jedes u € A eine lineare Abbildung
Gu: W =V,

gegeben, folgt aus der der Surjektivitit in (xx) die Existenz einer linearen Abbildung
g: W — H Vi
AEA

so dass g, = pr, o g fiir alle 4 € A gilt. Diese ist wegen der Injektivitét in (s*) eindeutig. Man
kann also eine ganze Familie von Abbildungen aus einen K-Vektorraum W eindeutig durch eine
einzige eindeutig bestimmte lineare Abbildung beschreiben.
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Wiederum als Diagram:
'Hg

W2 T Vo

g\u\ %
Vu

Wenn man dies so schreibt

pru

H/\eA Vi
-

7
I ~ 13
7

w

ist beim Vergleich zu (k%) klar, dass beim Produkt lediglich alle Pfeile umgedreht werden.
Deshalb kann auch der Beweis leicht iibertragen werden.

Satz 3.4.10.
Sei wieder (V))aea eine Familie von K—Vektorraumen und W ein K—Vektorraum, fiir den eine
Familie von linearen Abbildungen

hy: Vy—W,

gegeben ist, die die gleiche universelle FEigenschaft wie die direkte Summe haben: fiir jeden
K-Vektorraum V ist die lineare Abbilduung

Homg (W, V) — H Homg (Vy, V)
AEA

[ (fohy)

ein Isomorphismus. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

fr@Pwn-w

AEA
mit f o1, = h,. Diese ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

In Worten: die universelle Eigenschaft charakterisiert die direkte Summe bis auf eine aus-
gezeichnete Isomorphie.

Beweis.
Wegen der universellen Eigenschaft der direkten Summe gibt eine eindeutige lineare Abbildung
f, so dass fiir alle 4 € A das Diagramm

DOreaVi
" i
/ |
Vi : 3f
|
h,, v
%

kommutiert. Die geforderte universelle Eigenschaft von W liefert ebenso eine eindeutige lineare
Abbildung f, so dass das Diagramm
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@rea Vi
y i
I ~
Vi : fof
|
Ly ¥
@reaVi

Eine solche Abbildung ist aber — wiederum wegen der universellen Eigenschaft der direkten
Summe — eindeutig. Da die Identitdt auch diese Eigenschaft hat, folgt f o f = idgy,. Ahnlich

folgt f o f =idy. Also ist f ein Isomorphismus von Vektorrdumen. U

Korollar 3.4.11.

Sei ein K—Vektorraum V' innere direkte Summe zweier Untervektorrdume U, W im Sinne von
Definition 2.5.5 also V- = U & W. gilt, d.h. V ist innere direkte Summe von U und W. Dann
ist V' isomorph zur dufleren direkten Summe von U und W.

Beweis.
Wir miissen nur zeigen, dass V' zusammen mit den Inklusionen
ig: U=V
die universelle Eigenschaft der &ufieren direkten Summe hat. Nach Lemma lésst sich jedes

v € V eindeutig als v = v+ w mit u € U und w € W schreiben. Sei Z ein beliebiger weiterer
K-Vektorraum; gegeben zwei lineare Abbildungen

gu: U—=Z und gv : W = Z2
muss jedes g : V — Z, das den Forderungen der universellen Eigenschaft geniigt, erfiillen
g(v) =glu+w)=goiy(u)+ goiw(w) = gy(u) + gw(w) ,

ist also eindeutig. Die so definierte lineare Abbildung g : V' — Z leistet umgekehrt auch alles
Geforderte. Innere und duflere direkte Summe sind also nach Satz [3.4.10 kanonisch isomorphe
Vektorrdaume. U

Beispiel 3.4.12.
Sei K =R, V = R? und seien V; und Vs zwei verschiedene eindimensionale Untervektorraume
von V:

er:Vi—=V und ey: Vo= V.

98



Wir erhalten wegen der universellen Eigenschaft der direkten Summe eine Abbildung
e:VieVo,—>V

deren Bild zweidimensional ist, die also surjektiv ist. Wegen dimg(V; @ V3) = dimg V; +
dimg V5 = 2 ist sie auch injektiv, also ein Isomorphismus. Betrachte nun die beiden Abbil-
dungen
gp=e:Vi—=V und gpg=—-ey: Vo=V,

die uns eine Abbildung

g:VieV,—=V
geben. Dann ist

goe ' V=V

ein Endomorphismus von V', der auf dem Unterraum V; die Identitét und auf dem Unterraum
V, gleich dem Negativen der Identitéit ist. Ist R? zusétzlich mit dem Standardskalarprodukt
versehen, und stehen die Unterrdume V; und V5, aufeinander senkrecht, so haben wir so eine
Spiegelung an der Ursprungsgeraden V; definiert.

3.5 Lineare Gleichungssysteme, Gauf3’scher Algorithmus

Die folgenden Uberlegungen hatten im im speziellen Fall des Kérpers R der reellen Zahlen schon
einmal gesehen. Wir bringen sie nun mit der Geometrie affiner Unterrdume und der Struktur
der Gruppe GL(n, K) zusammen.

Definition 3.5.1
1. Sei K ein Kérper. Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von Gleichungen der Form

1121 + a2 +... + A1pT, = b1

9171 + AooXo + ... + Aopx, = by

Am1T1 + Qoo+ . .. + GppTp= b
mit a;; € K und b; € K. Gesucht sind z,...,x, € K.
2. Giltby = ... = b, =0, so heifit das lineare Gleichungssystem homogen; sonst inhomogen.

3. Ersetzt man bei einem inhomogenen linearen Gleichungssystem alle b; durch 0, so erhélt
man das zugehdrige homogene lineare Gleichungssystem.

4. Wir nennen

aypy ... Qip
A= : : € M(m xn, K)
Am1 .. Omn
die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems. Mit b := (b ...,b,) € K™ nen-
nen wir die Matrix
ai;y ... Qip b1
(A,b) := : : cleMmx (n+1),K)
Am1 -+ Amp bm

die erweiterte Koeffizientenmatrix des inhomogenen linearen Gleichungssystems.
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5. Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems ist nun

Lsg(A,b) :={z € K"| Az = b}

Betrachtung 3.5.2.
Wir kénnen jetzt die erarbeitete Theorie anwenden:

e Fiir ein gegebenes lineares Gleichungssystem Ax = b fithren wir wie in Definition |3.2.4]2
die lineare Abbildung

o: K" — K™ mit darstellender Matrix M (P) = A

ein. Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax = b ist gleich dem Urbild von
b unter ®, also der Faser von ® iiber b:

Lsg(A,b) = ©7'(b)

und daher nach Bemerkung [3.3.7| entweder leer oder ein affiner Unterraum des K. Ist
v € Lsg(A,b), so folgt aus der allgemeinen Form affiner Unterrdume (vergleiche Lemma
3.3.2)
Lsg(A,b) = v + Lsg(A,0) .

Man erhélt also die allgemeine Losung z des inhomogenen linearen Gleichungssystems
Ax = b durch Addition der Losungen h des homogenen linearen Gleichungssystems Ah =
0 zu einer speziellen Losung zy des inhomogenen linearen Gleichungssystems Axy = b. In
der Tat ist dann A(xg + h) = Az + Ah = b+ 0 = b. Umgekehrt folgt fiir eine Losung x
des inhomogenen linearen Gleichungssystems aus Az = b, dass A(z — zg) = Ax — Azg =
b— b =0, also ist jede Losung von der beschriebenen Form.

e Wir wollen nun die Losbarkeit eines inhomogenen Gleichungssystems untersuchen. Offen-
bar ist

rg (A), falls b Linearkombination der Spaltenvektoren ist.
rg (A) +1, sonst.

rg (A, b) = {

Im ersten Fall existieren x4,...,x, € K, so dass

b= ifﬁz@(@i) = (i mi€i> ;
i=1 i=1

Zq
d.h. | ... | € Lsg(A,b); das lineare Gleichungssystem hat also eine Losung. Ist umgekehrt
Tn
ia
€ Lsg(A,b), so folgt
Ty

T n
b= ... | =) (),
=1

Tn

d.h. aber der Vektor b ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A. Also gilt
rg (A, b) =g (A).
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Satz 3.5.3.
Sei & : K" — K™ linear und A = M(®) € M(m x n,K), b € K™. Dann gilt:

1. Lsg(A,0) #0 = beIm® < rg (A,b) =rg (A).
2. Lsg(A,0) =0 b Imd < g (Ab) =rg (A) + 1.

3. Ist Lsg(A,b) # 0 und v € Lsg(A,b), so ist Lsg(A,b) affiner Unterraum von K™ der
Dimension n — rg (A).

Beweis.
Nur die Dimension des affinen Unterraums Lsg(A, b) ist noch zu berechnen:
dim Lsg(A, b) = dim(v + ker @) = dimg ker® =n —rgd =n—rg A,
wobei im vorletzten Schritt die Dimensionsformel einging. O

Die Losungstheorie im Falle von Koeffizientenmatrizen in Zeilenstufenform iibertréigt sich
auf den Fall allgemeiner Korper:

Definition 3.5.4

1. Eine Matrix A € M(m x n, K) ist in Zeilenstufenform, falls fiir allei = 2,. .., m gilt: sind
die ersten (k — 1) Eintrége der (i — 1)—ten Zeile gleich Null, so sind die ersten k Eintrége
der i—ten Zeile gleich Null, wobei k =1,...,n.

2. Eine Matrix ist in spezieller Zeilenstufenform, wenn sie in Zeilenstufenform ist und falls
fiirallet=1...m gilt: ist a;; = ajo = ... = a; -1 = 0 und a;; # 0, so ist a;; = 1.

Wie Lemma zeigt man auch im allgemeinen Fall:

Lemma 3.5.5.
Sei A eine Matrix in Zeilenstufenform. Dann ist die Losungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems mit Koeffizientenmatrix A genau denn leer, wenn es einen Index i € {1,...,m} gibt,

so dass a;; = 0 fiir alle j, aber b; # 0 gilt.
Wir bringen noch einen leicht anderen Blick auf den Gauflalgorithmus:

Lemma 3.5.6.
Ist T'e GL(m, K), so ist

Lsg(A,b) = Lsg(T A, Tb) = Lsg(T - (A, b))

Beweis.
Wir haben eine Losung = € Lsg(A,b) genau dann, wenn Az = b gilt. Da T invertibel sein soll,
gilt dies, genau dann, wenn T'Ax = T'b gilt, was aber heifit, dass x € Lsg(T'a, Th) liegt. U

Wir miissen uns also nun einen Satz niitzlicher Elemente in GL(n, K) verschaffen.

Lemma 3.5.7.
Die folgenden Matrizen liegen stets in GL(n, K); sie heilen Elementarmatrizen.
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e Die Diagonalmatrix A(1,1,..., A, 1,...,1) mit A € K\ {0}

1

1

denn sie hat offenbar A(1,1,..., A7 1,...,1) als Inverses. Dann ist T Ax = Tb das lineare
Gleichungssystem, bei dem die i—te Zeile mit A # 0 multipliziert wurde.

e Die Matrix 7(¢, j) fiir ¢ # j mit Eintragen

5kl ﬁiI‘ k},l Q {Z,j}
T(i,))u =40 firk=l=iundk=1=j

1 sonst
1
1
1
0 . 1
1 .0
1

1

Wegen 7(i,j)7(i,j) = E, ist 7(i,7) in GL(n, K). Die Matrix 7(7, j) A unterscheidet sich
von A durch die Vertauschung der i—ten und j—ten Zeile.

e SchlieBllich

1
1
o, j, ) =
A L0 — j—te Zeile
00 ... 01

T i—te Spalte

Wegen 6(i, 7, \)d(7, j, —\) = E, ist dies in GL(n, K). Die Matrix 06(i, j, A\)A entsteht aus
A, indem das A—fache der i—ten Zeile zur j—ten Zeile addiert wird.

Da alle Elementarmatrizen in GL(n, K) liegen, haben wir wiederum folgenden Satz gezeigt:

Satz 3.5.8.
Es gibt die folgenden elementaren Zeilenumformungen:

1. Multiplikation einer Zeile mit A € K \ {0}
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2. Vertauschung zweier Zeilen
3. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Entsteht das lineare Gleichungssystem (A, b) aus (A, b) durch sogenannte elementare Zeilenum-
formungen, so dndert sich die Losungsmenge nicht, Lsg(A, b) = Lsg(A, b).

Damit haben wir nun fiir beliebige Korper das aus Betrachtung bekannte Rezept
hergeleitet, eine Matrix in Zeilenstufenform zu bringen.

Es folgt iibrigens jetzt, dass jede Matrix A € GL(n, K) ein endliches Produkt dieser Ele-
mentarmatrizen ist: durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A zunéchst auf spezielle
Zeilenstufenform, d.h. dass die Matrix T, - ...T; - A mit T; Elementarmatrizen spezielle Zei-
lenstufenform hat. Diese Matrix ist invertibel und kann daher auf der Diagonale nur Einsen
haben. Durch weitere Zeilenumformungen erreichen wir die Einheitsmatrix. Also gibt es Ele-
mentarmatrizen 7T;, so dass 1, - ...T} - A = E, gilt. Losen wir nach A auf, so haben wir A
als Produkt von Elementarmatrizen geschrieben, A = T, ... T;t. Wir sehen also einen engen
Zusammenhang zwischen dem Gauf-Algorithmus und der Struktur der Gruppe GL(n, K).

3.6 Kodierungstheorie

Betrachtung 3.6.1.
Ziele: Bei der Ubertragung von Daten treten typischerweise Fehler auf. Dies fiihrt zu den beiden

Zielen der Fehlererkennung und Fehlerkorrektur.

Ansatz: Wir gehen davon aus, dass die Daten in einem Binédrkode vorliegen, d.h. als eine Folge
der Symbole 0 oder 1. Ein Datensatz fester Léange n ist also ein Vektor im Fo-Vektorraum

V — (Fg)n.
Definition 3.6.2
Sei K =Fy und V = K". Die Abbildung

dg :V xV =N
d(v,w) :=|{j € {1,...,n}|v; # w,}|

heift Hamming-Abstand. Sie gibt die Zahl der Komponenten an, in der sich die beiden Argu-
mente v und w unterscheiden.

Lemma 3.6.3.
Der Hamming-Abstand hat fiir alle u,v,w € V die folgenden Eigenschaften:

Beweis.
1,2 und 4 sind trivial. Fiir 3. beachten wir: nur fiir u; # w; tragt die j-te Komponente den
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Wert 1 zum Hamming-Abstand d(u,v) bei. Dann ist aber entweder v; # u; oder v; # w;. O

Definition 3.6.4
Sei A € N. Eine Teilmenge C' C (Fy)™ heilt Afehlerkorrigierender Kode, falls fiir alle u,v € C,

u # v gilt

dy(u,v) > 22+ 1

Zum Beispiel ist fiir n = 3 die zweielementige Teilmenge von K3
0 1
c- { o). (1 }
0 1
0 1

wegen dH< 0], (1 ) = 3 ein 1-fehlerkorrigierender Kode.
0 1

Die Benennung erklért sich aus dem folgenden Lemma:

Lemma 3.6.5.
Sei C' C V' ein A\—fehlerkorrigierender Kode. Dann gibt es zu jedem v € V' hdchstens ein w € C'
mit dy (v, w) < A.

Beweis.
Wei v € V' gegeben und seien wy, wy € C mit dy(v,w;) < A. Dann gilt wegen der Dreiecksun-

gleichung [3.6.3.3
dp(wi,ws) < dp(wi,v) +dp(v,ws) < 2X.

Da der Kode C' Afehlerkorrigierend ist, folgt wy = ws. O

Betrachtung 3.6.6.

e Idee: Verwende Elemente eines A—fehlerkorrigierenden Kodes als Sendedaten. Treten bei
der Ubermittlung des Elements A oder weniger Fehler auf, so kann die Nachricht (ndmlich
das Element aus C') aus dem empfangenen Datum (nédmlich ein Element in V') eindeutig
rekonstruiert werden.

e Es treten aber die folgenden Probleme auf:

— Grofle Kodes C brauchen viel Speicherplatz!

— Die Dekodierung, die darin besteht, ein w € C' wie in Lemma zu finden, erfor-
dert viele Vergleiche der empfangenen Nachricht mit Elementen in C.

Definition 3.6.7
Ein A—korrigierender Kode C' C V' heifit linear, falls C' ein Untervektorraum von V ist.

Lineare Kodes bieten einen Vorteil beim Speicherplatz: ist dimp, C' = £, so hat eine Basis k
Elemente, der Untervektorraum C' selbst aber 2¢ Elemente!
Nun zur Fehlerkorrektur: Sei nun C' C (IF3)" ein linearer A-korrigierender Kode der Dimension
k. Wihle einen Epimorphismus:
d: (Fy)" — (Fp)" "
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mit ker ® = C'. Solche Epimorphismen existieren: der Basisergénzungssatz [2.4.18| erlaubt es

uns, eine Basis by, ..., b, von C' zu einer Basis by, ...,b, von (F3)" zu ergdnzen. Setze
n 41
0] E Oéjbj = :
Jj=1 (07

Die darstellende Matrix M (®) € M((n — k) x n,[Fy) heifit eine Kontrollmatrix des Kodes. Ein
Element y € F5 ™ heift zulissig, wenn es ein 2 € ®~1(y) gibt mit dg(z,0) < \.

Wir iiberlegen uns, dass dieses o € (Fy)™ fiir ein gegebenes zulissiges y € F3 " eindeutig
ist:
Seien z, 2/ € @ !(y) mit dy(x,0) < X und dy(2/,0) < A\. Dann ist z — 2/ € ker ® = C und

dg(x — 2',0) = dy(z,2") < dg(x,0) +dg(2',0) < 2X.
Da der Kode C' aber A-fehlerkorrigierend sein soll, folgt  — 2’ = 0.

Die Dekodierung geschieht nun folgendermafien: der Empfanger speichert eine Liste der

zuléssigen Elemente y € (F2)" % mit den zugehorigen eindeutig bestimmten z,, € ®~!(y) C
(Fo)™ mit dy(x,0) < A. Fiir jede empfangene Nachricht v € (F)"™ berechnet der Empfénger
das Element

y =) € ()" "

Ist y nicht zulissig, so sind so viele Fehler bei der Ubertragung aufgetreten, dass eine Korrektur
nicht moglich ist. Ist y dagegen zuléssig, so ist w := v — x,, die urspriingliche Nachricht. Um
dies zu sehen, berechnen wir

P(w) =P(v—x,) =P(v) - P(z,) =y —y=0;
wegen ker & = (' liegt also w € C und stellt wirklich eine mégliche Nachricht dar. Da gilt
dy(w,v) =dy(z,,0) <X,

ist nach Lemma w eindeutig und somit die gesendete Nachricht.

3.7 Koordinatentransformationen

Wir erinnern an Korollar [3.2.3} ist V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum, so liefert jede geord-
nete Basis B = (vq,...,v,) von V einen Isomorphismus

g K" -V
mit Pp(e;)=v; .

Lemma 3.7.1.
Sei
o: VW
eine lineare Abbildung und seien geordnete Basen A = (vq,...,v,) von V und B = (w1, ..., wy,)

von W gegeben. Fiir die darstellende Matrix Mg'(®) mit

m

P(v;) = Z Mg (®);iw; -
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(vgl. Satz|3.2.16) gilt:
Mg (@) = M(D5' 0@ o y)

wobei M im Sinne von Definition die Abbildung
@EloQ)o(I)A: K" — K™

darstellt.

Beweis.
Wir finden unter Verwendung von Definition im dritten Schritt

®(v;) = @(@A(ei)> — B (@gl 0do @A(ei)>
- (i M (@5 0@ c1>A>jiej>

=Y M(05' 0 @0, w;.

(3
j=1 !

Satz 3.7.2.

Sei V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter Basis A, W ein m—dimensionaler K-
Vektorraum mit geordneter Basis B und Z ein k—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter
Basis C. Dann gilt fiir alle K—linearen Abbildungen

O: VW undV: W =27

die Gleichung
Mg (W o @) = Mg () - M5'(®) ,

wobei “7 fiir die Matrizenmultiplikation steht.

Bewelis.

MV od) = M(P;'oWodody)
_M<<(I>Clo\llo<1>3> o ((I)BIO(I)O(I)A>>
= MJ(T) - MZ(®) wegen Definition [3.2.4]
U

Wir wollen uns jetzt der Frage zuwenden, wie die darstellende Matrix My sich bei Ande-
rungen der Basen A, B &ndert.

Definition 3.7.3
Seien A und A’ zwei geordnete Basen von V. Dann heil3t die Matrix

T4 = M((I)jvl ° <1>A) € GL(n, K)
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Transformationsmatrix des Basiswechsels von A nach A’.

Kn
P4
':D;‘/lo‘I)A \%
d 4
Kn

Bemerkungen 3.7.4.

1. Es ist
T4 = M(@;‘} oidy o @A) = MA(idy) .
Schreibt man also mit geordneten Basen A = (vq,...,v,) und A" = (vi,...,v))
n
v; = ch-jv;- s
i=1
S0 ist
Ci1 ... Cip
T3 =
Cn1 -+ Cpn

2. Es gilt Tf, . T;{V = F, und T;{V . Tf, = F,, denn
T3 - T4 = M4 (idy) - M7 (idy) = M4 (idy o idy) = M4 (idy) = E, .

Also sind Transformationsmatrizen invertibel und die Transformationsmatrizen Tj‘/ und
/ . . .
Tj‘ sind zueinander invers.

Satz 3.7.5 (Transformationsformel).
1. Sei Vein endlich—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneten Basen A und A’ und W
ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneten Basen B und B’. Sei

d:. VW

linear. Dann gilt
, -1
Mg (@) = T§ - Mg (@) - (T3) . (+)

Es kommutiert also das folgende Diagramm:

K ) K
N
T4 | T8

%A’ (I)B’

K" K™

!/
M (@)

Mg (®

wobei hier Abbildungen zwischen Vektorrdumen der Form K™ mit ihren darstellenden
Matrizen identifiziert werden.
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2. Speziell fir Endomorphismen ® : V' — V und zwei geordnete Basen B’ und B von V
ergibt sich

Mp (@) = Tg/ - Mp(P) - (Tg)_l . (k)

Bewelis.

1. Wir rechnen:

Mg (®) = Mg (idy o ® oidy)
= ME (idw) - Mg (®) - M7 (idy)  [wegen Satz[3.7.2]
— T8 M (®) - T .

2. ist als Spezialfall klar.

Beispiel 3.7.6.

Sei @ : R? — R? die Spiegelung an der Achse R , der Winkelhalbierenden des ersten und

1
1

dritten Quadranten. Setze by = <}> und by = ( 1

>. Dann ist B = (b1, b2) eine geordnete

Basis von R?. Wegen

b)) =b  Bby) = —by

wird der Endomorphismus ® in der Basis B durch die Matrix

My (®) = ((1] _01) .

dargestellt. Wir wollen ® in der geordneten Standardbasis A = (e1, e5) des R? ausdriicken. Aus

by =e + e by = —e1 + e

folgt
1 -1
-0 7))
und S o1(1 1
(%) =3(5 1)
Es folgt

Ma(®) :TEMB((D)(TAB>_1 B G _11> <(1) —01)% (—11 D :%G —11) (—11 D - (g (1)) ‘

Dies entspricht der Tatsache, dass die betrachtete Spiegelung die beiden Vektoren der Stan-
dardbasis des R? vertauscht.

Die Form von Gleichung (x) beziehungsweise von Gleichung (xx) gibt Anlass zu der folgenden
Definition:

Definition 3.7.7
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1. Zwei (nicht unbedingt quadratische) Matrizen X,Y € M(m x n, K) heiflen dquivalent,
falls es quadratische Matrizen S € GL(m, K) und T € GL(n, K) gibt, so dass

Y =5XT! gilt .
2. Zwei quadratische Matrizen X,Y € M(m x m, K) heiflen dhnlich, falls es eine Matrix

T € GL(m, K) gibt, so dass

Y =TXT™! gilt .

Bemerkungen 3.7.8.

1. Ahnliche Matrizen sind offenbar #quivalent: setze S = T . Die Umkehrung gilt nicht:
betrachte X = E,, und Y € GL(m, K), wobei Y # E,,.

e Setze S =Y und T := FE,,; dann gilt
SXT'=YE,E,=Y,

also sind die Matrizen X und Y &quivalent. Insbesondere sind alle invertierbaren
m x m Matrizen dquivalent zu F,,.

e Sie sind aber nicht dhnlich: fir alle " € GL(m, K) ist
TXT'=TE, T '=TT'=E,,,
also ist nur F,, zu E,, dhnlich.

2. Aquivalenz und Ahnlichkeit sind Aquivalenzrelationen. Wir zeigen dies am Beispiel der
Aquivalenz:
e Reflexivitét: setze S = E,, und T = E,,.
e Symmetrie: aus X = SYT~! folgt Y = S71XT .
e Transitivitit: Y = $; X7, " und Z = SoY Ty impliziert

Z == SQ(SlXTfl),Iéil - (stl)X(TQTl)il .

3. Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie dieselbe lineare Abbildung beziiglich
verschiedener geordneter Basen beschreiben.
Das heifit: Es gibt einen n-dimensionalen K-Vektorraum V' mit zwei geordneten Basen
A, A’ und einen m-dimensionalen K-Vektorraum W mit zwei geordneten Basen B, B’ und
eine lineare Abbildung ® : V' — W so dass gilt

X = Mg (®) und Y =Mz (D).

Zwei quadratische Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn sie den gleichen Endomor-
phismus beziiglich verschiedener Basen beschreiben.

Beweis.
Wir zeigen die Aussagen nur fiir die Relation “Aquivalenz”.
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“<” folgt sofort aus der Transformationsformel von Satz [3.7.5]
“=" Seien X,Y &dquivalente m x n Matrizen:

Y =SXT .

Sei A = (vy,...,v,) eine beliebige geordnete Basis von V und B = (wy,...,w,,) eine
beliebige geordnete Basis von W. Definiere mit Hilfe von Satz[3.2.1] eine lineare Abbildung
® : V — W durch ihre Werte auf der geordneten Basis A:

7=1

Da T invertibel ist, gibt es eine inverse Matrix 7!, die einen Automorphismus von V
beschreibt. Mit Hilfe von deren Matrixelementen definieren wir die Vektoren

/. —1
V; = E T}Z V; .
J

Da ein Automorphismus eine Basis auf eine Basis abbildet, ist auch die Familie A" :=

(v],...,v.,) eine geordnete Basis von V. Es gilt dann

’m
n
v; = g Tijv;
i=1

Analog finde eine geordnete Basis B’ von W mit

m

_§ : /
w; = Slwl

i=1
und rechne
PO = BT ) = 5T ()
= >k Xa Ty we = 0 S Xy Ty w) = 37, Y

4. Aus Betrachtung folgt: jede Matrix X von Rang r ist dquivalent zu

E. 0
0 O
Die Aquivalenzklassen von m x n Matrizen sind also einfach zu beschreiben: die einzige

Invariante einer Aquivalenzklasse linearer Abbildung ist ihr Rang. Ahnlichkeitsklassen
werden wir erst vollstdndig in Kapitel 7 dieser Vorlesung beschreiben koénnen.

Definition 3.7.9
Sei X € M(m x n, K). Die maximale Anzahl linear unabhéngiger

Spalten von X heiit  Spaltenrang rg (X)
Zeilen von X heif3t Zeilenrang tg (X)
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Satz 3.7.10.
Seien V., W endlich-dimensionale K—Vektorrdume und sei

Q. VW
linear. Sei A eine geordnete Basis von V und B eine geordnete Basis von W. Dann gilt
rg Mg (®) =1g ().

Hierbei steht links der Spaltenrang einer Matrix und rechts die Dimension des Bildes der linea-
ren Abbildung ®.

Beweis.
Mit den durch die geordneten Basen gelieferten Isomorphismen

Dy K" 5V g K™ W
gilt
rg <Mz§4> =g <M(<I>glo<1)oq)A> [Lemma [3.7.2]
=rg <<I>glo<I>o<I>A)
— dimg Im (@gloq)o@A>
= dimg Im & =rg (P) ,

da ® 4 und 5 [somorphismen sind. Die vorletzte Gleichheit folgt aus Bemerkung |3.2.1013. [J

Lemma 3.7.11.
Sei X € M(m xn,K) und S € GL(m, K). Dann gilt

1. (S7Ht=(sH) !
2. g (X) = i (X*) und i (X) = rg (X")
Beweis.
2. ist offensichtlich, da die Transposition Zeilen und Spalten vertauscht.

1. Aus (S7H- St =(S-S™1)! = E! = E,, folgt die Behauptung wegen der Eindeutigkeit der
Inversen. U

Lemma 3.7.12.
Aquivalente Matrizen haben gleichen Spalten- und gleichen Zeilenrang. In Formeln: sind X, Y €
M(m x n, K) aquivalent, so ist

g (X) =1 (Y) und (X)) =B (Y).

Beweis.
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e Zuerst zum Spaltenrang. Da X und Y &dquivalent sind, gibt es eine lineare Abbildung
® € Homg (K™, K™) und geordnete Basen A, A" von K" und geordnete Basen B, B’ von
K™, so dass

X = MA@ Y= ME (@)

gilt. Nach Satz[3.7.10] folgt
rg (X) =rg (@) =g (V) .

(Hier ist es sehr niitzlich, die Abbildung ® als basisunabhéngiges Objekt zur Verfiigung zu
haben - das hétte man nicht, wenn man versuchen wiirde, nur mit Matrizen zu arbeiten.)

e Nun zum Zeilenrang: Wir wissen also, dass es S € GL(m, K) und T € GL(n, K) gibt, so

dass
Y =SXT!

gilt. Die Transposition dieser Matrixgleichung liefert
Yt — (SXT—l)t — (T—l)ttht — (Tt)—ltht

nach Lemma |3.7.11}1. Somit sind auch X! und Y* dquivalent. Wegen Lemma (3.7.11]2
erhilt man die Gleichungen

rg (X) =rg (X)) =rg (V') =1g(Y).

Satz 3.7.13.
Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix sind gleich: fiir X € M (m x n, K) gilt

rg (X)=1g X .

Beweis.
Hat X € M(m x n,K) Rang r, so ist X nach Bemerkung [3.7.84 dquivalent zu einer Matrix

der Form <E’" 0). Daher gilt

0 0
E. 0\ _
rg (X) B712) e ( 0 0) ="
N — (E, 0\
1 (X) B712) e ( 0 0) ="
Hieraus folgt rg (X) = r =rg (X). O

Beispiel 3.7.14.
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3.8 Kurzzusammenfassung der Kapitel 1 und 2

Wir wollen kurz den bisher entwickelten Stoff zusammenfassen.

1. Ausgehend vom Begriff der Gruppe haben wir Ringe und als spezielle Ringe Korper
eingefithrt. Wichtige Beispiele fiir Ringe, die nicht Koérper sind, sind die ganzen Zahlen
Z, die Restklassenringe Z/nZ fiir n nicht prim, und die Polynome iiber einem Korper.
Wichtige Beispiele fiir Korper sind die Kérper der rationalen Zahlen @, der reellen Zahlen
R, der komplexen Zahlen C und der Korper F,, der genau p Elemente hat mit p prim.
Endliche Korper haben p™ Elemente, mit p prim und n € N.

2. Fiir einen gegebenen Korper K haben wir den Begriff des K-Vektorraums kennengelernt.
Weitere wichtige Begriffe sind:

- Untervektorraum, affiner Unterraum.

- Innere Summe von Untervektorraumen: es gilt Wi+Ws = span . (W;UW}), vergleiche
Satz[2.5.2} die Dimension ist dim (W, +Ws) = dimg (W;) +dimg (Ws) — dimg (Wi N
W5). Die innere direkte Summe ist der Spezialfall einer inneren Summe mit W; N
W, = {0}.

- AuBere direkte Summe und Produkt von Vektorrdumen.

- Zu einem Untervektorraum U C V konnen wir den Quotienvektorraum V/U kon-

struieren. Im Falle endlich erzeugter Vektorrdume ist dessen Dimension dimg V/U =

3. Aus den Vektoren eines Vektorraums kann man Linearkombinationen bilden. Dies fiihrt
auf zwei wichtige Begriffe

- Erzeugnis /Erzeugendensystem B C V': es gilt spang (B) = V.
- Lineare Unabhéngigkeit
Linear unabhéngige Erzeugendensysteme heiflen Basen; sie existieren fiir jeden Vektor-

raum; die Anzahl ihrer Elemente ist eindeutig und heifit die Dimension des Vektorraums.
Basen sind maximale linear unabhéngige Familien und minimale Erzeugendensysteme.

- Der Basisauswahlsatz [2.4.6| erlaubte es uns, aus Erzeugendensystemen eine Basis
auszuwahlen.

- Der Basisergénzungssatz [2.4.10/2 erlaubt es, linear unabhéngige Familien zu Basen
ZU erganzen.

4. Fiir K-lineare Abbildungen ® : V' — W sahen wir:

- Urbilder von Untervektorrdumen sind Untervektorrdume von V' und somit nie die
leere Menge. Insbesondere ist der Kern von & als Urbild der 0 € W ein Untervek-
torraum von V. Die lineare Abbildung @ ist genau dann injektiv, wenn ker & = {0}
gilt.

- Urbilder affiner Unterrdume sind affine Unterrdume oder die leere Menge.

- Der Raum Homg (V, W) der K-linearen Abbildungen ist ein K-Vektorraum der Di-
mension dimg V' - dimg W.
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Den Homomorphiesatz [3.4.3} fiir eine lineare Abbildung ® : V' — W erhalten wir
einen Isomorphismus V/ker ® = Im ®. Hieraus folgt insbesondere die Dimensions-

formel B.1.7F
dimg V — dimg ker ® = dimg Im ¢ =1g .

5. Explizite Beschreibung von linearen Abbildungen ® : V' — W fiir endlich-dimensionale
Vektorraume:

Situation:
dimgV <oo A= (vy,...v,) geordnete Basis von V'

dimg W <00 B = (wy,...w,) geordnete Basis von W

Jede geordnete Basis A von V gibt einen Isomorphismus vom Standardvektorraum
K™ mit Standardbasis auf V:

Gy K" — V mit Dyle;) =v;.
Die darstellenden Matrizen geben Isomorphismen
Mg Homg(V,W) = M(m x n, K)

von K Vektorraumen (mit Multiplikationen, wo diese definiert sind).
Ein Basiswechsel wird durch invertierbare Transformationsmatrizen

T = M4 (idy)
beschrieben. Fiir lineare Abbildungen gilt die Transformationsformel

Mg () = T8 Mg(@) - (T4)

Zwei (nicht notwendigerweise quadratische) Matrizen X, Y heiflen dquivalent, wenn
es invertible (und damit quadratische) Matrizen S,T gibt mit Y = SXT~!. Jede
Matrix A ist dquivalent zu einer Matrix der Form

F

mit 7 = rg (A). Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix sind gleich.

Zwei quadratische Matrizen X, Y heiflen dhnlich, wenn es eine invertible Matrix S
gibt mit Y = SXS~1

6. Aus den entwickelten Begriffen folgt eine Theorie fiir die Losungsmenge Lsg(A,b) eines
inhomogenen linearen Gleichungssystems:

Lsg(A,b) = 0 genau dann, wenn b ¢ Im A, was genau dann gilt, wenn rg (A,b) =
rg (A) + 1.

Lsg(A,b) ist entweder leer oder affiner Unterraum der Dimension n — rg A. Man
erhélt alle Losungen des inhomogenen linearen Gleichungssystems, indem man zu

einer speziellen Losung alle Losungen des zugehorigen homogenen Gleichungssystems
addiert.x

Der Gauf’sche Algorithmus erlaubt es, lineare Gleichungssysteme systematisch zu
16sen.
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4 Determinanten

4.1 Das Vektorprodukt auf R?

Definition 4.1.1
Die Abbildung
R?xR3 — R3
VW3 — V3W2
(v, w) = v X w:i= | vsw; — vyws
V1Wy — Va1

heifit Vektorprodukt.

Das Vektorprodukt kann nur fiir drei-dimensionale Vektorrdume mit Wahl einer geordneten
Basis (eigentlich: Wahl einer euklidischen Struktur mit Orientierung) definiert werden; mathe-
matisch sinnvoll ist es nur im Fall reeller drei-dimensionaler Vektorrdume mit Basis, auf den
wir uns in diesem Unterkapitel beschrianken. Das Vektorprodukt wird von vielen Anwendern
(Ingenieure, Physiker,...) gerne benutzt.

Lemma 4.1.2.
Zusammen mit dem schon behandelten Skalarprodukt

(v, W) := Viw;y + Vaws + V3w3
erfiillt das Vektorprodukt fiir alle u,v,u',v" € R3 und o, 8 € R die folgenden Identitéiten:
1. Bilinearitét

(av + Bv') x w=alvx w) + BV x w)
v X (aw+ puw') = alv x w) + Bv X w

2. Antisymmetrie
VX W=—w X0

3. Grassmann-Identitét
u X (vxw)= (u,w— (u,v)w .

4. Jacobi-Identitat
uX (vXw)+ovx(wxu)+wx(uxv)=0

5. (u X v,w) = (u,v X w)
Beweis.
1.-3. durch einfaches Nachrechnen, ebenso 5. Wir zeigen, wie 4. aus 3. folgt:

ux (vxw)+vXx(wxu)+wx (uxv)

= (u, w)v — (u, V)w + (v, w)w — (v, w)u + (w, v)u — (w,u)v =0

115



Lemma 4.1.3 (Verschiirfung der Cauchy—Schwarz’schen Ungleichung fiir den R?).
Fiir alle v, w € R? gilt
(v,w)* + [Jo x w|* = [lv]]* - [lw]]* .

Beweis.
Wir rechnen:

lv x w||* = (v x w,v x w)

=
= (v,w X (v X w)) [wegen Lemma [4.1.25]
= (v, (w, w)v — (w, v)w) [wegen Lemma 4.1.2] 3]

= [[wll* olI* = (v, w)* .

Betrachtung 4.1.4.
e Aus der Antisymmetrie, Lemma [£.1.2]2, folgt v x v = —v X v = 0. Aus Lemma [{.1.2]5
folgt daher
(v,v X w)y = (v xv,w) =0,

also v_L (v x w). Ahnlich folgt auch w_L (v x w). Der Vektor v x w steht also auf v und w
senkrecht.

e Wir wollen auch die Lénge des Vektors v x w berechnen. Mit Lemma folgt:

lv > wlf* = JJol*lw]|* = (v, w)*
= [[vo]*[lw]*(1 — cos a)

= [[o[I*[lw]|*sin*a .

||lv x w]| ist daher der Flacheninhalt des von v, w aufgespannten Parallelogramms:

e Damit kennen wir Lange und Richtung des Vektors v x w. Seine Orientierung wird durch
die sogenannte “rechte Hand-Regel” angegeben: zeigt der Damen der rechten Hand in
Richtung von v und der Zeigefinger in Richtung von w, so zeigt der Mittelfinger in Rich-
tung von v X w. Dies macht das Beispiel v = e; und w = ey mit Vektorprodukt v x w = e3
deutlich.

g
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Definition 4.1.5
Sei (by, by, bs) eine Basis von R3. Sei p € R3. Dann heifit dieTeilmenge

P={p+ab +Bby+b3|0<a,B,v<1} C R?

das von by, by und b3 aufgespannte Parallelotop oder Spat.

Satz 4.1.6.
Das Volumen des von den drei Vektoren by, bo, b3 € R? aufgespannten Spats ist

VOl(P) = ’<bl X bg,b3>‘ .
Deshalb heifit das Vektorprodukt auch Spatprodukt.

Bewelis.
Das Volumen ist bekanntermafien “Grundflache mal Hohe”. Der Einheitsvektor
b1 X bQ
n=-—:>
|61 X by

steht senkrecht auf den beiden Vektoren b; und by, die die Grundflache aufspannen. Die Hohe
des Spats ist daher
h = |{n, bs)|

Wir erhalten —
V=F-h= ||b1 X b2|| -h = |<bl X bg,b3>| .

4.2 Die Determinantenabbildung

Wir wollen einen Volumensbegriff fiir n—dimensionaler Parallelotope P C R"™ einfithren. Dazu
betrachten wir eine Matrix, deren Zeilenvektoren die Transponierten der Basisvektoren sind,
die den Spat aufspannen.

Wir erhalten so durch das Volumen eine Abbildung

M(n xn,R) =R

mit gewissen Eigenschaften. Die Eigenschaften dieser Abbildung fithren auf den Begriff der
Determinantenabbildung, die wir gleich fiir Matrizen {iber einem beliebigen Kérper K einfiihren:

Definition 4.2.1
Sei K ein Korper und n € N. Eine Abbildung

det ©: M(nxnK)— K
A det (A)
heiBt Determinantenabbildung, falls gilt:
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(D1) det ist linear in jeder Zeile:

(aq)* (a1)*
det ()\C.Li)t = Adet (a.i>t

(an)" (a,)’

und

(a1)" (a1)" (a1)*

7

det | (a; +a)t | =det | (a;)' | +det | (a))

(an)" (an)’ (an)"
Hierbei sind alle Vektoren a; € K™ als Spaltenvektoren zu sehen, d.h. der transponierte
Vektor (a;)" steht fiir den i-ten Zeilenvektor.

(D2) det ist alternierend, d.h. stimmen zwei Zeilen iiberein, so ist det (A) = 0.

(D3) det ist normiert, d.h. det (E,) = 1.

Ein Beispiel fiir eine Determinantenabbildung haben wir schon kennengelernt:

M@Bx3R) — R

(a17a27a3) — <a1,a2 XG3>

Satz 4.2.2.
Sei K ein Korper und n € N. Sei det : M(n xn, K) — K eine Determinantenabbildung. Dann
gilt fiir alle A, B € M(n x n,K) und alle A\ € K:

1.
2.

det (AA) = Adet (A)
Ist eine Zeile von A gleich 0, so ist det A = 0.
Entsteht B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen, so ist det B = —det A.

Entsteht B aus A durch Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen, so ist
det B = det A.

Sei A eine obere Dreiecksmatrix der Form

)\1 *
A= A2
0 An
Hierbei steht * fiir beliebige Eintrage oberhalb der Hauptdiagonalen. Dann ist

det A=X ... A =][N-

Jj=1

118



Die Determinante ist wegen 1. fiir n > 2 keine lineare Funktion; sie ist auch nicht additiv:
zum Beispiel gilt fir A = B = Es, dass det A + det B = 2det Fy = 2, aber det(A + B) =
det(2E,) = 4det Ey = 4.

Bewelis.

1. Wir rechnen:

(@) Aar) o
det (AA) =det | A : = det : = Adet :
(an)* Aan)* )\(én)t
o (@)
= Mdet ANag)t | =~ A'det

2. Aus der Zeilenlinearitét (D1) folgt sofort:
(a1)’ (a1)"
det A = det 0 = det OiO =0-det : =0.
(a;)t (a;)t
(a1)’

3. Sei A = : . B gehe aus A durch Vertauschung der i—ten und j—ten Zeile hervor,

(an)t

mit ¢ > j. Dann ist wegen (D2):

0 = det : = det : + det : + det : + det :
(@i + a;)* (a;)’ (a;)" (a;)! (a;)'

(an)’ (an)’ (az) (an)' (a)'
=0+det A+ det B+0.

4. B entstehe aus A durch Addition des A—fachen der j—ten Zeile zur i—ten Zeile, mit i # j.
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Dann ist

(a1)" (a1)" (a1)*
(aiil)t (aiil)t (az';l)t

det B=det | (a; + Aaj)' | =det | (a;)" | +Adet | (a )

(ait1)’ (@ip1)" (@it1)*

(an)t (an)t (an)t
=det A+ X-0=det A,

denn die zweite Matrix in der Summe hat die gleichen Eintréige in der ¢-ten und j-ten Zeile.
Damit wissen wir, wie sich die Determinante unter den elementaren Zeilenumformungen

aus Satz verhilt.

. Sind alle \; # 0, so kann man A durch Zeilenumformungen in eine Diagonalmatrix
iiberfithren mit gleichen Diagonalelementen:

MO .0
0 Ao ... 0 n
detA=det [ . 0 D= A a-det By 2 A
: : : =1
0o ... A

Sind nicht alle A\; # 0, so sei 7 der grofite Index, fiir den A; = 0 ist. Wiederum durch
elementare Zeilenumformungen finden wir

A
0 *
det A = det At zozﬁx
0 O o 0 ... 0 ] 7
7=1
Nig1 ok

Lemma 4.2.3.
Die Determinante einer Matrix verschwindet genau dann, wenn diese nicht maximalen Rang
hat: det A=0<1g A <n.

Beweis.

Durch spezielle Zeilenumformungen, d.h. Zeilenvertauschungen und Additionen von Vielfachen
von Zeilen zu anderen Zeilen, iiberfithren wir A mit dem Gaufy’schen Algorithmus in eine obere
Dreiecksmatrix A’. Die Matrizen A und A’ haben gleichen Rang. Aus Lemma 4.3.3|3 und 4

det A’ = +det A .

)\1 *
det A" = det :H)\i.
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Daher verschwindet die Determinante, det A = 0 genau dann, wenn wenigstens ein \; ver-
schwindet, A; = 0. Das heiflt aber, dass A’ nicht invertierbar ist, was zu

rgA=rg A <n

dquivalent ist. O

Korollar 4.2.4.
Fiir jeden Korper K und jedes n > 1 gibt es hdchstens eine Determinantenabbildung

det : M(nxn,K)— K .

Beweis.
Uberfiihre eine Matrix A durch spezielle Zeilenumformung in eine obere Dreiecksmatrix A’,
wobei k Zeilenvertauschungen auftreten:

A= Lox
0 An

Fiir jede Determinantenabbildung muss also gelten

det A = (—=1)*det A" = (=1)* ] \; -

j=1

Beispiel 4.2.5.
Wir arbeiten iiber dem Korper K = C und betrachten die Matrix

01 i
A=1|1 1i 1
2 3 4
Wir fithren elementare Zeilenumformungen aus:
1 i1 1 i 1
det A=—det |0 1 1| =—det (O 1 i
2 3 4 0 3—2i 2
1 i 0
=—det |0 1 i = —(-3i) =3i.
0 0 2—(3—2i)i

Satz 4.2.6.
Fiir jeden Korper K und jedes n > 1 gibt es genau eine Determinantenabbildung

det, : M(nxn,K)— K

Beweis.
der Existenz durch vollstdndige Induktion nach n.
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e Induktionsanfang: definiere

deti(a) :=a
(D1)-(D3) sind in diesem Fall offensichtlich.

e Fiir den Induktionsschritt definiere fiir A € M(n x n, K) die folgenden n? Streichungs-
matrizen:

ail a1 aln)
Afjtrz 07 PP 71 S wzn)GM((TLl)X(nl)aK)

Apl  --+ Qpli ... Qpp

und definiere fiir beliebiges, aber festes j € {1,...,n}

n

det,,(A) =Y "(~1)"a;;det,; (A5")

i=1
Wir miissen nur noch die Axiome (D1)-(D3) iiberpriifen.
(D1) Entstehe A aus A durch Multiplikation der k-ten Zeile mit A\ € K: apj = Aay; und
a;; = a;; fir ¢ # k. Fiir die Streichungsmatrizen gilt:
° gﬁf = Af;r da die einzige verdnderte Zeile, ndmlich die k-te Zeile, gestrichen wird.
e [iir ¢ # k entsteht auch ij“" aus Afj” durch Multiplikation einer Zeile mit \ € K,
also gilt nach Induktionsannahme
et (A5") = Adet, 1 (45 .
Somit ist

detng = Z(—l)iﬂa}jdetn,l (A/;Sj'tr) + (—1)k+jfikjdetn,1g£;r = )\detn(A) .

Die Additivitéit zeigt man analog.

(D2) Mogen die k—te und [~te Zeile iibereinstimmen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei
k <l.Ist7 # kund i # [, so hat Afj” auch zwei identische Zeilen; nach Induktionsannahme
folgt

detn_lA;gjtT =0.

Also erhalt man:

detnA = (—1>k+JCijdet nflAng + (_1>l+jaljdetnflAzs‘;'tr

- Aus der Gleichheit der k-ten und [-ten Zeile folgt a; = ay;.

- A7 geht aus AR durch (I — k — 1) Zeilenvertauschungen hervor, also gilt

detn,lAZ-" = (— 1)lik71d€tn,1A£jﬁ

Insgesamt folgt
det,A=0.
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(D3) Die Einheitsmatrix A = E,, hat Eintrége a;; = 0;;. Daher gilt

det,(E,) = Y (=1)"6;; det,, 1 AJ/"
=1

- (_1)j+jdetn—1Af;T = detn—l(En—l) =1.

Aus dem Satz folgt sofort der

Satz 4.2.7. Spaltenentwicklungssatz von Laplace
Fiir jede Matrix A € M(n x n, K) gilt

n

det (A) = (—1)"a;;det AT/

i=1
fiir jedes feste 1 < j < n.
Die Vorzeichen im Laplace’schen Entwicklungssatz folgen einem Schachbrettmuster.

Beispiele 4.2.8.
1. K beliebig, A = (CCL Z) Dann ist det A = ad — cb.

ail aiz a3
2. K beliebig, A = | as; a9y ass
a31 azz 33

det (A) = Q11022033 — Q11023032 — A21A12033 + (21032013 + A31G12023 — A31G13G22

Fiir 3x3-Matrizen gibt es die Merkregel von Sarrus: : man berechnet fiir alle drei Parallelen
zur Hauptdiagonalen — hier durchgehend eingezeichnet — die Produkte der Eintrage und
addiert die Ergebnisse auf. Davon zieht man die drei Produkte der Eintrage auf den drei
Parallelen der Nebendiagonalen — im Schema gestrichelt gezeichnet — ab.

an a12 a13 ai a12

Y

a21 a22 a23 a21 a2

a31 a32 a33 az1 az2

Vorsicht: in der Entwicklung der Determinante einer n x n—Matrix treten n! Terme auf;
es gibt also keine Verallgemeinerung der Regel von Sarrus fiir n > 4, die es erlaubt, nur
mit Produkten auf Haupt- und Nebendiagonalen zu arbeiten!

Wir illustrieren die Berechnung durch Entwicklung nach der ersten Spalte:

0 11 1 1 1 i
det {1 1 1] =0- dt<3 4>—1‘det<3 4>—|—2 dt< 1>
2 3 4
—(4-3i)+2(1-i%) =3i.
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Satz 4.2.9.
Die Determinante ist auch linear in jeder Spalte; d.h. fiir alle Spaltenvektoren ay, . . . , a,, a’;, a} €
K™ und X\ € K gilt

det(ay ... Maj...a,) = Adet(ay...q;...a,)

det(a; ... aj+aj...a,) =det(ay...a;...a,) +det(ar...a} ... ap)

Beweis.
Aus der Entwicklung nach der j—ten Spalte folgt:

det(ay ... \a;...a,) = Z(—l)”j()\aij) det A7 = Adet A .

=1

Analog zeigt man die Additivitét. O

Satz 4.2.10.
Fiir alle A € M(n x n, K) gilt det (A") = det A .

Beweis.
Wegen der Eindeutigkeit der Determinantenfunktion reicht es aus, zu zeigen, dass

det : M(nxn K)— K
A det A

eine Determinantenfunktion ist.
(D1) folgt aus der Spaltenlinearitit in Satz [4.2.9]

(D2) Wenn A zwei gleiche Zeilen hat, so hat A" zwei gleiche Spalten. Also ist rg (A") < n, nach
Lemma muss 0 = det A® = detA gelten.

(D3) folgt aus
detE,, = det Efl =detE,=1.

Korollar 4.2.11.

1. Zeilenentwicklungssatz von Laplace: fiir jedes A € M(n x n, K) gilt

det A = Z(—l)”jazj det Afjtr .
j=1

und zwar fiir jedes mogliche 7, mit 1 < i < n.

2. Entsteht A aus A durch Vertauschung zweier Spalten, so ist

det A= —det A .
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Beweis.

1. Berechne det A® durch Entwicklung nach der i—ten Spalte, die ja genau die i—te Zeile
von A ist. Beispiel: Entwicklung nach der ersten Zeile zur Berechnung der folgenden
Determinante:

01 i . .
det [1 1 1 :0'det(; }l)—det(; i)%—i'det(; ;)
2 3 4
= —2+i(3—2i) = 3i

2. Dann entsteht A’ aus A* durch Vertauschen zweier Zeilen. Aus Satz (iii) folgt

det A = det A' = —det A" = —det A .

Satz 4.2.12. Determinantenmultiplikationssatz
Fiir alle A, B € M(n x n, K) gilt det(A- B) = det A - det B.

Bewelis.

e Wir behandeln erst den Fall det B = 0. Dann ist nach Lemma rg B < n, nach der
Dimensionsformel ist dann ker B nicht trivial. Also gibt es x € K", x # 0 mit Bz = 0.
Es folgt erst recht ABx = 0, also rg (AB) < n, wiederum nach der Dimensionsformel.
Daraus folgt det(AB) = 0 und somit die behauptete Gleichung,.

e Wir halten B mit det B # 0 fest und zeigen, dass auch die Funktion

— det A- B
dotd = S22
¢ det B

eine Determinantenfunktion ist, woraus die Behauptung wegen der Eindeutigkeitsaussage

in Korollar folgt.
(D1) Entsteht A aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit A € K, so ist

A=Ay, - A
mit der Matrix
1
1 0

A/\,i = 0 )\
1

/[\
1—te Spalte.

Es folgt AB = A ri(A-B), d.h. AB entsteht aus AB durch Multiplikation der i—ten Zeile
mit A. Nach dem Axiom (D1) fiir die Determinantenfunktion det folgt

det(AB) = Adet AB
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und somit

— ~ det(AB) . det AB  —
det A = = = Adet A.
¢ det B det B ¢
Um die Additivitit von det zu zeigen, schreiben wir
(a1)*
A: B:<b1,...,bn),
(an>t
driicken also die Matrix A durch Zeilenvektoren a; € K™ und die Matrix B durch Spal-
tenvektoren b; € K™ aus. Es gelte a; = a; + a}. Dann ist

(al)tbl Ce (al)tbn

A-B= : :
(an)thy ... (an)'b,
= ((a} + a)'by ... (a} + af)'b,)

Somit folgt det AB = det A’B + det A” B und daraus die Additivitdt von det :

det AB

_ EvE A EvE A"
ot B det A" 4 det

det A =

(D2) Hat A zwei gleiche Zeilen, so ist rg A < n. Wegen Im AB C Im A ist rg AB < n, also
det(AB) = 0, also detA = 0.

(D3) Auch die Funktion det ist normiert:

— det(E, - B)
detE, = ————2-=1.
¢ det B
O
Korollar 4.2.13.
Ist Ae GL(n,K), so ist det A~ = (det(A))™".
Bewelis.
1=det(E,) =det (A-A™") =det A-det A™".
O
Satz 4.2.14.

Fir A € M(n x n, K) setze B = (b;;) € M(n x n, K) mit
bij = (—1)"*/ det A5} .
Man beachte die Reihenfolgen der Indizes! Dann gilt
AB = BA=det (A)E, .

Ist insbesondere A invertierbar, so ist das Inverse von A gleich
1
= B.
det A
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Beispiel: n = 2, K beliebig: A = <g Z) sei invertierbar. Dann ist
JET d —c\'_ 1 d —b
ad —bec \—b a ad —bc \—c a )
Beweis.

e Der (i,7)-te Eintrag von AB ist:

Z aijbji = Z a;;(—1)"det AS“" det A
—1

nach dem Zeilenentwicklungssatz [4.2.11] fiir die i—te Zeile.

e Der (i, k)-te Eintrag von AB ist fiir i # k:

n n

Zaijbjk = Z%( 1)/ det (A7F) Z 1)7+*det (A%tr) T o 7

7j=1 7j=1 7j=1

wobei A aus A entsteht, indem man die k-te Zeile durch die i—te Zeile ersetzt. Dies dndert
nicht die Streichungsmatrix, da die k-te Zeile dort ohnehin gestrichen wird. Beim Ma-
trixelement a t ar; haben wir eine entsprechende Anderung des Index vorgenommen. Wegen

i # k hat A zwei Zeilen mit identischen Eintragen, also ist det A=0.
e Aus dem Spaltenentwicklungssatz folgen die analogen Aussagen fiir das Produkt B - A.

4

Satz 4.2.15. Cramersche Regel
Seien ay, ..., a,,b € K" und sei die Matrix A = (a4, ..., a,) invertierbar. Dann ist die eindeutige
Losung x € K™ des inhomogenen linearen Gleichungssystems von n Gleichungen fiir n Variablen

Az =10

gegeben durch
det (a1, ...,a;-1,b,a;41,...,ay)

det A

T; =

Beweis.

e Das lineare Gleichungssystem Az = b hat die eindeutige Losung

r=A"1
e Mit ) N
(A7), = g (1) et ARl
folgt
T; = Z (A7) b= detA 1) det (A3) - b; .
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Wir zeigen nun die Identitéat

i+7 Str __
(=1)"det A7;" = det (a1, ..., 1,65, Qiy1,- -, 0n) -
Sie folgt aus
arr ... Q;—171 0 Ai4+11  --- Apd
a1y .. Gi-15 1 Ait1,5 +-- Qpj
(al,...,ai,l,ej,aiﬂ,...,an): 0
Q1p o Qi—1n 0 Qitin - Aun

und Entwicklungssatz nach der i-ten Spalte. Aus der Linearitét der Determinante und

b = Z bjej
j=1
folgt sofort

1
det A

T; = det (al,...,ai,l,b,aiﬂ,...,an) .

n
;det (al,...,ai,l,ej,aiﬂ,...,an)bj:detA

g

Betrachtung 4.2.16.
1. Ahnliche Matrizen haben die gleiche Determinante. Denn gilt

A=T-A-T!
mit 7' € GL(n, K), so ist nach dem Determinantenmultiplikationssatz [4.2.12

det A=detT -det A-detT ! = det A .

2. Ist V ein n—dimensionaler K—Vektorraum und ® : V' — V ein Endomorphismus, sind B
und B’ zwei geordnete Basen von V', so sind die beiden darstellenden Matrizen

ME(®) und M5 (D)
dghnlich und haben somit die gleiche Determinante.

Definition 4.2.17
Fiir einen Endomorphismus ® : V' — V eines endlich-dimensionalen Vektorraums V heif3t

det (@) := det (M5 (®))
Determinante von ®, wobei B eine beliebige geordnete Basis von V' ist.

Bemerkungen 4.2.18.
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1. Fiir Endomorphismen &, ¥ : V — V gilt:

(a) det & # 0 < & ist Automorphismus.

(b) det (P') = 5 fiir alle Automorphismen ®.

(c) det (o W) = det (P)det (V)
2. Sei nun V = R2. Fiir eine Drehung ® = Ry um den Ursprung ist

cosf) —sind

det & = det (M(Rp)) = det < sin @ cos @

) = cos’f +sin’fh=1.

Fiir eine Spiegelung ® = Sy an einer Ursprungsgeraden ist

cos 20 sin 26

det & = det (M(Sy)) = det ( sin20 — cos 20

) = —cos?20 —sin?20 = —1 .

4.3 Permutationen und Determinanten

Betrachtung 4.3.1.
e Wir erinnern an Beispiel [2.1.5[5: die Menge aller bijektiven Selbstabbildungen der Menge
n:={1,2,...,n} bildet eine Gruppe, die symmetrische Gruppe S,. Sie hat |S,| = n! =
1-2-...-n Elemente und ist fiir n > 3 nicht abelsch.

e Fiir o0 € 5, ist die Schreibweise

bequem. Das Produkt von o, 7 € S,, schreiben wir als

o=l il oty 7 atl = ety st

Beispiel:

Definition 4.3.2
1. Ein Element o € S,, heifit auch Permutation.

2. Eine Permutation T € S,, heifit Transposition, falls T zwei Element der Menge n vertauscht
und alle tibrigen Elemente fest lésst.

Lemma 4.3.3.
1. Fiir jede Transposition 7 € S, gilt 77! = 7.

2. Jede Permutation lasst sich als Produkt von Transpositionen schreiben, o = 7y...7; .
Diese Darstellung ist keinesfalls eindeutig!
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3. Sei 71y die Transposition, die 1 und 2 vertauscht,

123 ...n
=19 13 ... p

Dann ist jede andere Transposition 7 € S, zu 7y konjugiert, d.h. es gibt ein o € S, so
dass 7 = orgo ! gilt.

Beweis.
1. und 2. sind offensichtlich. Seien k,l die beiden verschiedenen von einer Transposition 7
vertauschten Elemente. Wihle irgendein o € §,,, fiir das

o(l) =k und o(2) =1

gilt. Dann gilt

und fiir ¢ # k, 1 gilt o790 (i) = o071 (i) = i. O

Betrachtung 4.3.4.

e Betrachte fiir eine Permutation o € §,, die folgende quadratische Matrix

(6071(1))7&
E, = : € M(nxn,K).

(egfl(n))t
Da sie durch Vertauschungen von Zeilen aus der Einheitsmatrix Fiq = F,, hervorgeht, ist

det (E,) € {1,—1}.

e Fiir die Matrixelemente gilt
(Eff)ij = 5@',0(3‘)
Es folgt fiir o, 7 € S,

n

(EO'E’T)ij = Z 5i0'(l)5l7'(j) = 51',0'(7(]')) = EU"T

=1
Es folgt insbesondere

det (E,,) =det (E,E;) =det (E,)det (E;) .

Definition 4.3.5
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1. Die Abbildung

sign: S, = {£1}
o+ det E, =: sign(o)

heifit Signumsabbildung. Sie ist ein Gruppenhomomorphismus. Wegen Lemma [4.3.3.3 ist
das Signum einer Transposition 7 € S,, gleich —1:

sign(7) =det B, =det (E, - E,, - E,~1) =det E,, = —1.

2. Der Kern der Signumsabbildung heifit alternierende Gruppe A,:

A, = {0 € S,|sign(o) = +1}

(Fiir n > 1 hat diese Gruppe %n! Elemente und ist fiir n > 4 nicht abelsch.)

Satz 4.3.6. Leibniz’sche Regel
Sei K ein Korper und A € M(n x n, K) mit A = (a;;). Dann gilt

det A = Z Sign(a)amu) """ Ano(n) -

O'GSn

Bewelis.
Der i-te Zeilenvektor von A ist

(a;)" = Z%‘(@j)t :

Wir rechnen

(eh)t (eil)t
- a <€i2)t
(D:1) Z A1y a%det : (Dzl) ' Z A1y * - v e amndet .
i1,i2=1 i1...0n=1

(an)' (e.)"

Von den n" Termen der Summe sind aber nur die n! Terme nicht null, fiir die alle Indizes

i1,%2, . .., 1, paarweise verschieden sind. Dann gibt es o € S, mit o(j) = 4;. Also
(a1)" (eon))’
det = Z A10(1) - - .am(n)det
(an>t oESH (ea(n))t
= Z Ao(1) - - - Ono(n) SigN(0)
o€Sh
wobei wir beachten, dass aus oo~ = 1 die Gleichung sign(o) = sign(o~!) folgt. O
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Korollar 4.3.7.
Sei K ein Koérper, n; > 1 und n :=nj 4+ ny. Sei A € M(n x n, K) von der Gestalt

AL Ty

mit A® € M(n; x n;, K). Dann ist

det ,, 1n, A = det,,, AV det,,, AP .

Beweis.
e In dem Ausdruck aus der Leibnizschen Regel

det A = Z A15(1) - - - a,w(n)sign(a)

G’ESn

treten nur Terme auf, die von Permutationen o kommen, fiir die gilt

o(i)e{l,....m}teiec{l,....,n}

e Betrachte die Einbettung von Gruppen:

L: Spy X Sny = Sp

(oD, o) (k) = oW (k) falls £ < mny .
7 o@Dk —mny)+n falls bk >ny

Aus
L (0(1), 0(2)) =1 (0(1), 1) L (17 0(2))

folgt
sign ¢ (0(1), 0(2)) = sign ¢ (0(1), 1) - sign ¢ (1, 0(2)) = sign o). sign A

e Damit folgt

_ 1) 1) : 1 (2) (2 : 2
det A = Z @y 1) (1) - - Oy 1) (g SIS (a( )) . Z o1y - - Oy () S1ET (a( ))

Ulesnl U2€Sn2

— det AD . det A® |

4.4 Orientierungen und Volumina

Wir wollen nun noch eine geometrische Anwendung der Determinante kennenlernen. Dazu
arbeiten wir iiber dem Korper R der reellen Zahlen, der bekanntlich ein angeordneter Korper

ist.

Definition 4.4.1
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Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. (In der Folge sei stets dimg V' > 1 ange-
nommen.) Zwei geordnete Basen B und BB von V' heiflen gleich orientiert, falls fiir die Transfor-
mationsmatrix

det TF >0

gilt. Andernfalls heifien die geordneten Basen entgegengesetzt orientiert.

Lemma 4.4.2.
Die Beziehung “gleich orientiert” liefert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller geordneten
Basen eines gegebenen Vektorraums V.

Beweis.

o Reflexivitat:
det T§ =det B, =1>0.

e Symmetrie: fiir zwei geordnete Basen B, B von V gilt
TE-Tf = E,

Insbesondere folgt N
det T2 - det T§ =1,

so dass beide Determinanten ungleich Null sind und gleiches Vorzeichen haben.
e Transitivitit folgt aus Satz[3.7.2]
det Tg' = det (T5:T5') = det (Tg2)det (T5') >0,

wenn die geordenten Basen By, By und By, B3 von V' jeweils paarweise gleich orientiert
sind.

g

Definition 4.4.3
Sei V' ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Aquivalenzklasse von geordneten
Basen beziiglich der Aquivalenzrelation E heifit eine Orientierung von V.

Lemma 4.4.4.
Ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum besitzt genau zwei Orientierungen.

Beweis.
e Sei B = (by,...,b,) eine geordnete Basis, setze B = (—by,...,b,). Wegen

-1 0
detngdet =1
0 1

definieren die geordneten Basen B und B unterschiedliche Orientierungen.
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e Es mogen die geordneten Basen By, By und Bs, Bs unterschiedliche Orientierungen besit-

Zen:
det 75! <0 und det 752 < 0.

Dann folgt, wiederum wegen Satz |3.7.2]
det Tgsl = det ng 2. det Tg; >0,

also haben B; und Bs gleiche Orientierung.

Beispiele 4.4.5.

o

b1

gleich orientiert
1. dmV =1 by

b2
entgegengesetzt orientiert.

2. dimV = 2 : Hier kommt es auf den “Drehsinn der Basis” an: fithrt man den ersten Basis-
vektor durch die Drehung um einen betragsméflig moglichst kleinen Winkel in den zweiten
Basisvektor iiber, so sind die Basen genau dann gleich orientiert, wenn der Drehsinn dieser
Drehungen gleich ist. Zum Beispiel haben

by, oAb
by 1°

by die gleiche Orientierung.
3. dimV = 3 : Analog ist hier die “Héndigkeit der Basis” entscheidend.

4. Zwei Basen sind genau dann gleich orientiert, wenn sie sich stetig ineinander iiberfithren
lassen.

5. Einen Automorphismus ® : V' — V eines endlich-dimensionalen reellen Vektorraums
nennen wir orientierungserhaltend oder orientierungstreu, falls det (®) > 0 gilt. Die ori-
entierungstreuen Automorphismen von V' bilden eine Untergruppe der Automorphismen-
gruppe von V.

Definition 4.4.6
1. Mit IC,, bezeichnen wir die Menge aller kompakten Teilmengen des R"™,

K, ={X CcR" X ist kompakt } .

Dies sind genau die beschrankten abgeschlossenen Teilmengen des R™.
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2. Das n—dimensionale Volumen ist eine Abbildung
vol,, : K, = R
mit den folgenden Eigenschaften:
(V1) Normierung: vol,(W™) = 1, wobei
Wt :={zeR"0<x <1}

der n—dimensionale Einheitswiirfel ist.
(V2) Monotonie: X CY = vol,,(X) < vol,(Y)
(V3) Zerlegungseigenschaft: Es gilt vol,(X UY') = vol,(X) + vol,,(Y) — vol, (X NY).
(V4) Kovarianz unter affinen Abbildungen: Ist

F: R"—R"
F(x)=Az+b

eine affine Abbildung, so gilt
vol, (F(X)) = |det A| vol,(X) .

Beispiel 4.4.7.
Sei (by,...,b,) eine geordnete Basis des R", ¢ € R™ und

X = {q+2tibi\ogti < 1}
i=1

ein n—dimensionales Parallelotop , vgl. Definition [4.1.5] Betrachte die affine Abbildung
F(z)=Ax+q

mit der quadratischen Matrix A = (by,...,b,), die es uns erlaubt, X als Bild des Stan-
dardwiirfels W™ zu schreiben, F'(W™) = X . Somit ist wegen der Kovarianz (V4)

vol,(X) = vol,, (F(W")) = |det A|vol,(W") = |det (by,...,b,)] .
Wir betrachten noch zwei Spezialfille:
e In Dimension n = 3 finden wir vol(X) = [(by X be, bs)|, wie schon aus Satz bekannt.

e Der n-dimensionale Quader

131
tn
mit a; > 0 fiir 2 = 1,...,n, hat das Volumen
aq 0
VOI(Q) — det ‘. . — a]. ..... an X
0 an
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Lemma 4.4.8.
Ist X € K, in einem (n — 1)— dimensionalen affinen Unterraum enthalten, so ist vol, (X) = 0.

Bewelis.

e Sei V' C R™ affiner Unterraum, dimV = n — 1 und X C V. Nach (V4) édndert eine
Translation das Volumen nicht. Also kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
0 € V annehmen, d.h. V sei sogar Untervektorraum.

e Wiihle eine lineare Abbildung ® : R” — R™ mit Im & = V und ®|, = idy. Um zu sehen,
dass solch eine lineare Abbildung existiert, wihle eine Basis {b,...,b,_1} von V und
ergénze sie zu einer Basis von R". Betrachte dann

Es gilt
V3)

vol,(X) = vol,®(X) "2 |det ®| - vol,(X) = 0 ,
denn es ist rg (®) = n — 1 und daher det = 0.

Beispiele 4.4.9.

1. Dreieck: ergéinze das Dreieck A durch ein Dreieck A’ zu einem Parallelogramm:

|det (b1, b2)| = vola(A U A") 7 vola(A) 4 voly(A") — volay (AN A) T3 2voly(A)

Also voly(A) = 3 |det (by, by)| Dies liefert uns mit Betrachtung die bekannte Regel:
Dreiecksflache :% Grundseite x zugehorige Hohe.

2. RegelméBiges n—Eck E,(r) mit Radius r
JAN
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3. Kreisscheibe mit Radius r: D(r). Wir leiten zunéchst eine untere Schranke fiir die Fléche
aus dem eingeschriebenen n-Eck F, (1) her. Aus E, (r) C D(r) fiir alle n € N folgt

voly (D(1r)) > vol (B (r) = "2~ sin 2% |

Also :
voly (D(r)) > lim <% sin —7T> :

n—oo n

Um den Grenzwert auszurechnen, substituiere z = 27“ und finde

27 72 sin @
> i — —si = 29 o 2
voly (D(r)) > 91612(1) ( — 5 sin x) o 31612(1) " .

Analog leiten wir eine obere Schranke durch umschriebene regelméflige n-Ecke her. Wir
betrachten D(r) C E,(r,), wobei die Dreiecke aus (ii) nun Hohe r haben

T
r =1, C0S — = I, COS —
n
L (D(r)) < voly (Eo(r)) nr? 2w nr® 27
VO r VO n(rp)) = —2sin— = ———sin — .
2 = 2 n  2cos?Z n
Analog zur obigen Rechnung sieht man
1 sinz 9

volyD(r) < lim 77 =7r

20 cos? 5o

Also ist das Volumen der Kreisscheibe gleich volyD(r) = 7r? .

4. Ellipse E(a,b) mit halber Hauptachse a und halber Nebenachse b:

N
N ]S

E(a,b) = ® (D(1)) mit

Also folgt aus dem Axiom (V4):

volo E(a,b) = -volbD(1) =a-b- 7.

a 0
det <0 b)
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4.5 Minoren

Wir wissen schon aus Lemma dass eine quadratische Matrix von maximalem Rang da-
durch charakterisiert werden kann, dass sie nicht-verschwindende Determinante hat. Man kann
auch einen nicht-maximalen Rang durch die Berechnung von Determinanten bestimmen. Hierfiir
betrachten wir nicht nur quadratische Matrizen.

Definition 4.5.1

Ist A€ M(m x n,K) und k < min(m,n), so heiit eine k x k-Matrix A’, die durch Streichen
von m — k Zeilen und n — k Spalten aus A hervorgeht, eine k-reihige Untermatrix von A. Ihre
Determinante det A’ heift ein k-reihiger Minor der Matrix A.

Satz 4.5.2.
Sei A € M(m x n, K) und r € N. Dann sind die folgenden Bedingungen #quivalent:

(i) r=rg (A).

(ii) Es gibt einen r-reihigen Minor ungleich Null, und fiir & > r ist jeder k-reihige Minor
gleich Null.

Beweis.
Wir zeigen zum Beweis, dass die folgenden beiden Bedingungen dquivalent sind:

(a) rg (A) = k
(b) Es gibt eine k-reihige Untermatrix A" von A mit det A’ # 0.

Wir zeigen (b)= (a): aus det A’ # 0 folgt Lemma[1.2.3|rg (A’) = k, und daraus rg (A) > k, da
der Rang einer Untermatrix durch den Rang der Matrix nach oben beschrinkt ist. Denn die
lineare Abhéngigkeit von Zeilen (oder Spalten) der Matrix impliziert, dass auch die entspre-
chenden Zeilen (oder Spalten) der Untermatrix linear abhéngig sind.

Um (a)= (b) zu sehen, beachten wir, dass es wegen rg (A) > k sicher k linear unabhéngige
Zeilenvektoren von A gibt. Wir wihlen k solche Zeilen aus; fiir die dadurch erhaltene rechtecki-
ge Matrix ist nach Satz der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang. Wir finden also k linear
unabhéngige Spalten dieser Untermatrix, die wir auswéhlen, so dass wir eine k x k-Teilmatrix
A’ erhalten, die maximalen Rang k£ und somit nach Lemma nicht-verschwindende
Determinante hat. O

Wir beweisen schliefllich noch eine Verallgemeinerung des Multiplikationssatzes fiir
Determinanten. Dafiir driicken wir wir A € M(m X n,K) durch die n Spaltenvektoren
ai,d,...,a, € K™ aus, A = (ay....,a,). Wir schreiben AF-Fm = (g ... ay, ) fiir die
m-reihige Untermatrix, deren erster Spaltenvektor der k;-te Spaltenvektor von A ist, usw.

Satz 4.5.3 (Verallgemeinerter Determinantenmultiplikationssatz).
Sei m < n; dann gilt fiir alle Matrizen A, B € M(m x n, K)

det (ABt) — Z det (Akl """ k"L) . det (Bkl ----- khn) .

1<k1<..<km<n

Bewelis.
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e Behauptung: Die Aussage gilt fiir den Fall, wenn die Zeilenvektoren von A Transponierte
der Elemente der Standardbasis von K™ sind:

‘(ejm)t

Denn fir 1 < k < ... < k, < n ist der Minor det A**= genau dann von Null
verschieden, wenn es eine Permutation o € 5, gibt mit j; = k(). Dann ist der Minor
gleich signo. Andererseits gilt mit Spaltenvektoren b* von B

(")’
A- B =

(v’

Die Determinante dieses Produkts ist nur dann ungleich Null, wenn die Indizes paarweise
verschieden sind. Dann gibt es eine Permutation o € S, mit j; = k,(;), und es gilt

det AB! = signo - det BFv-Fm

e Gilt die Aussage fiir eine Matrix A und entsteht die Matrix A aus A durch Multiplikation
der i-ten Zeile mit A € K, so gilt die Aussage auch fiir A, denn der Wert beider Seiten
der Gleichung muss mit A multipliziert werden.

e Aus der Linearitdt der Determinantenfunktion folgt ebenso: gilt die Aussage fiir eine
Matrix A mit i-tem Zeilenvektor (a;)* und eine Matrix A, die sich von A nur in der i-ten
Zeile darin unterscheidet, dass der Spaltenvektor gleich (a;) ist, so gilt sie auch fiir die
Matrix A + A.

e Man kann jede beliebige Matrix A nun mit Hilfe der vorangehenden Schritte aufbauen:
fixiere beliebige jo, ... Jm € {1,...,n}. Wahle \;; = ay;,, so folgt die Aussage fiir Matrizen
der Form

(a1)’

N\t
A, = '(632)

(€5,.)"
Nun halte den Zeilenvektor (a;)" fest und lasse j, von 1 bis n laufen. Es folgt die Behaup-
tung fiir Matrizen der Form

.(6jm )*

Nach m solchen Schritten erhélt man die Behauptung fiir die Matrix A.

Bemerkungen 4.5.4.
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1. Der Fall m > n braucht keine Formell: es ist rg A < n und rg B = rg B < n, somit
rg (AB") < min{rg A,rg B} <n <m

Damit ist der Rang von AB! nicht maximal. Es gilt im Fall m > n immer det AB' = 0.

2. Man beachte, dass es im Fal m < n genau ?n m-reihige Minoren gibt. Insbesondere
hat fiir m = n, also fiir quadratische Matrizen, die Summe nur einen Term, und wir
erhalten einen neuen Beweis des Multiplikationssatzes [4.2.12] fiir Determinanten.

3. Insbesondere gilt fiir jedes A € M(m x n, K) mit m <n

det (AAY) = N (det (ARrtn))”

1<ki1<..<km<n

Man nennt det (AA") eine Gramsche Determinante. Sie ist fiir Matrizen mit reellen Ein-
tragen als Summe von Quadraten reeler Zahlen nicht-negativ. Sie ist genau dann gleich
Null, wenn rg A < m. Denn rg A < m < n ist nach Satz dquivalent dazu, dass jeder
m-reihige Minor gleich Null ist, was zu det (AA*) = 0 dquivalent ist.

140



5 Eigenwerte

5.1 Definitionen

Die Klassen dquivalenter m x n Matrizen kennen wir aus Bemerkung [3.7.8/4: jede Matrix
A € M(m x n, K) ist d4quivalent zu genau einer Matrix der Form

E. : 0
mit r =rg(A).
0 : 0

Dies erlaubt es uns, durch Wahl geeigneter Basen fiir V' und fiir W eine besonders einfache
Beschreibung einer gegebenen linearen Abbildung ® : V' — W mit dimV =n und dimW =m
zu finden.

Wir wollen in diesem Kapitel die Grundlagen fiir eine Beschreibung der Ahnlichkeitsklassen
quadratischer Matrizen legen. Dies geht Hand in Hand mit dem Verstédndnis der Frage, auf wel-
che Form die darstellende Matrix eines Endomorphismus durch geschickte Basiswahl gebracht
werden kann. Entsprechend werden wir ab sofort frei zwischen der Sprache der (quadratischen)
Matrizen und der linearen (Selbst-) Abbildungen wechseln.

Definition 5.1.1
Sei K ein Korper.

1. Sei V ein K—Vektorraum und ® : V — V ein Endomorphismus. Ein Element A € K
heiBt Eigenwert von ®, falls es ein v € V'\ {0} gibt, so dass ®(v) = Av gilt. Dann heifit v
FEigenvektor von ® zum FEigenwert \.

2. Sei A € M(nxn, K). Ein Element \ € K heifit Eigenwert von A, falls es einv € K™\ {0}
gibt mit A - v = Av. Dann heifit v Eigenvektor von A zum FEigenwert \.

3. Ein Endomorphismus ® : V — V heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis B von V
gibt, die nur aus Eigenvektoren von ® besteht. Dann ist die darstellende Matrix Mg (®)
beziiglich jeder Ordnung dieser Basis B eine Diagonalmatrix.

Satz 5.1.2.
Sei @ : V — V ein Endomorphismus. Seien v, ..., v, Eigenvektoren von ® zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., ;. Dann ist die Familie (vq,...,v,,) linear unabhéngig.

Beweis.
Wir benutzen vollstdndige Induktion nach m. Fiir m = 1 ist v; # 0 per Definition eines
Eigenvektors klar. Gelte

0= Z Q;V; mit o; € K. (%)
i=1

Es folgt
i=1 i=1
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Die Multiplikation von (x) mit A; liefert:

0= Xm: ai)\lvi .
1=1

Die Differenz der Gleichungen ist

m

Z@Z()\l — )\1)1)1' =0.

i=2
Nach Induktionsannahme ist die Familie (vg,...,v,,) linear unabhéngig, also a;(A\; — A1) =0
fiir alle ¢ = 2,...,m. Wegen \; # \; folgt ap = a3 = ... = oy, = 0. Da v; # 0 ist, folgt auch
o] = 0. O

Korollar 5.1.3.

1. Ist n := dimg V < o0, so hat jeder Endomorphismus ® : V' — V hochstens n verschiedene
FEigenwerte.

2. Ist n := dimg V < co und hat ® genau n verschiedene Eigenwerte, so ist ¢ diagonalisier-
bar.

Bewelis.

1. ist klar, weil jede Familie von mehr als n Vektoren linear abhéngig ist.

2. Wihle zu jedem Eigenwert \; einen Eigenvektor v;. Die Familie (v;),_, , ist nach Satz
linear unabhéngig und wegen dimg V' = n eine Basis.

g

Definition 5.1.4
® : V — V ein Endomorphismus eines K—Vektorraums V. Fiir A\ € K heifit

Eig(®,\) :=={v € V| ®(v) = \v}

der Eigenraum von ® zum Wert \.

Bemerkungen 5.1.5.

1. Die Menge Eig(®, A) \ {0} besteht aus den Eigenvektoren zum Eigenwert A. Ein Element
A € K ist also genau dann Eigenwert, wenn Eig(®, \) # {0}.

2. Eig(®,\) = ker(Aidy — @), denn ®(v) = Av genau dann, wenn (Aidy — ®)v = 0. Insbe-
sondere ist Eig(®, A) als Kern ein Untervektorraum von V.

3. Aus A\ # A\, folgt Eig(®, A1) N Eig(®, \y) = {0}. Denn fiir v € Eig(®, A\; N Eig(P, \2))
folgt
Mo = ®(v) = \v

also (A1 — Ay)v = 0, woraus v = 0 wegen \; # Ay folgt.
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4. Aus 2. folgt sofort: A ist genau dann Eigenwert, wenn die Abbildung A - idy, — ® nicht
bijektiv ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn

det (Aidy — @) =0

gilt.

Definition 5.1.6
Ist
Pgeo( P, A) == dimg Eig(P, \)

nicht verschwindend, so heiit ji4., geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A.

Definition 5.1.7
Die Funktion

Pp: K—K
A = det (Aidy — @)

heifit das charakteristisches Polynom von ®. Korrekter wére hier die Bezeichnung charakteri-
stische Funktion.

Bemerkungen 5.1.8.
1. Die Eigenwerte von ¢ sind genau die Nullstellen von Pg.

2. Sei B eine geordnete Basis von V' und
A= M§(®) e M(nxn,K) .

Es ist
ME(Ndy — @) = \E, — A |
woraus folgt:

P@()\) = det ()\ldv — (I)) = det ()\En — A) = PA()\) .

Insbesondere haben dhnliche Matrizen das gleiche charakteristische Polynom, da sie den
gleichen Endomorphismus beziiglich verschiedener Basen darstellen, vergleiche Bemer-

kung [3.7.8].3.
3. Beispiel: Drehungen des R? um den Ursprung:
cosf) —sinf
A= M(Ro) = <sin9 cos 6 )
- A—cosf  sinf Y
Ps(N) = det < Csind )\ — c059> =\ —2cosfA+1

Die komplexen Nullstellen sind
A2 =cosf £isinf .

Diese sind nur fiir § = 0, 7 reell. Nur dann gibt es reelle Eigenwerte und auch Eigenvek-
toren in R?. Bei § = 0 handelt es sich um die Identitit, alle Vektoren sind Eigenvektoren
zum Eigenwert 1; bei # = 7 handelt es sich um die Punktspiegelung am Ursprung, alle
Vektoren sind Eigenvektoren zum Eigenwert —1.
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Satz 5.1.9.
Sei A € M(n x n, K). Dann ist P4(\) eine polynomiale Funktion vom Grad n,

Pa(A) = ap\" 4 an A" ag mit aq; € K

und
an =1, ap1=—(a11+aw+...4+ay) und ay=(—1)"detA.

Beweis.
e Wir zeigen zunéchst:

Pa(A) = (A —ai1) ... (A = ann) + Qa(N)

wobei @ 4(A) ein Polynom vom Grad hochstens n—2 ist. Hierfiir verwenden wir vollstandi-
ge Induktion nach n:

n=1: Ps(\)=det (A—a1)=XA—aj .
Induktionsschritt: Entwicklung nach der ersten Spalte:

A— aoo ... —adap
PA(/\) = (/\ — an)det

—Qp2 ... A— Qpp

n
+) (=) ajdet ((AE, — A)F)")
=2 Polynom dergrdnung <n—2

= ()\ — all)PAfl"(A> + O(TL — 2) s
wobei O(n—2) ein Polynom der Ordnung héchstens n—2 ist. Hieraus folgt die Behauptung.

e Wir entwickeln daher

PA()\) = ()\ — (111) Ce ()\ — ann) + QA()\)
=\" —Zaii)\nil + ...

woraus die Formeln fiir die Koeffizienten a,, und a,_; des charakteristischen Polynoms
folgen.

e Schliefilich beachten wir
ag = P4(0) =det (0-idy — A) = (—1)"det A .

Definition 5.1.10
Die Abbildung

heiBit Spur (englisch: trace).
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Bemerkungen 5.1.11.

1. Ahnliche Matrizen haben nach Bemerkung 2 dasselbe charakteristische Polynom,
also insbesondere dieselbe Spur. Fiir ® € Endg (V') heifit

Tr & = Tr M5 (D)

die Spur des Endomorphismus ®. Sie hdangt nicht von der Wahl der geordneten Basis B
von V ab.

2. Die Spur ist eine K—-lineare Abbildung von M (n x n, K) mit Werten in K.

3. Esgilt fir Ae M(nxm,K)und B € M(m x n, K)

Tr AB = Z(AB)ii = Z Z aijbji = Z Z bjii;

=1 =1 j=1 7j=1 =1

= (BA);; =Tr BA.
j=1

Oft wird dies als zyklische Invarianz der Spur formuliert: es gilt

TI'Al'Ag'...'An:Tl”An'Al'...'An_l.

4. Eine diagonalisierbare Matrix kann durch die folgenden Schritte diagonalisiert werden:

(a) Berechne das charakteristische Polynom P4(\) und bestimme seine Nullstellen.

(b) Zu jedem Eigenwert A bestimme den Eigenraum:
z € Eig(A,\) =ker(AE, — A) & (A\E, — A)z =0.

Dieses lineare Gleichungssystem von n Gleichungen in n Unbestimmten kann zum
Beispiel mit dem Gauf’schen Algorithmus gelést werden.

(c) Wihle Basen der Eigenrdume, die zusammen eine Basis (vq,...,v,) von K™ bilden.
Setze
S7hi=(vy,...,v,) .

Dann ist SAS™! eine Diagonalmatrix, denn es gilt fiir den i-ten Vektor der Stan-
dardbasis
SAS_lei = SAUZ = )\15’01 = )\iei .

5. Beispiel: Spiegelungen des R? an einer Ursprungsgeraden:
A - (cos 20 sin 26
~ \sin20 —cos26

Ps(N) = (X — cos20)(\ + cos 20) —sin® 20 = A\? — 1

Die beiden Eigenwerte sind \; o = £1.
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(b) Eigenrdume sind
. cos 6
Eig(A,1) = {t (sin9> | te R}
. sin 0
Eig(A,—1) = {t (_ cos 9> | te R}

Man beachte, dass der Eigenraum zum Eigenwert 41 die Spiegelachse ist und der
Eigenraum zum Eigenwert —1 senkrecht beziiglich des euklidischen Standardskalar-
produkts auf R? auf der Spiegelachse steht.

(¢) Wir erhalten
g1 _ [cos 0 —sinf
~ \sinf cos#

(10
SAS _<o _1).

und finden, wie erwartet,

6. Aus
A1
A 0
SAS! = 2
0 An
folgt
i 0

SAFS™1 = SAST1SAS™ .. . SAS™! = .
0 Mk
11

7. Als Beispiel bestrachten wir die Matrix A = (0 1

). Ihr charakteristisches Polynom ist

PA()\)—det( 0 /\_1>—()\—1) .
Also hat A nur den Eigenwert 1. Die Eigenvektoren bestimmen wir zu

x € Eig(A,1) & (8 _01)31::0<:>x220.
Somit ist Eig(A, 1) = spange; nur eindimensional. Die Matrix A ist also nicht diagonali-

sierbar!

5.2 Polynome

Bevor wir untersuchen koénnen, welche Endomorphismen diagonalisierbar sind, miissen wir et-
was mehr iiber Polynome lernen. Insbesondere wollen wir eine Definition des Begriffs Polynom
geben, der ohne einen mysteriosen a priori Begriff einer Unbekannten auskommt.

In diesem Unterkapitel sei K ein kommutativer Ring mit Eins. (Bei einem ersten Durchlesen
diirfen Sie sich unter K ruhig einen Korper vorstellen; allerdings brauchen wir spéter auch den
allgemeineren Fall.)

Definition 5.2.1
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FEin Quadrupel (A, +,o,-) mit einer Menge A und Verkniipfungen

+ AxA—- A
o AXxA—=A
KxA—= A

heiBt K—Algebra, wenn gilt:
(A1) (A, +,o0) ist ein Ring.
(A2) Fiir alle v,w € A und «, 5 € K gilt

(a+p)v=a-v+[-v
a-(vtw)=a-v+a-w

(@B)-v=a-(F-v)

l-v=v
[Ist K ein Korper, so ist (A, +,-) ein K—Vektorraum. |

(A3) Fiir alle v,w € A und o, f € K gilt

(a-v)o(f-w)=(af)-(vow).

Bemerkungen 5.2.2.

1. Oft schreiben wir “a - b” oder “ab” statt “aob”.

2. Ist der Ring (A, +, o) ein Ring mit Eins bzw. kommutativ, so heifit (A, +, o, -) eine Algebra

mit Eins oder unitédre Algebra bzw. kommutative Algebra.

3. Beispiel

e A= M(n x n,K) ist eine unitére, aber fiir n > 2 nicht-kommutative K—Algebra.
e Fiir jeden K—Vektorraum ist A = End(V') mit den Verkniipfungen

(e +¢¥)(v) 90( )+ ¢ (v)
(- @)(v) = a-p(v)
(po9)(v) ( b(v))

eine K—Algebra mit Einselement idy . Sie ist fiir dimg V' > 2 nicht kommutativ.

e Sei X eine Menge und A eine K-Algebra. Dann ist Abb(X, A) ebenfalls eine K-

Algebra.

Definition 5.2.3
Seien A,B zwei K-Algebren. Ein Ringhomomorphismus ¢
K—Algebrenhomomorphismus, wenn zusétzlich gilt

A — B heifit

e(A-v)=X-@(v) firalleve Aund A € K .

Fiir unitére Algebren A, B verlangt man zusétzlich ¢(14) = 1p.
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Definition 5.2.4
FEine K—-Algebra R mit Eins heifit ein Polynomring (korrekter wére: Polynomalgebra) in der
Unbestimmten X iiber K, wenn X ein Element von R ist und jedes Element f € R sich
eindeutig in der Gestalt

f=a X’ +au X' +.. . +a,X"

mit ag,ai,...,a, € K darstellen ldsst. Hierbei setzen wir X° = 1 € R und verstehen die
FEindeutigkeit folgendermafen: gilt in R

a+u X'+ . Ha, X =by+0 X+ b, X

mitm > n, soist a; = b; fiir 0 < ¢ < n und b; = 0 fiir i > n. Die Elemente einer Polynomalgebra
(mit Unbestimmter X ) nennen wir Polynome (in X ).

Man beachte, dass eine Polynomalgebra notwendigerweise kommutativ ist. Eine Polynomal-
gebra iiber K ist also ein Paar, bestehend aus einer K-Algebra und einem Element in dieser
Algebra, genannt “Unbestimmte”.

Satz 5.2.5. [universelle Eigenschaft der Polynomalgebra

Sei R ein Polynomring in der Unbestimmten X iiber K. Fiir jede K—Algebra S und jede Wahl
eines Elements A € S gibt es genau einen K-Algebrenhomomorphismus ¢4 : R — S mit
@A (X ) = A.

Beweis.
e Eindeutigkeit: Da jedes Element f € R eine eindeutige Darstellung

f = i CLZ‘XZ'
i=0

besitzt, folgt aus p4(X) = A sofort, dass
palf) =Y apa(X) =) aA’ (*)
i=0 i=0

gelten muss.

e Existenz: Die so definierte Abbildung ¢, ist wegen der Eindeutigkeit der Darstellung
von f wohldefiniert. p4(X) = A ist offensichtlich. Man rechnet leicht nach, dass das so
definierte ¢4 ein K-Algebrenhomomorphismus ist.

g

Bemerkungen 5.2.6.
1. Wegen () heift ¢4 auch der zum Element A € S gehorende
Einsetzungshomomorphismus. Man schreibt auch fiir ein Polynom f € R

valf) = f(A).

2. Im Spezialfall des Polynomrings selbst, S = R, und A = X folgt px = idg und somit die
Schreibweise

f=ex(f)=f(X),

die Sie aus der Schule kennen.
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3. Im Spezialfall S = K erhalten wir fiir jedes A € K
ex(f) =f(A) e K.

Ein Polynom gibt also eine polynomiale Funktion K — K. Man hat einen Ringhomo-
morphismus

R — Abb(K,K),

o= f
den Auswertehomomorphismus. Dieser ist im allgemeinen nicht injektiv, d.h. ein Polynom
kann nicht mit der induzierten polynomialen Funktion identifiziert werden:
zum Beispiel gibt es fiir K = Fy nur 4 verschiedene Funktionen, aber unendlich viele
verschiedene Polynome.

4. Je zwei Polynomringe R, .S in den Unbestimmten X bzw. Y sind isomorph:
Nach Satz [5.2.5] gibt es Algebrenhomomorphismen

o: R—-S und ¥V: S =R
mit ¢(X)=Y und ¥(Y)=X.

Dann sind
YVod: R—-R und oV : S — S

Algebrenhomomorphismen mit
Vod(X)=X und Po¥(Y)=Y .
Aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz folgt
Vod=idg und ®o V¥ =idg .
Wir miissen allerdings noch zeigen, dass Polynomringe iiberhaupt existieren:

Satz 5.2.7.
Zu jedem kommutativen Ring K mit Eins existiert ein Polynomring in der Unbestimmten X
iiber K.

Beweis.
e Die Menge R der Abbildungen in den kommutativen Ring K

NQ:{O,L...} — K,

die nur fiir endlich viele natiirliche Zahlen einen Wert ungleich Null annehmen, versehen
wir durch Operationen auf den Abbildungswerten in K mit einer Addition und einer
skalaren Multiplikation.

e Mit den speziellen Abbildungen

. 0e K firj#:q
ei()) = .
le K firj=1

hat jedes f € R die eindeutige Darstellung

f:Zf(i)ez"
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(In dieser Summe sind nur endlich viele Summanden ungleich Null; die Summe ist daher
definiert.) Wir definieren die Multiplikation auf R durch

€;0€; = €i4j .
Das Distributivgesetz in R legt eindeutig fest, dass
(S o (0] =3 (3 an) e
1=0 Jj=0 k=0 \k=i+j

gelten muss. Dies gibt eine kommutative K—Algebra mit 1. X := e; kann dann als Unbe-
stimmte gewahlt werden. (Weitere Details werden Sie in einer Ubungsaufgabe ausarbei-
ten.)

g

Definition 5.2.8
1. Da der Polynomring iiber dem kommutativen Ring K in der Unbestimmten X bis auf

eindeutige Isomorphie eindeutig ist, bezeichnen wir ihn mit K[X].
2. Besitzt f € K[X] die Gestalt
f=a+aX+...a, X"

mit a, # 0, so heifit a, der hiéchste Koeffizient von f. Die nicht-negative Zahl n heifit
dann der Grad von f. Dem Nullpolynom ordnen wir zu

grad(0) = —o0 .

Ist der hiochste Koeffizient a,, = 1, so heifit das Polynom normiert.

Bemerkungen 5.2.9.
1. Es gilt
grad(f + g) < max (grad(f), grad(g))
grad(fg) < grad(f) + grad(g) .
Ist der kommutative Ring K nullteilerfrei, d.h. folgt aus ab = 0 mit a,b € K, dass a =0
oder b = 0 gilt, so gilt
grad(fg) = grad(f) + grad(g) .

Umgekehrt gilt diese Beziehung genau dann fiir alle Polynome f, g, wenn der kommutative
Ring K nullteilerfrei ist.

2. Im folgenden werden wir nur den Fall betrachten, dass K ein nullteilerfreier kommutativer
Ring mit Eins, also ein Integritétsring, ist. Kérper sind insbesondere Integritatsringe.

Satz 5.2.10. Division mit Rest von Polynomen

Sei f # 0 ein Polynom in K[X], dessen hichster Koeffizient in K ein multiplikatives Inverses
hat. (Diese Bedingung ist automatisch erfiillt, wenn K ein Korper ist.) Zu jedem Polynom
g € K[X] gibt es dann Polynome ¢, r € K[X] mit

g=gqf +r und grad(r) < grad(f) .

Hierdurch sind ¢ und r eindeutig bestimmt.
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Ist r = 0, so sagen wir, dass f das Polynom g teilt, in Zeichen: f|g, bzw. dass g ein Vielfaches
von f ist.

Beweis.
Den Beweis der Existenz von ¢ und r fiir gegebenes f fithren wir mit vollstédndiger Induktion
nach grad(g).

e Fiir grad(g) < grad(f) setze ¢ =0 und r = g.

o Gelte also m := grad g > n := grad f. Sei a der invertible hichste Koeffizient von f und
¢ der hochste Koeffizient von g. Das Polynom

=g—ca lf - X"
hat strikt kleineren Grad als g. Nach Induktionsannahme existieren ¢, r € K[X] mit
h=aqf+r und gradr < grad f .
Daraus folgt
g=h+calf X" = (q1 +ca! -Xm’") f+r und gradr < grad f .
e Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, es gelte
g=af+r=af+7
mit ¢, q,r,7 € K[X] und grad 7 < grad f, grad r < grad f. Hieraus folgt
r—r=G-qf
Wire ¢ # ¢, so wire
grad(r —r) = grad(q — ¢) + grad(f) = grad(f) ,

im Widerspruch zur Bedingung an den Grad eines Rests. Also muss ¢ = ¢ gelten und
somit 7 = r.

g

Beispiel 5.2.11.
Esgilt: (X*—1): (X -1) =X+ X?+ X + 1.

Lemma 5.2.12. .
Sei f € K[X]. Ist a € K eine Nullstelle von f, d.h. gilt f(a) = 0, so gibt es genau ein Polynom
g € K[X] mit
f=(X—=a)g
und grad(g) = grad(f) — 1.

Man sagt auch, dass man einen Linearfaktor abspalten kann.

Beweis.
Die Polynomdivision mit Rest liefert uns Polynome g, r, die

f=X—-a)-g+r
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erfiillen mit gradr < grad(X —a) = 1; also ist 7 ein konstantes Polynom. Wegen 0 = f(a) = 7(a)
folgt fiir das konstante Polynom r = 0. Es ist also

grad f = grad(X —a) + gradg =1+ gradg .

Korollar 5.2.13.
Sei f € K[X], f # 0. Hat f genau k paarweise verschiedene Nullstellen, so ist

k < grad(f) .

Ein Polynom vom Grad n hat also hochstens n Nullstellen.

Beweis.
Vollsténdige Induktion nach n := grad f.

e Fiir n =0 ist f konstantes Polynom, hat also keine Nullstelle. Also ist k£ = 0.

e Induktionsschritt: hat f keine Nullstelle, so ist £ = 0 und die Behauptung trivialerweise
richtig. Hat f eine Nullstelle A € K, so gibt es nach Lemma ein Polynom ¢g vom
Grad grad g = grad f — 1 mit

f=&=Nyg

Jede von X verschiedene Nullstelle ist dann auch Nullstelle von g. Nach Induktionsvor-
aussetzung hat aber g héchstens n — 1 verschiedene Nullstellen.

g

Korollar 5.2.14.
Ist K ein Integritdtsring mit unendlich vielen Elementen, so ist der Auswertehomomorphismus

K[X] — Abb(K,K)

f = f
injektiv.
Beweis.
Wire f im Kern des Auswertehomomorphismus, aber nicht das Nullpolynom, so hétte f
unendlich viele verschiedene Nullstellen. Dies ist im Widerspruch zu Korollar [5.2.13] U

Definition 5.2.15
Sei K ein Integritétsring, f € K[X] und f # 0. Fiir A\ € K heift

w(A, f) :==max{r e N| 3g € K[X]| mit f=(X—-\)" g}

die Vielfachheit der Nullstelle A von f.

Bemerkungen 5.2.16.
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1. Es gilt 0 < p(, f) < grad(f)

2. Gilt f = (X — \F*Mg, soist A keine Nullstelle von g.

3. (A, f) =0 genau dann, wenn A keine Nullstelle von f ist.

4. Sind A1, ..., A\ die paarweise verschiedenen Nullstellen von f mit Vielfachheiten rq, ..., r,
SO ist

=X =2)"(X =X).. . (X = X\)™g,
wobei g € K[X] keine Nullstellen hat. Hierbei sind das Polynom g, die Nullstellen A; und
ihre Vielfachheiten ,r; bis auf Reihenfolge eindeutig. (Ubung).
5. Beispiele:
e Wir rechnen zunéchst iiber dem Koérper R der reellen Zahlen:
f=X"— X"+ X3 - X? e RIX]
f=X*(X°—-X"+X 1)
=X*(X-1)(X?+1) .
Hier ist /\1 :0,7”1 :2, )\2 = 1,T2 = 1, g:X2—|—1
e Uber dem Korper C der komplexen Zahlen dagegen erhalten wir
f=X° - X"+ X* - X? e C[X]
=X (X -1 (X +i) (X —i) .
Hierist A1 = 0,71 =2, o =1,ro =1, A3 =+i,r3=1, \y = —i,7y =1 und g = 1.

Definition 5.2.17
Sei K ein nullteilerfreier Ring. Man sagt, ein Polynom f € K[X] zerfalle in Linearfaktoren,
falls es sich in der Form

F=a(X = A" (X = X)2 .. (X = A)™

mit a,A,...,\, € K und r; € N schreiben ldsst. Ein solcher Ausdruck heilt
Linearfaktorzerlegung des Polynoms f.

Bemerkungen 5.2.18.
1. Ein Polynom f zerféllt genau dann in Linearfaktoren, wenn ), . p(A, f) = grad f gilt.

(Man beachte, dass es nach Korollar |5.2.13| nur endlich viele Nullstellen gibt und daher
die Summe endlich ist.)

2. Existiert eine Zerlegung in Linearfaktoren, so ist diese eindeutig bis auf die Reihenfolge
der Faktoren.

3. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt:
Ist f € C[X] mit grad(f) > 1, so besitzt f wenigstens eine komplexe Nullstelle.
Er wird mit den Hilfsmitteln der komplexen Analysis oder der Topologie beweisen, wes-
halb wir hier keinen Beweis bringen. (Literaturhinweis: W. Fischer, 1. Lieb, Funktionen-
theorie, Vieweg 2005, Kapitel IV, §8; R. Stocker, H. Zieschang, Algebraische Topologie
Teubner, Stuttgart, 1994, Satz 2.2.9.)

4. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt sofort: jedes komplexe Polynom zerfillt in
C[X] in Linearfaktoren. Denn schreibe f = (X — A)™ ... (X — A,)"¢ mit \; € C, wobei
das komplexe Polynom ¢ keine Nullstellen hat. Nach 3. ist g konstant.
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5.3 Diagonalisierbarkeit

K bezeichne ab sofort wieder einen beliebigen Koérper. Wir wollen untersuchen, welche Matrizen
A € M(n x n, K) diagonalisierbar sind, die also die Eigenschaft haben, dass K™ eine Basis aus
Eigenvektoren von A besitzt. Wir haben schon gesehen:

e Hat A genau n paarweise verschiedene Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar (Korollar

5.132).

e st A diagonalisierbar, so ist

A=\ 0
PA()\):det
0 A=A\
= =M) e (A=)

d.h. das charakteristische Polynom zerfallt in Linearfaktoren.
Wir hatten das charakteristische Polynom eingefiihrt als polynomiale Abbildung

o, K - K
A det (AE, — A).

Das zugehorige Polynom ist definiert als Determinante der Matrix X E,, — A, deren Eintriage im
Polynomring K[X] liegen. Determinanten lassen sich in der Tat wie in Kapitel 3 allgemeiner fiir
Matrizen mit Eintragen in beliebigen kommutativen Ringen definieren. Es gelten die gleichen
Aussagen wie in Kapitel 3; lediglich der Beweis der Multiplikativitéit der Determinantenfunktion
muss wie in Satz gefiihrt werden. Wir definieren also das charakteristische Polynom als
Determinante der Matrix X F,, — A € M(n x n, K[X])

PAo(X) = det(XEy — A) € K[X] .

Definition 5.3.1
Ist A\ € K Eigenwert der Matrix A € M(n x n, K), so heifit die Vielfachheit der Nullstelle
des charakteristischen Polynom die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts \:

Paig(A, A) = (X, Pa(X)) .

Bemerkung 5.3.2.
Geometrische und algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts einer Matrix konnen verschieden

sein. Beispiel:
A=Y 1) mitxn ek
SN0 N ‘
Dann ist das charakteristische Polynom P4(X) = (X — Xg)?, also pay(A, No) = 2, aber

Hgeo(A, No) = 1, vgl. Beispiel [5.1.116

Lemma 5.3.3.
Sei A € M(n x n, K) und A Eigenwert von A. Dann gilt

1 S ,U/geo(Aa )‘> S ,U/alg<A> )‘) :
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Beweis.

Sei k 1= p1geo(A, A). Ergéinze eine geordnete Basis (v1, ..., vy) des Eigenraums Eig(A, A) zu einer
geordneten Basis B = (v1, ..., Uk, ki1, - --,0p) von K™ Fiir S71 = (vy,...,0,) gilt SAS™le; =
SAvy = S(Av;) = Ae; fur i = 1,..., k und daher

1 ‘

Da nach Bemerkung [5.1.8/2 &hnliche Matrizen das gleiche charakteristische Polynom haben,
folgt mit Korollar fiir das charakteristische Polynom:

Ps(X) = Pspg-1(X) = (X — N¥det (XE,_ — D)

Daher ist fiq1g(A, X) > k = f1geo(A, N). O
Satz 5.3.4.

Sei V' ein n—dimensionaler Vektorraum und sei ® : V — V ein Endomorphismus. Seien
A1, ..., Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von ®. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

1. @ ist diagonalisierbar.
2. Pp(X) zerfallt in Linearfaktoren und figeo(®, ) = f1a1g(®P, M) fiir alle Eigenwerte A von ®.
3.
N
Z :ugeo(q)a /\z) =n
i=1

4. Es gilt die folgenden Eigenraumzerlegung

V =) Eig(®,\),
d.h. jedes v € V kann man eindeutig in der Form
V=01 +v2+...+UN

mit v; € FEig(®, \;) schreiben.

Bewelis.

1. = 2. | Wahle eine geordnete Basis B von Eigenvektoren:

Vi, ooy Upy zum Eigenwert Ay, also k1 = figeo(P®, A1)

Vky 1y -+ > Uky kg zum Eigenwert Ao, also ko = figeo(P, A2)
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Dann ist

A1

Fiir das charakteristische Polynom folgt
Py(X) = Pysay(X) = (X =)™ (X =)™,
also
fgeo( Py Ai) = ki = farg(P, Ai) -
2. =3.] Zerfallt Py in Linearfaktoren, so gilt

N
n = grad Py = Z,ualg(q), Ai) -

i=1
Aus der weiteren Annahme fige,(P, Ai) = flary (P, A;) folgt sofort 3.

3. = 4. Setze W := Eig(®, A1) + ... + Eig(®, An) .
Die Summe ist direkt: denn gelte

w=w+...+twy =w;+...+wy

mit w;, w; € Big(®, \;), so liegt w; — w] € Big(®, \;) und es gilt 0 = 32 (w; — w}). Aus

Satz folgt w; — w; = 0. Wegen

N N
dim W = " dimEig(®,A) = ) t1geo(®, ;) = n = dim V/
=1 =1

folgt auch V' =W also 4.

4. = 1. Wihle Basen von Eig(®, )\;), die zusammen eine Basis von V' aus Eigenvektoren von &
ergeben.

g

Korollar 5.3.5.
Sei A € M(n x n, K). Dann sind dquivalent:

1. A ist diagonalisierbar, d.h. &hnlich zu einer Diagonalmatrix.

2. P4(X) zerfillt in Linearfaktoren und piq,(A, A) = pigeo(A, A) fiir alle Eigenwerte A von A.

Beweis.
Wende Satz auf die lineare Abbildung ® : K" — K™ mit ®(z) = Az fir x € K™ an. [
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Wir wollen noch die folgende Frage behandeln: gegeben seien zwei Endomorphismen
& U : V — V. Wann kann man sie gleichzeitig diagonalisieren, d.h. wann existiert eine Basis
B von V, so dass die beiden darstellenden Matrizen Mp(®) und Mp(¥) Diagonalmatrizen sind?

Definition 5.3.6
Es sei ® ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Ein Untervektorraumraum W C V' mit
(W) C W heifit ein ®—invarianter Untervektorraum.

e Beispiele fiir ®¢-invariante Unterrdume sind die trivialen Untervektorrdume W = V und

W = {0} sowie Eig(®, \) fiir jedes A € K.
e Die Summe ®-invarianter Untervektorraume ist ®-invariant: Fir w; + wy mit w; € W;

gilt
@(wl + U)Q) = q)(wl) + (I)(U)Q) € W1 + W2 .

e Der Schnitt ®-invarianter Untervektorrdume ist ein ®-invarianter Untervektorraum.

Satz 5.3.7.
Sei V' ein endlich-dimensionaler K—Vektorraum und seien ®, ¥ : V — V diagonalisierbare
Endomorphismen. Dann sind dquivalent:

1. ® und V¥ sind gleichzeitig diagonalisierbar.
2. ® und ¥ kommutieren, d.h. o ¥ = ¥ o P.

Bewelis.

1. =2. Sei B eine Basis von V, in der die beiden Matrizen Mg(®) und Mp(¥) Diagonalmatrizen
sind. Dann gilt:

Mp(® o W) = Mp(®) - Mp(V) = Mp(¥) - Mp(®)
= Mg(V o ®)

wobei die zweite Gleichung daraus folgt, dass die darstellenden Matrizen Diagonalmatri-
zen sind. Hieraus folgt oW = Wod, da Mg : End(V) — M(nxn, K) ein Isomorphismus
von K-Vektorrdumen ist.

2.=1. Da ® und ¥ diagonalisierbar sind, gibt es Eigenraumzerlegungen

V=, Eig(®,\) .
V = @MEK Elg(\lf’ M) ‘

Aus der Kommutativitdt von ® und W folgt, dass alle Eigenrdume in diesen Zerlegungen
unter ® und ¥ invariant sind. In der Tat: ist v € Eig(®, ), so gilt ®(v) = Av. Daraus
folgt aber ¥(®(v)) = ¥(P(v)) = V(Av) = A¥(v). Also ist auch ¥(v) € Eig(®, \). Wir
behaupten

V = @D Eig(®, \) N Eig(¥, ) .

A
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Da dies eine Zerlegung in gemeinsame Eigenrdume von ® und ¥ ist, folgt die Behauptung.

Da Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten sich nur im Nullvektorraum schneiden
konnen, reicht es aus, fiir jeden festen Eigenwert A € K von & die Summerzerlegung

Eig(®,\) = > Eig(®, \) N Eig(¥, 11;)
Hi

zu zeigen. Die Summe ist dann automatisch direkt. Sei also v € Eig(®, A); da ¥ diagona-
lisierbar ist, kénnen wir v wie jeden Vektor aus V' als Summe v = v] + vy + ... + v}, mit
v € Eig(¥, p;) schreiben. Dann gilt

O(v) = P(v)) + P(vh) + ...+ D(v),)
= =y + vy + ...+ ), .

Da ®(v}) € Eig(¥, ;) wegen der Invarianz des Eigenraums Eig(¥, y;) unter @, folgt aus
der Eindeutigkeit der Zerlegung von ®(v) = Av in Komponenten beziiglich der direkten
Summe V' = ®Eig(¥, u;), dass ®(v]) = v}, also v} € Eig(®, A\) NEig(¥, u;), was zu zeigen
war.

g

5.4 Trigonalisierbarkeit

Wir wollen nun noch sehen, was sich iiber einen Endomorphismus aussagen lédsst, wenn wir nur
wissen, dass sein charakteristisches Polynom vollsténdig in Linearfaktoren zerfillt.

Lemma 5.4.1.

Sei @ : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K—Vektorraums V. Ist W ein
®-invarianter Untervektorraum, so teilt das charakteristische Polynom Py das charakteristi-
sche Polynom Pg.

Beweis.
Ergénze eine geordnete Basis B’ von W zu einer geordneten Basis B von V. Die darstellende
Matrix ist in dieser Basis

0 : A
Es folgt mit n := dimg V und & := dimg W mit Korollar [£.3.7]
Py(N) = det (AE, — Ms(®)) = det (AEj, — Mg (@) - det (AE,_j, — A)

Definition 5.4.2
Sei  : V' — V ein Endomorphismus eines n—dimensionalen K—Vektorraums V.

1. Eine Fahne von V ist eine Kette von Untervektorraumen
{0}=VhcVicC...CcV,=V

mit dimV, = r fiir aller =0,...,n.
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2.

Eine Fahne von V' heifit ®—invariant, falls alle Untervektorrdaume ®-invariant sind, also

fiir alle r = 0, ..., n die Inklusion ®(V;) C V; gilt.

Beispiel 5.4.3.
Jede geordnete Basis (vq,...,v,) eines Vektorraums V' liefert mit V, := spang{vy,...,v,} eine
Fahne von V.

Satz 5.4.4.
Sei @ € End(V), dimg V' = n. Dann sind dquivalent:

1.

2.

Es existiert eine ®—invariante Fahne von V.

Es gibt eine geordnete Basis B von V| in der die darstellende Matrix Mp(P) eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Bewelis.

2. =1.

1. =2.

Sei B = (v1,...,v,) und A = (a;;) = Mp(P) eine obere Dreiecksmatrix. Betrachte die
Fahne V; = spang{v,...,v;} wie in Beispiel Wegen

n

7
B(v) = Y azv; = > aj;
=1 =1

ist ®(V;) C V;, die Fahne ist also ®—invariant.

Wir konstruieren aus einer ®-invarianten Fahne folgendermaflen eine geordnete Basis: sei
{v1} eine Basis von Vj; wegen Vi C V; ist es moglich, dies zu einer Basis {vy, v2} von V5
zu erganzen. So fahren wir fort und ergénzen eine geordnete Basis (vq,vg,...,v;) von V;
zu einer geordneten Basis (v1, v, ..., v;, 1) von Vigq.

Fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt ®(v;) € ®(V;) C Vj; also

CI)(UZ> = Z a5V
j=1

mit a;; € K. Die darstellende Matrix
Mg(®) = A

erfiillt also a;; = 0 fiir 7 > j, ist also eine obere Dreiecksmatrix.

Definition 5.4.5
1. Sei ® FEndomorphismus eines endlich—dimensionalen K—Vektorraums V. & heifit

trigonalisierbar, falls es eine geordnete Basis B von V gibt, so dass Mpg®) eine obere
Dreiecksmatrix ist.

2. Eine Matrix A € M(n x n, K) heifit trigonalisierbar, falls sie zu einer oberen Dreiecks-

matrix dhnlich ist.
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Satz 5.4.6.
Sei & Endomorphismus eines endlich—dimensionalen K—Vektorraums V. Dann sind dquivalent:

1. @ ist trigonalisierbar.

2. Das charakteristische Polynom Pg zerfillt vollstdndig in Linearfaktoren.

Bewelis.

1. =2. Wir rechnen das charakteristische Polynom in einer geordneten Basis B aus, in der Mpz(P)
eine obere Dreiecksmatrix D ist:

Py(X) = Pp(X) = det N =[x -M)

2. =1. Vollstandige Induktion nach n := dimg V. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n > 1; das
charakteristische Polynom zerfalle,

n

Po(X) = [T(X =)

=1

Wahle einen Eigenvektor v; € V zum Eigenwert A; und ergéinze zu einer Basis B =
(v1,...,v,) von V. Dann ist

//\1 ‘ as ... an\
Mgo) = |
B A
Es folgt wie in Lemma [5.4.1
Po(X) = (X = A1) P4(X) .

Dann zerfillt auch das charakteristische Polynom P;(X). Nach Induktionsvoraussetzung

ist die (n — 1) x (n — 1)-Matrix A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix D, d.h. es gibt
eine invertible (n — 1) x (n — 1)-Matrix S mit:

SAS'=D

Setze

finde als inverse Matrix
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und rechne:

1]0...0\ /A | a...an) (1] 0...0Y)
SMz(®)S™t = 0 ! 0
5 e S : A e
0 0 0
M| as...a,\ (1] 0...0\
0 0
| SA G
0 0
)\1 IR 3 \
0
| ¢ | SAS
0
Dies ist eine obere Dreiecksmatrix.
O
Korollar 5.4.7.
Jede Matrix A € M(n x n,C) mit komplexen Eintrégen ist trigonalisierbar.
Beweis.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra [5.2.18.3 zerféllt das charakteristische Polynom in
Linearfaktoren. U

Betrachtung 5.4.8.
Rechenverfahren zur Triagonalisierung.
Sei A € M(n x n, K) mit charakteristischem Polynom P4(X) = [, (X — \;).

1. Schritt: Bestimme einen Eigenvektor
V11
v =
U1n

zum Eigenwert \;. Weil fiir den Eigenvektor v, # 0 gilt, gibt es ein ¢ mit vy; # 0; wihle
ein solches und setze

Sy = (vi,e1,...,6,...,e0) " € GL(n, K) .

Hierbei zeigt das Symbol “Hut” an, dass der Vektor e; der Standardbasis ausgelassen
wird. Dann gilt (S;)"'e; = vy, denn das Bild von e; ist der erste Spaltenvektor von

(S1)~'. Dann ist
SlASflel = SlA’Ul = Sl)\lvl = )\161 s

/)\1 ‘ **\

0 As

also

SiASTY =
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V22
2. Schritt: Berechne einen Eigenvektor 7, = [ @ | € K" der (n — 1) X (n — 1)-Matrix Ay zum
U2n
Eigenwert \,. Ergiinze den Vektor v, € K™ ! durch Zufiigen einer beliebigen ersten
Komponente zu einem Vektor v, € K™. Wihle j > 2 so dass v, ; # 0 und setze

Sy = (61,'02,62,...,é\j,...,en)_l € GL(n,K)

Dann ist
52511451_152_161 = SgSlASflel = )\15261 = )\161
*
5,5, AS 1S5 ey = $o5 AST = S, [ F ) = | 2
201407 Wy €2 = V201407 V2 = o2 Nvo) |0
Also
Al % ... %
0 /\2 X ...
Sy 81 ASTIS =
0 As

Nach n — 1 Schritten liefert der Algorithmus eine obere Dreiecksmatrix.

Beispiel: Die Matrix

3 4 3
A=|-1 0 -1
1 2 3

hat, wie eine kurze Rechnung zeigt, das charakteristische Polynom P4 (X) = (X —2)3, also den
einzigen Eigenwert 2.

1. Schritt: Wir bestimmen einen Eigenvektor zum Eigenwert 2:

1
v = —1
1

und erhalten

1
Si=1 -1
1

SIAST = (

2. Schritt: Ein Eigenvektor zum Eigenwert 2 von ( 4 2) ist vy = <_11) Setze

o = O
—_ o O
O = O
_ o O

S O N
SN W

2 0
0 1 00\ " 100
vy = 1 und S,=( 0 1 0 — (o010
~1 0 —1 1 01 1

162



Man findet die zu A ahnliche obere Dreiecksmatrix

Sy S1ASTIS, ! =

S O N
NN W

1
2
0
Diese ist natiirlich nicht eindeutig bestimmt.

5.5 Das Minimalpolynom

Wir erinnern an den Einsetzungshomomorphismus fiir den Polynomring: sei K ein Korper und
A eine K—Algebra mit Eins. Dann gibt es fiir jedes Element a € A einen Algebrenhomomor-
phismus
K[X] — Abb(A4, A)
f=17
mit f(a) = @a(f) € A fiir a € A.

Definition 5.5.1
1. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge I C R heifit Linksideal (bzw. Rechtsideal) von R, falls

gilt:
(I1) I ist eine Untergruppe von (R, +)
(I12) Fiiraller € Runda € I giltr-a €l (bzw.a-r € 1)

I heiBt ein (beidseitiges) Ideal, falls es ein Links- und Rechtsideal ist.
Ideale von Algebren sind entsprechend als Untervektorrdaume mit den gleichen multipli-
kativen Eigenschaften definiert.

2. Sei K ein Kérper und A eine unitidre K—Algebra. Sei a € A; dann heil3t

Ann(a) := {f € K[X]| f(a) =0} C K[X]

der Annihilator von a.

Lemma 5.5.2.
Der Annihilator ist ein Ideal der Polynomalgebra K[X].

Bewelis.

e Ann(a) ist offenbar ein Untervektorraum von K [X].

e Ist f € Ann(a) und g € K[X] beliebig, so gilt

f-g(a)=f(a)-gla) =0-g(a) =0,

also f - g € Ann(a).
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Beispiele 5.5.3.
Wir betrachten den Annhilator einer n x n Matriz im Ring M (n x n, K). Polynome f € K[X]
schreiben wir in der Form f = a,, X™ + ...+ ao.

1. Sei A = 0,, die Nullmatrix. Dann ist f(A) = apE,, d.h. f € Ann(A) genau dann, wenn
ag = 0 gilt. Also finden wir

Ann(0,) ={f| f=¢X mit g e K[X]}.

2. Sei A = E,, die Einheitsmatrix. Dann ist f(A) = (@, + ... + a1 + ag) E,, also
Am(E,) = {f € K[X]| > a; =0}
=0
={fIf =X —-1)g mit g € K[X]} ,

da 1 € K Nullstelle aller Polynome im Annihilator ist.

00 0 ag
Also finden wir fiir den Annihilator

3. Sein=2und A = (O 1). Es gilt A2 = 0 und daher ]?(A) =a A+ aqFE, = (ao al).

Ann(A) = {f € K[X]| f = ¢X* mit g € K[X]}.

Wir wollen nun alle Ideale des Polynomrings K|[X] iiber einem Korper K beschreiben.

Satz 5.5.4.
Sei K ein Korper und I C K[X] ein Ideal, I # {0}. Dann existiert genau ein normiertes
Polynom h € K[X], so dass

[={feK[X]| f=gh mit ge K[X]} gilt.

Jedes Ideal in K[X] besteht also aus den Vielfachen eines eindeutig bestimmten normierten
Polynoms h.
Mit g = 1 finden wir insbesondere h € I.

Beweis.
e Eindeutigkeit von h: gilt I = hK[X], so gilt fir alle f € I\ {0}:
grad(f) = grad(gh) = grad(g) + grad(h) > grad h .

h hat also unter den normierten Polynomen in I \ {0} minimalen Grad.
Gébe es zwei normierte Polynome hq, hy € I mit

I = hK[X] = haK[X]
so folgte hy — hy € I, aber grad(hy — ho) < grad(hy), also hy — he = 0.

e Existenz von h. Sei h € I'\ {0} von minimalen Grad:

h=a,X"4+...ap mit a,#0.

Da [ ein Ideal ist, folgt auch fiir das normierte Polynom A := (an)_]L h € I. Offenbar folgt
aus der Idealeigenschaft von I sofort K[X]-h C I. Wir zeigen die andere Inklusion: sei
f € 1\ {0}. Polynomdivision durch i mit Rest liefert eine Darstellung

f=q-h+r mit grad(r) < grad(h) .
Aber wegen r = f — gh liegt auch r in I und hat kleineren Grad als h, was minimalen

Grad haben soll; also gilt » = 0; das heifit aber f € K[X]- h.
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4

Eine genauere Betrachtung des Beweises zeigt, dass im Argument lediglich die Tatsache eine
Rolle spielt, dass der Polynomring ein Ring mit Division mit Rest ist. In jedem solchen Ring,
also auch im Ring Z der ganzen Zahlen, gelten analoge Aussagen iiber die Ideale: sie bestehen
aus den Vielfachen eines festen Ringelements.

Definition 5.5.5
Sei A eine K—Algebra mit Eins, a € A. Dann heifit das eindeutig bestimmte normierte Polynom
fo € K[X]| mit

Ann(a) = p, - K[X]

das Minimalpolynom von a.

Beispiele 5.5.6.
Wir fassen fiir die Beispiele aus zusammen:

A A Py
0, X X"
E, |X-1](X-1)r"
01 9 9
(0 0) X X

In all diesen Beispielen ist das Minimalpolynom g4 ein Teiler des charakteristischen Poly-
noms P,. Dies gilt fiir alle quadratischen Matrizen:

Theorem 5.5.7. Cayley-Hamilton
Sei A € M(n x n, K). Dann gilt fiir das charakteristische Polynom

Pa(A) =0, .

In anderen Worten: P4 € Ann(A); das Minimalpolynom g4 ist also ein Teiler des charakteri-
stischen Polynoms Py.

Beweis.
e Sei v € K™\ {0} beliebig. Setze

vi=Aw i=0,1,...

Wiéhle m so, dass die Familie (vg,v1,...,v,_1) linear unabhingig, aber die Familie
(vo, ..., V) linear abhéngig ist. Es ist m < n, und es gilt

Um = —QUg — ... — Qp_1VU;m—1  Mit gewissen «; € K . ()

e Sei W = spang(vg,...,Un_1). Dann ist offenbar W ein A-invarianter Untervektorraum,
denn die darstellende Matrix von A}y beziiglich der Basis (vo, ..., vn—1) hat die Gestalt

0 00 —Qp
10 —Q
010
0 01

1 —Qy1
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e Wir berechnen das charakteristische Polynom der Matrix A|y:

X (&%)
-1 X
Py (X) = det ~1
X Om—2
—1 X + Oy —1

Die Entwicklung nach der letzten Spalte liefert:

-1 X
-1 X
—1
PA|W(X) = (—1)m+1010 - det
X
—1
X 0
0 -1 X 0
0 -1 X
+(=1)""q; - det
X
0 —1
X 0
-1 X
. (D)™, det X
X
-1 -1
X 0
-1 X
+(=1)*™ (a1 + X) - det -1
-1 X

—ap- 1+ X+ .+, o X" 2ta, X" 1+X™

e Nach Lemma existiert ein Polynom g € K[X]| mit
Pa(X) = g(X) Py, (X) -

Es folgt

Pa(A)yv = G(A)Pap,, (A)v
g(A) (Am + OémflAm_l + ...+ CklA + Oé()) v
= g(A) (Vm + Qm-1Vp-1 + ... + a1v1 + V) =0,

wobel wir im letzten Schritt (%) verwendet haben.
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Satz 5.5.8.

Sei A € M(n x n,K). Dann haben das charakteristische Polynom P,4(X) und das Minimal-
polynom p4(X) dieselben Nullstellen. Die Vielfachheit einer Nullstelle A € K als Nullstelle
des Minimalpolynoms ist dabei kleiner als die Vielfachheit als Nullstelle des charakteristischen
Polynoms.

Beweis.

e Nach Theorem von Cayley-Hamilton gilt Py = gua mit g € K[X]. Jede Nullstelle
des Minimalpolynoms ji4 ist also auch Nullstelle des charakteristischen Polynoms P4 mit
mindestens der gleichen Multiplizitat.

e Sei A\ € K eine Nullstelle von P4, also ein Eigenwert. Wéhle einen zugehorigen Eigenvektor
v. Mit

pa(X) = X"+ oy X" 4+
rechnen wir mit der definierenden Eigenschaft ji4(A) = 0,, des Minimalpolynoms:
0=0, v=pa(Av= (Am—i—am,lAm’l—i—...—i—om)v
— ()\m + o, N+ ao) v=pa(A)v .

Hieraus folgt aber wegen v # 0, dass jza(\) = 0. Also ist der Eigenwert A auch Nullstelle
des Minimalpolynoms.

g

Satz 5.5.9.
Sei A € M(n x n, K). Dann ist dquivalent:

1. Die Matrix A ist diagonalisierbar.

2. Das Minimalpolynom p,4 zerfillt in paarweise verschiedene Linearfaktoren.

Beweis.
2. = 1. werden wir in Kapitel 6 aus der Jordanschen Normalform einer Matrix herleiten, vergleiche
Bemerkung [7.3.8]5.
1. =2. Sei A diagonalisierbar mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Aq, ..., \,,. Setze
f=1Jx =N e Klx].
i=1

Alle Nullstellen von f sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms P4, also nach Satz
auch Nullstellen von p4. Somit teilt f das Minimalpolynom g 4.

e Da A diagonalisierbar sein soll, existiert eine Eigenraumzerlegung
K" = o Eig(A,\) .
Schreibe einen beliebigen Vektor v € K™ als
v = Zvi mit v; € Fig(A, \;) .
i=1
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Dann ist

also f(Ajv =0 fiir alle v € V. Somit f(A) = 0, und g, teilt f nach Definition m
des Minimalpolynoms als Erzeuger des Annihilatorideals von A.

e Also gibt es € K \ {0} mit 4 = af. Da beide Polynome normiert sind, ist o = 1.

Betrachtung 5.5.10.

e Schema zur Untersuchung der Diagonalisierbarkeit einer quadratischen Matrix A € M (nx
n, K):

1. Schritt: Berechne das charakteristische Polynom P4 und seine Zerlegung in Linearfaktoren.
Zerfillt P4 nicht in Linearfaktoren, so ist A nach Satz nicht diagonalisierbar.
Zerféllt P, in Linearfaktoren, gehe zu

2. Schritt: Setze f(X) :=[[~,(X —X\;) € K[X], wobei Ay, ...\, die verschiedenen Nullstellen
des charakteristischen Polynoms P, sind.
Gilt f(A) = 0,; so ist A nach Satz [5.5.9) diagonalisierbar.

Gilt f(A) # 0,; so ist A nach Satz [5.5.9 nicht diagonalisierbar.

e Als Beispiel betrachten wir die Matrix
2 1
= 2)

Pa(X) = det (XO_ . 2) — (X —2)°.

mit charakteristischem Polynom

Dieses zerfillt tiber Q vollsténdig in Linearfaktoren. Fiir Schritt 2 setzen wir also f(X) =
X — 2, und berechnen

f<A>=A—2E2=<8 é)#on.

Die Matrix A ist daher nicht diagonalisierbar.
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6 Bilinearformen; Euklidische und unitire Vektorridume

6.1 Der Dualraum

Als Vorbereitung fiir das Studium von Bilinearformen wollen wir zunéchst eine besonders wich-
tige Klasse linearer Abbildungen betrachten.

Definition 6.1.1
Sei K ein beliebiger Kérper und V' ein K—Vektorraum. Dann heifit der K-Vektorraum

V*:=Homg(V,K) ={p:V — K| ¢ linear}

der Dualraum von V. Die Elemente von V* heiflen Linearformen auf V.

Beispiele 6.1.2.
Sei K = R und V der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf dem abgeschlosse-
nen Intervall [, b]. Dann sind die Abbildungen

o, V—->R
mit ,
B(f) = fla) wnd (f) = / f(x)da

oder allgemeiner fiir x € [a,b] bzw. g € V die Abbildungen

Golf) = f(2)  und gy(f) = / f-gde

Linearformen auf V.

Betrachtung 6.1.3.
Sei dimg V' < co. Aus Korollar [3.2.17] folgt

dimg V* = dimg Homg (V, K) = dimg V - dimg K = dimg V.

Sei nun B eine Basis von V', B = {bi, ..., b,}. Definiere Linearformen b} € V* durch ihre Werte
auf den Basisvektoren b;, vgl. Satz [3.2.]]

b3 (bk) = G,
woraus sofort folgt

b; (Z akbk> =y .
k=1

Wir behaupten, dass B* = {b},...,b:} eine Basis von V* ist. Wegen dimV* = dimV = n
reicht es zu zeigen, dass B* linear unabhéngig ist: gelte also

n
Zakb,::() mit « € K ;
k=1

dann gilt aber fiir jedes 7 =1,...,n:
0="> abi(b;) =0y .
k=1
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Definition 6.1.4
Die Basis B* von V* heifit die zu B duale Basis. Ist B eine geordnete Basis, so ist auch die duale
Basis B* in natiirlicher Weise eine geordnete Basis.

Lemma 6.1.5.
Sei V' ein beliebiger K—Vektorraum und sei v € V' \ {0}. Dann gibt es eine Linearform ¢ € V*

mit p(v) # 0.

Bewelis.

Ergénze (v) zu einer Basis (v, wy,...,w,_1) von V. Definiere die Linearform ¢ € V* durch ihre
Werte auf dieser Basis, vgl. Satz [3.2.1}

p(v) =1 o(w;) =0 i=1,...,n—1.

Bemerkung 6.1.6.
Wegen dimg V' = dimg V* fiir dimg V' < oo sind ein endlich-dimensionaler Vektorraum und
sein Dualraum isomorph. Jede geordnete Basis B von V' liefert einen Isomorphismus

Up : V-V

mit Wp(b;) := bf. Dieser Isomorphismus ist jedoch nicht kanonisch, d.h. er hingt von der Wahl
der Basis B ab. Sei etwa a € K \ {0}, und betrachte die reskalierte Basis B’ = (aby, ..., aby,).
Wegen
bj(bi) = 00 = ()" (b) = (b)" (auby) = cx(b})" (b)
folgt (b})* = a~'b5. Somit ist die duale Basis (B')* = (a~'0}, ..., 'b}). Es ist
U (b;) = (b))
und somit fir alle 1 <i<n

‘Ilgl(bi) = \I/B/(Oéilb;) = Oéil\I/BI(b;) = Oéil(b;)* = 0472[);( = &72\113(191') s

weshalb die Isomorphismen W und Uy fiir o # 41 verschieden sind, Vg = o 2Up.

Da es also fiir eine Identifizierung eines Vektorraums mit seinem Dualraum keinen ausge-
zeichneten Isomorphismus gibt, sollten die beiden Vektorrdume nicht miteinander identifiziert
werden.

Definition 6.1.7
Sei V' ein K—Vektorraum und M C V eine Teilmenge. Dann heifit
M°:={pcV*|o(m)=0 firallemec M} C V*

der Annulator der Teilmenge M.

Lemma 6.1.8.
Es gilt:
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1. MY ist ein Untervektorraum von V*.

2. spang M = {v € V| p(v) =0 fiir alle p € M}

Ist insbesondere M = U ein Untervektorraum von V', so gilt

U={veV|p) =0 firalle p € U} .

3. Ist dimg V < oo und U C V' Untervektorraum, so gilt

dimK UO = dlIIlKv - dlmKU .

Bewelis.
1. ist offensichtlich.

2. “C” Sei v =€ spany M beliebig. Finde a; € K und m; € M, so dass gilt v = Zle a;m;.
Fiir jede Linearform ¢ € M° im Annulator gilt wegen ¢(;) = 0, dass

Plv) = > auplmi) 0.

“D” Angenommen, es giibe v € V mit p(v) = 0 fiir alle p € M° und v & span,; M. Wihle
eine geordnete Basis (uq, . .., u,) von span, M; dann ist die Familie (uq, ..., uy,, v) linear
unabhéngig und kann zu einer geordneten Basis (uy, ..., Up, v, wy, ..., w;) von V erginzt
werden. Definiere ¢ € V* durch

p(u;)) =0 p(v) =p(w;) =1.

Dann ist ¢ € M° aber p(v) = 1. Widerspruch zur Annahme, dass ¢(v) = 0 fiir alle
@ € M° | also muss v € spany M gelten.

3. Ergénze eine geordnete Basis von U zu einer geordneten Basis (ug,. .., Ug, Ugt1,-- -, Un)

von V. Sei B* = (uj,...,u},vj,q,---,v,) die duale Basis von V*. Dann liegt

k n

Y= Zaiu;" + Z a;U;

i=1 j=k+1
genau dann in U°, wenn fiir alle j = 1,... & gilt

0= p(u;) = o
Dies ist aber genau der Fall fiir ¢ € spang (v, ,,...,v;). Somit ist (v, ,...,v;) eine

Basis von U° C V*, und es gilt

dimg U’ =n—k =dimg V — dimg U .

Beispiel 6.1.9.
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1. Sei dimg V < oo und U C V eine Hyperebene, d.h. ein Untervektorraum der Dimension

Nach Lemma [6.1.8 3 ist
dimgU%=n—(n—1)=1.

Also U® = spang(p) fiir jedes ¢ € U°\ {0}. Nach Lemma [6.1.8/2 gilt fiir jede solche
Linearform ¢
U={veV|plw) =0}.

2. Betrachten wir nun allgemeiner die affine Hyperebene vy + U, so gilt

vev+U Sv—-—vel
< p(v—wv9) =0
& o(v) =p(v) =: ¢
Wir finden also fiir jede affine Hyperebene eine Darstellung

U+vg={veV|pl) =c}

Dies ist eine Hessesche Normalform der affinen Hyperebene vy + U. Sie ist eine koordi-
natenfreie Version der Gleichungsform einer Hyperebene, fiir die man kein Skalarprodukt
auf V' einfithren muss und stattdessen mit dem Dualraum arbeitet.

Definition 6.1.10
Seien V,W zwei K—Vektorrdume und sei ® : V' — W eine lineare Abbildung. Dann heifit die
Abbildung

o* . WH— V™
p —=pod

die zu ® duale Abbildung.

Lemma 6.1.11.
1. ®* ist eine lineare Abbildung.

2. Seien V, W, Z jeweils K-Vektorraume und ¢ : V— W und ¥ : W — Z lineare Abbildun-
gen. Dann gilt (Vo ®)* = &* o U* .

Beweis.
1. Seien 1,2 € W* und oy, ay € K. Wir rechnen fiir v € V

O* (arp1 + aaip2) (v) = (11 + Q2¢p2) (Pv)
= a101(Pv) + s (Po)
= 191 (v) + AP P (v)
= (1P 1 + 2P py) (v) .
2. Es gilt fiir alle ¢ € Z* wegen der Assoziativitdt der Verkettung von Abbildungen

(Wod)(p) =po(Pod)=(poW)od=(Tp)od=2>0" (¥ (p)) = (P"0V")(p).

172



Satz 6.1.12.
Seien V, W endlich—dimensionale K—Vektorrdume mit geordneten Basen A und B. Sei ® : V —
W eine lineare Abbilduung. Dann ist die darstellende Matrix der dualen Abbildung beziiglich

der dualen Basen:
MG (@) = Mg\ (D)

Beweis.
e Es gilt mit MZ\(®) = (c;) und Mg (®*) = (d,,) nach der Definition der darstellenden
Matrix
P (a;) = chjbk mit m :=dim W, firalle j=1,2,...,dimV
k=1

o (b;) = Zdwaz fir alle p =1,2,....,dimW  mit n:=dimV

v=1

o Wir vergleichen

b; (Z Ck]bk> chj 1 bk = Cpuj
k=1

b, (®(a)) = " (b],) (a Z djp -

Satz 6.1.13.
Seien VW endlich-dimensionale K—Vektorrdume und sei ® : V' — W linear. Dann gilt fiir
o Wr =V

Im ¢* = (ker®)° C V*

ker ®* = (Im ®)° ¢ W*

Beweis.

e Wir zeigen zuerst die Inklusion Im ®* C (ker ®)°. Sei ¢ € Im ®*, d.h. ¢ = ®*(¢) fiir ein
Y € W*. Fiir jedes v € ker @ gilt dann

also ¢ € (ker @)°.

e Sei umgekehrt ¢ € (ker ®)°. Wir miissen ein Urbild von ¢ konstruieren. Finde dazu
mit Hilfe von Bemerkung [3.7.8/4 geordnete Basen A = (vy,...,v,) von V und B =
(w1, ..., wy) von W, so dass die darstellende Matrix von ® die Gestalt

M) = (1)

173



hat. Definiere v € W* auf der Basis B von W durch
pv,))e K j=1,...,r
(w;) = ’ .
0 firj>r+1.
Dann gilt fir j=1,...,r
" () (v;) = ¥(Pvj) = P(w;) = p(v;)
und fiir y >r+1
" () (v;) = ¥(Pv;) = ¢(0) =0 .
Andererseits folgt aus ker @ = span (v,41,...,0,) und ¢ € (ker ®)° ebenfalls ¢(v;) = 0.
Also ist ®*(¢)) = ¢, also ¢ € Im P*.

e Die andere Aussage folgt mit #hnlichen Argumenten.

]
Korollar 6.1.14.
Es ist rg ®* = rg (D).
Beweis.
rg ®* = dimg Im ®* = dimy (ker ®)° (nach Satz[6.1.13))
= dimg (V) — dimg ker @ (nach Satz[6.1.8]3)
= dimg Im & (wegen der Dimensionsformel [3.1.7)
=1rgd.
O
Wegen
rg & = rg My (®)
und

rg (%) =rg (M (2")) = rg M (®)" = 1g My (®)

folgt aus Korollar [6.1.14] erneut die Aussage, dass Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix iiber-

einstimmen, vergleiche Satz

Definition 6.1.15
Sei V' ein K—Vektorraum. Dann heifit der K-Vektorraum

V* = (V*)" = Homg (V*, K)
der Bidualraum von V.
Betrachtung 6.1.16.

Betrachte zu einem Vektor v € V' die Abbildung, die eine Linearform auf diesem Vektor aus-
wertet:

w(w): V=K
v p(v)
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Die Abbildung ¢y (v) ist linear, denn
w(v)(apr + agps) = (191 + ap2) (V) = @191 (V) + aapa(v) = arty (V)e1 + aaty (V) es
also ist vy (v) € V**. Wir haben also fiir jeden K—Vektorraum V' eine Abbildung
vy V=V

Satz 6.1.17.

1. vy ist eine injektive lineare Abbildung.

2. Ist dimg V' < o0, so ist ¢y ein Isomorphismus. Er heifit dann kanonischer Isomorphismus.

3. Diese Abbildungen sind funktoriell: seien V, W jeweils K—Vektorrdume und sei & : V —
W linear. Dann kommutiert das folgende Diagramm:

1% ‘I’ W
V** W**

Beweis.
1. Es gilt fiir a1, a0 € K, v1,v9 € V und alle p € V*

Lv(Oqu + OéQUQ)(QO) = gO(OéﬂJl + CYQUQ) = Oél(p(l)ﬁ + Oég(p(l)g)
= (v (v1) + a2y (2)) () -

Also ist ¢y eine lineare Abbildung. Sei v € V' mit ¢y (v) = 0. Dann gilt fiir alle ¢ € V*:
0 =1y (v)e = ¢(v). Nach Lemma muss dann aber v = 0 gelten.

2. Ist dimg V' < o0, so gilt
Nach 1. ist ¢y injektiv, also auch bijektiv.

3. Seiv eV und ¢ € W*. Es gilt

(@™ 01y (v)) (p) = €™ (v (v) (¥) =ty (V) (7()) = D () (v) = ¢ (B(v)) .

Andererseits ist
(tw 0 @(v)) o =t (P(v)(9) = ¢ (2(v)) -

Somit ist
d** o Lv(’U) = Llwy © (I)(U)

fir allev eV .
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6.2 Bilinearformen

Definition 6.2.1
1. Seien VW zwei K—Vektorrdume. Eine Abbildung f: V x W — K heifit Bilinearform,

wenn gilt
Bv+v,w) = p(v,w) + B, w)
Bv,w+w') = B(v,w) + B(v, w'
Blav,w) = af(v,w) = (v, aw)

fiir alle v,v" € V,w,w' € W und o € K.

2. Eine Bilinearform heifit nicht-ausgeartet im ersten (bzw. zweiten) Argument, falls gilt

Bv,w) =0 firalltweW =v=0
bzw. B(v,w) =0 firalleveV =w=0.

Mit Bilg (V, W) bezeichnen wir die Menge aller K—Bilinearformen

B: VxW—K.

Beispiele 6.2.2.
1. Die Multiplikation auf dem Korper K

m: K xK—K
liefert eine Bilinearform auf K.
2. Sei B = (b;;) € M(m x n, K). Dann definiert
B:K"x K"— K
(z,y) =~ 2" By
eine Bilinearform.

3. Die Menge Bilg (V, W) erhélt durch Operationen auf den Abbildungswerten die Struktur
eines K{—Vektorraums.

4. Fiir jeden K—Vektorraum V liefert die Evaluationsabbildung

evy Vi xV - K
(B,v) = B(v) = (B,v)
eine Bilinearform. Wegen Lemma folgt aus (B,v) = 0 fiir alle § € V*, dass v = 0.
Also ist die Bilinearform nicht-ausgeartet im zweiten Argument. Gilt (5,v) = 0 fiir alle

v € V, so ist nach Definition8 der Nullvektor in V*; also ist die Bilinearform auch im
ersten Argument nicht-ausgeartet.
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5. Sei f:V x W — K eine Bilinearform. Zu jedem festen x € V' betrachte die Abbildung
W —= K
y = Blz,y)

Diese ist wegen der Linearitdt von g im zweiten Argument linear. Wir haben also eine
Abbildung
51 s VoW

Wegen der Linearitdt von S im ersten Argument ist 5, linear. Es gilt also

B(z,y) = Bi(z)(y) = (Br(), )

mit der kanonischen Paarung von W und seinem Dualraum.

Lemma 6.2.3.
1. Die Abbildung
Bilg (V, W) — Homg (V, W*)
B b

ist ein Isomorphismus von K—Vektorrdumen. Wir konnen also Bilinearformen mit Hilfe
linearer Abbildungen untersuchen.

2. Gilt dimg V' < oo und dimg W < o0, so ist dimg Bilg(V, W) = dimg V - dimg W.

3. Die Bilinearform [ ist genau dann nicht-ausgeartet im ersten Argument, falls die lineare
Abbildung £, injektiv ist.

Bewelis.

1. Wir geben eine Umkehrabbildung an: fiir eine lineare Abbildung h : V — W*, definiere
eine Bilinearform [, : V x W — K mit Hilfe der Evaluationsabbildung

6}1(-’% y) = <h$, y>

2. ist dann klar. 3. folgt deswegen, weil §; genau dann nicht injektiv ist, wenn es v # 0
gibt mit ;v = 0. Genau dann gilt aber 5(v,w) = 0 fiir alle w € W, d.h. 8 ist im ersten
Argument ausgeartet.

U
Betrachtung 6.2.4.
Sei V' ein endlich-dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter Basis A = (vy,...,v,) und W
ein endlich-dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter Basis B = (wy, ..., w,,). Setze fir

B € Bilg(V,W) B;; := B(vi,w;) € K. Die Matrix B = (8;;) € M(n x m, K) legt [ eindeutig
fest: ist x = > " 20, und y = Y7, yw;, so ist

Blz,y) =Y ziBvi,w)y; =a"-B-y.

Matrizen konnen also sowohl lineare Abbildungen als auch Bilinearformen beschreiben. Man
sollte sich bei einer Matrix also stets klarmachen, welches mathematische Objekt sie beschreibt.
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Definition 6.2.5
Die Matrix
(ﬁij) = Mup(B) € M(n xm, K)

heiBt darstellende Matrix der Bilinearform (3 beziiglich der geordneten Basen A, B.

Sei A = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V, B = (wy,...,w,,) eine geordnete Basis
von W und B* = (wj,...,w}) die duale Basis von W*. Fiir die darstellende Matrix von
BV — W= gilt

= Mg (Br)jiw] -
j=1
Damit folgt:

Mag(B)iy = Bui,wy) = (B1(vi), w;) = Mg (B1);i
und somit M4 5(8) = Mg (51)t.
Satz 6.2.6. Transformationsformel

1. Sei V ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneten Basen A und A" und W
ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum mit geordneten Basen B und B'. Sei

B:VxW K

eine Bilinearform. Dann gilt
Mas(B) = (T)" - Maw/(B) - TS
2. Ist insbesondere V = W und wihlt man A = B und A" = B, so gilt
Ma(B) = (T4)" - Mar(B) - T3
Beweis.
e Wir rechnen mit v; =3, (Tf,)j,j vl und wy =), (TB,) LWy

MAﬁ(ﬂ)ij :B(Ui’wj) = Z (Tf’)‘/-ﬂ(vlij) (Tllﬁ‘g’>]J
= Zl/ 7 (TA’)‘ MA’B’ i'j (Tg,)j,]
= ((Tf/) - M (B) ~T£/)ij

o 2. folgt als Spezialfall.
O

Man mache sich sorgfiltig den Unterschied zu den Transformationsformeln in Satz
(*) fiir lineare Abbildungen und (**) fiir Endomorphismen klar. Diese Transformationsformeln
haben uns auf die Aquivalenzrelationen “dquivalent” und “dhnlich” auf Rdumen von Matrizen

gefiithrt. Hier finden wir eine weitere Relation, die wir nur fiir quadratische Matrizen einfiihren,
also nur fiir die Situation V =W und A= B und A" = B'.

Definition 6.2.7
Seien B,C € M(n x n, K). Wir sagen, C sei kongruent zu B iiber K und schreiben

C~B,
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wenn es eine invertible quadratische Matrix S € GL(n, K) gibt, so dass
C =S'BS

gilt.

Bemerkungen 6.2.8.
1. Die Determinanten kongruenter Matrizen unterscheiden sich um ein Quadrat in K* =

K\ {0}:
det C' = det (S'BS) = (det S)* det B .

2. Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation auf M(n x n, K).

3. Zwei Matrizen sind genau dann kongruent, wenn sie die gleiche Bilinearform beziiglich
verschiedener Basen beschrieben. Dies wird wie in Bemerkung [3.7.8/3 gezeigt.

4. Es gelte dim; V = dimg W. Dann ist die Bilinearform § : V x W — K nach Lemma
[6.2.313 genau dann nicht-ausgeartet, wenn die lineare Abbildung 8, : V' — W* injektiv
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn J; bijektiv ist und somit genau dann, wenn die
darstellende Matrix M4 5(8) = Mg (81)¢ invertibel ist.

Mit 8 € Bilg(V, W) und ® € End(V) definiert offenbar auch

Bo(x,y) = B(Pz,y)
eine Bilinearform g € Bilg(V, W) . Der folgende Satz gibt eine Umkehrung:

Satz 6.2.9.

Seien V, W endlich—-dimensionale K—Vektorraume mit dimg V' = dimg W. Sei § € Bilg(V, W)
eine nicht-ausgeartete Bilinearform. Zu jeder beliebigen Bilinearform v € Bilg(V, W) gibt es
dann genau einen Endomorphismus ® € Endg(V), so dass e = v gilt, d.h.

v(z,y) = B(Px,y) firallex eV, ye W .

Entsprechend gibt es auch genau ein ¥ € End(W), so dass v(x,y) = B(z, Vy) fir alle z,y gilt .
Eine nicht ausgeartete Bilinearform liefert uns also eine Bijektion zwischen Endomorphismen
und Bilinearformen.

Beweis.
e Wegen Lemma haben wir das Problem gelost, wenn wir ein ® € End(V') finden, so
dass

7 = (Ba), in Hom(V, W™)
gilt. Nun ist
ﬁ.:p(?),'w) = B((I)Ua w) = <51(I>U, w)
fir alle v € V und w € W. Also muss fiir ®
Bro®=m (*)

gelten. Wegen Lemma [6.2.3|3 ist f; injektiv, wegen der Annahme dimg V' = dimg W ist
By sogar ein Isomorphismus. Also hat (*) genau die Losung

¢ = (51)_1 °M -
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e Die Aussage fiir das zweite Argument folgt analog.

Korollar 6.2.10.
Es seien V, W endlich—dimensionale K—Vektorrdume mit dimg V = dimg W und

B:VxW =K

sei eine nicht-ausgeartete Bilinearform.

1. Zu ® € Endg (V) gibt es genau ein ®" € Endg (W) mit
B(Px,y) = Bz, P y) firallexz eV, ye W

®" heifit Rechtsadjungierte von ® beziiglich 3.

2. Zu ¥ € Endg (W) gibt es genau ein "V € Endg (V') mit
Bz, y) = B(" Tz, y) firallexz eV, y e W

AU heifit die Linksadjungierte von W beziiglich 3.

Beweis.
Wir zeigen nur 1.: wende die beiden Aussagen von Satz auf [ an. O

Bemerkung 6.2.11.
Es gilt:
@) = @ 0y =
(B10dy)" = ®hod) NT o Wy) = MUy oM

Hierzu beachte man, dass fiir alle v € V und w € W gilt

B(v, Yw) = B(" Vv, w) = B(v, (") w)

sowie

BTy 0 Uy)v,w) = B(v, ¥y 0 Uow) = B(" U0, Uow) = B(" Ty 0" Wiv,w) .

Lemma 6.2.12.
In der Situation von Korollar [6.2.10] gilt fiir jede geordnete Basis A von V und geordnete Basis
B von W

Mg (®") = Mag(B8) ™" Ma(®)' M4s(5)

Beweis.
Wir rechnen fiir alle Werte von i, j

B(Dv;, wj) = ZMA i Mas(B)i; = (Ma(®)" - Mas(8)),;

B(vi, @ w;) ZMB ki Mas(B)ik = (Mas(B) - Ms(®")),;
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Aus der Gleichheit der beiden Zeilen folgt die Behauptung. O

Definition 6.2.13
Essei : V xV — K eine Bilinearform auf V. Wir sagen, ein Endomorphismus ® € End (V)
lasse B invariant oder sei eine Isometrie von V' beziiglich 3, wenn fiir alle x,y € V gilt

B(®z, Py) = B(z,y)

Satz 6.2.14.
Sei V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum und sei 8 € Bilg(V, V) eine nicht-ausgeartete Bili-
nearform. Dann sind fiir ® € End(V') dquivalent:

1.
2.

3.

4.

® ist Isometrie beziiglich 5.
Es gilt ®" o ® =idy .

® ist invertierbar und es gilt
P =9" = P,

Sei B eine geordnete Basis von V. Sei S = Mpg(®) die darstellende Matrix des Endomor-
phismus ® und B = Mpg(B) die darstellende Matrix der nicht-ausgearteten Bilinearform.
Dann gilt

B=S'BS .

Beweis.

1.2

2.=3.

3.= 4.

4.=2.

Aus der Definition der Rechtsadjungierten ®" folgt, dass fiir alle z,y € V gilt

B (z, " 0y) = B(dz, Py) . (*)

Ist ® eine Isometrie, so folgt f (z, ®"Py) = [(x,y). Weil 8 nicht-ausgeartet ist, folgt
daraus ®" o & = idy. Gilt umgekehrt 2. so folgt aus (x), dass ¢ eine Isometrie ist,

B(z,y) = B(®(x), ®(y)).

Wegen dim V' < oo folgt aus & o & = idy,, dass ¢ invertierbar mit Inverser ®”" ist. Die
Aussage fiir "® folgt, indem wir die Linksadjungierte nehmen:

idy =" idy =" @ 0" (@M EET g0 |

Wir iiberlegen uns zunéchst, dass wegen Lemma [6.2.12] die darstellende Matrix von "
die Matrix die Matrix B~1S!B ist. Driickt man 3. durch die darstellenden Matrizen aus,
erhilt man B~1S'B = S~!, was zu S'BS = B #quivalent ist.

Wir rechnen wieder mit der darstellenden Matrix B~ 1S‘B = S~ von ®":
(B7'S'B)S=B"'(S'BS) =B - B=E,.

was 2. in darstellenden Matrizen ist.
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Definition 6.2.15

1. Es sei B € Bilg(V,W). Zwei Vektoren x € V und y € W heilen orthogonal beziiglich 3,
wenn [(z,y) = 0 gilt.

2. Sind X CV bzw. Y C W Teilmengen, so bezeichnen wir mit

X+ = {y e W|B(x,y) =0 fiir alle x € X}
LY .= {z e V|B(z,y) =0 fiir alle y € Y}

das orthogonale Komplement beziiglich (3.

3. Im Falle W =V heiit X+ das orthogonale Rechts— und +X das orthogonale Linkskom-
plement von X beziiglich (.

Bemerkungen 6.2.16.

1. Offenbar ist
Xt = (spang X)" und Y =* (spangY) ;

alle orthogonalen Komplemente sind Untervektorrdume.

2. Seien V, W endlich—dimensionale K—Vektorraume und 5 € Bilg (V, W). Dann gilt fiir alle
Untervektorrdume X C V bzw. Y C W:

dimy X + dimg X+ = dimg W + dimg (“W N X)
dimg Y + dimg 1Y = dimg V + dimg (VN Y)

Beweis.
e Die Dimensionsformel fiir die lineare Abbildung

(Br)y : X =W~

liefert die Beziehung dimg Im (53;)|, = dimg X — dimg ker(53;),-
e Esist ker ) = {v € V| B(v,w) =0 fiir alle w € W} =+ W, also

ker(B), =ker(B)NX ="WnNX.

e Ferner ist nach Identifikation ¢, : W = W**, vgl. Satz|6.1.17}
(Im (ﬁl)p()o ={weW|B(z,w) =0 firallez € X} = X+
Zusammen mit Lemma [6.1.8.3 folgt

dimg X+ = dimg(Tm By, )° FE* dimg W — dimg Im By,
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3. Speziell fiir X =V folgt
dimg V + dimg V* = dimg W+ dimg (FW)

Ist dimg V = dimg W < oo, so folgt dimg (V1) = dimg (LW). Fiir dimg V' = dimg W
ist eine Bilinearform also genau dann nicht-ausgeartet im ersten Argument, wenn sie im
zweiten Argument nicht-ausgeartet ist.

4. Gilt dimg V = dimg W < oo und ist 3 nicht-ausgeartet, so gilt *W = 0 = V! und somit
fiir alle Untervektorrdume X C V und Y C W:
dimg Y + dimg 1Y = dimg W,

sowie £(X+) = X und (1Y) =V .

Satz 6.2.17.
Sei V' ein endlich-dimensionaler K—Vektorraum und 5 € Bilg (V, V') nicht-ausgeartet. Es gelte
B(x,y) = 0 genau dann, wenn auch B(y,x) = 0 gilt. Dann ist S entweder symmetrisch, d.h. es
gilt

B(z,y) = B(y,x) firallex,y eV

oder schiefsymmetrisch, d.h.

Bx,y) = —PB(y,x) firallez,yecV .

Beweis.
Da [ nicht ausgeartet ist, folgt aus Satz[6.2.9, dass es einen Endomorphismus f : V' — V gibt,
so dass fiir alle z,y € V gilt

By, z) = B(f(x),y).

Betrachte nun ein beliebiges xy # 0 aus V' und den zugehérigen eindimensionalen Vektorraum
M = spany (o) mit der Menge der dazu orthogonalen Vektoren M+ = {y € V|B(zq,y) = 0}.
Wegen der vorausgesetzten Verschwindenseigenschaft von 3 folgt fiir alle y € M+

0= ﬁ(y,x) = ﬁ(f(I),y),

also, da 3 nicht entartet ist, dass f(z) €t (M*) = M. Daher muss z also Eigenvektor von f
sein. Da aber € V' beliebig war, kann f nur ein Vielfaches der Identitét sein, f = Aidy. Aus

B(z,y) = B(f(y),z) = B(f(x), f(y)) = A\2B(x,y) fiir alle z,y € V folgt schlieflich A = +£1. O
Definition 6.2.18
1. Eine Bilinearform € Bilg(V, V), fiir die
B(x,x) =0 fiirallex eV

gilt, heifit alternierende Bilinearform.
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2. FEine nicht-ausgeartete alternierende Bilinearform heifit auch symplektische Bilinearform.
Ein Vektorraum mit einer  symplektischen Bilinearform heifit ein
symplektischer Vektorraum.

Bemerkungen 6.2.19.
1. Fiir jede alternierende Bilinearform gilt

0=p3(z+y,z+y) =By + By, z);

sie ist also schiefsymmetrisch. Fiir schiefsymmetrische Bilinearformen gilt nur fg(z,z) =
—B(x,x), also 2 - B(x,z) = 0. Gilt im Kérper K, dass 1+ 1 # 0 ist, so ist jede schiefsym-
metrische K-Bilinearform auch alternierend.

2. Eine Bilinearform ist schiefsymmetrisch, falls fiir jede Basis B fir B = Mg(f) gilt
B! = —B. Eine solche Matrix heifit schiefsymmetrisch. Eine Matrix mit B* = B heift
symmetrisch. Aus B' = —B folgt fiir B € M(n x n, K)

det B = det B' = det(—B) = (—1)"det B .

Gilt im Korper K, dass 1 + 1 # 0 ist, so muss n gerade oder det B = 0 gelten. Uber
Kérpern mit char(K') # 2 haben symplektische Vektorrdume also gerade Dimension.

Satz 6.2.20.
Sei 8 eine symplektische Bilinearform auf einem K—Vektorraum V'; im Korper K gelte 1+1 # 0.
Dann besitzt V' eine symplektische Basis, d.h. eine geordnete Basis

B: (ulavlv"'7umavm)7

in der die darstellende Matrix die Block-diagonale Form

H = (_01 (1)> € M2 x 2, K)

hat. Insbesondere ist dimyg V' gerade.
Die Determinante jeder schiefsymmetrischen Matrix B € M(n x n, K) ist ein Quadrat im
Korper K.

Beweis.
e Sei u; # 0 beliebig, u; € V. Da 8 nicht-ausgeartet ist, finde einen Vektor v; € V mit
B(u1,v1) = 1 und somit auch f(vq,u;) = —1. Die Familie (u1,v;) ist linear unabhéngig.

Denn gilt A\u; 4+ pv, = 0, so folgt

0= B(Auy +pvi,v1) =X und 0= B(Auy + pvr,ug) = —p

Auf dem Untervektorraum spany (uy, v;) =: Uy wird die Einschrankung von § in der Basis
(u1,v1) durch die Matrix H dargestellt.
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e Betrachte das orthogonale Komplement Ui-. Es ist U; N Ui- = {0}, denn sei v € U; N U
Wegen v € U, schreiben wir v = Au; + pv;. Es folgt dann aus v € Ui

0=pwuv)=A und 0=73v,u)=—p.

Da ( nicht ausgeartet ist, folgt aus Bemerkung [6.2.16]4, dass dimg V' = dimg U; +
dimg Ui+, und somit

V=U®aoU
Die Einschrénkung S|+ auf den Untervektorraum Uit ist alternierend. Sie ist auch nicht
ausgeartet: angenommen, es gibe vy € U, vy # 0 mit B(vp,v”) = 0 fiir alle v” € Ui
Schreibe dann ein beliebiges v € V' wegen der direkten Summerzerlegung von V' in der
Form v = v/ +v” mit v' € U; und v” € U;". Dann gilt

5(?)0,7)) :5(U07vl)+ﬂ(00>vﬂ) =04+0=0

im Widerspruch zu der Annahme, dass g auf V' nicht ausgeartet ist. Also trégt der Unter-
vektorraum [ ‘Ulj_ eine symplektische Form, und wir kénnen vollstédndige Induktion nach
der Dimension von V' anwenden.

e Fiir die letzte Aussage beachten, wir, dass, wenn [ ausgeartet ist, det B = 0 ohnehin ein
Quadrat ist. Ist 8 ausgeartet, so gilt in der symplektischen Basis det Mg(f) = 1. Aus der
Transformationsformel [6.2.8/1. folgt det(B) = det(S)? det Mp(3) = det(S)2.

g

6.3 Tensorprodukte

Bevor wir symmetrische Bilinearformen studieren, wollen wir eine etwas abstraktere Begriffs-
bildung einfiithren. Dazu iiberlegen wir uns als Vorbereitung;:

Definition 6.3.1
Sei K ein Korper und seien V,W und X gegebene K-Vektorrdume. Dann ist eine K-
bilineare Abbildung eine Abbildung

a: VxW—=X

die in beiden Argumenten K-linear ist, also a(Av+XNv', w) = Aa(v, w)+Na(v', w) und a(v, A\w+
Nw') = Aa(v,w) + Na(v,w') fir alle \, N € K und v,v' € V, w,w' € W.

Sei B eine Basis von V' und B’ eine Basis von W. Eine bilineare Abbildung « ist durch ihre
Werte a(b, V') mit b € B und V' € B’ festgelegt, vgl. Betrachtung [6.2.4]

Offenbar ist dann fiir jede lineare Abbildung ® : X — X’ auch die Abbildung ® o « :
V x W — X’ bilinear. Wir stellen uns die Frage, ob es fiir je zwei K-Vektorraume V, W einen
“universellen” K-Vektorraum U mit einer “universellen” bilinearen Abbildung x: V x W — U
gibt, so dass eine beliebige bilineare Abbildung 5 : V x W — X dann so durch eine lineare
Abbildungen ® : U — X in der Form § = ® o k beschrieben werden kann.

Definition 6.3.2
Das Tensorprodukt zweier K-Vektorrdume VW ist ein Paar, bestehend aus einem K-
Vektorraum V @ W und einer bilinearen Abbildung

k: VW — VoW
(v,w) = VW
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mit der folgenden universellen Eigenschaft: zu jeder bilinearen Abbildung
a: VxW—=X
gibt es genau eine lineare Abbildung ¢, : V @ W — X mit o = ¢, o k. Als Diagramm:

VXW-—">VeW

-~
e
o 7
l L 7 Aga
X

Betrachtung 6.3.3.

1. Damit ist die Theorie bilinearer Abbildungen auf die Theorie linearer Abbildungen zuriick-
gefiihrt.

2. Wir zeigen zunéchst, dass das Tensorprodukt, wenn es denn existiert, bis auf eindeutige
Isomorphie eindeutig ist. Angenommen, wir héatten zwei solche universelle Abbildungen

k: VW= VeW E: VWS VeWw.

Man benutzt die universelle Eingeschaft von x und findet fiir die spezielle bilineare Ab-
bildung & eine eindeutige lineare Abbildung ®: : V@ W — VW mit ®; o k = k.

Durch Vertauschen der Rollen erhilt man ebenso eine lineare Abbildung ®, : VW —
V @ W mit &, o K = k. Die Abbildungen x = idygw o kK und ®, o @ o k beschreiben die
gleiche bilineare Abbildung V x W — V ® W. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der
universellen Eigenschaft folgt ®, o &z = idygw. Als Diagramm:

VeWw

|
K .
Y

VxW—sVW
K |

X | D
Y

VeWw

Analog folgt @ o @, = idy gy, (Man schaue sich jetzt noch einmal den Beweis von Satz

und Satz|3.4.10| an.)

3. Um die Existenz des Tensorprodukts zu zeigen, wihlen wir eine Basis B := {b1, b2, ...}
von V und B' := {b},b},...} von W. Da eine bilineare Abbildung durch ihre Werte auf
allen Paaren (b;,0}) eindeutig festgelegt ist, brauchen wir uns nur einen Vektorraum zu
verschaffen, fiir den eine Basis durch diese Paare indiziert wird. Sei also V' ® W der
Vektorraum der K-wertigen Funktionen auf der Menge B x B’, die nur fiir endlich viele
Elemente einen Wert ungleich Null annehmen. Wir bezeichnen mit b;®b; die Funktion, die
auf dem Paar (b;,b;) den Wert Eins und sonst den Wert Null hat. Die bilineare Abbildung
K ist dann gegeben durch (b;, V) = b; @V Sie erfiillt die universelle Eigenschaft, denn der
bilinearen Abbildung @ : V x W — X wird die eindeutig bestimmte lineare Abbildung

Dy 1 VW — X mit &, (b; @) = a(b;, V) zugeordnet.

J

4. Insbesondere ist fiir endlich-erzeugte Vektorrdume V, W die Dimension des Tensorpro-
dukts gleich dimg V @ W = dimg V - dimg W.
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5. Die Elemente von V ® W heiflen Tensoren. Wir schreiben auch v ® w fiir x(v, w). Dann
folgt aus der Bilinearitdt von x sofort

(AMv1 + Ave) @ w = A\ju; @ w+ Ave @ w und v @ (Ajw; + Aawz) = v @ A\jwy + v @ Agws .

Die Elemente der Form v ® w mit v € V und w € W heiflen Tensorprodukte. Die Tensor-
produkte erzeugen V ® W, aber nicht jedes Element von V ® W ist das Tensorprodukt
eines Vektors v € V und w € W.

Betrachtung 6.3.4.

e Je zwei K-lineare Abbildungen
O W —w
induzieren eine K-lineare Abbildung der Tensorprodukte
PRV : VoW -V oW

Dazu betrachten wir das Diagramm:

VxW VoW
|
@X\I/l 1 NPRW
Y
V' x W' Ve W’

Da die Abbildung ® o (® x W) offenbar bilinear ist, existiert nach der universellen Eigen-
schaft der Tensorprodukts die lineare Abbildung ® ® W. Diese erfiillt also

(PRV)(vw)=>o(v)®@V(w) .
e Seien BY) BV BW) BMW') geordnete Basen. Dann gilt

(@200 @ b)) = o) @ v !™) Z MEC) (@), @ ME) (),;60)

Daher ist die darstellende Matrix von ¢ ® W beziiglich der Basen bgv) ® b§-W) von V@ W
und b;(,vl) ® b((]W/) von V @ W gleich

M(Cb ® \I])(pvq)v(ivj) = M@))p,i : M(\II)QJ .

Bemerkungen 6.3.5.
1. Aus der Bilinearitdt von k folgt, dass auch das Tensorprodukt von Abbildungen bilinear
ist:
()\1(1)1 +)\2(I)2) ®‘IJ - )\1@1 ®\IJ+>\2<D2®\IJ
(I) ® ()\1‘;[/1 -+ >\2\I/2> == (I) ® )\1\111 -+ (I) ® )\2\112
2. Ebenso folgt fiir Vektorrdume die Vertraglichkeit mit direkten Summen:

VieWV)eoW=VieW)e (VaeW),

und analog im anderen Argument.
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3. Man hat kanonische Isomorphismen

auv,w : U®(V®W) — (U®V)®W
U (vRw) — (LRV)w

mit deren Hilfe man die K-Vektorrdume U ® (V @ W) und (U ® V') @ W identifizieren
kann. Das Tensorprodukt ist dann assoziativ.

4. Man hat kanonische Isomorphismen

KV — V
ARQU = A-w

mit Umkehrabbildung v — 1 ® v, mit deren Hilfe man den Grundkorper K als Eins unter
dem Tensorprodukt auffassen kann.

5. Man hat kanonische Isomorphismen

Cuyv : UV — VU
URU —= vRu ,

mit deren Hilfe man die Faktoren vertauschen kann. Es gilt ¢y o cpy = idpgy.

6. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung

VieWw*s - (VeoW)*
a®f = (vew=al)- fw))

ein Isomorphismus.
7. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung

V*@W — Homg(V,W)
aw = (v a(v)w)

ein Isomorphismus.

6.4 Quadratische Formen

Definition 6.4.1

1. Sei V' ein K—Vektorraum. Eine quadratische Form auf V' ist eine Abbildung

q: VoK
mit den beiden Eigenschaften:

(QF1) Fiir alle A € K und v € V gilt ¢(Av) = \q(v).
(QF2) Die Abbildung

Byt VXV K
(v,w) = q(v+w) — q(v) — q(w)

ist eine Bilinearform auf V.
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2. Fine quadratische Form q heifit nicht-ausgeartet, wenn die zugehérige Bilinearform [3,
nicht-ausgeartet ist.

Bemerkungen 6.4.2.
1. Sei V = K; dann ist ¢ : K — K mit  — c2? mit ¢ € K eine quadratische Form. Denn
es gilt
q(A\x) = c(Az)? = Nex? = Nq(z) |
und
By(x,y) = c(x +y)? — ca® — ey? = 2cxy
ist eine Bilinearform auf K. Die Form ist nicht-ausgeartet genau dann, wenn ¢ € K \ {0}

gilt.
2. Allgemeiner sei V = K" und C = (¢;;) € M(n x n, K). Dann ist
q(z) = 2'Ca = Z TiCii;
1,J
eine quadratische Form auf K™.

3. Offensichtlich ist die zu einer quadratischen Form gehérige Bilinearform symmetrisch:
ﬁq(xa y) = Bq(ya ZZ')

Satz 6.4.3.
Sei K ein Korper, in dem 141 # 0 gilt. Dann entsprechen sich quadratische Formen iiber einem
K—Vektorraum V' und symmetrische Bilinearformen § € SBilg(V, V') umkehrbar eindeutig:

QF(V) — SBilg(V, V)

q+— By
SBilk(V,V) — QF(V)

B qs
mit gg(z) = 271 B(z, x) .

Beweis.
1. Wir untersuchen fiir eine gegebene symmetrische Bilinearform 3 die Abbildung ¢z : V —
K. Dazu bilden wir

qs(z +y) — qs(v) — qs(y)

- % Bz +y,xz+y)— Bz, z) — By, y))

- % (B(w,y) + By, x)) = B(=,y) -

was tatsdchlich eine Bilinearform ist, so dass (QF2) fiir g erfiillt ist. Ferner gilt

1
qs(A\z) = 55()\1‘,)\1‘) = Nqs(7) .
Also gilt auch (QF1) und gg ist eine quadratische Form, zu der die Bilinearform f gehort.
Die Gleichung
Bz, y) = qs(z +y) — qs(x) — qs(y)
heilt Polarisierungsformel fiir die Bilinearform f.
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2. Sei umgekehrt eine quadratische Form ¢ gegeben, zu der eine Bilinearform j3, gehort.
Dieser wird nach 1. die folgende quadratische Form zugeordnet:

1

Sl 7) = 3 (ale + ) — a(a) — a(e) = gl)

Satz 6.4.4. Normalform fiir quadratische Formen

Sei K ein Korper, in dem 1+ 1 # 0 gilt. Sei V' ein endlich-dimensionaler K—Vektorraum und [
eine symmetrische Bilinearform auf K. Dann existiert eine geordnete Basis B = (by, ..., b,) von
V, in der die darstellende Matrix Mp(/3) eine Diagonalmatrix ist, d.h. §(b;,b;) = 0 fiir i # j.

Beweis.
Durch vollstédndige Induktion nach n := dim V. Fiir den Induktionsanfang n = 1 ist nichts zu
zeigen.

e Gilt gz(v) = 0 fiir alle v € V, so folgt aus Satz p =0, also Mg(8) = 0, in jeder
Basis B von V. In diesem Fall ist der Satz trivialerweise wahr.

e Sei also by € V' mit ¢g(by) # 0. Die Linearform

p: VoK
Vi /B(bla U)
ist wegen (b)) = 5(b1,b1) # 0 nicht die Nullform. Also ist die Dimension des Untervek-

torraums
U:=kerop

gleich dimg U = n — 1. Nach Induktionsannahme finde eine geordnete Basis (bo, ..., b,)
des Unterraums U mit §(b;,b;) = 0 fiir ¢ # j und 4,5 > 2. Wegen by & U ist (by,...,by)
eine geordnete Basis von V. In ihr hat die Bilinearform 5 wegen

B(b1,b;) = (b)) =0 fir i=2,...,n
die gewiinschte Diagonalgestalt.

g

Die diagonalisierende Basis B aus Satz ist nicht eindeutig. Auch die Diagonalelemente
sind nicht einmal bis auf die Reihenfolge eindeutig. Allerdings haben kongruente Diagonalma-
trizen die gleiche Anzahl rq von Nullen auf der Diagonale.

Lemma 6.4.5.
Der Nullraum einer symmetrischen Bilinearform /S auf einem K-Vektorraum V' ist der Unter-
vektorraum

N(@B)={veV | pv,w)=0firallew eV} CV.
Fiir jede diagonalisierende Basis wie in Satz gilt

N(B) = spang{b; | 5(b;,b;) =0} .
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Beweis.

“D” Sei i so gewihlt, dass fiir das Basiselement b; 5(b;,b;) = 0 gilt. Dann ist fiir jedes w =
Z?:l U)jbi eV

B(bi,w) = w;Bbi,b;) = wi(bi, b;) =0,
j=1
also gilt b; € N(5). Da N(8) ein Untervektorraum ist, gilt auch span,{b; | «; = 0} C
N(B).
“C” Sei v € N(B). Schreibe v =37, v;b; und finde

0=p5(v,b) = Zvjﬁ(bja bi) = viB(bi, bi); -
j=1
Ist 5(b;, b;) # 0, so ist v; = 0. Also ist jedes v € N(f3) eine Linearkombination derjenigen

Basisvektoren b; mit 3(b;, b;) = 0. also v; = 0.

g

Der Vergleich der Dimensionen zeigt dann die Gleichheit ry = dimg N(3). Da der Nullraum
nicht von der Wahl einer Basis von V' abhingt, ist auch ry als Dimension der rechten Seite
basisunabhéngig. Ist Mp(5) = diag(ay,...,ay), so ist f genau dann nicht-ausgeartet, wenn
det Mp(5) # 0 gilt, also genau dann, wenn «; # 0 fiir alle j gilt, also wenn 7y = 0 gilt.

Bemerkung 6.4.6.
Man kann den sogenannten Wittschen Relationensatz E| zeigen:
Seien «y, 5; € K und gelte die Kongruenz von Diagonalmatrizen

diag(an, ..., o) = diag(B. ... ) -

Dann lésst sich das n—Tupel (ay, ..., q,) durch das fortgesetzte Anwenden der folgenden drei
elementaren quadratischen Umformungen in das n-Tupel (34, ..., 3,) iiberfithren:

1. Vertauschen zweier Eintrége

2. Multiplikation eines Eintrags mit einem Quadrat aus K*.

3. Ersetzen von (y1,72) in (71,...,7v,) durch (v + 72, (M1 + 72)1172), falls 41 + 72 # 0
(Wittsche Relation).

Fiir den Beweis verweisen wir etwa auf F: Lorenz, Lineare Algebra II, Kapitel VII §2.

Wir wollen nun speziell quadratische Formen iiber den Kérper C und R der komplexen bzw.
reellen Zahlen untersuchen.

Satz 6.4.7.
Sei V ein endlich—dimensionaler C—Vektorraum und

G:VxV—=C

4Ernst Witt, 1911-1991, 1939-1991 Professor in Hamburg. Biographie unter http://www-history.mes.st-
andrews.ac.uk/Biographies/Witt.html
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eine symmetrische Bilinearform. Dann existiert eine geordnete Basis B von V, in der die dar-
stellende Matrix die Gestalt

Mgp(B) = diag(1,...,1,0,...,0)
—— ——

T T0o

hat. Die nicht-negativen ganzen Zahlen r und ry sind durch g eindeutig bestimmt und héngen
nicht von der Wahl der geordneten Basis B ab.

Beweis.
Wegen Satz gibt es eine geordnete Basis B’ = (b}, ...,b)), in der gilt
Mg (5) = diag(ay, ..., )

Setze b; := ;b mit

1 .
N falls a; # 0
1 falls a; =0 .

Wir finden
B(bs, bs) = 77380, V) = viryedi -
Es folgt fiir a; = 0 die Gleichung £(b;, b;) = 0 und fiir «; # 0 die Gleichung

Q;
Durch Umnummerierung erhélt man die gewiinschte Form.
Die Unabhéngigkeit von ry und somit auch von r von der Wahl der geordneten Basis B
folgt aus Lemma [6.4.5] U

Fiir quadratische Formen iiber R ist die Situation etwas komplizierter, weil nicht jede reelle
Zahl Quadrat einer reellen Zahl ist.

Satz 6.4.8. Sylvesterscher Trigheitssatz
Sei V ein endlich—dimensionaler R—Vektorraum und

B: VxV R

eine symmetrische Bilinearform. Dann existiert eine geordnete Basis B von V', in der die dar-
stellende Matrix die Gestalt

Mg(p) = diag(1,...,1,—-1,—1,...,—1,0,...,0)
N—— — S ———
T4 r_ 0

hat. Die nicht-negativen ganzen Zahlen r,,r_ und ry sind durch § eindeutig bestimmt und
héngen nicht von der Wahl der geordneten Basis B ab.

Beweis.
e Wegen Satz gibt es eine geordnete Basis B’ = (b),...,b,), in der gilt

MB'(ﬂ) = dia‘g(ah B uan>
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Setze b; := ;b mit

! falls a;; # 0
Yi = Vel alls a; #
1 falls a; =0 .

Wir finden
B(bi, by) = vy B(0;, b)) = vy -
Es folgt fiir o; = 0 die Gleichung 3(b;, b;) = 0 und fiir o; # 0 die Gleichung

B(biby) = ,z—| = sign(ay) € {£1} .

Durch Umnummerierung erhélt man die gewiinschte Form.

Wir wissen schon aus Lemma [6.4.5] dass rq als Dimension des Nullraums von S nicht von
der Wahl der diagonalisierenden Basis abhéngt.

Wir zeigen:
ry = max{dimg W | W C V Untervektorraum mit ¢(v) > 0 fur alle v € W\ {0}} .

Die rechte Seite bezeichnen voriibergehend mit m. Aus dieser Darstellung von 7, folgt
sofort, dass r, und damit auch r_ nicht von der Wahl der Basis B abhéngt. Zum Beweis
betrachte zunéchst den Untervektorraum

Wy := spang{bi,..., b }.

Fiir
T+
U:ZUjbjGWO\{O} mit UjER
j=1
gilt wegen [(v,v) = 2q(v):
T4 T4
2q(v) = B(v,v) = Y viw;B(bi, by) = Y (1:)* > 0.
ij=1 i=1

Daraus folgt die Ungleichung
m > dimg Wy =1, .

Um die entgegengesetzte Ungleichung zu zeigen, zeigen wir, dass in jedem Untervektor-
raum W von V mit dimg W > r ein Vektor v € W\ {0} mit ¢(v) < 0 existiert. Sei also
dimg W > r,. Wegen

dimg W + dimg spang {b,, +1,...,b,} > rp + 1o+ 7r_ =dimp V

finde mit Satz ein v # 0 in
v e W nNspang{by, 41,...,bn} ,

Es gibt also ein v € W, das die Darstellung
v = Z v;b; mit wv; €R
j=r++1
besitzt. Aus dieser Darstellung folgt die gewiinschte Ungleichung:

n

2q(v) = Bv,v) = > (v;)*B(b;b;) <0

Jj=r++1
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e Analog gilt

r— =max{dimg U | U C V mit ¢(v) <0 fir alle v € U \ {0}} .

Definition 6.4.9
Sei V' ein R-Vektorraum.

1. Eine quadratische Form

heil3t

qg: V=R

positiv definit, falls g(v) > 0 fiir allev € V mit v # 0 gilt, d.h. falls r_ = rq = 0 gilt.

negativ definit, falls q(v) < 0 fiir alle fiir alle v € V mit v # 0 gilt, d.h. falls
ry =19 =0 gilt..

positiv semidefinit, falls q(v) > 0 fiir allev € V' gilt, d.h. falls r_ = 0 gilt.
negativ semidefinit, falls q(v) < 0 fiir alle v € V' gilt, d.h. falls r, = 0 gilt.

indefinit, falls es vy mit q(vy) > 0 und vy mit q(vy) < 0 gibt, d.h. falls r > 0 und
r_ > 0 gilt.

2. Sei q nicht-ausgeartet, d.h. es gelte ro = 0. Dann heifit die ganze Zahl

sgn(q) :==ry —7r_

die Signatur von q und r_ auch der Trédgheitsindex von q.

Betrachtung 6.4.10.
Betrachte quadratische Formen ¢ : R? — R und versehe den Vektorraum R? zusétzlich mit dem
euklidischen Standardskalarprodukt (-,-). Wir interessieren uns fiir die euklidische Geometrie

der Urbilder

g '(p):={reR?| g(z)=p} fir peR.

Die Elemente von ¢~!(p) sind also die Vektoren (z;,xs) € R?, deren Koordinaten eine quadra-
tische Gleichung erfiillen, die durch ¢ gegeben ist.

1. Sei die quadratische Form ¢ positiv definit. Offenbar ist

fiir p < 0 das Urhild ¢ *(p) =0,
fiir p=0 das Urhild ¢ *(0) = {0} .

Fiir p > 0 nennen wir ¢~!(p) eine Ellipse.

Sei nun

S' = {z € R ||z]| = 1} .

der Einheitskreis in der euklidischen Ebene. Wir zeigen: £ C R? ist genau dann eine
Ellipse, wenn es eine invertible lineare Abbildung 7' € GL(2,R) gibt, so dass E = T'(S')

gilt.

Bewelis.
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< Esist v € T(S') genau dann, wenn T 'v € S! gilt, also wenn (T 'v, T~ 'v) = 1.

Betrachte also die symmetrische Bilinearform §(z,y) := (T 'z, T 'y), die offensicht-

lich positiv definit ist und uns die positiv definite quadratische Form ¢(x) = 15(z, x)

2
liefert.

= Sei ¢ eine positiv definite quadratische Form und /3 die zugehérige symmetrische Bi-
linearform. Sei B die Standardbasis des R%. Nach dem Sylversterschen Triigheitssatz
existiert eine Basis B’ des R?, in der die darstellende Matrix von 3 die folgende
Diagonalgestalt hat:

Mp/(B) = ((1) (1)) =Ey.
Setze T := T € GL(2,R) und finde fiir die darstellende Matrix beziiglich der
Standardbasis mit der Transformationsformel aus Satz [6.2.6:
Mg(8) = T* My (8)T = T'T .
Daher gilt fiir v € ¢71(p)
2p = 2q(v) = B(v,v) = v'Mg(B)v = v'T"Tv = (Tv)" (Tw) = || Tv]|*.
Daher ist q(v) = p genau dann, wenn ||Tv||? = 2p gilt, also

-1 _ 1 -1 1
q (P)—ET (') .

g

2. Ist die quadratische Form ¢ negativ definit, so ist —¢ positiv definit. Dieser Fall liefert
also keine neuen Geometrien.

3. Fiir den indefiniten Fall finde eine geordnete Basis B’ = (b1, by) von R?, in der die dar-
stellende Matrix der Bilinearform [ zu ¢ die Diagonalgestalt

My () = ((1] _01)

q_l(()) ={v=wv1b; + vaby € ]R2| vf — vg = (vy + v9)(v1 —v9) =0}

hat. Es ist

Wir finden als Urbild also ein Geradenkreuz aus zwei Ursprungsgeraden mit Richtungs-
vektoren by & by in der Ebene. Fiir p # 0 nennen wir ¢~!(p) eine Hyperbel. Wir fithren
die Standardhyperbel ein:

H' = {z € R?|(21)? — (22)? = 1} .

Wie fiir Ellipsen zeigt man: H C R? ist genau dann Hyperbel, wenn es ein T € GL(2,R)
gibt, so dass H = T(H") gilt.

Eine Hyperbel hat zwei Zweige, etwa fiir p > 0:

g (p) = {v =v1by +vaby € R vy = /2p + v3}U{v = v1by +vaby € R?|vy = —1/2p + v3}

N 4
N 7

N 7/
\ Y
AN 7
Y e
N Y
AN e
Nz -
>
—p s N p U1
Y N
7 AN
e Y
Y N
e AN

4 N
7 N
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4. Schliellich betrachten wir den Fall, dass [ positiv semi-definit, aber nicht positiv defi-
nit ist. In diesem Fall finden wir eine geordnete Basis B’ = (by,bs) von R? in der die
darstellende Matrix der Bilinearform die Diagonalgestalt

Mp/(8) = <(1) 8)

¢ (p) = {v=vibi +vaby € R* | (11)* = 2p} .

Man findet also fiir p < 0 die leere Menge, fiir p = 0 die by-Achse und fiir p > 0 zwei
affine Geraden parallel zur bs-Achse.

hat. Es ist

Betrachtung 6.4.11 (Kegelschnitte).
e Die quadratische Form auf R"™ mit

Q@ (Z xz‘ez’) = i(%)2 - (%)2

=1

heifit Minkowski-Form. Sie ist nicht-ausgeartet mit r, =n —1und r_ = 1. Fiir n =4
spielt sie eine zentrale Rolle in der speziellen Relativitédtstheorie. Die dieser Theorie zu
Grunde liegende Mathematik ist {ibrigens (weitgehend) lineare Algebra.

e Betrachte den Doppelkegel in R3
C=Q7Y0) = {z € R?| (23)° = (21)* + (22)*}
— e Rna=£ (2]}
2
A xs

e Wir wollen die Schnitte des Doppelkegels C' mit einer beliebigen affinen Ebene F = p+ Ej

in R? studieren, wobei p € R? und E; ein Untervektorraum der Dimension dimg Ey = 2
ist.
Dazu betrachten wir die Einschrinkung ¢ := Q|g, der Minkowski-Form ) auf die Ebene
Ey. Wir bezeichnen die zur Minkowski-Form @) gehorende Bilinearform mit B(-, -) und die
zum quadratischen Raum (Ey, ¢) gehorende Bilinearform mit §(-, ). Aus der Berechnung
von 74+ in Satz folgt, dass diese Indizes fiir die Einschriankung ¢ von () auf einen
Untervektorraum kleiner sein miissen, also v, < 2 und r_ < 1.

Andererseits ist ¢ nicht negativ definit: denn () ist positiv definit auf dem zwei-
dimensionalen Untervektorraum FE; := Re; + Rey, C R?, und wegen
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enthélt Ey einen nicht-verschwindenden Vektor v € Ej, fir den ¢(v) = Q(v) > 0 gilt.
Also ist ry > 1.

Wir miissen also fiir den zweidimensionalen quadratischen Raum (Ey, q) die folgenden
drei Fille unterscheiden:

Fall ‘ ry ‘ r_ ‘ ro

I 2,010
Imjy1}71,0
Im 110 |1

In den ersten beiden Féllen I,IT ist der zweidimensionale quadratische Raum (FEy, ¢) nicht
ausgeartet. Wir iiberlegen uns nun, dass dann der Fulpunkt p € E der affinen Ebene in
R3 so gewiihlt werden kann, dass B(z,p) = 0 fiir alle x € Ej gilt. Daraus folgt sofort:
fir € Ey gilt x +p € C, genau fiir 0 = Q(x + p) = q(z) + Q(p), also ist die gesuchte
Schnittkurve

CNE=q'(-Qp) +p. (*)
Dann koénnen wir C'N E so untersuchen wie in Betrachtung [6.5.10]

Beweis:

Sei pg € E beliebig. Da die Bilinearform g auf dem Untervektorraum FEj in den Féllen
LIT nicht ausgeartet ist, finde y € Ey mit B(x,py) = B(x,y) fiir alle z € Ey. Setze
p:=po—y € E. Dann gilt B(z,p) = B(x,py) — B(x,y) = 0 fiir alle z € Ej.

Wir zeigen, dass fiir diesen Fulpunkt p € E die folgenden drei Aussagen dquivalent sind:

(a) p=0,
(b) Q(p) =0,
(c) E = Ey.

Die Aussage (a) = (b) ist trivial.

(b) = (c) Gelte also Q(p) = 0. Wire E # Ey, so wire p € Fy, also B(v,p) = 0 fiir alle
v € R3, da p und E, dann ganz R? erzeugen. Dies ist im Widerspruch dazu, dass die
Minkowski-Form @Q auf R? nicht ausgeartet ist; also folgt F = Fy, also (c).

(¢) = (a) Gilt (c), ist also E = Ey, so ist p € E = Ey, also gilt 5(p, z) = 0 fiir alle x € E.
Da aber die quadratische Form ¢ auf Ey nicht ausgeartet sein soll, folgt daraus p = 0,
also (a).

Im Fall T gilt mit dem eben gefundenen p die Ungleichung Q(p) < 0.
Beweis:
Wire Q(p) > 0, so wére p # 0 und, wie eben gezeigt, deswegen p & Ej.

Jedes v € R3 lieBe sich dann in der Form v = tp + 2 mit ¢t € R und = € E, schreiben. Es
gilte also fiir jedes v € R3

Q(v) = *Q(p) + 2tB(p, x) + Q(z) = £*Q(p) + q(x) > 0,

im Widerspruch zur Tatsache, dass die Minkowski-Form ) auf R? indefinit ist.

Damit gibt es nach Betrachtung [6.4.10/1 zwei Unterfille bei der Diskussion von (*) im
Fall I:

—ist p = 0, so ist F ein zweidimensionaler Untervektorraum und C N E = ¢ 1(0) ein
Punkt, der Ursprung.

—ist p # 0, so ist E eine affine Ebene und C N E = ¢ 1(—(Q(p)) + p eine Ellipse.
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e Im Fall IT ist ¢ indefinit. Wie in Betrachtung[6.4.10]3 unterscheiden wir bei der Diskussion
von (x) zwei Unterfille:
—ist p = 0, so ist E ein Untervektorraum und C' N E = ¢ !(0) ein Geradenkreuz mit
Schnitt im Ursprung.
—ist p # 0, so ist E eine affine Ebene und C N E = ¢~ }(—(Q(p)) + p eine Hyperbel.

e Im Fall IIT kénnen wir nicht mehr p € E so wihlen, dass B(z,p) = 0 fiir alle z € E, gilt.
Allerdings gilt
r+peC & Blx+pr+p =qlx)+l(x)+c=0
mit ¢ := Q(p) € R und der Linearform [(z) = B(z,p).
— Fiir eine Ebene durch den Ursprung, £ = Ey, wahlen wir p = 0 und erhalten mit ¢ =0
und [ =0
CNE={xe€Ey|q(x) =0}
was nach Betrachtung [6.4.1014 eine Ursprungsgerade ist.

— Ist E eine affine Ebene, so kann man zeigen, dass man eine Parabel erhélt, also in einer
geeigeneten Basis eine Menge der Form P = {v = v1by + vaby | v3 = a(vy + b)? + d}.

o Wir fassen die Situation zusammen:

Typ q Raum E CNE
I | nicht-ausgeartet: positiv definit | linear Punkt {0}
affin Ellipse
II nicht-ausgeartet: indefinit linear | Geradenkreuz mit Schnitt im Ursprung
affin Hyperbel
11 positiv semidefinit linear Ursprungsgerade
affin Parabel.

Ellipse
Kreis Hyperbeln

Von Original uploader was Duk at en.wikipedia, von http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Conicsections2.png kopiert und mit deutschen Unterschriften

versehen., CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=30378402
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6.5 FEuklidische Vektorriaume

Definition 6.5.1

1. Sei V' ein R—Vektorraum. Eine positiv—definite symmetrische Bilinearform

(,): VXV >R
heiBt ein (euklidisches) Skalarprodukt.
2. Das Paar (V, (-,-)) heifit euklidischer Vektorraum.

3. Die Funktion || - | : V — Rxg
2]l =/ (, 2)

auf einem euklidischen Vektorraum heif3t Norm.

Beispiele 6.5.2.
1. Auf V. =TR" heiBt (z,y) := >, z;y; = 2'E,y das Standard-Skalarprodukt.

2. Der reelle Vektorraum C°([a, b, R) der stetigen Funktionen auf dem abgeschlossenen In-
terval [a,b] wird durch

() = [ falgta)da

zum euklidischen Vektorraum. Der Konvergenzbegriff beziiglich der zugehérigen euklidi-
schen Norm ist die Konvergenz im quadratischen Mittel. Sie tritt bei der Betrachtung der
Fouriertransformation auf.

3. Untervektorraume und direkte Summen euklidischer Vektorraume sind euklidische Vek-
torrdume. Fiir die direkte Summe setzen wir (z + x2, y1 + yo) := (1, 1) + (T2, y2).

Satz 6.5.3 (Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung).
Sei (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt fiir alle x,y € V'

[z )| < llzllllyll-

Gleichheit gilt genau dann, wenn die Familie (z,y) linear abhéngig ist.

Beweis.

e Ohne Einschriankung sei V' = spang{z,y}. Ist dimg V' < 1, so gilt das Gleichheitszeichen:
dann ist etwa x = Ay und somit

(@, y)| = [Al[(z, ) = |l=[] - |yl

e Sei also dimg V' = 2. Dann ist (z,y) eine geordnete Basis von V, in der das Skalarprodukt
durch die 2 x 2-Matrix

dargestellt wird.
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e Nach dem Sylversterschen Tragheitssatz ist B als positiv definite Matrix kongruent
zur Einheitsmatrix, B = S'S, mithin det B = det(S?) det S = det(S)? > 0. Das heifit

aber:
det B = [|l=[I*[[y||* — [z, »)]* > 0.
U
Satz 6.5.4.
Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt fiir ||z|| := \/(z, z)
L. ||lz|| > 0 fir alle x € V
2. |z]|=0 & =0
3. |laz|| = |a|||z|| fir alle & € R und x € V.
4. |lx +y|l < ||z|| + |lyll (Dreiecksungleichung)
Beweis.
1.,2. sind trivial.
3. [laz|| = \/{az,az) = /a2 (z, z) = o] |z].
4. Wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt
2
lz + yll* = (2, 2) + 2z, y) + (v, 9) < l=* + 2l2lllyll + lyl* = (=l + [ly])
U

Definition 6.5.5

1. Fiir zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren x,y eines euklidischen Vektorraums heif3t

a € [0, 7] mit cosa = IISTVI@H der Innenwinkel von x und y. Notation: o = a(z,y).

2. Wir sagen auch, x stehe senkrecht auf y, wenn (x,y) = 0 gilt. Notation: zly. Dann ist
a(z,y) = 3.

Beispiel 6.5.6.
Der Vektorraum V = C° ([0, 7], R) der stetigen reellwertigen Funktionen auf dem abgeschlos-
senen Interval [0, 7] wird nach [6.5.2|2 durch das Skalarprodukt

(f.g) = / " f(@)g(a)de

zum euklidischen Vektorraum. Beziiglich dieses Skalarprodukts gilt

s

T 1
(sin, cos) = / sin(x) cos zdx = {5 sin? 4 =0,
0 0

also sin L cos.
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Aus dem Sylvesterschen Trégheitssatz folgt sofort, dass ein n-dimensionaler euklidi-
scher Vektorraum (V/ (-, -)) eine Basis B = (b1, ...,b,) besitzt, in der
MB(('? >) =Ly

gilt, d.h.
(b;,b;) =0, ; oder, was dquivalent ist:  b; Lb; fiir i # j, ||bi]| = 1.

Definition 6.5.7
FEine solche Basis heifit Orthonormalbasis. Allgemeiner heift eine Familie (vy, ..., vy) von Vek-
toren v; € V' Orthonormalsystem, wenn (v;, v;) = 0;; gilt.

Lemma 6.5.8.
Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhéngig.

Beweis.
Sei (v1, ..., vx) ein Orthonormalsystem und gelte
k
Zaivi:O mit «; € R.
i=1
Dann gilt
k
0=1(0,v;) = Zaj(vj,vi) =q; firalle i=1,...,k .
j=1
]
Lemma 6.5.9.

Ist B = (by,...,v,) eine Orthonormalbasis von V', dann gilt fiir alle v € V
v=2 (v.b)b;
i=1

Beweis.
Da B eine Basis von V ist, gibt es Koeffizienten a; € R, so dass v = Y | a;b; gilt. Wir rechnen:

<U, b]> = Z O[z‘(bi, bj> = O[j .
i=1
Il

Da euklidische Skalarprodukte symmetrische Bilinearformen sind, fallen das orthogonale
Links- und Rechtskomplement zusammen; wir bezeichnen es mit X*. Da das euklidische Ska-
larprodukt nicht ausgeartet ist, folgt nach Bemerkung .2 dim X + dim X+ = dim V fiir
jeden Untervektorraum X von V. Ferner ist XNX+ = {0}, denn aus v € XNX* folgt (v,v) =0
und somit v = 0. Da das euklidische Skalarprodukt positiv definit ist, folgt v = 0; somit ist die
Summe direkt, V = X @& X+,

Definition 6.5.10
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Sei (V,(-,-)) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und U ein Untervektorraum
von V. Dann heifit die lineare Abbildung

PUZ V-V

mit (Py)), = idy und (Py);y+ = 0 die orthogonale Projektion auf den Untervektorraum U.

Betrachtung 6.5.11.

e Ist By = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis von U und By = (b,41,...,b,) eine Ortho-
normalbasis von UL, dann ist B = B, U By = (b1,...,b,) eine Orthonormalbasis von
V.

e Es ist nach Lemma firveV

v="> (0,b;)b; =Y (v,by)b;+ > (v,b;)b; .
j=1 =1

j=r+1

N J/ J/

-~

cU eUut

Also ist

n

Py(v) = Z<v,bj>bj und  Pyo(v) = Y (v,b;)b; = (idv — Py)(v) .

j=r+1

Betrachtung 6.5.12 (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren).

e Wir wollen aus einer beliebigen Basis (vy,...,v,) eines endlich-dimensionalen euklidi-
schen Vektorraum eine Orthonormalbasis gewinnen.
1.Schritt: Setze b, := HZiH' Dies ist wegen vy # 0 definiert.

(k + 1)—ter Schritt: sei by,...,b; ein Orthonormalsystem mit spang(by,...,by) =
spang (vy, . .., vg). Dann ist

bk+1 = Ug41 — Pspan(bl...bk)vk+l = Pspan(bl.,.bk)J-(UkJrl) # 0 )

da sonst vy Linearkombination von (b; ... bx) und somit auch von (v; ... vy) wére. Setze
— Oen
[kl

byt : Dies ist ein normierter Vektor. Aulerdem gilt fiir 1 < < k

<bi7 EkJrl) = <bl7 Pspan(bl...bk)L('UkJrl» =0

e Beispiel: Der drei-dimensionale reelle Vektorraum
V={f€Rlz] | grad f < 2}

hat als eine Basis v; = 1, vy = x, v3 = 2%, Als euklidisches Skalarprodukt betrachten wir

wie in Beispiel [6.5.2]2 1
(1.9)= [ 1@gt)is
0

1
|v1]]? = /0 vide =1.
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2. Schritt: Es gilt (v9,b1) = fol z-1-dzx = 3; also setze

~ 1 1
bQZ:UQ—PUI’UQZ?JQ—ébl:ZE—ﬁ.

Um den Vektor Eg zu normieren, berechnen wir
2 1 2 1
1 1
—— ) dxr = 2 - |d
/0 (x 2) x /0 (x T+ 4> T

x3 x2+1 ! 1
=|l———=4+-z| =—.
3 2 4 12

0

Wir finden als Norm |[by| = ||z — = ﬁg’ somit als normierten Vektor by :=
2v3(z — 1).
3. Schritt: Man findet durch &hnliche Rechnung (v, b1) = 5 und (vs, bs) = %\/g Somit ist

~ 1 V3 1 1

by —a?— = 1— Y20 Br— ) =a® — 4= .

3=2"— 3 5 V3(z 2) x a:+6
Ferner ist |22 — z + §||* = 5, also setze

1
by == V180(x* — z + 6) :

Betrachtung 6.5.13.

Die allgemeinen Uberlegungen aus Kapitel zeigen, dass fiir endlich-dimensionale euklidische
Vektorraume gilt:

e Die lineare Abbildung 7 : V — V*
v <Uv >
ist ein Isomorphismus, der freilich vom euklidischen Skalarprodukt abhéngt. Es gilt also

v()(w) = (v,w) und {71 (B),w) = B(w) .
e Sei (b;) eine Orthonormalbasis. Der Vergleich der Identitéten 6;; = b} (b;) und 7 (b;)(b;) =
<bi, b]> = 51'7]‘ fiir alle Z,j = 1, o zeigt
Tv(bi> = b% .

(2

o 7y (Ut) = U° fiir jede Teilmenge U C V. In der Tat liegt ¢ € U° genau dann, wenn fiir
alle u € U gilt 0 = p(u) = (1, (¢), u). Dies ist aber dquivalent zu 7' (¢) € U+,

Satz 6.5.14.
Seien V, W endlich-dimensionale euklidische Vektorrdume und 7y, 7y die zugehérigen Isomor-
phismen. Sei F': V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt fiir die adjungierte Abbildung

Fr=r"oF* oy,

d.h. das Diagramm

V—™" W

kommutiert.
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Beweis.
Es gilt fiir allew € W und v € V

(51 o F* o mypr(w), v) = F* o i (w) (v) = 7w (w) (Fv) = (w, Fv) = (F w,v) .

Satz 6.5.15.
Seien V, W endlich—dimensionale euklidische Vektorrdume und sei F' : V — W eine lineare
Abbildung.

1. Sind A, B geordnete Orthonormalbasen von V' bzw. W, so gilt
ME (F") = Mg(F)'
2. Es gilt

Im F" = (ker F)"
ker FA = (Im F)* .

3. Ist F selbstadjungierter Endomorphismus, d.h. ist V' = W und gilt F = F", so gilt

V=kerF®Im F

und die Untervektorrdume sind orthogonal.

Beweis.
1. folgt mit der gleichen Rechnung wie im Beweis von Lemma [6.2.12]

2. Wir rechnen

Im F" =1Im (T‘}loF*OTW)

= T‘;llm (F* o 1y)

=Ty, Tm F* da 7y ein Isomorphismus ist.
=7, (ker F)° wegen Satz [6.1.13]
= (ker I’ )L wegen Satz [6.5.13]

Die Aussage iiber ker F* folgt analog.

3. Wir rechnen mit orthogonalen Zerlegungen

V=kerF@®(kerF)" =ker F&Im F) =ker F & Im F .
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6.6 Orthogonale Abbildungen

In diesem Abschnitt sei (V, (-, )) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum.

Definition 6.6.1

Die Isometrien ® eines euklidischen Vektorraums V heiflen auch orthogonale Abbildungen. Ein
Endomorphismus ® € End(V) ist also genau dann eine orthogonale Abbildung, wenn fiir alle
v,weV

(@(v), ®(w)) = (v, w)
gilt.

Lemma 6.6.2.

Seien &, ¥ € End V' orthogonale Endomorphismen. Dann gilt fiir alle v,w € V'
L. ||[®(v)]| = ||v]|, d.h. ® ist normerhaltend.
2. Fir v # 0 und w # 0 gilt

a(v,w) = a(®(v), ®(w)), d.h. ¢ ist winkeltreu

3. ® ist ein Isomorphismus und die Umkehrabbildung ®~ ist ebenfalls orthogonal.
4. Die Verkettung ® o ¥ orthogonaler Abbildungen ist orthogonal.

5. Ist A € R ein Eigenwert von ®, so gilt A = +1.

Beweis.
Die meisten Aussagen folgen direkt aus der Definition.

3.vekerd = 0=|Pw)| = |v|| = v =0, also ist ¢ injektiv; wegen dimg V' < oo folgt,
dass ® ein Isomorphismus ist.

5. Ist v # 0 Eigenvektor zum Eigenwert A € R, so gilt
[oll = l[@ull = [[Av]] = [A] - [[o],

also || = 1.

Definition 6.6.3
Sei (V, (-, -) ein euklidischer Vektorraum.

1. Die Gruppe
O(V):={® € End(V)| ® orthogonal}

heiBt orthogonale Gruppe von V', genauer von (V, (-, -)).
Die Gruppe

SO(V):={® € O(V)| det® > 0}
heiBt spezielle orthogonale Gruppe von V. Beide Gruppen sind Untergruppen von GL(V').
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2. Eine Matrix A € M(n x n,R) heit orthogonal, falls A'A = E,,. gilt.
3. Wir fiihren die Gruppen

O(n):={Ae MnxnR)|A'A=E,}
SO(n) :={A € O(n)| det A >0}

ein.

Fiir eine orthogonale Matrix gilt A’A = E, und somit A® = A~!. Da das linksinverse
Element auch ein rechtsinverses Element ist, folgt auch AA' = E,,.

Satz 6.6.4.

Sei B eine geordnete Orthonormalbasis von V. Ein Endomorphismus ® € End(V) ist genau
dann orthogonal, wenn seine darstellende Matrix A := Mp(®P) beziiglich dieser Orthonormal-
basis orthogonal ist.

Beweis.
Schreibe die Vektoren v = > ;b; und w = Y, y;b; als Linearkombination der Vektoren
der Orthonormalbasis 5.

21 Y1
Setze x := | : | € R" und y=1|:]1€R".
Ln Yn
Dann ist
n n Y1
(v,w) = inyj<bi,bj):inyi:(:cl,...,a:n) =2ty
i,j=1 i=1 Yn
Also gilt
® orthogonal < z'y = (v,w) = (Pv, dw) = (Az)' Ay = 2'(A'A)y
fiir alle z,y € R". Hieraus folgt aber A'A = E,,. O

Bemerkungen 6.6.5.
1. Es folgt sofort fiir die Determinante einer orthogonalen Matrix

1 = det E, = det (A*A) = (det (A4))* ,
also det (A) € {£1}. Daher ist
SOV):={®ecOV)| det®d=1} und SO(n):={A€O(n)| detA=1}.

2. Wir rechnen .
Oik = (AtA)ik = Zajiajk )
j=1
also bilden bei einer orthogonalen Matrix die Spaltenvektoren eine Orthonomalbasis des
R™. Ahnlich folgt auch aus AA* = E,,, dass

dik = (AAt)ik = Z Qi Qj

Jj=1

also bilden auch die Zeilenvektoren einer orthogonalen Matrix einer Orthonormalbasis des
R™.
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Beispiele 6.6.6.

1. Eindimensionale euklidische Vektorrdume, n = 1: eine Matrix A = (a) ist genau dann
orthogonal, wenn (a?) = A'A = E; = (1) gilt, also fiir « = 1. Es folgt
o) ={x1} =7,
SO(1) = {+1} ist die triviale Gruppe.

2. Fiir n = 2 suchen wir Matrizen ( Z Z ) mit reellen Eintrdgen und, wegen der Ortho-

gonalitdt der Spaltenvektoren,
A+cf=1, VP+d*=1, ab+ecd=0.
Wegen der ersten beiden Gleichungen finden wir Winkel o, o’ mit
a=cosa, c=sina, b=sinad’, und d=cosca .
Ferner gilt
0=ab+cd=cosasina’ +sinacosa’ = sin(a + o) .

Also ist & = —a mod 27 oder o = ™ — o mod 27. Also besteht

SO(2) = {M(Rg) = (C"SH —sme) 16 € ]R}

sinf cos®

aus den Drehungen um den Ursprung und

cos 260 +sin 20
0(2) =SO(2)U {M(Sg) = (sin29 —00828) |0 € R}

aus Drehungen um den Ursprung und Spiegelungen an Ursprungsgeraden, vgl. Beispiel

R.1.4
Wir wollen nun noch die orthogonalen Matrizen fiir n > 3 untersuchen.

Lemma 6.6.7.

Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Ist & € O(V) und ist W C V ein
®-invarianter Untervektorraum, dann ist das orthogonale Komplement W+ ebenfalls ein ®—
invarianter Untervektorraum.

Beweis.
Da V' endlich-dimensional ist, ist ® ein Automorphismus. Ebenso ist ®; ein Automorphismus
des invarianten Untervektorraums W. Sei v € W+. Sei w € W beliebig; mit w’ := ®~}(w) € W
finde:

(©(v), w) = (2(v), ®(w)) = (v,w') =0.

Also ist ®(v) € W. O

Lemma 6.6.8.
Ist ® € O(V), so besitzt V einen ®—invarianten Untervektorraum W der Dimension 1 oder 2.

Beweis.
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e Betrachte die “Symmetrisierung” ¥ := ® + &' € End(V) und finde

(U (v), w) E(D(v), w) + (®7(v), w)

= (071D (v), ® H(w)) + (D (v), P(w)) [® und &' sind orthogonal]
= (v, ¥(w)) .

Eine solche Abbildung heifit selbstadjungiert, vgl. Satz [6.5.15 Wir werden in Satz
zeigen: fiir selbstadjungierte Abbildungen W eines euklidischen Vektorraums gibt es eine
Orthonormalbasis B = (by, ..., b,) von Eigenvektoren:

e Setze W := spang{by, ®(b;)}. Dann ist dimg W € {1,2}. Wegen
O(uby + v®(by)) = ud(by) + v®*(by)

kommt es darauf an, ®?(b;) € W zu zeigen; dann ist ®(ub; +v®(b;)) € W klar. Dies folgt
aus

D*(by) = @ (O(by) + P (by) — D (b)) = DU (by) — by = M D(by) — by €W .

Satz 6.6.9.
Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Ist ® € O(V'), so gibt es eine Ortho-
gonalbasis B von V', in der die darstellende Matrix die folgende Blockdiagonalgestalt hat:

1

wobei A; = M (Ry,) € M (2 x 2,R) mit §; € R Drehmatrizen sind.

Beweis.
durch vollsténdige Induktion nach n := dimg V.

e Der Induktionsanfang fiir n = 1 und n = 2 ist durch Beispiel [6.6.61 klar; beachte, dass
man wie in Beispiel fiir eine Spiegelung Sy an einer Ursprungsgeraden stets eine

Basis finden kann mit
1 0
- (1 %)
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e Lemma[6.6.8 garantiert die Existenz eines ®—invarianten Untervektorraums W von V' der
Dimension Eins oder Zwei. Wegen Lemma ist auch das orthogonale Komplement
W+ ein ®-invarianter Untervektorraum. Man setzt nun eine Orthonormalbasis B; von W
und B, von W+, in der die jeweiligen Einschrinkungen von ® die gewiinsche Blockdiago-
nalgestalt haben, zu einer Orthonormalbasis B = By U By von V' zusammen: man findet
so die gewiinschte Blockdiagonalgestalt:

(Mg, (®|w) 0
MB(‘P):/ BO W M&(q)‘WL)/.

Beispiel 6.6.10.
Im Falle dimg V' = 3 treten nur die folgenden beiden Fille auf: Drehungen um eine Ursprungs-

gerade,
M@y =+ 0 falls  det® = 1
BEZ N0 M(Ry)) P T T

und Spiegelungen an Ebenen durch den Ursprung, gefolgt durch eine Drehung mit Drehachse
senkrecht zur Spiegelebene:

-1 0
Mpg(®) = ( 0 M(R9)> falls det® = —1.

Im ersten Fall heifit Rb; = Eig(®, 1) Drehachse von ® und 6 Drehwinkel von &.

Beweis.

Wir miissen nur noch Diagonalmatrizen mit Eintrigen £1 auf der Diagonale betrachten und
zeigen, dass sie Drehungen um Ursprungsgeraden oder Spiegelungen gefolgt von Drehungen
beschreiben:

o diag(+1,1,1) = <j51 M(ORO)) . Es liegt die Identitét oder die Spiegelung an der x5 — x3-

Ebene vor.

o diag(+1,—-1,-1) = (iOl u (OR )) Es liegt eine Punktspiegelung am Ursprung oder

eine Drehung um 7 um die z1-Achse vor.

e diag(1,1,—1) und diag(1, —1,1) sind &hnlich zu diag(—1, 1,1). Es liegen Spiegelungen an
den Koordinatenebenen vor.

e diag(—1,1,—1) und diag(—1, —1,1) sind dhnlich zu diag(1, —1, —1). Es liegen Drehungen
um Koordinatenachsen um den Winkel 7 vor.

g
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6.7 Selbstadjungierte und unitire Endomorphismen

Wir fithren zunéchst das komplexe Analogon euklidischer Vektorrdume ein.

Definition 6.7.1
1. Sei V' ein komplexer Vektorraum. Eine Abbildung

h:VxV—->C

heiBt Sesquilinearform, falls fiir alle v, § € C und v,v',v", w,w',w" € V gilt

h(av' + Bv",w) = ah(v',w) + Bh(v", w)
h(v, aw' + pw”) = ah(v,w') + Bh(v,w) .

2. Eine Sesquilinearform heifit hermitesch, falls gilt

h(v,w) = h(w,v) fiir alle v,w € V .

3. Eine hermitesche Sesquilinearform heifit positiv definit, falls gilt

h(v,v) >0 fiir alle v eV \ {0} .

Beispiel 6.7.2.

e Auf V = C" definiert h(v,w) := Y, v;w; eine hermitesche Sesquilinearform. Es gilt fiir

alle v #£ 0
h(U,U) = Z ‘viP >0 )
i=1

also ist h positiv definit. h heiffit Standard—Sesquilinearform auf C”.

e Wie im euklidischen Fall sieht man: ist A : V x V' — C eine positiv—definite hermitesche

Sesquilinearform, so ist

[o]] == +/h(v, v)
eine Norm auf V. Auch hier gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

(v, w)| < Jo[[[w]]

Wir sagen auch wieder, v # 0 stehe senkrecht auf w # 0, in Zeichen v 1 w, wenn
(v,w) = 0 gilt. Da das Skalarprodukt nun aber komplexe Werte annimmt, fithren wir

keinen Begriff von Winkeln ein.

Fiir eine geordnete Basis B = (by, ..., b,) von V fithren wir wieder die darstellende Matrix

der Sesquilinearform ein:

Mp(h) = (h(bi, b;))

ij=l.n °

Definition 6.7.3

1. Eine positiv definite, hermitesche Sesquilinearform h auf einem C—Vektorraum V' heift
ein (komplexes) Skalarprodukt. Ein Paar (V,h), bestehend aus einem C—Vektorraum V

und einem komplexen Skalarprodukt h, hei3t unitidrer Vektorraum.
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2. Eine Basis B = (by,...,b,) eines unitidren Vektorraums (V,h) heifit Orthonormalbasis,
falls gilt

h(bz,bj) :5i,j fiir alle Z,j = 1,...,77,.

Jeder endlich—dimensionale unitidre Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis, vgl. Be-

trachtung|6.5.12,

3. Sei (V,(-,-)) euklidischer oder unitirer Vektorraum. Ein Endomorphismus ® € End(V)
heifit selbstadjungiert, falls gilt

(®(v),w) = (v, ®(w)) fiir alle v,w eV .

Betrachtung 6.7.4.
Sei B = (by,...,by,) eine Orthonormalbasis eines unitaren Vektorraums V', sei ® € End(V') und
A= Mg(®) € M(n x n,C) seine darstellende Matrix. Gelte

i=1 =1

und seien z,y € C" die zugehorigen Koordinatenvektoren. Wir erhalten

d(v),w) = Ajixib;, Yrbr OXB (Ag)t. y=a'Aly
R
k=1

1,j=1

(v, ®(w)) = 2" Ay = 2" Ay .

Somit ist der Endomorphismus ¢ genau dann selbstadjungiert, wenn fiir die darstellende Matrix
beziiglich einer Orthonormalbasis A® = A gilt. Hierbei bezeichnet A die Matrix, die aus A
hervorgeht, indem man alle Eintrdge komplex konjugiert.

Definition 6.7.5
1. Eine Matrix A € M(n x n,C) heifit hermitesch, falls A = A gilt.

2. Fiir A € M(n xn,C) nennt man A* := At die Adjungierte von A. (Auch die Schreibweise
AT ist gebréuchlich.)

Bemerkungen 6.7.6.

1. Sei V ein euklidischer Vektorraum und ® € End(V'). Es gilt fiir jede Orthonormalbasis B
von V:

. . o t ;
® selbstadjungiert =2 Mp(®) = Mp(P)" < Mp(P) symmetrisch .
2. Sei V ein unitérer Vektorraum und ® € End(V). Es gilt fiir jede Orthonormalbasis B von
V:
® selbstadjungiert B%MB(QD) hermitesch < Mg(®)* = Mg(P) .

Lemma 6.7.7.
Sei (V, (-, -)) ein unitérer Vektorraum und ® € End(V) selbstadjungiert. Dann sind alle Eigen-
werte von @ reell.
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Beweis.
Sei v € Eig(®,\) und v # 0. Dann gilt wegen der Linearitét im ersten Argument:

(®(v),v) = (Ao, v) = Allv]|* .
Da & selbstadjungiert ist, ist dies wegen der Antilinearitét im ersten Argument gleich
(v, ®(v)) = (v, \v) = AlJ|* .

Also gilt A = \. g

Lemma 6.7.8.
Sei (V, (-, -)) ein euklidischer oder ein unitirer Vektorraum und sei ® € End(V) selbstadjungiert.
Sind A # p zwei verschiedene Eigenwerte von @, so sind die Eigenrdume orthogonal:

Eig(®,\) L Eig(®, )

Beweis.
Sei v € Eig(®, \), w € Eig(®, ) mit v,w # 0. Dann gilt, da nach Lemma der Eigenwert
 reell ist,

Mo, w) = (A, w) = (P(v),w) = (v, (w)) = (v, pw) = p(v,w) ,

und somit (A — p)(v,w) = 0, also v_Lw. O

Satz 6.7.9.

Sei (V,(-,)) ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitédrer Vektorraum und sei & €
End(V) selbstadjungiert. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis, die aus Eigenvektoren von ®
besteht. Insbesondere ist ® diagonalisierbar und es gilt die orthogonale Zerlegung

Beweis.

e Sei zunéchst (V, (-, -)) unitdr. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt das cha-
rakteristische Polynom Pg vollstdndig in Linearfaktoren,

Pp(X)=(X—=X)...( X = \).
Sei v; ein Eigenvektor zum Eigenwert A\;; dann setze

/
Gt

V1 =
[l

Setze W := spang(v)* C V. Der Untervektorraum W ist ®—invariant: Sei w € W, d.h.
(w,v1) = 0. Es folgt (®(w),v;) = (w, ®(v1)) = Mw,v;) = 0, also ®(w) € W, vgl. Lemma
fiir euklidische Vektorrdume.

Offenbar ist auch ®|y ein selbstadjungierter Endomorphismus. Die Aussage folgt nun mit
vollstéindiger Induktion nach dim¢ V' wie im Beweis von Satz [6.6.9

212



e Sei nun (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Es geniigt zu zeigen, dass das charak-
teristische Polynom Pg schon iiber R in Linearfaktoren zerfiallt. Dann kénnen wir wie
im komplexen Fall weiter schlieflen. Sei dazu B irgendeine Orthonormalbasis von V. Sei
A = Mp(®) € M(n x n,R). Da A selbstadjungiert und B eine Orthonormalbasis ist, ist
A symmetrisch, A = A.

Fasst man A als komplexe Matrix auf, also als Element in M(n x n,C), so ist A* = A,
d.h. A ist hermitesch. Alle Eigenwerte sind nach Lemma reell, und nach dem Fun-
damentalsatz der Algebra zerfallt das charakteristische Polynom P4 vollstdndig iiber C,

Pa(X) = (X —\) ... (X = \)

mit \; € R, also zerfillt P, schon iiber R.

Bemerkungen 6.7.10.

e Aus Satz schliefen wir: sei A € M (n xn,R) symmetrisch. Wir konnen A als darstel-
lende Matrix eines Endomorphismus ¢ : R® — R" auffassen. Versiecht man den R™ mit
dem euklidischen Standardskalarprodukt, so ist dieser Endomorphismus nach Bemerkung
selbstadjungiert. Es gibt daher nach Satz eine Basis des R", die beziiglich des
euklidischen Standardskalarprodukts sogar eine Orthonormalbasis ist und die aus Eigen-
vektoren zu den Eigenwerten \; besteht. Also gilt Av; = \v;.

e Wir machen nun eine Bemerkung zu quadratischen Formen iiber dem Korper R. Sei
eine symmetrische Bilinearform auf einem reellen n-dimensionalen Vektorraum V'; ihre
darstellende Matrix A € M(n x n,R) beziiglich jeder Basis ist symmetrisch. Wegen des
ersten Punkts konnen wir sogar eine Basis B = (vy,...,v,) von V aus Eigenvektoren
finden. Wir finden:

ﬁ(’UZ‘, Uj) = vj-Avi = )\Z"U;Ui = )\261]

Durch Reskalierung, also Ubergang zur Basis

1
vii=w falls \y =0 0] := ——w; falls \; # 0

ERVAPY

erhalten wir eine Basis, in der die darstellende Matrix diagonal ist mit Diagonalelementen
in {0, £1}, also bis auf Permutation von der Form im Sylvesterschen Trégheitssatz [6.4.§
ist.

e Wir sehen also: ny ist gleich der Zahl der positiven Eigenwerte der symmetrischen Ma-
trix A, n_ der negativen Eigenwerte von A, mit Vielfachheiten gezéhlt, und ny ist die
Dimension des Kerns von A. Die quadratische Form ist genau dann nicht-ausgeartet,
wenn det A # 0 gilt. Fiir eine positiv definite Form ist det A > 0 notwendig, aber nicht
hinreichend.

Sei (V, (-,-)) von nun an ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum.

Definition 6.7.11
Ein Endomorphismus ® € End (V') heifit unitér, falls fiir allev,w € V gilt (®(v), ®(w)) = (v, w).
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Bemerkung 6.7.12.
Wie im euklidischen Fall (vergleiche Lemma [6.6.2)) zeigt man fiir einen unitédren Endomorphis-
mus ®

L o) = ol Woev

2. vlw= d(v)Ld(w)

3. ® ist unitir = ® ist Automorphismus und ®~! ist unitér.
4. Es gilt |det ()| = 1.

5. Mit & und W ist auch ® o ¥ ein unitdrer Endomorphismus.
6. Die Eigenwerte A € C von ® haben Betrag 1, also [A| =1 .

7. Ist B eine Orthonormalbasis von V und A = Mp(®), so ist der Endomorphismus ® genau
dann unitdr, wenn fiir seine darstellende Matrix A*A = E,, gilt.

Definition 6.7.13
Sei (V, (-,-)) ein unitédrer Vektorraum.

1. Die Menge
U(V):={® € End(V)| ® unitar }

ist eine Gruppe und heifit unitdre Gruppe von V.

SU(V) :={® € End(V)| ® unitidr und detd =1}

heifit spezielle unitidre Gruppe von V.

2. Un) :={A € M(nxn,C)|A*A = E,} bzw. SU(n) := {A € M(n x n,C)|A*A =
E,, und det A = 1} heifit (spezielle) unitiare Gruppe.

Beispiel 6.7.14.

Ul)={Ae M(1x1,C)|[A"A =1} = {(a),a € C mit |a|] = 1}
ist sogar abelsch. SU(1) ist die triviale Gruppe.

Satz 6.7.15.
Sei & € U(V). Dann existiert eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von &
besteht.

Insbesondere ist jeder unitidre Endomorphismus @& eines endlich-dimensionalen unitéaren
Vektorraums diagonalisierbar. Jede unitédre Matrix ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix D =
(ai,...,a,), deren Eintriige komplexe Zahlen vom Betrag 1 sind, |a;| = 1, also A = SDS™!. Da
die diagonalisierende Basis eine Orthonormalbasis ist, ist .S unitér, also gilt auch A = SDS*.

Beweis.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt das charakteristische Polynom Pg iiber C. Wir
wéhlen einen Eigenvektor v; von ® zum Eigenwert \;, und wie im Beweis von Satz kommt
es nur noch darauf an nachzuweisen, dass das orthogonale Komplemente W := spane(v;)* ein
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$-invarianter Untervektorraum ist. Es sei also w € W, d.h. (w,v;) = 0. Es ist |A\1| = 1, also
A1 # 0, somit

((w), v1) = (B(w), (C™'v1)) = (w, D™ (v1)) = (w, - v) =

1

(w,v1) =0

==

Also gilt &(w) € W. O
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7 Allgemeine Klassifikation von Endomorphismen

7.1 Charakteristische Matrizen

Wir wollen nun endlich die Ahnlichkeitsklassen quadratischer Matrizen beschreiben. Wir wissen
schon: jede symmetrische und jede hermitsche Matrix (vg. Satz [6.7.9)), aber auch jede unitére
Matrix (vgl. Satz A € M(n x n,R) ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix. Daraus folgt,
dass diese Matrizen genau dann #hnlich sind, in Zeichen A ~ B, wenn sie das gleiche charak-
teristische Polynom haben, P4 = Pg. Fiir nicht-symmetrische Matrizen kann dies nicht gelten,
vgl. Betrachtung . Um Ahnlichkeitsklassen quadratischer Matrizen zu klassifizieren, brau-
chen wir also eine feinere Grofle als das charakteristische Polynom. Dieses war als Determinante
einer Matrix definiert. Die Idee ist, nicht nur die Determinante, sondern die Matrix selbst zu
betrachten.
Wir fiithren diese Betrachtungen gleich fiir einen beliebigen Kérper K durch.

Definition 7.1.1
Sei A € M(n x n, K). Dann heifit die Matrix

Ma(X) = XE, — A€ M(n xn, K[X])

die charakteristische Matrix von A.

Man beachte, dass die Eintriage der charakteristischen Matrix Elemente eines kommutativen
Rings, ndmlich des Polynomrings K[X], sind.

Satz 7.1.2 (Frobenius).

Seien A, B € M(n x n, K). Dann sind A und B genau dann dhnlich (iiber dem Koérper K),
wenn die zugehorigen charakteristischen Matrizen M4(X) und Mp(X) dquivalent (iiber dem
Polynomring K[X]) sind. In Zeichen:

A~ B iiber K < Ma(X) ~ Mp(X) iiber K[X]

Beweis.
e Ist B=SAS™! mit S € GL(n, K), so folgt

Mp(X)=XE, —B=XSE,S™' —SAS™' = SM,(X)S™!;
und natiirlich ist S auch im Matrizenring M (n x n, K[X]) invertierbar.

e Sei umgekehrt M4(X) dquivalent zu Mp(X). Dann gibt es invertible Matrizen

P(X)=)_X'P; mit P €Mnxn,K)
=1

Q(X):Zm:XiQi mit Q; € M(n x n, K)
i=1

so dass gilt
P(X)(XE,—-B)=(XE,—A)Q(X) .

Hieraus folgt durch Vergleich von Termen des gleichen Grades ¢ in X

Pi1—PB=Qi1—AQ; firl<i<m (1)
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sowie

P()B = AQO und Pm = Qm (2)

Wir multiplizieren (1) von links mit A* und summieren {iber i:

in: APy — i A'PB = in: A'Qiy — zm: ATQ;
i=1 i=1 i=1 =1

= AQy — A" Qn,
=PB-A""P, wegen (2) .

Also gilt
A <Z A’B) — (Z AiP,»> B=0. (3)
=0 1=0

e Es kommt also darauf an, zu zeigen, dass die Matrix

S = iAiIDZ- € M(n xn, K) (4)

1=0

invertibel ist. Nach Voraussetzung ist P(X) in M (n x n, K[X]) invertibel. Also gibt es
eine n X n—Matrix mit Eintrdgen in K[X],

R(X) =) X'R;€ M(nxn,K[X])
=0
mit

P(X)R(X)=E,X"=E, . (5)

e Wir behaupten, dass die quadratische Matrix

T:=> B'Rj€ M(nxn,K)
j=0
mit Eintragen in K die Gleichung ST = F,, erfiillt und somit das Inverse von S ist. Wir
rechnen dies nach:

ST ZSB R; = ZA SE; = ZA PR; = A'Ey = By
j=0 j=0 1,j=0
O

Wir miissen also das Aquivalenzproblem fiir Matrizen mit Eintrigen im Polynomring K[X]
untersuchen. Der Polynomring K[X] trigt die Struktur eines sogenannten euklidischen Rings:

Definition 7.1.3
Ein kommutativer Integritéitsring R heifit euklidischer Ring, falls eine Abbildung

v: R— Ny
existiert mit v(0) = 0, so dass zu allen a,b € R mit a # 0 Elemente q,r € R existieren mit
b=gqga+r und v(r) <v(a).
Die Abbildung v heifit euklidische Normfunktion.
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Beispiele 7.1.4.

1. Der Ring Z mit v(a) = |a|, die Division ist die Division mit Rest von ganzen Zahlen.

2. Ist K ein Korper, so ist der Polynomring R = K[X] mit der Funktion v(g) = 1+ grad(g)
fiir g # 0 nach Satz [5.2.10] ein euklidischer Ring. Die Division ist die Division mit Rest
von Polynomen.

Betrachtung 7.1.5.

1. Wie in Beweis von Satz folgt, dass alle Ideale eines euklidischen Rings R von
der Form Ra mit a € R sind. Kommutative Ringe mit dieser Eigenschaft nennt man
Hauptidealringe. Ein Ideal der Form Ra nennt man ein Hauptideal.

2. Sei R ein Ring und a,b € R. Gibt es ein ¢ € R mit b = qa, so sagen wir, a teile b oder b
sei ein Vielfaches von a, in Zeichen alb. Man beachte, dass fiir die Hauptideale gilt:

alb< Rb C Ra.

3. Seien a; € R eine Familie von Elementen von R. Dann heifit t € R gemeinsamer Teiler
der Elemente a; falls t|a; fiir alle ¢ gilt. Fiir die Hauptideale heifit dies

Ra; C Rt fir alle i .

Ein gemeinsamer Teiler heifit grofiter gemeinsamer Teiler, falls er von jedem gemeinsamen
Teiler geteilt wird.

4. Gegeben zwei Ideale .J; und J, ist die Summe
J1—|—J2 = {371“—1'2 | x; € Jz}

das kleinste Ideal, das J; und J; umfasst. Ist insbesondere R ein Hauptidealring, so ist fiir
endlich viele Elemente aq, as, ..., a, € R das Ideal Ra; + Ras + ...+ Ra, ein Hauptideal,
also

Ra; + Ray + ...+ Ra,, = Rd

fiir ein gewisses d € R. Das Element d ist wegen Ra; C Rd gemeinsamer Teiler aller
a;. Da die Summe das kleinste Ideal ist, das alle Hauptideale Ra; umfasst, ist d groiter
gemeinsamer Teiler.

5. In Hauptidealringen existieren also fiir je endlich viele Elemente grofite gemeinsame Teiler
(und kleinste gemeinsame Vielfache).

6. Ein Element p € R, das nicht in R invertibel ist, heif3t irreduzibel, wenn aus
p=ab
folgt, dass a oder b invertibel ist.
Beispiele

e Im Ring R = Z der ganzen Zahlen sind die irreduziblen Elemente die Primzahlen
+p.

e Im Polynomring R = C[X] sind die irreduziblen Elemente die linearen Polynome
X —a mit a € C.
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e Im Polynomring R = R[X] sind die irreduziblen Elemente die linearen Polynome
X — a und die quadratischen Polynome aX? + bX + ¢ mit b*> — 4ac < 0.

7. In einem Hauptidealring kann man jedes Element a € R in der Form
a=¢€py...p, mit e invertibel und p; irreduzibel
schreiben. Gilt
a=¢ep;...pl,

so folgt r = s und nach Umnummerierung gilt
p; =¢ip;  mit g € R invertibel .

Da in einem Hauptidealring auflerdem gilt, dass die irreduziblen Elemente genau diejeni-
gen sind, fiir die

plab = pla oder p|b ,
d.h. dass die irreduziblen Elemente gerade die Primelemente sind, haben wir in Haupt-
idealringen und somit euklidischen Ringen, die von Z vertraute Eindeutigkeit der Prim-

zerlegung. (FEinen Beweis dieser Tatsachen und mehr Details lernen Sie in der Vorlesung
Algebra.) Wir nennen daher die irreduziblen Polynome in K[X] auch Primpolynome.

7.2 Der Invariantenteilersatz

Satz 7.2.1.
Sei R ein euklidischer Ring. Eine Matrix A € M (n x n, R) lidsst sich durch wiederholte Anwen-
dung der elementaren Zeilen— und Spaltenumformungen aus Satz vom

Typ 2) Addition des a—fachen, a € R, einer Zeile/Spalte zu einer anderen Zeile/Spalte

Typ 3) Vertauschen zweier Zeilen bzw. Spalten
stets in eine Diagonalmatrix iiberfithren

fir deren Diagonalelemente {iiberdies die Teilbarkeitsbedingungen ¢;lc;1q fiir i =
1,2,...,n—1 gelten.

Beweis.

o Wir diirfen A # 0 voraussetzen und kénnen durch Vertauschungen von Zeilen und Spalten
erreichen, dass

ann #0 und v(an) <wv(ay) fiir alle 4, j mit a;; # 0 .

Wir wollen alle Eintréage ay; und a;; mit ¢ # 1, also alle Eintréage der ersten Zeile und der
ersten Spalte auler dem Diagonalelement, durch Spalten- und Zeilenumformungen zum
Verschwinden bringen.
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e Sei etwa ag; # 0. Da der Ring R euklidisch ist, finde durch Division mit Rest von ag;
durch aq; # 0 ein Element ¢ € R mit

v(az — qarr) < v(an)

Addiere das —¢fache der 1.Zeile zur zweiten Zeile und finde eine Matrix A’ mit
v(ay) < v(an)

Sollte ab, # 0 sein, so vertausche wieder Zeilen und Spalten und erhalte eine Matrix A”
mit
af, #0 v(ay,) <v(aj;) firalle aj; #0 .

Da @), unter den Elementen von A” ist, und v(ah,) < v(ai1) gilt, folgt sicher v(af;) <
v(ayy). Solange also ein Auflerdiagonalelement in der ersten Zeile oder Spalte nicht ver-
schwindet, kann man die euklidische Norm des ersten Diagonalemements verkleinern.
Diese ist aber nach unten beschréinkt; daher muss das Verfahren dadurch abbrechen, dass
nach endlich vielen Schritten alle Elemente verschwinden.

Nach endlich vielen Schritten - auch fiir Spalten - finde eine Matrix der Gestalt

[din | 0 ... 0\
p=|"’ = (dij)

mit V<d11) S I/(CLH), d11 7& 0.

e Wir kénnen auerdem noch dy;|d;; fiir alle 4, j einrichten. Sei etwa das Matrixelement d;;
nicht durch dj; teilbar. Dann finde durch Division mit Rest von d;; durch d;; ein Element
q € R mit
V(dij — qdu) < l/(dll) aber dij — qdll 7é 0.

— Addiere die erste Zeile von D zur i—ten Zeile.

— Subtrahiere das g—fache der ersten Spalte der so entstandenen Matrix von der j—ten
Spalte der Matrix und erhalte eine Matrix D’ mit

déj = dz’j —qdyy -

Es ist
d;j #0 und v (d;j) <v(diyj) <v(an) .

Wende auf die nun erhaltene Matrix die gesamte bisherige Prozedur an. Dieser Pro-
zess bricht irgendwann einmal ab. Dann erreicht man dy,|d;; fiir alle ¢, j.

e Induktiv folgt die Behauptung des Satzes.

Bemerkungen 7.2.2.
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1. Sei R ein euklidischer Ring. Dann ist jede n x n—Matrix C iiber R &dquivalent zu einer

Diagonalmatrix
C1 0
C2
0 Cn,
mit Diagonaleintréigen, die die Bedingung ¢;|c; 41 fiir i = 1,...,n—1 erfiillen. Denn Zeilen—

bzw. Spaltentransformationen von Typ 2 und 3 kénnen auch fiir Matrizen mit Eintrégen
in unitdren Ringen wie in Lemma durch die Multiplikation von links bzw. rechts
mit invertiblen Elementarmatrizen, also durch Aquivalenzumformungen, realisiert werden.
Man vergleiche dies mit Bemerkung|3.7.8/4, wo die Situation iiber Koérper behandelt wird.

2. Wir werden in Betrachtung sehen, dass die Eintrédge ¢; bis auf Multiplikation mit
invertiblen Elementen (sog. Einheiten) eindeutig sind. Die invertiblen Elemente eines
Polynomrings K[X] iiber einem Korper sind aber gerade die nicht-verschwindenden kon-
stanten Polynome.

Im Falle von Polynomringen, R = K[X], kann man die Polynome ¢; also dadurch eindeutig

festlegen, dass man fordert, dass sie normierte Polynome sind. Man nennt das normierte
Polynom ¢; € K[X] den j-ten Invariantenteiler der Matrix C' = C(X) € M(nxn, K[X]).

Von nun an beschrinken wir uns auf den Fall R = K[X]. Die Verallgemeinerung auf allge-
meine euklidische Ringe ist offensichtlich.

Definition 7.2.3
Sei ' € M(n x n, K[X]). Wir bezeichnen mit

d;(F) € K[X]

den gréfiten gemeinsamen normierten Teiler aller Unterdeterminanten j—ter Ordnung der Ma-
trix F'. Das normierte Polynom d;(F') heifit der j—te Determinantenteiler von F' iiber K[X] .

Zum Beispiel ist der erste Determinantenteiler
di(F) = ggT(F11(X) ... Fpn(X))

der ggT der Matrixelemente und das normierte Polynom d,,(F') unterscheidet sich von det(F') €
K[X] hochstens durch die Multplikation mit einem invertiblen Element.

Lemma 7.2.4.
Aquivalente Matrizen Fi, Fy» € M(n x n, K[X]) haben gleiche Determinantenteiler.

Beweis.

Es reicht es aus zu zeigen, dass die Determinantenteiler von F; die von F, teilen. Aus dem
gleichen Grund teilen dann auch die Determinantenteiler von F, die von Fj. Da Determinan-
tenteiler normierte Polynome sind, folgt Gleichheit.

Fiir jede Matrix P € M(n x n, K[X]) sind die Zeilen der Matrix PF; Linearkombinationen
der Zeilen von Fj. Die Minoren j-ter Ordnung von PF} sind daher Linearkombinationen der
Minoren j-ter Ordnung von Fj. Fir jede Matrix @ € M(n x n, K[X]) sind die Spalten von
(PF})@ Linearkombinationen der Spalten von @QF}). Also sind die Minoren j-ter Ordnung
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von Fy, = PF;@ Linearkombinationen der Minoren j-ter Ordnung von PFj. Die Minoren
j-ter Ordnung von Fj sind somit Linearkombinationen der Minoren j-ter Ordnung von F.
Gemeinsame Teiler aller Minoren j-ter Ordnung von F; sind daher auch Teiler der Minoren
j-ter Ordnung von Fy, woraus die Behauptung folgt. U

Betrachtung 7.2.5.
Fiir eine Matrix aus M (n x n, K[X]) der Diagonalgestalt

C1 0
Ca

0 Cn,

mit den Teilbarkeitsbedingungen ¢;|c; 41 fiir i = 1,...,n — 1 aus Bemerkung [7.2.2/1 gilt fiir die
Determinantenteiler

d](C) = C1(O> ‘e Cj(C) >
wobei wir auch die Invariantenteiler ¢; € K[X] als normiert voraussetzen. Wegen
di(C) = c(C)  und  dj41(C) = ¢4 (C)d;(C)

legen die Invariantenteiler und die Determinantenteiler sich gegenseitig eindeutig fest. Also sind
auch die Invariantenteiler in Satz eindeutig.

Definition 7.2.6
Sei A € M(n x n, K) eine quadratische Matrix und Ms(X) € M(n x n, K[X]) ihre charakte-
ristische Matrix. Dann nennen wir die normierten Polynome

d = d;(Ma(X) ) = ¢ (Ma(X)) € K[X]
die Determinanten— bzw. Invariantenteiler der Matrix A € M(nxn, K). Es gilt d(j) = C(AI) Y
und d(f) = det M4(X) = P4(X) ist gleich dem charakteristischen Polynom.

Satz 7.2.7.
Zwei Matrizen A, B € M(n x n, K) iiber einem Korper K sind genau dann &hnlich, wenn sie
dieselben Invariantenteiler (bzw. dieselben Determinantenteiler) besitzen.

Damit haben wir einen vollstéindigen Satz von Invarianten fiir das Ahnlichkeitsproblem fiir
quadratische Matrizen gefunden.
Beweis.

o Wegen Satz sind A und B genau dann dhnlich, wenn die charakteristischen Matrizen
MA(X) und Mp(X) dquivalent sind.

e Wegen Satz [7.2.1] ist jede der beiden charakteristischen Matrizen M4(X) und Mp(X)
aquivalent zu einer Diagonalmatrix, auf deren Diagonale die Invariantenteiler stehen.
Diese sind aber eindeutig. Also sind die charakteristischen Matrizen M4(X) und Mp(X)
genau dann dquivalent, wenn die Invariantenteiler iibereinstimmen. Aus Betrachtung[7.2.5]
folgt, dass dies auch genau dann der Fall ist, wenn die Determinantenteiler {ibereinstim-
men.
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Beispiel 7.2.8.
Betrachte die Matrix

2 -1 1
A=| -1 2 -1 | e MBx3R)
2 2 3

Durch Vertauschung der ersten und zweiten Spalte sieht man, dass die charakteristische Matrix
aquivalent ist zu
1 X-2 -1
X -2 1 1
—2 -2 X-3
Wir eliminieren mit Spaltenoperationen die nicht-diagonalen Eintrage der erste Zeile
1 0 0
X-2 1-(X-2? X-1
-2 —242(X-2) X-5
und dann mit Zeilenoperationen die nicht-diagonalen Eintrdge der ersten Spalte

1 0 0
0 —(X-1)(X-3) X—1
0 2X-3) X -5

0 0
X—-1 —(X—-1)(X—-3)] und ad-
X—5  2X-3)
dieren das (X — 3)-fache der zweiten Spalte zur dritten Spalte:

1
Dann vertauschen wir die zweite und dritte Spalte [ O
0

1 0 0
0 X-—-1 0
0 X—-5 (X—-3)2
Subtraktion der zweiten Zeile von der dritten mit ausschlieSender Vertauschung der zweiten
1 0 0
und dritten Zeile gibt [0 —4 (X — 3)? | Weitere Eliminationen liefern
0 X—-1 0
1 0 0 1 0 0
0 —4 (X —3)? ~ (0 —4 0
0 0 %l(X —1)(X —3)? 0 O %(X —1)(X —3)?

Wir finden die Invariantenteiler die normierten Polynome
und somit die Determinantenteiler
dY =dy =1 4 = (X —1)(x —3).

Jetzt konnen wir zum Beispiel einfach die Frage beantworten, ob die Matrix A &hnlich zur
Matrix

B =

o O =
_— w O
w o O
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ist. Dazu berechnen wir die Determinantenteiler von B: das charakteristische Polynom ist gleich
dg’); dg) ist der grofite gemeinsame Teiler der Eintrige der charakteristischen Matrix; da der
Eintrag in der dritten Zeile und zweiten Spalte gleich 1 ist, ist dies gleich 1. Schliellich bestim-
men wir dg) durch die Betrachtung von Determinanten von 2 x 2 Streichungsmatrizen, etwa
nach Streichung der ersten Zeile und ersten Zeile Spalte (X — 3)? und nach Streichung der
zweiten Zeile und dritten Spalte (X — 1), und finden auch hier als grofiten gemeinsamen Teiler
1:
dP =d? =1 4% = (X -1)(x -3)%.

Dies sind dieselben Determinantenteiler wie die der Matrix A, also sind nach Satz die
Matrizen A und B dhnlich.

7.3 Normalformen fiir Matrizen

Wir haben durch die Begriffe der Determinanten- bzw. Invariantenteiler das Aquivalenzproblem
quadratischer Matrizen insofern gelost, als wir vollstandige Invarianten fiir die Ahnlichkeits-
klassen angeben kénnen. Man vergleiche dies mit der Situation beim Aquivalenzproblem aus
Bemerkung [3.7.8/4: die Invariante war dort der Rang r. Wir konnten dort auch Représentanten
fiir die Aquivalenzklassen angeben: eine Diagonalmatrix mit genau r Einsen auf der Diagonale.

Nun wollen wir Repriisentanten fiir die Ahnlichkeitsklassen angeben: Normalformen. Da
die Invarianten nun normierte Polynome sind, miissen wir versuchen, normierten Polynomen
Matrizen zuzuordnen. Wir erinnern uns an den Satz von Cayley-Hamilton:

Definition 7.3.1
Sei
g=X"+a, 1 X" "+, . +a; X +ay € K[X]

ein normiertes Polynom iiber einen Kérper K. Dann heifit die Matrix

0 0 —ag
10 :
B, = 1 . € M(nxn,K)
0 —an_9
1 —a,_1

Begleitmatrix des Polynoms g. Fiir n = grad(g) = 1 ist g = X + ag. Wir setzen B, = (—ay) €
M1 x1,K).

Betrachtung 7.3.2.
e Beachte, dass aus der Rechnung zum Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton sich

das charakteristische Polynom der Begleitmatrix B, ergibt:
Pp,(X) = g(X) .

e Streicht man in Mp, (X) die erste Zeile und letzte Spalte, so erhilt man eine (n—1) x (n—1)
Matrix mit Determinante (—1)"!. Also sind die Determinantenteiler von B, die Polynome
1,1,...,1, 9. Aus Betrachtung folgt sofort, dass dies auch die Invariantenteiler sind.
Uber dem Polynomring K[X] sind also nach Betrachtung aquivalent:

1 0
XE, — By~
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e Seien allgemeiner g, ..., g, normierte Polynome vom Grad Eins oder grofler mit g;|g;11
fiir 1 <7 <7 —1 und sei B die blockdiagonale Matrix aus Begleitmatrizen:

B

g1
B
B = Bg1,...,gr = 92 N - M(n X n, K)

B

gr

Die charakteristische Matrix von By, . ,. ist dquivalent zu

gr

1
XE,— B~ 1
g1
Gr
Also besitzt B die Invariantenteiler
1717--'717917927'--797"
——

mit n =Y. grad g;.
Satz 7.3.3 (Frobeniussche Normalform).

Sei A € M(n x n, K) beliebig. Dann ist A zu genau einer Matrix der Gestalt B, .,
wobei g1, ..., g, normierte Polynome iiber K vom Grad > 1 sind, fiir die

shnlich,

r

gi|gi+1 Z:177Z_]-
gilt.

Beweis.
e Seil,...,1,q1,...,¢q. das System der Invariantenteiler von A. Nach Betrachtung ist
dies auch das System der Invariantenteiler von By, , . Aus Satz folgt, dass A und
B dghnlich sind.

g15--9r

e Die Eindeutigkeit der Frobeniusschen Normalform folgt aus der Eindeutigkeit der Invari-
antenteiler.

i

Invariantenteiler sind im allgemeinen keine Primpolynome, besitzen also eine (eindeutige)
Zerlegung in Potenzen von Primpolynomen. (Hierbei muss man, anders als bei der Frobeni-
usschen Normalform, aufpassen, iiber welchem Kérper man arbeitet: das Polynom X2 + 1 ist
im Polynomring R[X] irreduzibel, aber wegen X? + 1 = (X +1)(X — i) im Polynomring C[X]
reduzibel.) Wir wollen nun diese Zerlegung ausniitzen.

Die Frobeniussche Normalform hat aber im Gegensatz zu den weiteren Normalformen, die
wir kennenlernen werden, einige Vorteile:

— die Weierstrafi’sche und die Jordansche Normalform sind nur bis auf Wirkungen von Permu-
tationsgruppen definiert. Dies fiihrt bei gewissen Betrachtungen zu kombinatorischen Kompli-
kationen.

— Im Falle reeller oder komplexer Matrizen hangt die Frobeniussche Normalform glatt von der
Matrix ab.
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Lemma 7.3.4.
Ist g = hy ... hy das Produkt paarweise teilerfremder normierter Polynome h,
> 1, so gilt fiir die Begleitmatrizen

Beweis.
Die charakteristische Matrix der rechten Seite ist iiber K [X] dquivalent zu

1

h

Wir miissen zeigen, dass H(X) und

G(X):= :
0 g
die gleichen Determinantenteiler haben. Sei n = grad(g). Offenbar gilt:
dn(H(X)) = hy ..y = g = du(G(X)

Ferner ist

dy 1 (G(X) =1 .

... hy, vom Grade

Bei der Berechnung von d,_;(H(X)) tritt fiir jedes i = 1...r das Produkt []* h; als

=1 j#i

Unterdeterminante auf; als gemeinsamer Teiler aller dieser Produkte teilerfremder Matrizen ist

der Determinantenteiler

dn-1(H(X)) =1 .

Satz 7.3.5 (Weierstrafische Normalform).

Sei A € M(nxn, K) beliebig. Dann gibt es ein bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmtes System
hy ... hy, von Potenzen normierter Primpolynome aus K[X], so dass A zu der Matrix

By,

dhnlich ist. Die Polynome h; € K[X] heilen Weierstrafische Elementarteiler.

Beweis.
Seien ¢ ... g, die nicht—konstanten Invariantenteiler von A. Dann gilt

B

91

A~

gr
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Jedes der Polynome g; besitzt im euklidischen Ring K[X] eine Zerlegung

in Potenzen teilerfremder normierter Primpolynome, die bis auf Reihenfolge eindeutig ist.
Wende nun Lemma [7.3.4] an. O

Im Spezialfall K = C kommen wegen des Fundamentalsatzes der Algebra als Weierstrafische
Elementarteiler nur Polynome der Gestalt (X — «)¢ mit & € C und e € N in Frage. Wir wollen
die Begleitmatrizen von Polynomen dieser Form iiber einem beliebigen Kérper untersuchen.

Lemma 7.3.6.
Sei K ein beliebiger Kérper und o € K, e € N. Dann ist die Begleitmatrix des Polynoms
(X — a)¢ dhnlich zu der e x e-Matrix

Eine Matrix der Form J(a, e) heifit eine Jordan-Matrix iiber K.

Beweis.
Wir vergleichen Determinantenteiler und wenden dann Satz an:

X —«
-1 X —« 0
XE, — J(a,e) = —1 X —«o

-1 X -«
Der e-te Determinantenteiler von J ist (X — «v)¢. Streicht man die erste Zeile und letzte Spalte,
so erhéilt man eine (e — 1) x (e — 1)-Matrix mit Determinante (—1)¢"!. Die Matrix J(, e) hat

also genau die gleichen Determinantenteiler wie die Begleitmatrix B(x_q)e, vgl. Betrachtung
7.3.212. U

Satz 7.3.7. Jordansche Normalform
Essei A € M(n xn, K) und das charakteristische Polynom P4(X) zerfalle vollsténdig in Line-
arfaktoren. (Dies ist fiir K = C fiir jede Matrix der Fall.) Dann gibt es ein bis auf Reihenfolge

eindeutiges System von Jordan-Matrizen Jy, ..., J,, iiber K, so dass A zu der blockdiagonalen
Matrix
Ji
Jo 0
0 .
Jm

ahnlich ist.

Bewelis.
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e Elementarteiler teilen Invariantenteiler, die das charakteristische Polynom teilen. Also
zerfallen auch alle Elementarteiler vollstdndig in Linearfaktoren, sind also von der Form

hi:(X—Cki)ei mitaiEK, €i€N.
e Aus Satz und Lemma folgen die Ahnlichkeitsbeziehungen

By, 0 i
A~ :

12

0 By,

m

mit Jordanmatrizen J; = J(oy, €;).

Bemerkungen 7.3.8.
Beispiel fiir eine Matrix in Jordanscher Normalform:

[0]

=)

2 0
0 1 2

1. Da eine (untere) Dreiecksmatrix vorliegt, haben wir eine Verschérfung von Satz [5.4.6]
beweisen.

2. Man hitte auch durch eine andere Ahnlichkeitstransformation eine obere Dreiecksmatrix
erreichen kénnen. Tatséchlich sind eine Matrix A € M(n x n, K) und ihre Transponierte
A" immer &hnlich, da sie die gleichen Determinantenteiler haben (Ubungsaufgabe).

3. Offenbar ist das charakteristische Polynom einer Matrix in Jordanscher Normalform

PA(X) = H(X — Oéi>€i >
i=1
auf der Hauptdiagonale einer Matrix in Jordanscher Normalform stehen also die Eigen-
werte von A mit ihrer algebraischen Vielfachheit.

4. Man beachte, dass die Eigenwerte «; in verschiedenen Blécken nicht unbedingt verschieden
sind.

5. Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts ist gleich der Zahl der Jordan-Blécke zu
diesem Eigenwert.

6. Seien «q,...,q,, die verschiedenen Eigenwerte von A. Sei m; die Griofle des grofiten
Jordan-Blocks zum Eigenwert «;. Betrachte

0 0 0 0\"
-1 0
0 -1 0 O

(@B, — J(a,e)) =] 0 o0 0 0
0 0 0 O
0 O -1 0




Aus den Regeln der Matrixmultiplikation folgt, dass dies fiir k£ < e ungleich Null ist, fiir
k > e aber verschwindet. Daher ist das Minimalpolynom gleich

s

pa(X) = (X —ai)™ .

i=1

Insbesondere gilt:

Zerfallt das Minimalpolynom in paarweise verschiedene Linearfaktoren, so gilt m; = 1 fiir
alle Eigenwerte. Dann haben alle Jordan-Blocke Léange 1, also ist A diagonalisierbar. Dies
beweist die Implikation “2.=1.” aus Satz[5.5.9

7. Indem man eine darstellende Matrix in Jordanscher Normalform als Summe einer Diago-
nalmatrix mit einer unteren Dreiecksmatrix mit Eintrdgen gleich Null auf der Diagonale
schreibt, sieht man: jeder Endomorphismus ® € End(V'), dessen charakteristisches Po-
lynom vollstéandig in Linearfaktoren zerfillt, ldsst als Summe eines diagonalisierbaren
Endomorphismus @, und eines nilpotenten Endomorphismus ®,, schreiben:

o=, + P, .

(Ein Endomorphismus ® heifit nilpotent, wenn es ein N € N gibt, so dass ®¥ = 0
gilt.) Aus der blockdiagonalen Gestalt folgt sofort, dass die beiden Endomorphismen
kommutieren:

P, 0P, =P,0d,.
Man kann sogar ®, und ®,, als Polynome in ® ausdriicken; beide Polynome haben ver-

schwindendes konstantes Glied.

8. Es gibt auch eine multiplikative Version der Jordan-Zerlegung:
Sei ® ein Automorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums, dessen charak-
teristisches Polynom iiber K vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt. Dann besitzt ® eine
eindeutig bestimmte Produktzerlegung

d=d,0d,

wobei @, ein diagonalisierbarer Automorphismus von V' ist, ®, ein unipotenter Automor-
phismus ist (d.h. ® — idy ist nilpotent) und ®; und ®, kommutieren.

Um dies zu sehen, betrachte die Jordan-Zerlegung & = &, + ®,, wie oben und setze
®, :=idy + ¢, '®,, so dass folgt

d=0o,0(idy +P,;'0®,) =P, 0P,.

Beispiel 7.3.9.

2 1 01
. 0 300 . . . .
Sei A = 11 3 1 € M(4x4,Q) . Esist P4(X) = (X — 3)*. Offenbar hat die Matrix
-1 1 0 4
-1 1 0 1
0 000
A=SEi=1_, 4 0 1
-1 1 0 1



Rang 1, also ist nach der Dimensionsformel fi,¢,(A, 3) = dimg ker(A—3E,) = 4—rg (A-3E) =
3. Die Jordansche Normalform ist

0

3 0
1 3

und pa(X) = (X — 3)? ist das Minimalpolynom. In den ersten beiden K#stchen steht die
Begleitmatrix des linearen Polynoms X — 3. Nach Lemma [7.3.6] steht im dritten Késtchen eine
Matrix, die #hnlich zur Begleitmatrix des Polynoms (X —3)? ist. Damit sind die Weiertraschen
Elementarteiler die drei Polynome g; := (X — 3),¢2 := (X — 3),93 := (X — 3)%. Da die
Teilbarkeitsbedingung g1 |g1|gs gilt, liegt haben wir auch die Invariantenteiler gefunden:

=1, =x-3, F=x-3), =(x-3)
und die Determinantenteiler
dy =1, d¥ =(x -3), d¥ = (X -3)?, d = (X - 3)*

Die Frobeniussche Normalform ist

0

Sie ist hier gleich der Weierstraflischen Normalform, da in diesem Beispiel die Invariantenteiler
gleich den Elementarteilern sind.

7.4 Normalformen fiir Endomorphismen, zyklische Teilrdume

Die darstellenden Matrizen eines Endomorphismus ® eines K-Vektorraums V' beziiglich ver-
schiedener geordneter Basen sind nach Satz [3.7.8]3 &hnlich. Ahnliche Matrizen haben nach
Satz die gleichen Determinanten- und Invariantenteiler. Daher kénnen wir auch einem
Endomorphismus unabhéngig von der Wahl einer geordneten Basis Determinanten- und Inva-
riantenteiler zuordnen. Um die bisher dargestelle Theorie fiir Matrizen auf Endomorphismen
zu libertragen, benotigen wir die folgende Begriffsbildung:

Definition 7.4.1

Sei ® ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Wir nennen den Vektorraum V
zyklisch beziiglich ® oder ®-zyklisch, wenn es einen Vektor v € V gibt, so dass V =
span (v, ®(v), ®*(v),...) gilt. Jeder solcher Vektor v € V heifit ®-zyklischer Vektor von V.

Satz 7.4.2.
Es sei ® Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums V. Dann ist V' genau dann
zyklisch beziiglich ®, wenn es eine geordnete Basis B von V' gibt, in der die darstellende Matrix
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von ¢ die Gestalt

0 —Aayg
1 —aq
—ap—2

1 —Aap—1

hat. Es ist dann
P(IJ(X) =ag+a X +--- +an_1Xn—1 4+ X"

das charakteristische Polynom von ®.

Beweis.
e Sei V ein ®-zyklischer Vektorraum und v € V' ein ®-zyklischer Vektor. Dann gibt es eine
natiirliche Zahl n, so dass die Familie

B = (v, ®(v), ®*(v),..., 2" (v))
linear unabhéngig, die Familie
B" = (v,®(v), ®*(v),..., 2" (v))
aber linear abhéngig ist. Es gibt also Koeffizienten a; € K mit
agv + a1 ®(v) + -+ a1 "+ " (v) = 0.

Offenbar ist dann die Familie B’ eine Basis eines ®-zyklischen Unterraums von V', der
v enthélt. Da der Vektor v zyklisch sein soll, haben wir eine Basis von V' gefunden.
Man rechnet nach, dass die darstellende Matrix von ® beziiglich dieser Basis die oben
angegebene Gestalt hat.

e Das charakteristische Polynom berechnet man nun wie im Beweis des Satzes von
Cayley-Hamilton.

e Hat umgekehrt die darstellende Matrix in einer geordneten Basis B die angegebene Form,
so sieht man sofort, dass der erste Basisvektor ein zyklischer Vektor ist.

g

Korollar 7.4.3.
Sei ® ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V', und sei V' zyklisch beziiglich ®. Dann
stimmen Minimalpolynom und charakteristisches Polynom von @ {iberein.

Beweis.
Aus der linearen Unabhéngigkeit der Familie

B = (v, ®(v), ®*(v),..., 2" (v))

folgt, dass es kein Polynom f € K[X] vom Grade kleiner als n geben kann, das ® als Nullstelle
hat. Denn ist & Nullstelle von f, also f(®) = 0, so folgt f(®(v)) = 0 und wir finden eine
nicht-triviale Relation von Vektoren in B'. O
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Korollar 7.4.4.
Fiir jeden Endomorphismus ® eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' der Dimension n ist

das Minimalpolynom pg gleich dem n-ten Invariantenteiler von @, also pe = cg ),

Beweis.
Es seien gy, ..., g, die nicht-konstanten Invariantenteiler von ® mit Begleitmatrizen B;. Da
dhnliche Matrizen das gleiche Minimalpolynom haben, ist nur zu zeigen, dass die blockdiagonale

Matrix
B, 0
By

0 B,
aus Begleitmatrizen B; := By, das Polynom g, als Minimalpolynom besitzt. Nun gilt aber fiir
jedes Polynom g € K[X]

g(Bl) 0
By
o(B) = 9(B2) )
0 g(Br)

Wir wissen aus Korollar [7.4.3] dass ¢; das Minimalpolynom der Matrix B; ist. Daher gilt
g(B) = 0 genau dann, wenn alle g; das Polynom g teilen. Wegen der Teilbarkeitsbeziehung
gi|lgiv1 fir die Invariantenteiler ist dies aber dquivalent zu der Teilbarkeitsbezichung g.|g.
Folglich ist g, das Minimalpolynom der blockdiagonalen Matrix B. U

Bemerkungen 7.4.5.

1. Das charakteristische Polynom Pg ist als n-ter Determinantenteiler Produkt von Invari-
antenteilern,
Po—df) = 2

Wegen Korollar gilt pe = cEI,”). Es folgt erneut die Teilbarkeitsbeziehung e | Po,
also der Satz von Cayley-Hamilton [5.5.7. Aus den Teilbarkeitsbeziehungen der Invarian-
tenteiler folgt die weitere Teilbarkeitsbeziehung Pg | (f10)™.

2. Sei @ ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen Vektorraums V. Dann ist V' genau
dann zyklisch beziiglich &, wenn Minimalpolynom und charakteristisches Polynom {iber-

einstimmen.
Eine Richtung war Korollar [7.4.3] Stimmen umgekehrt charakteristisches Polynom und
Minimalpolynom iiberein, so sind die Invariantenteiler gleich 1,1,..., ug, also die Inva-

riantenteiler der Begleitmatrix des Minimalpolynoms. Begleitmatrizen aber sind darstel-
lende Matrizen von Endomorphismen zyklischer Vektorrdume.

Wir nennen schliefflich einen ®-invarianten Untervektorraum U C V zyklisch beziiglich
® € Endg(V), wenn U zyklisch beziiglich der Einschrankung von ® auf U ist.

Satz 7.4.6.
Es sei @ ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V. Dann kann man
V' als direkte Summe

V=Vvie.. . Vad---aV,
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®-zyklischer Untervektorrdume V; # 0 von V' darstellen, wobei fiir die Minimalpolynome g; €
K[X] der Einschrénkungen ®y;, mit ¢ = 1,...,7 von ® die Teilbarkeitsbeziehungen g;|g;11
gelten. Die Polynome g; sind dann gleich den Invariantenteilern von ®. Insbesondere ist g, das
Minimalpolynom von .

Beweis.

e Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeitsaussage. Sei eine Zerlegung mit den beschriebenen
Eigenschaften vorgegeben. Man wéhle in jedem zyklischen Unterraum V; eine Basis wie
in Satz und setzt sie zusammen zu einer Basis von V| in der die darstellende Matrix
von ¢ die blockdiagonale Gestalt aus Begleitmatrizen aus Korollar besitzt. Aus
der Eindeutigkeit der Invariantenteiler folgt dann, dass die auftretenden Polynome die
nicht-konstanten Invariantenteiler von ® sein miissen.

e Um die Existenz einer solchen Zerlegung zu zeigen, beachten wir, dass es nach Satz
[7.3.3] eine Basis von V' gibt, in der die darstellende Matrix von ® blockdiagonale Gestalt
By, .. g hat. Jedem der Késtchen entspricht dabei ein ®-invarianter Unterraum. Da die
Einschrdnkung von ® auf diesen Unterraum V; durch die Begleitmatrix By, dargestellt
wird, ist dieser Unterraum nach Satz auch zyklisch.

g

Man beachte, dass im allgemeinen nur die auftretenden Minimalpolynome, nicht aber die ®-
zyklischen Untervektorrdume eindeutig bestimmt sind. (Schon die Zerlegung eines Eigenraums
der Dimension grofier als Eins in eindimensionale invariante Unterrdume ist nicht eindeutig.)

Wir halten schliellich auch noch ohne Beweis die Aussagen fiir Endomorphismen fest, die
analog zur Weierstrafi’schen Normalform (vgl. Satz sind.

Satz 7.4.7.
Es sei @ ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen /K-Vektorraums V. Dann kann man
V' als direkte Summe

V=We. Wa---aW,

®-zyklischer Untervektorrdaume W; # 0 von V' darstellen, wobei das Minimalpolynom h; € K[X]
jeder Einschrénkung @y, mit ¢ = 1,...,m von ® Potenz eines normierten Primpolynoms in
K[X] ist. Die Polynome h; sind gleich den Weierstrafi’schen Elementarteilern von ¢ und daher
bis auf Reihenfolge eindeutig.

7.5 Eine Sprache: Kategorien und Funktoren

Definition 7.5.1
Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse Obj(C) von Objekten und zu je zwei Objekten X,Y
von C einer Menge von Morphismen Home(X,Y). Wir bezeichnen ein Element f € Home(X,Y)

auch mit X 5 Y. Als weitere Struktur fordern wir:
1. Eine Kompositionsabbildung
Home (Y, Z) x Home(X,Y) — Hom(X, Z)
v3z xLy)ysx%2,

die assoziativ ist, wo sie definiert ist.
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2. Zu jedem Objekt X von C eine Identitdtsmorphismus idx € Home (X, X), so dass fiir alle
Morphismen X Ly die Gleichheiten idy o f = f und g oidx = g gelten.

Beispiele 7.5.2.
1. Set: die Objekte sind Mengen und die Morphismen sind beliebige Abbildungen. Diese
Kategorie war Gegenstand von Kapitel dieser Vorlesung.

2. Grp: die Objekte sind Gruppen und die Morphismen sind Gruppenhomomorphismen.
Diese Kategorie war Gegenstand von Kapitel dieser Vorlesung.

3. Ab: die Objekte sind abelsche Gruppen und die Morphismen wiederum Gruppenhomo-
morphismen.

4. K-Vekt: die Objekte sind K—Vektorraume und die Morphismen sind K-lineare Abbildun-
gen. Die Objekte dieser Kategorie waren Gegenstand der Kapitel dieser Vorlesung,
die Morphismen wurden in Kapitel |3| dieser Vorlesung behandelt.

5. Top: die Objekte sind topologische Rdume und die Morphismen sind stetige Abbildungen.
Damit beschéftigt man sich in den Vorlesungen Analysis und Topologie.

Definition 7.5.3
Ein Morphismus X LY heit Isomorphismus, wenn es Morphismen g,h : Y — X gibt, so
dass fog=idy und ho f =idx gilt.

Bemerkung: es folgt dann aus der Assoziativitdt der Komposition von Morphismen

h=hoidy =ho(fog)=(hof)og=idxog=g.

Definition 7.5.4
Seien C, D Kategorien. Ein kovarianter Funktor bzw. ein kontravarianter Funktor F' : C — D
besteht aus:

1. einer “Abbildung” F : Ob(C) — Ob(D)

2. einer Abbildung fiir jedes Paar von Objekten Ay, As in C:

F : Hom¢(Ay, As)— Homp(F(Ay), F(As))
bzw. F : Home(Aq, As)— Homp(F(As), F(A))

so dass gilt
1. fiir jedes Objekt A in C die Gleichung F(ida) = idp(a).

2. F(fog)=F(f)oF(g) bzw. F(fog)="F(g)oF(f)

Beispiele 7.5.5.

1. Vergissfunktoren, die zum Beispiel einen C-Vektorraum durch Einschréinkung der skala-
ren Multiplikation als R—Vektorraum ansehen. Natiirlich kann man noch weitere Struktur
vergessen und z.B. R-Vektorrdume als abelsche Gruppen oder gar nur als Mengen betrach-
ten. Vergissfunktoren sind alle kovariant.
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2. Der Funktor F': K-Vekt — K-Vekt, der jedem Vektorraum seinen Dualraum zuordnet,
F(V) = V* und jeder linearen Abbildung die duale Abbildung, F(f) = f*, ist ein
kontravarianter Funktor, vergleiche Lemma |6.1.11

3. Der Funktor F' : K-Vekt — K-Vekt, der jedem Vektorraum seinen Bidualraum zuordnet,
F(V) = V* und jeder Abbildung die biduale Abbildung, F'(f) = f**, ist ein kovarianter

Funktor, vergleiche Betrachtung [6.1.15 und Satz|6.1.16]

4. Sei C eine beliebige Kategorie und W ein Objekt in C. Dann definieren wir einen kovari-
anten Funktor
Hom(W,?) : C — Set

durch
Hom(W,?7) : X — Hom¢(W, X)

auf Objekten und fiir einen Morphismus X - Y durch die Abbildung
v« 1 Home(W,X) — Home(W,Y)
f = pof .

Dies ist in der Tat mit der Komposition vertréglich:

P oUu(f) = o (Yo f)=(pod)of=(poh)(f).
Analog wird durch
Hom(?,W) : X — Home(X, W)
auf Objekten und die Abbildung
¢* 1 Home(Y,W) — Home(X,W)
f = foyp .
ein kontravarianter Funktor
Hom(?,W) : C — Set
definiert.

Wenn man fiir C die Kategorie der K-Vektorrdaume betrachtet, so hat die Morphismenmen-
ge Hom(-,-) sogar die Struktur eines K-Vektorraums. In diesem Fall liefern Hom(?, W)
und Hom (W, ?) sogar Funktoren in die Kategorie der K-Vektorrdume.

5. Sei K C L eine Korpererweiterung, etwa K = R und L = C. Dann kann man jeden
L-Vektorraum V auch als K-Vektorraum auffassen. Notiert man diesen wieder mit V', so
muss man bei der Tensorprodukten aufpassen, da fiir zwei L-Vektorraume die Tensorpro-
dukte V @, W und V ®x W nicht gleich sind. (Sie haben universelle Eigenschaften fiir
K-bilineare bzw. fiir L-bilineare Abbildungen.)

Insbesondere konnen wir L selbst als K-Vektorraum auffassen. Fiir einen K-Vektorraum
V konnen wir das Tensorprodukt L ® g V' mit der Struktur eines L-Vektorraums versehen:

AMp®gv) =Mp®gv fir\pe KveV .

Dies liefert einen Funktor K-Vekt — L-Vekt, der Skalarenerweiterung genannt wird.
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Definition 7.5.6
Zwei Funktoren F : C — D und G : D — C heiflen adjungiert, falls es fiir je zwei Objekte X
inC und Y in D einen Isomorphismus

®xy : Home(X,GY) = Homp(FX,Y)
mit der folgenden natiirlichen Eigenschaft gibt: fiir jeden Homomorphismus X’ L X in C und
Y %Y’ in D kommutiert das Diagramm

Home(X, GY) —22%9)_ yome (X, GY')

(I)X,Yl l(bx/,y'

HomD(FX, Y) W HOHl'D(FX,, Y/>

mit Hom(F'f,g)(¢) :==gopo Ff und Hom(f,Gg)(y) := Ggo po f. Man schreibt F 4 G.

Beispiele 7.5.7.
1. Als Beispiel betrachten wir den Vergissfunktor

G : K-Vekt — Set ,
dessen adjungierter Funktor das freie Erzeugnis ist:
F . Set — K-Vekt,

das einer Menge M den von ihr erzeugten Vektorraum der Abbildungen f : M — K
zuordnet, die nur fiir endlich viele Elemente von M einen Wert ungleich Null annehmen.
Kapitel 2.4 hatte dieses Paar adjungierter Funktoren zum Gegenstand. Wir haben némlich
fiir jede Menge M und jeden K-Vektorraum V einen [somorphismus

®prv i Homge(M,G(V)) — Hompg(F(M),V)
® — (I)My(go)
mit
Carv(0)( D Amm) = > Anp(m) .

meM meM
Insbesondere finden wir, dass fiir jeden K-Vektorraum V die einelementige Menge
Homsge (0, G(V')) isomorph zu Homg (F((), V) sein muss. Der einzige K-Vektorraum aber,
von dem es genau eine lineare Abbildung in jeden K-Vektorraum V gibt, ist der Null-

vektorraum, F'()) = {0}. Dies fiihrt zu der Einsicht, dass Nullvektorraum von der leeren
Mengen erzeugt wird, vergleiche Definition [2.4.15]

2. Fiir je drei K-Vektorrdume gilt
Homg (V @ W, Z) = Homg (V, Homg (W, Z) ,
Also ist fiir jeden K-Vektorraum W der Funktor

- Qg W: K-Vekt — K-Vekt
V - VW

der linksadjungierte Funktor zu dem Funktor

Homg(W,—): K-Vekt — K-Vekt
Z +— Homg(W,Z)
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Wir wollen nun noch abschlieend universelle Eigenschaften in der Sprache von Kategorien
und Funktoren diskutieren:

Definition 7.5.8
Seien C,D Kategorien und U : D — C ein Funktor. Ein universeller Morphismus von einem
Objekt X in C nach U ist ein Paar (A, ), bestehend aus einem Objekt A in D und einem
Morphismus ¢ : X — U(A) in C, so dass die folgende universelle Eigenschaft gilt:

Fiir jedes Objekt Y von D und jeden Morphismus f : X — U(Y) in C gibt es einen
eindeutigen Morphismus g : A — Y in D, so dass das folgende Diagramm in C kommutiert:

Wir haben also fiir jedes Objekt Y von D eine injektive Abbildung
Home(X,U(Y)) — Homp(A,Y) . (%)
Diese Abbildung ist auch surjektiv: fiir & € Homp(A,Y) ist U(a) o : X — UY ein Urbild.

Bemerkungen 7.5.9.

1. Universelle Eigenschaften definieren wie gewohnt Objekte bis auf eindeutigen Isomor-
phismus. Gelingt es zu zeigen, dass zwei verschiedene Objekte die gleiche universelle
Eigenschaft haben, so miissen diese insbesondere isomorph sein.

2. Universelle Konstruktionen sind funktoriell: sei (A, 1) ein universeller Morphismus von
X nach U und (A,, p9) ein universeller Morphismus von X, nach U. Aus Definition m,
angewandt auf ys o h, folgt, dass fiir jeden Morphismus ~ : X; — X5 in C ein eindeutig
bestimmter Morphismus g : A; — A existiert, so dass das Diagramm

X, L U(A,)

I

X

2
kommutiert.

3. Existiert ein universeller Morphismus fiir jedes Objekt X von C, so definiert X; — A; und
h + g einen kovarianten Funktor V' von C nach D. Es folgt dann aus Gleichung (x), dass
die Funktoren U und V' adjungiert sind.

Achtung: es liefert zwar jedes Paar adjungierter Funktoren universelle Morphismen; aber
universelle Konstruktionen geben nur adjungierte Funktoren, wenn fiir jedes Objekt von
C ein universeller Morphismus existiert.

Beispiele 7.5.10.
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e Das Produkt einer Familie (X;);c; von Vektorrdumen. Hier ist D = K — Vekt und C ist die
folgende Produktkategorie (K — Vekt)!: Objekte sind I-Tupel von K-Vektorriumen, ein
Morphismus (X;);er — (Yi)ier ist ein I-Tupel von linearen Abbildungen f; : X; — Y;. Als
Funktor U : D — C betrachten wir den Diagonalenfunktor A, der einem K-Vektorraum
X die konstante Familie zuordnet, A(X) = (X);e;, und einer linearen Abbildung X 5 Y
die konstante Familie linearer Abbildungen, A(f) = (f)er-

Der universelle Morphismus fiir ein Objekt (X;);e; in (K — Vekt)? ist ein K-Vektorraum
P, mit einem Morphismus

o1 (Xi)ier = A(P) = (Pier

(némlich den kanonischen Injektionen), so dass fiir jeden Morphismus der Produktkate-
gorie
[ (Xi)ier = UY) = (Y)ier

(also fiir jede Familie linearer Abbildungen f; : X; — Y mit Y einem K-Vektorraum)
eine lineare Abbildung g : P — Y existiert, so dass in der Produktkategorie

f=Ulgloy
gilt. Das heifit aber, dass fiir jedes ¢ € I gilt f; = g o @;, vergleiche Lemma |3.4.8

e Fiir die direkte Summe muss man entsprechend den Begriff des kouniversellen Morphismus
einfithren, bei dem alle Pfeile umgedreht werden, vergleiche Lemma [3.4.10

e Um die universelle Eigenschaft des Polynomrings zu verstehen, betrachten wir den
Vergissfunktor
U: K— Alg — Set .

Wir wollen nun den universellen Morphismus fiir die einelementige Menge e untersuchen.
Dies ist ein Objekt in K — Alg, also eine K-Algebra R, mit einem Morphismus von Mengen
e — U(R), d.h. einem Element X € R.

Die universelle Eigenschaft ist nun die Forderung, dass es fiir jede K-Algebra S und einen
Morphismus von Mengen e — U(S), also fiir jedes Paar bestehend aus einer K-Algebra

S und einem Element a € S, einen eindeutigen Morphismus f : R — S von K-Algebren
J

geben muss, so dass @ — U(R) = U(S) gleich @ — § ist, also so dass f(X) = a gilt.

e Die universelle Eigenschaft von Quotientenvektorriumen kann folgenderméBen for-
muliert werden: sei D = K —Vekt die Kategorie der K-Vektorrdume und C eine Kategorie,
deren Objekte Paare (V,U) sind, bestehend aus einem K-Vektorraum und einem Unter-
vektorraum ¢ : U < V. Morphismen (V,U) — (V',U’) in C sind lineare Abbildungen
® : V — V' die den Untervektorraum U auf den Untervektorraum U’ abbilden. Der
Funktor U : D — C ordnet einem K-Vektorraum V' das Paar (V,{0}) zu.

Wir setzen fiir ein Objekt X = (V,U) in C das universelle Objekt A in D gleich dem
Quotientenvektorraum, A = V/U und ¢ gleich der kanonischen Projektion can = ¢ :
V — V/U. Diese ist tatsichlich ein Morphismus in C, da ihr Kern gleich U ist.

Die universelle Eigenschaft besagt dann, dass es fiir jeden Morphismus f : (V,U) —
(Z,{0}), also eine lineare Abbildung f : V — Z, die auf U verschwindet, eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung f : V/U — Z existiert, so dass f o can = f gilt. Dies ist
genau die Aussage von Satz [3.4.6]
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7.6

Fiir das Tensorprodukt betrachten wir vereinfachend nur ein Argument und halten das
andere Argument, einen K-Vektorraum V', fest. Dann konnen wir C = D = K — Vekt
setzen. Wir betrachten dann den Funktor
U=Hom(V,?) : K—Vekt — K — Vekt
W —  Homg (V, W)

Das universelle Objekt von W nach Hom(V,?) ist dann das Tensorprodukt W @ V' mit
universellem Morphismus

¢: W — Homg(V,W V)
W Py

mit ¢, (v) := w ® v. Dann suchen wir fiir jeden K-Vektorraum Y und jede lineare Ab-
bildung f : W — Homg(V,Y), also f € Homg (W, Homg(V,Y)) eine lineare Abbildung
g: W ®V — Y. Eine solche existiert wegen der natiirlichen Isomorphie

Homg (W @ V)Y') = Homg (W, Homg (V) Y)) .

Denn wenn 8 : W x V. — Y eine bilineare Abbildung ist, so ist fiir jedes w € W die
Abbildung B(w,-) eine lineare Abbildung in Homg (V) Y'). Dies liefert den gewiinschten
Isomorphismus.

Kurzzusammenfassung der Kapitel 4-7

Sei K im Folgenden ein beliebiger Korper.

7.6.1 Determinanten

Wir haben die Determinantenfunktion

det : M(nxn,K)— K

als (D1) K-zeilenlineare, (D2) alternierende und (D3) normierte Funktion eingefiihrt.
Berechnung :

Entwicklungssétze: nach Zeilen oder Spalten
Leibniz’sche Regel mit n! Termen (nur fiir 3 x 3-Matrizen: Sarrus’sche Regel mit 6 Termen)
)\1 *
A2
Obere Dreiecksmatrizen: det _ =[I N

0 An

(A0
A= (% )

Fiir eine blockdiagonale Matrix

gilt det A = det A; - det A,.

Eine Determinante éndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen
Zeile addiert. Man kann durch diese Umformungen eine Matrix in eine obere Dreiecksma-
trix iiberfithren und dann die Determinante als Produkt der Diagonalelemente berechnen.
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Eigenschaften :

— Multiplikativitat: det(AB) = det A - det B. Deswegen liefert die Determinante eine Funk-
tion auf Ahnlichkeitsklassen von Matrizen und somit eine Funktion auf Endomorphismen
endlich-dimensionaler Vektorrdume.

— Beziehung zum Rang: det A # 0 < rg A maximal < A € GL(n, K).

— Transformation der Volumensfunktion unter affinen Abbildungen F' : R" — R" mit
F(x)=Az+b:
vol, F'(X) = |det A| vol,, X .

Gleichungssysteme : Az = b mit A invertibel.

~ Inverse Matrix durch Streichungsmatrizen: A;;' = (det A)~(—1)"*/ det (A3") .

— Cramersche Regel: das inhomogene lineare Gleichungssystem Ax = b mit A quadratisch
und invertibel hat die eindeutige Losung

_det(a, ..., a1, b5, Giq 1, - -5 Gp)
N det A

Z;

7.6.2 Endomorphismen ¢ € Endg (V)

Gilt v = v mit v # 0, so heiBt A\ € K Eigenwert und v € V'\ {0} Eigenvektor. Der Eigenraum
von ¢ zum Eigenwert A € K ist Eig(®, A) := ker(® — Aidy).

— Geometrische Vielfachheit:

Pgeo( P, A) == dimg Eig(P, \)

— Charakteristisches Polynom: Py(X) := det(Xidy — ®) mit Determinante und Spur als
speziellen Koeffizienten:

a, =1 p_1 = —Tr & ap = (—1)"det ® .

— Vielfachheiten: Eigenwerte sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms; die Viel-
fachheit als Nullstelle heifit algebraische Vielfachheit des Eigenwerts. Es gilt fiir jeden
Eigenwert A:

1< :ugeo(q)v )‘) < :U'alg<q)7 >‘) .

7.6.3 Polynomalgebra

— Universelle Figenschaft ist Einsetzen: fiir jede K—Algebra S und jedes Element a € §
existiert ein eindeutiger Algebrenhomomorphismus, der Einsetzunghomomorphismus

v, K[X]— S
X—=a

— In Polynomalgebren iiber Koérpern gibt es eine Division mit Rest: sie sind euklidische
Ringe = Hauptidealringe (wie der Ring Z der ganzen Zahlen) = eindeutige Primzerlegung

— Fundamentalsatz der Algebra: Polynome in C[X] zerfallen vollstandig in Linearfaktoren.
Primpolynome in C[X] sind von der Form (X — a) mit a € C, Primpolynome in R[X]
sind von der Form (X — a) mit a € R oder X? + pX + ¢ mit p*> — 4¢ < 0.
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7.6.4 Diagonalisierbarkeit, Trigonalisierbarkeit

Das Minimalpolynom pg € K[X] ist der normierte Erzeuger des Annihilatorideals in
K[X]:
Ann(®) = {f € K[X][ f(®) = 0} = po - K[X]

Satz von Cayley-Hamilton: Pp(®) = 0 < g Po.
Bemerkung: umgekehrt gilt Pp| 14 mit n := dimg V.

Minimalpolynom und charakteristisches Polynom haben die gleichen Nullstellen.

Minimalpolynom und charakteristisches Polynom sind spezielle Invarianten- bzw. Deter-
minantenteiler

Charakteristisches Polynom Py zerféllt vollsténdig in Linearfaktoren < & trigonalisierbar.
Fiir solche ® existiert sogar eine geordnete Basis, so dass

Ao 100
A1
Mp(®) = A

(Jordansche Normalform) Weitere Normalformen fiir beliebige Matrizen: Frobenius’sche
und Weierstra’sche Normalform: blockdiagonale Matrizen mit Begleitmatrizen als
Blocken.

® diagonalisierbar < Charakteristisches Polynom Pg zerfillt vollstdndig in Linearfaktoren
und figeo(A, @) = flarg(A, @) fiir alle Eigenwerte.
< Minimalpolynom pue zerfillt vollstandig in paarweise verschiedene Linearfaktoren.

Zwei diagonalisierbare Endomorphismen @, W sind genau dann gleichzeitig diagonalisier-
bar, wenn sie vertauschen, oWV =WV o ® .

V ist ®-zyklisch < Minimalpolynom und charakteristisches Polynom sind gleich < Es
gibt eine Basis B, in der die darstellende Matrix Mp(®) eine Begleitmatrix eines Polynoms
ist.

7.6.5 Dualraum

Einem Vektorraum V' mit Basis B ordnen wir seinen Dualraum V* := Hom(V, K') mit
dualer Basis B* zu.

Einer linearen Abbildung V' Ly W ordnen wir zu die duale Abbildung W* IS v+ Es gilt
(fog) =g o f" und

Im f* = (ker f)°  ker f*=(Im f)°  ME(f")=Mg(f),
wobel U° € V* der Annulator des Untervektorraums U C V ist.

Ist dim V' < oo, so gibt es kanonische Isomorphismen iy : V' = V** mit f** = iy, ofoi(/l.
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7.6.6 Bilinearformen §: V xW — K

— Transformationsformel fiir darstellende Matrix M z(5):; = B(vi, w;):
Mag(B) = (1) Ma s (B)TE -
= Begriff der Kongruenz von Matrizen
— Orthogonales Komplement:
dimg X + dimg X+ = dimg W + dimg ("W N X) .

Im Spezialfall V' = W und symmetrischer nicht ausgearteter Bilinearformen gilt V =
X o Xt

Im Folgenden gelte im Korper K die Ungleichung 1 + 1 # 0.

1. alternierend: B(x,z) = 0 fiir alle z € V.

— Ist 8 alternierend und nicht-ausgeartet, so heifit 5 symplektisch. = dimg V' gerade.

— Normalform fiir symplektische Bilinearformen:

-1 0

2. symmetrisch

— Festgelegt durch quadratische Form ¢: V — K ¢(x) = %6 (x,x).
— Polarisierungsformel: f(x,y) = q(z + y) — q(z) — q(y) ist Bilinearform.

— Normalform: 5(b;,b;) = «;0; ; mit a; € K. Kongruenzproblem — Wittsche Relatio-
nen.

Insbesondere fiir reelle Vektorrdume, K = R (Sylvesterscher Trigheitssatz):

Mg(B) = diag(1,...,1,—-1,...,—1,0,...,0)
——— —— —— ——

T4 r_ )

B ist nicht-ausgeartet < rp = 0 < fiir jedes v € V \ {0} existiert w € V mit

Blv, w) 0.
B ist positiv definit < rg =7r_ =0 < ¢(v) > 0 fiir alle v € V' \ {0}.
7.6.7 Euklidische und unitire Vektorrdume

1. Euklidischer Vektorraum: endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit positiv definiter
symmetrischer Bilinearform (-,-). Norm ||z| := v/(z, x).

— Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:

(z,y)
[ iRl

{z, )| < ||z||llyl]] cosa = Innenwinkel
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— Orthonormalbasen, Orthonormierungsverfahren

— Orthogonale Projektion auf Untervektorrdume

2. Unitéarer Vektorraum: endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum mit positiv definiter

Sesquilinearform (-, -). Norm |[|z|| := /(z, z).

3. Selbstadjungierte Endomorphismen (®v, w) = (v, dw)

— Euklidischer Fall: in einer Orthonormalbasis B ist Mg(®) = Mp(®P)", also symmetri-
sche Matrix.

— Unitérer Fall: in einer Orthonormalbasis B ist Mz(®) = Mp(P)* also hermitesche
Matrix.

— Selbstadjungierte Endomorphismen sind mit einer Orthonormalbasis diagonalisier-
bar, alle ihre Eigenwerte sind reell.

4. Isometrien (®v, dw) = (v, w)

euklidischer Vektorraum unitérer Vektorraum
orthogonale Abbildungen unitdre Abbildungen
bilden eine Gruppe
O(V) Uv)
sind normerhaltend
winkeltreu erhalten Orthogonalitét
Eigenwerte:
A e {1} Al =1
Determinante:
+1 |det A| =1
A := Mpg(®) in Orthonormalbasis:
AtA=E, A*A=EFE,
orthogonale Matrix unitare Matrix
Normalform:
1
1
1
1 diagonalisierbar.

Drehung
Drehung .
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Aquivalenzrelation,
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Dimensionsformel, [77]

direkte Summe,

direkte Summe von Vektorrdumen,
direktes Produkt von Mengen,
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endlich erzeugter Vektorraum,
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endliche Menge,
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erweiterte Koeffizientenmatrix, [16]
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Erzeugnis,

euklidischer Abstand, [7]
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Faser einer linearen Abbildung, [94]
fehlerkorrigierender Kode,

GauB’scher Algorithmus,
Gerade,
Gleichungsdarstellung,

Graph einer Abbildung,
Gruppe, [34]
Gruppenhomomorphismus,
Gruppenisomorphismus,

Hohenschnittsatz,

Hemming-Abstand,

homogenes lineares Gleichungssystem, [16]
Homomorphiesatz,

identische Abbildung,

imaginére Einheit,

Imaginérteil einer komplexen Zahl,

Induktionsanfang,

Induktionsschritt,

inhomogenes lineares Gleichungssystem, (16|
[104]

injektive Abbildung,

Innenwinkel,

Integritatsring, [44]

inverse Abbildung,

inverses Element,

invertierbare Matrix,

Isomorphismus,
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kanonische Surjektion,

kartesisches Produkt von Mengen,
Kern eines Gruppenhomomorphismus,
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komplexe Konjugation,
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komplexe Zahlenebene,
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linear unabhéngige Familie,
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lineare Abbildung,

linearer Kode,

lineares Gleichungssystem, [I6]
Linearkombination,
Linksinverses,

logisch gleichwertige Aussagen,

Maéchtigkeit einer Menge,
Matrix,
Matrizenaddition,
Matrizenmultiplikation,
Mengendifferenz,
Monomorphismus,

neutrales Element einer Gruppe,
Nullelement,

nullteilerfreier Ring, [44]

Nullvektor,

Nullvektorraum,

orthogonale Vektoren,

Parameterdarstellung einer Geraden,

partielle Ordnung,
Peano-Axiome, [2§]
Polynomring,

Potenzmenge,

Pridikat,

Produkt von Vektorrdumen,

Quotientenmenge, [31]
Quotientenvektorraum,

Rang einer linearen Abbildung,
Realteil einer komplexen Zahl,

Relation,

Représentant, [31], [42]

Restklassen modulo m,
Restriktion einer Abbildung,
Rhombensatz,
Richtungsvektor einer Geraden,

Ring, [43]

Ringhomomorphismus,

Satz des Pythagoras,
Schiefkorper,
Schnittmenge,
Schwerpunkt, [10]
Schwerpunktsatz,
Skalare,
Skalarprodukt, [6]
Spaltenrang, [119
Standardbasis,
Standardbasis des K™,
Summe von Untervektorrdumen,
surjektive Abbildung,
symmetrische Gruppe,

Tautologie,

Teilmenge,
Transformationsformel,
Transformationsmatrix, [114
Translation,

transponierte Matrix,
triviale Untergruppe,
trivialer Untervektorraum,

Umkehrabbildung, [(33]
unitaler Ring,

unitarer Ring, [43]
universelle Eigenschaft,
Untergruppe,

Unterring,
Untervektorraum,
Urbild einer Abbildung,

Vektor,

Vektorraum,
Vektorraumhomomorphismus,
Vereinigung,

Verkettung von Abbildungen,
Verkniipfung in einer Gruppe,
Verkniipfung von Aussagen,
vollstéandige Induktion,

245



Wahrheitstafel,
Wertebereich,

Zeilenrang, [119
Zeilenstufenform, [I7]
Zornsches Lemma,
zyklische Gruppe,
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