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1 Moduln iiber Ringen

1.1 Grundlegende Definitionen

Ringe werden in dieser Vorlesung eine zentrale Rolle spielen. Wir wiederholen daher einige
Begriffe:

Definition 1.1.1
(i) Ein Ring ist eine additiv geschriebene abelsche Gruppe (R,+) zusammen mit einer Ab-
bildung

RxR — R
(:L’,y) = TY=x-Y,

genannt Multiplikation, fiir die das Assoziativgesetz
(xy)z = x(yz) fiir alle x,y,z € R
und zwei Distributivgesetze gelten:
(v14+ @) - y=a1-y+ax2-y und z-(y1+y) =T -y1+T Yo
fiir alle x, x,, x2,y,y1,y2 € R. Man beachte, dass (R, -) ein assoziatives Monoid ist.

(ii) Ein Ring mit Eins (oder unitdrer Ring) ist ein Ring mit einem FEinselement 1 € R, so
dass 1-x =z -1 =z fiir alle x € R gilt.

(iii) Ein Ring (R,+,-) heiBt kommutativ , wenn das Monoid (R,-) abelsch ist, also fiir alle
x,y € R die Gleichung x -y =y - z gilt.

(iv) Sind R, S Ringe, so ist ein Ringhomomorphismus f : R — S eine Abbildung f : R — S,
die sowohl die Struktur einer abelschen Gruppe als auch die eines Monoids auf R und S
respektiert:

fle+y)=f(x)+ fly) und f(zy) = f(z) f(y) firallex,y€R.

Im Falle unitdrer Ringe fordern wir zusétzlich fiir Ringmorphismen

f(lr) = 1s.
Wir bezeichnen die Menge aller Ringhomomorphismen mit Hom(R, S).
Unter einem Ring verstehen wir in dieser Vorlesung grundsétzlich einen assoziativen, nicht
unbedingt kommutativen Ring mit Eins.

Beispiele 1.1.2.
Wichtige Beispiele fiir Ringe sind:

1. Der Ring Z der ganzen Zahlen (und allgemeiner der Ring der ganzen Zahlen in einem
algebraischen Zahlkorper).

2. Korper wie die rationalen Zahlen Q, die reellen Zahlen R oder die komplexen Zahlen C
sind insbesondere (kommutative) Ringe.

3. Fiir jeden kommutativen Ring R ist der Polynomring R[X] ein Ring; mehr dazu spéter.
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. Fiir jeden assoziativen unitdren Ring R ist der Ring Mat, (R) der n x n-Matrizen mit

Eintrdgen in R ein Ring.

Sei U C R” eine offene Teilmenge. Dann bilden die reellwertigen Funktionen auf U ebenso
einen Ring wie die differenzierbaren oder analytischen Funktionen.

. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist der initiale unitire Ring: fiir jeden (unitdren) Ring R

gibt es genau einen Ringhomomorphismus f von Z nach R, ndmlich den durch f(1) = 1g
festgelegten Ringhomomorphismus. In der Tat legt der Wert auf dem Erzeuger 1 € Z
wegen f(n) = f(l+...+1) = f(1)+...+ f(1) den Ringhomomorphismus eindeutig

J

n—mal n—mal

fest.

Der terminale unitdre Ring ist der Nullring {0}, der einzige unitéire Ring in dem 1 = 0
gilt. Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus f: R — {0}

Wir brauchen auch die Verallgemeinerung von Vektorrdumen und linearen Abbildungen.
Dabei miissen wir im Fall nicht-kommutativer Ringe etwas genauer sein und drei Begriffe un-
terscheiden:

Definition 1.1.3

(1)

(ii)

(iii)

Ein Linksmodul iiber einem Ring R ist eine abelsche Gruppe (M, +), zusammen mit einer
Abbildung
u: RxM — M

(r,m) = u(r,m) =rm=rm,
der (Skalar-)Multiplikation, so dass fiir alle z,y € R und m,n € M gilt:
wlx,m+n)=pulx,m)+ u(z,n) bzw. z.(m+n)=zm+zxn

p(xr +y,m) = pu(x,m)+ uly,m) bzw. (z+y).m=zm+ym
p(z, ply,m)) = p(xy,m) bzw. x.(y.m)=(z-y).m

Die ersten beiden Gleichungen besagen, dass die Skalarmultiplikation bilinear (eigentlich
besser: biadditiv) ist. Die dritte Gleichung ist ein gemischtes Assoziativitédtsgesetz. Im
Falle von Moduln iiber unitdren Ringen fordern wir zusétzlich

w(l,m) = m bzw. lm=m
fiir alle m € M.

Sind M, N Linksmoduln iiber dem gleichen Ring, so nennt man eine Abbildung f : M —
N einen Modulhomomorphismus, wenn sie mit Addition und Skalarmultiplikation ver-
traglich ist:

flm+n) = f(m)+ f(n)
flrm) = r.f(m)
Man nennt eine solche Abbildung auch eine R-lineare Abbildung. Ein bijektiver Homo-

morphismus von Moduln heiit Isomorphismus. Wir bezeichnen mit Hompg(M, N) die
Menge aller solchen Morphismen.

Ein Rechtsmodul iiber einem Ring R ist eine abelsche Gruppe (M,+), zusammen mit
einer (Skalar-)Multiplikation

w: M xR — M
(m,r) = p(m,r) =mar =mr,

2



so dass fiir alle z,y € R und m,n € M gilt:

p(m—+n,z) = pu(m,z) +pn,z) dh (m+n)z=mzx+nz
p(m,z +vy) = pu(m,z) + u(m,y) d.h. m.(z+y) =mx+my
p(m, z - y) = p(p(m, x),y) d-h. m.(z-y)=(mz)y

Im Falle unitdrer Ringe fordern wir zusétzlich
uw(im,1) = m dh. m.1l=m
fiir alle m € M.

(iv) Seien R, S zwei Ringe, die nicht unbedingt verschieden sein miissen. Ein R-S-Bimodul ist
eine abelsche Gruppe M, die sowohl die Struktur eines R-Linksmoduls (M, p) als auch
eines S-Rechtsmoduls (M, i) trégt, so dass die Bedingung

f(pla,m), B) = p(ev, a(m, 3))
fiir allem € M, € R, 3 € S erfiillt ist. In anderer Notation:

(em).f = a.(m.f) .

(v) Morphismen von Rechtsmoduln und von Bimoduln sind analog zu Morphismen von Links-
moduln definiert.

Bemerkungen 1.1.4.
1. Wir vereinbaren die Regel “Punkt vor Strich”.

2. Die Ringmultiplikation gibt jedem Ring die Struktur eines Linksmoduls, eines Rechtsmo-
duls und eines Bimoduls {iber sich selbst.

3. Ist R ein Korper, so sind die R-Linksmoduln gerade die R-Vektorraume.
4. Wie bei Vektorrdumen zeigt man fiir alle Ringe R und Linksmoduln M
Opm = Oy fir alle me M
und schliefit (—1)m = —m. Analoge Gleichungen gelten fiir Rechtsmoduln und Bimoduln.

Lineare Abbildungen bilden selbst wieder einen Vektorraum. Sei nun R ein Ring und seien
M und N zwei R-Moduln. Die Summe zweier Modulhomomorphismen ¢y, @5 € Hom(M, N)
erklart man wie im Fall von Vektorrdumen durch die Summe der Bildwerte:

(p1 4+ p2)(m) := p1(m) + pa(m) firalle me M

und erhélt so die Struktur einer abelschen Gruppe auf der Menge Hom (M, N). Wir werden
daher in der Folge immer Hom (M, N) als abelsche Gruppe ansehen. Man konnte versucht sein,
diese durch die Definition

(r.p)(m) :=r.p(m) firalle meM
zu einem R-Modul zu machen. Aber es ist fiir A € R
(ro)(Am) = ro(Am) = rAp(m)
und dies miisste gleich
A(r.p)(m) = Are(m)

sein, damit auch die Abbildung r.¢ wieder R-linear ist. Ist der Ring R nicht kommutativ, so
gilt dies im Allgemeinen nicht. Wir fassen zusammen:

3



Satz 1.1.5.

Sei R ein Ring und M, N seien R-Moduln. Dann hat Hompg(M, N) stets die Struktur einer
abelschen Gruppe. Ist R kommutativ, so ist Homg(M, N) sogar in natiirlicher Weise ein R-
Modul.

Wir machen uns noch einige Gedanken {iber den Zusammenhang von Linksmoduln und
Rechtsmoduln:

Bemerkungen 1.1.6.
1. Ist R ein Ring, so bezeichnet R°PP? den opponierten Ring : dies ist der Ring mit der
gleichen zu Grunde liegenden abelschen Gruppe, aber der Multiplikation

(@,y) = ply, ) -
Man zeige: jeder R-Rechtsmodul (M, p) wird durch

WP ROPP X M M
(r,m) = m.r = pu(m,r)

zum R°PP-Linksmodul. Umgekehrt liefert so jeder R°PP-Linksmodul einen R-Rechtsmodul.

2. Sind R, S Ringe und ist f : R — S ein Homomorphismus abelscher Gruppen mit der
Eigenschaft

flzy) = f(y) f() fir alle 2,y € R,

so nennt man f einen Antihomomorphismus. Ein Antihomomorphismus ist also ein Ho-
momorphismus von R°PP nach S oder, dquivalenterweise, ein Homomorphismus von R
nach S°PP. Die Ringe R und R°PP sind also stets anti-isomorph.

3. Ein Ring R ist genau dann kommutativ, wenn die Identitét ein Isomorphismus von R nach
R°PP ist. Fiir einen kommutativen Ring R ist wegen Bemerkung 1 jeder R-Linksmodul in
natiirlicher Weise ein R-Rechtsmodul und umgekehrt. Jeder R-Linksmodul ist sogar ein
R-Bimodul.

4. Es gibt sehr wohl nicht-kommutative Ringe, die isomorph zu ihrem opponierten Ring
sind, aber vermittels eines nicht-trivialen Isomorphismus. Als Beispiel betrachte den Ring
M(R,n x n) der quadratischen n x n Matrizen iiber einem kommutativen Ring R. Dann
liefert die Transposition einen Antiisomorphismus, denn sie dreht die Reihenfolge um:

(AB)' = B'-A'.

Moduln haben schon per Definition eine Addition; wir betrachten jetzt Moduln iiber einem
kommutativen Ring R mit der zusétzlichen Struktur einer Multiplikation von Modulelementen:

Definition 1.1.7

1. Sei R ein kommutativer Ring. Fine (assoziative) R-Algebra ist ein R-Modul A, der die
Struktur eines (assoziativen) Ringes trigt, wobei die Ringaddition und die Moduladdition
iibereinstimmen und die Vertréglichkeitsbedingung

r(zy) = (ro)y = z(ry)

fiir alle x,y € A und r € R gilt. Man sagt, die Multiplikation sei R-bilinear.



2. Eine Algebra A heifit unitéir, wenn sie als Ring unitér ist.

Bemerkungen 1.1.8.
1. Zum Beispiel ist fiir jeden Korper K der Polynomring K[X] eine unitire K-Algebra. Sei
E/K eine Korpererweiterung; dann ist £ insbesondere eine unitére K-Algebra.

2. Man kann die Definition einer R-Algebra A auch so fassen: es gibt einen Ringhomomor-
phismus ® : R — A mit der Eigenschaft, dass ®(r)a = a®(r) fir aller € Rund a € A
gilt.

Fiir eine R-Algebra A setzen wir ®(r) = r.14 und finden
O(rya=(rla)-a=r(la-a) =ra=r.(a-1p)=a-(rly)= a-&(r).

Ist umgekehrt der Ringhomomorphismus @& gegeben, so definieren wir eine R-
Modulstruktur auf dem Ring A durch

die in der Tat R-bilinear ist:
r.(ab) = ®(r)(ab) = a®(r)b = a(r.b) .

Beispiele 1.1.9.
(i) Jede abelsche Gruppe (G, +) wird zu einem Z-Modul durch die folgende Skalarmultipli-
kation:

ZxG — G
r+...+z n>0
N e’

n—mal
0 n=>0

—|nlz  n<O0.

(n,x) +— nx=

(ii) Sei M ein R-Modul. Dann ist die Abbildung
M — Homg(R, M)

m = (g = rm)
ein Isomorphismus von abelschen Gruppen. Ist der Ring R kommutativ, so hat auch
Hompg (R, M) die Struktur eines R-Moduls. Dann ist die Abbildung wegen
Orm(s) = s.(rm) = (s-r).m = (r-s).m=r.(s.m) =rp,(s)

sogar ein Isomorphismus von R-Moduln. Sein Inverses ordnet einem Homomorphismus
¢ € Hompg(R, M) sein Bild ¢(1) € M auf der Eins zu.

Um das Beispiel in[1.1.9] (i) genauer zu untersuchen, iiberlegen wir uns zunéchst folgendes:
fiir jede abelsche Gruppe (M, +) bilden die Gruppenendomorphismen End (M) einen Ring, den
Endomorphismenring. Die Addition in diesem Ring ist die Addition von Abbildungungen durch
Addition der Funktionswerte,

(o +¢)(m) = e(m) + ¢(m).

Die Multiplikation im Endomorphismenring ist die Verkettung von Abbildungen, @) := @ o),
das Einselement ist natiirlich die Identitdt auf M. Endomorphismenringe sind im allgemeinen
nicht kommutativ.



Lemma 1.1.10.
Sei M eine abelsche Gruppe und R ein Ring.

(i) Ist ¢ : R — End(M) ein Ringhomomorphismus, so wird durch die Vorschrift

M zum R-Modul.

(ii) Hat M iiber die Struktur einer abelschen Gruppe hinaus die Struktur eines R-Moduls, so
liefert die Abbildung

¢: R — Abb (M,M)
r = p(r) mit o(r)m=rm

einen Ringhomomorphismus mit Werten in End(M). Er heifit auch die Strukturabbildung
oder Darstellungsabbildung des Moduls M.

Da es fiir jeden (unitdren) Ring F nach Beispiel nur einen (unitiren) Ringhomomor-
phismus Z — FE gibt, triagt jede abelsche Gruppe nur eine Z-Modulstruktur, ndmlich die in
Beispiel (i) angegebene.

Ein weiteres wichtiges Beispiel von Ringen sind Polynomringe und Potenzreihenringe. Wir
erinnern:

Definition 1.1.11

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Paar (A, X), bestehend aus einer R-Algebra A mit
Fins und einem Element X € A heilt Polynomring (korrekter wére: Polynomalgebra) in der
Unbestimmten X iiber R, wenn jedes Element f € A sich eindeutig in der Gestalt

f=roX'+mX ' +.. . +r,X"

mit 79, 71,...,7n € R darstellen lidsst. Hierbei setzen wir X° = 1 € A und verstehen die
Eindeutigkeit folgendermafBen: gilt in A

ro+mX 4+ X =by+ b X b, X

mit m >n, so ist r; = b; fiir 0 <+ <mn und b; =0 fiir i > n.
Man beachte, dass eine Polynomalgebra immer kommutativ ist. Die Elemente einer Poly-
nomalgebra nennen wir auch Polynome.

Eine Polynomalgebra iiber R ist also ein Paar, bestehend aus einer R-Algebra und einem
Element in dieser Algebra, genannt “Unbestimmte”.

Satz 1.1.12. [Universelle Eigenschaft der Polynomalgebral
Sei A Polynomring in der Unbestimmten X iiber R. Fiir jede R-Algebra S und jede Wahl eines
Elements s € S gibt es genau einen R-Algebrenhomomorphismus ¢, : A — S mit p4(X) = s.

Beweis.

e Eindeutigkeit: Da jedes Element f € A nach Definition des Polynomrings eine eindeutige
Darstellung

f=> nx (1)
1=0
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besitzt, folgt sofort, dass

3
3

Qos(f) = . TzSOS(X)Z = . Tisi (2)

gelten muss.

e Existenz: Die so definierte Abbildung ¢, ist wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von
f wohldefiniert. p4(X) = s ist aus der Definition offensichtlich. Man rechnet leicht nach,
dass die so definierte Abbildung ¢, ein R-Algebrenhomomorphismus ist.

O

Bemerkungen 1.1.13.
1. Wegen der Gleichung heiit ¢, auch der zu s € S gehorende
Einsetzungshomomorphismus. Man schreibt auch fiir ein Polynom f € A

o (f)=f(s) €S,

2. Im Spezialfall des Polynomrings selbst, (5, s) = (A, X) ist die Abbildung ¢ x die Identitét.
Es folgt die Schreibweise

f=ex(f)=f(X),

die Sie aus der Schule kennen.
3. Im Spezialfall S = R erhalten wir fiir jedes A € R
oxf)=fN) eR.

Ein Polynom liefert also eine Funktion R — R. Man hat einen Ringhomomorphismus

A — ADbb(R,R),
o= r

den Auswertungshomomorphismus. Dieser ist im allgemeinen nicht injektiv, d.h. ein Po-
lynom kann nicht mit der induzierten polynomialen Funktion identifiziert werden:

zum Beispiel gibt es fiir den Korper R = Fy, nur 4 verschiedene Funktionen R — R, aber
unendlich viele Polynome.

4. Je zwei Polynomringe A, A’ in den Unbestimmten X bzw. X’ sind isomorph:
Nach Satz[1.1.12] gibt es Algebrenhomomorphismen

¢: A—-A und ¥: A — A
mit ®(X)=X" und ¥(X')=X.

Dann sind
Vod: A— A und oV : A — A

Algebrenhomomorphismen mit
Vod(X)=X und PoV¥(X') =X’
Aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz folgt
Vod=idy und PoV¥ =idy .

Wir haben sogar noch etwas mehr gezeigt: je zwei Polynomringe sind bis auf eindeutigen
[somorphismus isomorph.



5. Man muss nun noch zeigen, dass Polynomringe existieren. Eine explizite Konstruktion
durch Folgen von Elementen von R wird iiblicherweise in der Vorlesung lineare Algebra
vorgestellt.

Beispiel 1.1.14.

Manchmal betrachtet man auch den kommutativen Ring R[[X]] der formalen Potenzreihen,
dessen Elemente die Potenzreihen Z;’io r; X" mit r; € R sind. Die Multiplikation ist genauso
definiert wie bei Polynomen: man beachte, dass jeder der unendlich vielen Koeffizienten des
Produkts durch eine endliche Summe ausgedriickt wird. Ein Konvergenzbegriff ist im allgemei-
nen nicht gegeben. Es gibt auch keinen Auswertehomomorphismus: in eine formale Potenzreihe
kann man im allgemeinen nur den Wert 0 € R einsetzen und erhélt den Koeffizienten ry € R.

Lemma 1.1.15 (Polynomringe und Endomorphismen).
Sei K ein Korper.

(i) Ist M ein K[X]-Modul, so hat M durch Restriktion auf die konstanten Polynome, also
durch Pullback entlang der Einbettung K — K[X] die Struktur eines K-Vektorraums.
Die Multiplikation mit X € K[X] ist eine K-lineare Abbildung M — M.

(ii) Ist M ein K-Vektorraum und A : M — M eine K-lineare Abbildung, so versieht die
Vorschrift
fm = f(A)ym firalle me M, fe K[X]

mit f(A) wie in (1.1.13) erkldrt den K-Vektorraum M mit der Struktur eines K[X]-
Moduls.

Moduln iiber dem Polynomring K [X] iiber einem Korper sind also gerade K-Vektorrdume mit
einem K-linearen Endomorphismus. Es ist klar, wie die Situation sich verallgemeinert, wenn
man den Korper K durch einen kommutativen Ring ersetzt.

Dies reduziert die Endomorphismentheorie von Vektorrdumen auf die Theorie der Moduln
iiber einem Polynomring. Wichtige Polynome wie das charakteristische Polynom und das Mini-
malpolynom (oder allgemeiner Invarianten- oder Determinantenteiler) eines Endomorphismus
finden in diesem Rahmen eine tiefere Erklarung.

Wir sehen auch, dass der Begriff des Moduls iiber einem Ring einen einheitlichen Rahmen
fiir den Begriff der abelschen Gruppe und eines Vektorraums mit einem Endomorphismus bietet:
beide sind Moduln iiber Hauptidealringen.

Wir wollen eine weitere wichtige Beispielklasse fiir Ringe und Moduln einfiihren:

Definition 1.1.16
Sei K ein kommutativer Ring und G eine Gruppe (oder allgemeiner ein Monoid). Der
Gruppenring K[G] (oder allgemeiner Monoidring) ist als abelsche Gruppe die Menge aller
Abbildungen

f:G— K,

die nur fiir endlich viele g € G von Null verschiedene Werte annehmen. Dann lassen sich die
Elemente von K|[G] eindeutig als Linearkombination

=Y fl9)d, mitf(g) €K



schreiben, wobei 0, fiir die Abbildung steht, die auf g € G den Wert 1 € K annimmt und auf
allen anderen Gruppenelementen verschwindet. Wo dies nicht zu Verwirrung ftiihrt, schreiben
wir auch kurz g fiir 4, so dass wir z.B. erhalten

F=Y flg)g mit f(g) € K.
Die Multiplikation im Gruppenring ist die Konvolution (oder Faltung):

2o () - 5.5

geG heG z€G \ g,h€G,gh=x

Man unterscheide diese Multiplikation vom kommutativen Produkt, das von der Multiplikation
der Bildwerte in K induziert wird. In dieses Produkt geht nur die Struktur einer Menge auf G
ein, bei der Konvolution dagegen die Gruppenmultiplikation: es gilt d, x 0p, = Ogp.

Man hat einen Ringhomomorphismus

K — K|G]
a +— ade ,

wobei e das neutrale Element von G ist, und einen Gruppenhomomorphismus
G — K[G|*
g — lg=1kd, ,

der es erlaubt, die Gruppe G als Basis des Gruppenrings K |G| aufzufassen. Gruppenringe sind
also Ringe mit einer ausgezeichneten Basis. Es ist klar, dass der Gruppenring K [G| genau dann
kommutativ ist, wenn die Gruppe G abelsch ist.

Oft spricht man iiber diese Situation auch in einer leicht verschiedenen Sprache:

Definition 1.1.17
FEine Darstellung einer Gruppe G iiber einem Kérper K ist ein Paar (V,p), bestehend aus ei-
nem K-Vektorraum V und einem Gruppenhomomorphismus p in die invertierbaren K-linearen
Abbildungen von V,

p:G— GL(V) :={p € Endg(V),p invertierbar } .

In Anwendungen ist der Vektorraum V' z.B. der Raum der Losungen einer linearen Differen-
tialgleichung oder der Raum der Zusténde eines quantenmechanischen Systems. Die Wirkung
der Gruppe beschreibt dann die Wirkung von Symmetrien. Ein Ziel der Vorlesung ist es, einen
Uberblick iiber solche Gruppenwirkungen fiir gegebene Gruppe G und endlich-dimensionale
Vektorrdume V' zu bekommen.

Bemerkung 1.1.18.
(i) Gegeben eine Darstellung (V, p), schreiben wir auch py fiir p.

(ii) Ist (V, p) eine Darstellung von G iiber K, so ist die Abbildung

GxV — V
(g:v) = plg)v
eine Operation oder Wirkung der Gruppe G auf der dem Vektorraum V zu Grunde
liegenden Menge. Die Gruppe wirkt durch lineare Abbildungen.
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(iii) Ist G x V' — V eine Operation der Gruppe G auf einem K-Vektorraum V', so dass
glv+w)=gv+gw  g(hv)=Agv

fiir alle v,w € V,g € G und X € K gilt, so definiert

eine Darstellung p : G — GL(V).

Eine Darstellung ist also eine “Operation auf einem Vektorraum durch lineare Abbildun-
gen”.

(iv) Jeder Vektorraum V triagt eine Darstellung seiner Automorphismengruppe GL(V') durch
p = idarv)-

(v) Jeder Vektorraum V wird Darstellung einer beliebigen Gruppe G durch die triviale Ope-
ration p(g) = idy fiir alle g € G.

(vi) Ist L/K eine Korpererweiterung, so ist L, aufgefasst als K-Vektorraum eine Darstellung
der Galoisgruppe Gal(L/K) tiber K.

(vii) Eine Darstellung (V, p) der Gruppe Z angeben heifit, einen Automorphismus A € GL(V)
anzugeben, namlich A = p(1). Dann ist p(n) = A™.

(viii) Darstellungen von Z/2Z sind dquivalent zu einem Vektorraum V' mit einem Automor-
phismus A : V — V, fiir den A% = idy gilt. Konkret heifit dies, wenn die Charakteristik
des Korpers K ungleich zwei ist, dass V' direkte Summe der Eigenrdume von A zu den
Figenwerten +1 ist,

V=VteV-.

Denn jeder Vektor v € V lésst sich zerlegen zu
1 1
v= §(U—|—AU)—|—§(U—AU) ;

wegen
1 1 1
A§(v + Av) = §(Av + A%) = :i:§(fu + Av)

sind dies Eigenvektoren von A zu den beiden Eigenwerten £1.

Hat dagegen der zu Grunde liegende Korper Charakteristik 2, so gibt es nur den Eigenwert
1. Wegen A? = idy ist das Minimalpolynom von A ein Teiler von X2 —1 = (X —1)2. Die
Jordan-Blocke haben daher Gréfle 1 oder 2. In der Tat gilt fiir einen Jordan-Block der

Grofle 2:
11 11\ (12) (10
0 1 o1/ \No1) \01)"
Lemma 1.1.19.
Sei G eine Gruppe und K ein Korper. Man erhélt eine Bijektion

{ Darstellungen von G iiber K} +— {K[G] — Moduln } .
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Beweis.
Gegeben eine K-lineare G-Darstellung (V) p), so definieren wir auf der dem Vektorraum V' zu
Grunde liegenden abelschen Gruppe (V, +) die Struktur eines K[G]-Moduls durch die skalare
Multiplikation (3, .o Agdg)v == > cq Agp(g)(v) fiir v € V und Ay € K. Man iiberpriife, dass
dies einen K[G]-Modul definiert.

Umgekehrt liefert ein K [G]-Modul M eine abelsche Gruppe, die durch Am := (Ad.).m fiir
m € M und A € K zum K-Vektorraum wird. Fiir g € G definieren wir p(g) € Endg (V') durch
p(g)(v) == Agv fiir v € M. Man iiberpriife, dass dies eine K-lineare G-Darstellung definiert
und dass die beiden Zuordnungen zu einander invers sind. O

geG

Allgemeiner ist fiir ein Monoid G ein Z[G]-Modul das gleiche wie eine abelsche Gruppe mit
einer G-Operation durch Gruppenhomomorphismen. Den Beweis iiberlassen wir als Ubung dem
Leser.

Auch die Modulhomomorphismen von Moduln iiber dem Gruppenring K [G] werden in der
Sprache von Darstellungen anders benannt.

Definition 1.1.20
Seien VW  Darstellungen einer Gruppe G iiber einem festen Korper K. FEin
Homomorphismus von Darstellungen ist eine K-lineare Abbildung f : V — W, fiir die gilt

flov(g)v) = pw(g)f(v) fiiralle g € G.

Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus. Zwei Darstellungen heiflen isomorph,
wenn es einen Isomorphismus gibt.

Wir machen weiter in der Theorie der Moduln:

Definition 1.1.21

Sei M ein R-Linksmodul und U C M eine Untergruppe. Dann heifit U Untermodul von M,
falls die Skalarmultiplikation von M auf U definiert ist, d.h. wenn aus m € U und r € R folgt,
dass r.m € U gilt.

Bemerkung 1.1.22.

(i) Die Untergruppen einer abelschen Gruppe sind genau die Z-Untermoduln.

(ii) Fasst man den Ring R als Modul iiber sich selbst auf, so sind die R-Untermoduln von R
gerade die Ideale von R. Genauer gesagt sind die R-Links-Untermoduln die Linksideale,
die R-Rechts-Untermoduln die Rechtsideale und die R-Bi-Untermoduln die beidseitigen
Ideale.

(iii) Eine Teilmenge W C V einer Darstellung V' heifit Unterdarstellung genau dann, wenn W
ein unter G stabiler Untervektorraum ist; das heiflt, dass aus ¢ € G und w € W folgt,
dass gw € W. Beschreibt man die Darstellung (V, p) als K[G]-Modul, so entsprechen die
Unterdarstellungen den K[G]-Untermoduln.

(iv) Bild und Urbild eines Untermoduls unter einem Modulhomomorphismus sind wieder Un-
termoduln. Insbesondere sind Bild und Kern eines Modulhomomorphismus Untermoduln.

(v) Ist U ein Untermodul von M, so ist U ist als Untergruppe der abelschen Gruppe M
Normalteiler, so dass M /U eine abelsche Gruppe ist.
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Die Faktorgruppe M /U wird zu einem R-Modul, dem Faktormodul oder Quotientenmodul
von M nach U durch die folgende Skalarmultiplikation:

Rx M/U — M/U
(z+U) = ax+U

Man rechne hierzu insbesondere nach, dass die Skalarmultiplikation wohldefiniert ist.

(vi) Dies soll durch das folgende Beispiel weiter illustriert werden: Sei a ein Linksideal von R
und M ein R-Modul, so ist

aM = { Zoz,mi

endl

OéiECl,l’iGM}

ein Untermodul von M: fiir r € R, € a und z € M ist ra € a, da a ein Linksideal ist,
und somit r(am) = (ra)m € aM. Nach Bemerkung (v) ist dann der Quotient M /aM ist
ein R-Modul.

Ist a sogar ein beidseitiges Ideal, so wird R/a durch (a+a)-(a’+a) := a-d’+ a zu einem
Ring. Dann ist auch die Skalarmultiplikation

(a+a)(x+aM) =ax+aM
wohldefiniert und versieht den Quotientenmodul M/aM mit der Struktur eines R/a-
Moduls.

Dazu betrachten wir ein konkretes Beispiel: der Ring Z der ganzen Zahlen ist Modul
iiber sich selbst, also ein Z-Modul; nZ ist ein beidseitiges Ideal fiir jedes n € Z und die
zyklische Gruppe Z/nZ ist ein Z-Modul mit Skalarmultiplikation

nm=mn
und natiirlich auch ein Z/nZ-Modul mit 7.m = nm.

Lemma 1.1.23 (Restriktion der Skalare/Pullback).
Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so wird jeder S-Modul (M, i) (insbesondere auch S
selbst) ein R-Modul durch p o (¢ x idys), d.h. durch

rom = @(r).m.

Diese Operation heif3t Restriktion der Skalare, selbst wenn R nicht ein Unterring von S ist, also
¢ nicht injektiv ist. Man nennt auch den R-Modul den Pullback des S-Moduls M entlang des
Ringhomomorphismus ¢.

Anders gesagt: M wird durch einen Morphismus von Ringen S — End(M) zu einem S-
Modul. Dann ist
R %5 S — End(M)

ein Morphismus von Ringen, der M zu einem R-Modul macht. Zum Beispiel sei a C R ein
beidseitiges Ideal von R, und can : R — R/a, die kanonische Surjektion, dann ist der Quotien-
tenring R/a Modul {iber sich selbst und durch Pullback in natiirlicher Weise auch ein R-Modul.

Beispiel 1.1.24.
Wir verstehen auch so wieder, warum der Quotientenring Z/nZ des Rings der ganzen Zahlen
ein Modul iiber sich selbst ist.
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Definition 1.1.25
(i) Sei A C M eine Teilmenge eines R-Moduls M. Dann bezeichnet

<A> = { Z a,;a;

endl

a; € R, a; GA}

den von der Teilmenge A erzeugten Untermodul von M. Es gilt

W= N U

U C M Untermodul
ACU

d.h. (A) ist der kleinste Untermodul von M, der A enthilt.

Denn (A) ist ein Untermodul, der A enthélt und somit einer der Moduln, iiber die der
Schnitt genommen wird und somit im Schnitt enthalten. Umgekehrt muss jeder Unter-
modul, itber den der Schnitt genommen wird, auch alle Elemente des Untermoduls (A)
enthalten.

(ii)) Gilt (A) = M, so heifit die Menge A Erzeugendensystem des Moduls M. M heif}t
endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt.

(iii) Ein Modul heifit zyklischer Modul, wenn er ein Erzeugendensystem besitzt, das aus einem
Element besteht.

Man beachte, dass nicht alle Elemente eines zyklischen Moduls auch Erzeuger sein miissen.
Man iiberlege sich zur Ubung, dass die zyklischen Gruppen auch wirklich die zyklischen 7Z-
Moduln sind.

Satz 1.1.26. (Homomorphiesétze fiir Moduln)

(i) Seien M, N R-Moduln und f : M — N ein Modulhomomorphismus, so gibt es einen
kanonischen Isomorphismus

M/ker f — f(M)
r+kerf — f(x)

(ii) Sind U und V Untermoduln eines Moduls M, so gilt
U+v))v = U/(UnNV)
mit U+ V ={u+v,u € U und v € V}. Man iiberlege sich hierzu, dass die Abbildung

U+V — U/unv
ut+v = u+UNV)

wohldefiniert ist und bestimme ihren Kern.

(iii) Fiir jede Kette U C V C M von Untermoduln ist V/U Untermodul von M /U und es gilt

(M/U)/(V/U) — MJV.
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Der Beweis dieser Sétze geht genauso wie der Beweis der entsprechenden Sétze fiir Vek-
torraume.

Definition 1.1.27
(i) Sei U eine Teilmenge eines R-Moduls M. Dann heif}t

Amn (U)={a € R|au=0 firalleue U}

der Annulator der Teilmenge U. Dies ist bei einem Linksmodul ein Linksideal von R. Den
Annulator eines Elementes x € M bezeichnen wir mit

Ann(z) = {a € R|ax =0}.
Es gilt wegen Satz (i) die Isomorphie von Linksmoduln

R/Ann(r) — Rx

a = ar.

Ist U ein Untermodul, so ist der Annulator sogar ein beidseitiges Ideal.

(ii) Ein Modul M heift treu, falls Ann M = (0) ist. Wir sollten gleich bemerken, dass eine
Darstellung auf einem K-Vektorraum V' treu heifit, wenn der Gruppenhomomorphismus
p: G — GL(V) injektiv ist. Ist V als K[G]-Modul treu, so ist offenbar die zugehdrige
Darstellung treu. Denn wiirde p(g) = p(¢') fiir g # ¢’ gelten, so wéire g — ¢’ im Annu-
lator von V. Die Umkehrung gilt allerdings nicht: die eindimensionale Darstellung der
zyklischen Gruppe Zy = {e, g} mit p(g) = —1 ist treu als Gruppendarstellung, aber der
zugehorige K[G]-Modul ist nicht treu, da das Element e + g € K |G| im Annulator liegt.

(iii) Ein Element x € M heifit Torsionselement, falls Ann (x) # 0 ist. Mit Tor M wird die
Menge aller 'Torsionselemente des Moduls M bezeichnet, die aber im allgemeinen kein
Untermodul ist.

(iv) Ein Modul M heift torsionsfrei, falls Tor M = (0) ist.

In einem torsionsfreien Modul sind die Annulatoren aller von Null verschiedenen Elemente
gleich Null, also insbesondere ist Ann(M) = (0), so dass torsionsfreie Moduln insbesondere
treu sind. Die Umkehrung gilt nicht: zum Beispiel ist der Ring R = 7Z/67Z als Modul iiber sich
selbst treu, da der Ring R unitér ist. Aber das Element 2 liegt im Annulator von 3, so dass 3
ein Torsionselement ist und der Modul Torsion hat.

Beispiel 1.1.28.
Uber dem Ring Z der ganzen Zahlen ist der Modul Z torsionsfrei; der Z-Modul Z/nZ dagegen
hat nur Torsionselemente.

Ein kommutativer Ring R heif3t integer, wenn er keine Nullteiler hat, d.h. wenn fiir o, § € R
aus « - § = 0 folgt, dass o = 0 oder g = 0 gilt.

Satz 1.1.29.
Ist M Modul iiber einem Integritdtsring R, so ist Tor M ein Untermodul von M und der
Quotientenmodul M/Tor M ist ein torsionsfreier R-Modul.

Beweis.

14



o Ist z € Tor(M) ein Torsionselement, 8 € R, so finden wir ein von Null verschiedenes a €
Ann (z). Dann gilt aber a(f8z) = (af)x = f(ax) = 0. Damit ist aber auch fx € Tor M.

e Seien nun zwei Torsionselemente vorgegeben, z,y € Tor M. Wir finden o, o’ € R\ {0},
so dass ar = o'y = 0. Dann ist das Produkt aa’ # 0, da R integer sein soll, und es gilt
ad (x+y) =0+0 = 0. Also gilt auch z+y € Tor M. Somit ist Tor(M) ein Untermodul.

e SchlieBlich sei x4+ Tor M € M /Tor M ein Torsionselement. Wir finden wieder o € R\{0},
so dass a(x + Tor M) = 0. Da dann aber ax € Tor M liegt, gibt es ein g € R\ {0}
mit Sax = 0. Da R integer sein sollte, ist auch fa # 0, also x € Tor M. Also ist der
Quotient M /Tor M torsionsfrei.

1.2 Operationen auf Moduln, das Tensorprodukt

Definition 1.2.1

Gegeben sei eine Familie (My)yea von Moduln iiber einem Ring R. Wir bilden zwei neue R-
Moduln:

das Produkt

H My = {(ma)rea | mr € My}
AeA

und die direkte Summe

@MA = {(mx)xea | my € My, nur endlich viele my sind nicht Null} .
AEA

Ihre Modulstruktur iiber R erhalten diese Mengen durch die komponentenweise Addition und
die komponentenweise Multiplikation mit Skalaren aus R.

Bemerkungen 1.2.2.
(i) Insbesondere ist R* = R & ... ® R fiir jede natiirliche Zahl n ein R-Modul.
—_—

n— mal
(ii) Offensichtlich fallen fiir endliche Familien, |A| < oo, die Begriffe der direkten Summe und

des Produkts zusammen. Wir benutzen dann die Bezeichnungen Hle M, = M; x My x
o.oxX Myund Mi® My @®...3 M, ohne Unterschied.

(iii) Beide Begriffe konnen auch durch universelle Eigenschaften charakterisiert werden.
Hierfiir fithren wir die kanonische

Injektion bzw. Surjektion
i)\ZM)\"—>®MM pT/\ZHMM—»M)\
nEA nEA

ein. Hierbei bildet ¢y das Element m € M, auf das Element in der direkten Summe ab,
dessen Eintriage aufler in der Komponente A alle Null sind. Die Abbildung pr) projiziert
auf die Komponente A. Beide Abbildungen sind Homomorphismen von R-Moduln.
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Die beiden universellen Eigenschaften konnen nun folgendermaflen formuliert werden: ist
M ein beliebiger R-Modul, so sind die beiden Abbildungen

Homp (@ueAMM,M) — H HOIIlR(MM,M)

HEA
[ (foiu)uea

Homp (M, I MH> — [ Homg(M, M,)

pEA HEA
f — (pr,u © f)ueA

[somorphismen von abelschen Gruppen.

Oder anders formuliert: Eine Familie von Abbildungen von verschiedenen Moduln in ein
und denselben Modul M kann also eindeutig durch eine einzige Abbildung von der direkten
Summe der Moduln in M beschrieben werden. Im Fall des direkten Produkts kann eine
Familie von Abbildungen aus ein und demselben Modul M in verschiedene Moduln durch
eine einzige Abbildung aus M in das direkte Produkt eindeutig beschrieben werden.

Man sollte also die direkte Summe und das Produkt nicht als einen Modul (mit gewissen
Eigenschaften) betrachten, sondern als einen Modul mit diesen Eigenschaften zusammen
mit einer Familie von Injektionen bzw. Surjektionen. Dieser Modul mit der Familie von
Morphismen ist jeweils durch die universelle Eigenschaft wieder eindeutig bis auf eindeu-
tige Isomorphie festgelegt.

(iv) Gegeben eine Familie (Uy)yea von Untermoduln eines Moduls M, bezeichnet man den
von ihrer Vereinigung erzeugten Untermodul

Z Ux := (UxeaUn )

AEA
von M auch als ihre (innere) Summe.

Jeder Untermodul kommt mit einer Injektion sy : U, — M; die universelle Eigenschaft
der direkten Summe erlaubt es uns, diese Familie von R-Modulmorphismen zusammen-
zufassen in einen natiirlichen Morphismus

S EB)\GAUA_>M

Die Summe ), U, ist dann das Bild des Morphismus s. Ist der Homomorphismus s in-
jektiv, so sagen wir, die Summe der Untermoduln sei direkt und schreiben statt ), , Ux
auch @,cAU, und sprechen von einer inneren direkten Summe. Die Injektivitdat des Mo-
dulmorphismus s heiffit natiirlich gerade, dass wir jedes Element der inneren direkten
Summe in eindeutiger Weise als Summe von Elementen der Untermoduln U, schreiben
konnen.

(v) Gegeben zwei Darstellungen (V, py/) und (W, py) einer Gruppe G iiber einem Koérper K
definieren wir die direkte Summe der Darstellungen als den K-Vektorraum V & W mit
der Operation g(v,w) = (pv(g)v, pw(g)w). Genauso definiert man direkte Summen und
Produkte unendlich vieler Darstellungen. Dies entspricht gerade den direkten Summen
der zugehorigen Moduln iiber dem Gruppenring K|[G]|.

Wir brauchen auch noch den Begriff des Tensorprodukts, der vielleicht im Fall von Vek-
torrdumen aus der linearen Algebra vertraut ist.

Definition 1.2.3
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Sei M ein R°°P-Modul und N ein R-Modul. Das Tensorprodukt M ®pr N ist definiert als die
abelsche Gruppe, die von den Paaren m ® n mit m € M und n € N erzeugt wird modulo der
Relationen

O®n= m®0=0 firalle m,n
(m1+ma)@n= my&n+me®n fiiralle my,ma,n
m® (n1+mn2) = mAn +mOny fiir alle m,ny, ny
(mr)®@n= m® (rn) firalle mée M,ne€ N,r € R

Bemerkungen 1.2.4.

1. Man beachte, dass M ein Rechtsmodul sein muss, damit die letzte Relation konsistent ist
mit den Relationen, die die Modulstrukturen definieren: denn es muss gelten

m.(r1r) @n = (m.ry).rs@n=mory @ron =m®ery.(ran) =m®e (ry - re).n .

2. Im Allgemeinen ist ein Element von M ®x N nicht von der Form m ® n mit m € M und
n € N. Vielmehr ist es eine Summe solcher Elemente, also von der Form ) . m; ® n; mit
m; € M und n; € N.

Lemma 1.2.5.
Sei R ein Ring, M und M; seien R°°*~-Moduln und N sei ein R-Modul. Dann gibt es ausge-
zeichnete Isomorphismen:

1. Sei 0 der Nullmodul. Dann gilt: 0 ®r N =2 M ®r 0= 0.
2. Rg N =N und M ®r R = M als Isomorphie abelscher Gruppen.
3. @rer (M) ®g N) = (BreaM)) ®r N und analog im zweiten Argument.

4. Sei S ein weiterer Ring, @) ein S-Modul und P ein R-S-Bimodul. Dann ist M ®r P
auf natiirliche Weise ein S°PP-Modul und P ®g @ ein R-Modul und es gilt die folgende
Isomorphie abelscher Gruppen:

(M®r P)®s Q EM®r (PRs Q) .

Beweis.
Die erste Identitét folgt unmittelbar aus der ersten definierenden Relation des Tensorprodukts.
Fiir die zweite Identitédt betrachte man den Morphismus abelscher Gruppen

M%M@RR
m — me®1l

der die Umkehrabbildung
M® R R — M
mer = m.r

hat und daher ein Isomorphismus abelscher Gruppen ist.
Die Distributivitdt sieht man so: nach der universellen Eigenschaft der direkten Summe ist
ein Morphismus
D : Bren (MaA®r N) = (BreaMy) ®r N
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durch seine Einschrankung auf M, @ N fiir jedes A € A gegeben. Dort setzen wir auf Erzeu-
gern ®(my ®n) = 1y(my) ® n. Um die inverse Abbildung anzugeben, beachten wir, dass in
(@reaM)) ®r N jedes Element von der Form einer endlichen Summe = =), tx(my) ® ny ist.
Die Umkehrabbildung W ist dann gegeben durch W(cy(my) ® ny) = tx(my @ ny).

Die S°PP-Modulstruktur auf M ®g P in der letzten Relation ist durch (m ® p).s = m @ p.s
definiert. Analog ist die R-Modulstruktur auf P ®g ) definiert. Der Isomorphismus folgt dann
aus der auf Erzeugern durch

(mMep)@s—me (pes)

definierten Abbildung. O

Beispiele 1.2.6.
(i) Sei R ein Ring und R" := R® R& ... ® R die n-fache direkte Summe von R. Dann gilt

R™®r R"= R™.
Dies folgt aus dem Distributivgesetz [1.2.5] (iii).
(ii) Ist R ein kommutativer Ring, so gilt fiir die Polynomringe
R X]|®r R[Y] = R[X,Y]

wobei R[X,Y] der Ring der Polynome in zwei Variablen ist, hier zunéchst erst einmal
aufgefasst als abelsche Gruppe. (Ubung)

(iii) Sei Z,, := Z/nZ der Z-Modul der ganzen Zahlen modulo n. Wir kénnen ihn sowohl als
Bimodul iiber Z auffassen. Dann gilt

Lp Rz Ly, = 7y
wobei g der grofite gemeinsame Teiler von m und n ist.
Denn jedes Element im Tensorprodukt lésst sich als endliche Summe
T=a b +...+aR0b;
mit a;, b; € Z schreiben. Wegen der Z-Bilinearitat des Tensorprodukts ist
r= (a1by + ...+ apbi) (1z/nz ® lz/mz) ;
das Tensorprodukt ist also eine zyklische Gruppe. Der Gruppenhomomorphismus

O: L@y L — Iy
kel = kel

ist wohldefiniert, weil g = ggT(m,n) ein Teiler von n und m ist. Offenbar ist ® ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus. Ist ®(a(1 ® 1)) = 0, so ist a ein Vielfaches des
grofiten gemeinsamen Teilers g. Der euklidische Algorithmus liefert fiir jedes Vielfache
des grofiten gemeinsamen Teilers g ganze Zahlen «, 8 € Z mit an + fm = a. Somit gilt
in Zn X7z Zm

al®l) = a(m®1)+pB(1le®m) =0

also ist der Gruppenhomomorphismus ® auch injektiv.
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(iv) Tensorieren mit Q iiber Z lasst Torsionselemente einer abelschen Gruppe verschwinden.
In der Tat ist Z,, ®7 Q fiir jedes n € Z~q gleich Null, denn es gilt fiir alle 7 € Z und ¢ € Q
: . q q
= —= 0l ==0.
o= [n]el= (e
Ist umgekehrt ein Element einer abelschen Gruppe kein Torsionselement, so erzeugt es eine
Untergruppe isomorph zu Z. Da aber Tensorieren mit Q Untergruppen in Untergruppen
{iberfithrt (Beweis spéter) und Z ®z Q = Q nach Lemma [1.2.5 (ii) gilt, verschwindet ein
solches Element durch Tensorieren mit Q nicht.

(v) Das Tensorprodukt ist nicht distributiv beziiglich unendlicher direkter Produkte: Sei
M := ]I, Z,. Einerseits ist nach (iv) Z, ®z Q = 0 und somit gilt fiir das Produkt
[1,5:(Z, ®z Q) = 0. Sei andererseits e € M das Element, das in jeder Komponente den
Eintrag 1 hat. Dann ist e ® 1 # 0, denn e hat unendliche Ordnung in der abelschen
Gruppe M, erzeugt also eine Untergruppe isomorph zu Z. Es gilt aber nach Lemma [1.2.5
(ii), dass Z ®z Q = Q. Also ist das Tensorprodukt M ®z Q nicht Null.

Ist R sogar ein kommutativer Ring, so kann man das Tensorprodukt von zwei Linksmoduln
M, N erkldren, indem man N durch m.r := r.m als R-Rechtsmodul auffasst. In diesem Fall
tragt das Tensorprodukt nicht nur die Struktur einer abelschen Gruppe, sondern sogar die eines

R-Moduls:

Satz 1.2.7.
Ist R ein kommutativer Ring und sind M, N zwei R-Moduln, so definiert

wrrm®@n) == (rm)@n=mQern

eine R-Modulstruktur auf M ®r N.
Man hat in diesem Fall fiir je drei R-Moduln M, N, P kanonische Isomorphismen

aynp : M@IN®P) - (M®N)®P
menhep) — (mMn)Qp

mit deren Hilfe man die R-Moduln M ® (N ® P) und (M ® N) ® P identifizieren kann. Das
Tensorprodukt ist dann assoziativ.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser. Man beachte die formale Ahnlichkeit zu Hom, was
fiir einen nicht-kommutativen Ring R auch eine abelsche Gruppe, fiir einen kommutativen Ring
aber einen R-Modul liefert.

Wir diskutieren noch die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts. Sie involviert, wie im
Fall von Vektorrdumen, bilineare Abbildungen.

Definition 1.2.8
Sei also R ein Ring, M ein R°’P-Modul, N ein R-Modul und T eine abelsche Gruppe. Eine
Abbildung f: M x N — T heifit R-bilinear, wenn sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

f(m,0) = f(0,n) =0 fiiralle me M,ne N
f(my +mao,n) = f(my,n) + f(me,n) firalle my,mg € M,ne N
f(m,ny +ng) = f(m,n1) + f(m,ng) fiir alle m € M,ny,ny € N
flm.ar,n) = f(m,rn) firalle me M,ne N,vr € R

Wir bezeichnen mit Bilg(M, N, T') die abelsche Gruppe solcher Abbildungen.
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Die Abbildung

MxN — M®r N
(m,n) —» men

ist per Definition R-bilinear.

Satz 1.2.9 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts).
Sei R ein Ring, M ein R°°’-Modul, N ein R-Modul und T eine abelsche Gruppe.

(i)

Dann vermittelt die R-bilineare Abbildung

®: MXN — M@N
(m,n) +— men
einen Isomorphismus von abelschen Gruppen
Homy(M ®g N,T) — Bilg(M,N,T)
o = Po® .
Das heifit, dass jede R-bilineare Abbildung ¢ : M x N — T eindeutig durch einen Morphis-

mus abelscher Gruppen ¢ : M ®r N — T beschrieben werden kann. Als kommutierendes
Diagramm:

M x N—2~M®g N
P V3'¢
T

Auf der abelschen Gruppe Homgz (N, T) ist eine natiirliche R°PP-Modulstruktur definiert
durch (f.r)(n) = f(rn) fir f: N —-T,r € Rund n € N. In der Tat gilt

f(ri-ra)(n) = f((r1-12).n) = f(r1.(r2n)) = (fir1)(ran) = ((fr1).r2))(n)
fir alle n € N.

Analog ist auf der abelschen Gruppe Homy (M, T') eine natiirliche R-Linksmodulstruktur
definiert durch (r.g)(m) := g(m.r) fir g: M — T, r € R und m € M.

Mit diesen R-Modulstrukturen gelten die Isomorphismen von abelschen Gruppen

Hompz(N, Homz (M, T)) = Homgz(M ®g N,T) = Hompges (M, Homz(N,T)) .

Beweis.
Der erste Teil folgt unmittelbar aus der Definition des Tensorprodukts. Den zweiten Teil

rechnet man nach. Die letzte Aussage folgt schlieBlich daraus, dass alle Rdume R-bilineare
Abbildungen M x N — T beschreiben. (Ubung) O

Bemerkung 1.2.10.

Aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts folgt die folgende Eindeutigkeitsaussage.
Sei T' eine abelsche Gruppe und 7 : M x N — T eine R-bilineare Abbildung, so dass jede
bilineare Abbildung ¢ : M x N — T" sich durch Prikomposition mit 7 eindeutig durch einen
Homomorphismus abelscher Gruppen ®7 : T' — T” ausdriicken lésst:

M x N—>T

i
Xﬂ’

T/
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Betrachten wir dieses kommutierende Diagramm fiir ¢ = ®, vertauschen dann die Rollen von
7 und ® und hédngen die beiden Diagramme aneinander, so erhalten wir das kommutierende
Diagramm

T

=

Y
Mx N—2-M®pN

3w,

Die vertikale Abbildung T" — T rechts ist wegen der universellen Eigenschaft von (7, 7) das
eindeutige ®7 fiir & = 7. Sie leistet dasselbe wie die Identitét, muss also gleich der Identitét sein,
Wy oWy = idy. Durch Vertauschen der Rollen von ® und 7 erhélt man auch ¥, oWy = idyg,n,
so dass sowohl W; und W5 Isomorphismen sind.

T

Eine wichtige Anwendung der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts ist die Definition
des Tensorprodukts von Modulmorphismen.

Betrachtung 1.2.11.

Sei R ein Ring und sei M 2 M’ ein Morphismus von R°°P~-Moduln und N L N'ein Morphismus
von R-Moduln.
Wir betrachten das folgende Diagramm:

M x N—>® M ®r N
l@X\II 3' PR
\

M’XN’? M ®@gr N’

Da die Abbildung ® o (® x ¥) offenbar R-bilinear ist, existiert nach der universellen Eigen-
schaft der Tensorprodukts ein eindeutiger Homomorphismus abelscher Gruppen ® ® ¥, so dass
das Diagramm kommutiert. Dieser erfiillt also

(PRY)(m®n)=>o(m)®@¥Y(n) .

Aus der Bilinearitéit von ® folgt, dass auch das Tensorprodukt von Morphismen Z-bilinear
ist:
(P14+P)RY = OV +D, @V

Bemerkungen 1.2.12.

(i) Sind R, S unitare Ringe, so sind beide insbesondere abelsche Gruppen, also Z-Moduln.
Das Tensorprodukt iiber Z liefert uns also eine abelsche Gruppe R ®z S. Eine weitere,
davon verschiedene, abelsche Gruppe ist das kartesische Produkt R x S. Wir versehen
beide Gruppen mit der Struktur eines unitdren Ringes:

auf R xS (r,s)(r',s") = (rr',ss)
auf Rz S  (res)(res) = (r')e(ss).

(ii) Ist M ein R-Modul und N ein S-Modul, so ist M x N durch (r,s).(m,n) := (r.m, s.n)
ein R x S-Modul und M ®7 N durch r @ sm @ n :=r.m ® s.n ein R ®z S-Modul.

(iii) Genauso kann man das Produkt von unendlich vielen Ringen definieren. Frage: Warum
ist die unendliche direkte Summe von unitédren Ringen kein unitérer Ring?
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(iv) Wir erwéhnen noch die universellen Eigenschaften dieser Konstruktionen:
Das Produkt [],., R einer beliebigen Familie von Ringen erfiillt, zusammen mit den
iiblichen Projektionen

pr - HRM%R)\

HEA

die universelle Eigenschaft eines Produkts: fiir jeden Ring S ist

HOIH(S, H)\eA RA) — HAGA HOHI(S, RA)
[ = (pruo fuea

ein Isomorphismus von Mengen.

(v) Sind R; und Ry kommutative Ringe, so erfiillt das Tensorprodukt R; ®7 Ry zusammen
mit den Abbildungen

L1 Rl — R1®Z RQ Lo : RQ — R1®Z R2
r — el Ty 1®ry

die eine universelle Eigenschaft, die vom gleichen Typ ist wie die der direkten Summe von
Moduln: fiir jeden kommutativen Ring S ist die Abbildung

Hom(R; ®z R2,S) — Hom(R;,S) x Hom(Ry,5)
f= (fou,fou)

ein Isomorphismus von Mengen. Man sagt dann, das Tensorprodukt sei ein Koprodukt
fiir die kommutativen unitédren Ringe. Beide Eigenschaften kommen als Ubung.

1.3 Freie Moduln

Definition 1.3.1
1. Eine Familie (my)ea von Elementen eines Moduls heift linear unabhéngig oder frei, wenn

aus
E mm,\:(),

AEA

mit einer Familie (ry)yepa von Elementen aus R, in der nur endlich viele Mitglieder von
Null verschiedenen sind, folgt, dass ry = 0 fiir alle A € A.

2. Eine (nicht notwendigerweise endliche) Untermenge S C M heifit Basis des Moduls M,
falls S linear unabhéngig ist und S ein Erzeugendensystem von M ist, (S) = M.

3. Ein Modul heifit frei, wenn er eine Basis besitzt.

Bemerkung 1.3.2.

1. Ist R ein Korper und M ein Vektorraum, so ist M frei, denn jeder Vektorraum besitzt eine
Basis. Es gibt aber Ringe, iiber denen Moduln existieren, die nicht frei sind: sei R = Z
und M = Z,. Wegen 2 -1 =0 ist {1} nicht linear unabhiingig und wegen n.0 = 0 fiir alle
n € Z ist {0} kein Erzeugendensystem.

2. Ebenso ist Z/5Z kein freier Z-Modul, aber natiirlich ein freier Z/5Z-Modul.
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3. Fiir jede Menge A ist der Modul
RA := {f:A— R|f(\) =0 fiir fast alle A € A}

frei, denn die Abbildungen, die an einer Stelle in A den Wert 1 annehmen und sonst den
Wert Null bilden eine ausgezeichnete Basis, die wir mit A identifizieren kénnen. So kann
man A als Teilmenge von RA auffassen.

Man nennt ihn den von der Menge A erzeugten freien R-Modul. Nach unseren Definitionen
ist umgekehrt eine Familie (my)yea in einem Modul genau dann eine Basis, wenn die
Abbildung RA — M mit (r)) — >_ rymy ein Isomorphismus von Moduln ist.

4. Ein R-Modul M ist frei iiber einer Teilmenge S C M genau dann, wenn

Mg@Rs.

In diesem Fall bildet S eine Basis des Moduls. Man beachte, dass dann gilt Rs = R als
R-Modul.

Beweis.
Sei (s)ses eine Basis. Die Einbettungen von Untermoduln Rs — M liefern auf Grund der
universellen Eigenschaft der direkten Summe aus Bemerkung [1.2.2(iii) einen Morphismus

@Rs—)M

ses

von R-Moduln. Dieser ist surjektiv, da (S) = M gilt, und injektiv, da S linear unabhéngig
ist. Die Umkehrung ist trivial. O

5. Ist M frei und endlich erzeugt, so gibt es ein n € N derart, dass

M=R"=R®...®R
———

n—mal

Denn sei M = (z1,...,x,), also {x1,...,x,} ein endliches Erzeugendensystem und S eine
Basis, so ist jeder der endlich vielen Erzeuger z; eindeutig darstellbar

T; = E QS mit Qij c R, Sj €S.
endl.

Es gibt also eine endliche Teilmenge von S, die natiirlich immer noch frei ist, und die M
erzeugt.

6. Seien endlich viele Moduln M, ..., M,, und Ny,... N, iiber einem Ring R gegeben. Dann
folgt aus der universellen Eigenschaft der direkten Summe bzw. des direkten Produkts
eine natiirliche Identifikation

Homp(M; @ -+ @ My, Ny @ -+ @ N,,) 5 [[Homp(M;, [[N;) = [ [ Homa(M;, N) .

i=1 7=1 ]

Schreiben wir also die Elemente der direkten Summe M; & - - - & M, als Spaltenvektoren,
wobei der Eintrag in der i-ten Zeile im Modul M; liegt, so kann man jeden Homomor-
phismus zwischen den direkten Summen durch eine Matrix beschreiben, deren Eintrége
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Homomorphismen in Hompg(M;, N;) sind. Die Komposition der Homomorphismen wird
dann durch die Multiplikation der Matrizen beschrieben.

Liegen freie Moduln vor, so kann man die Moduln soweit zerlegen, dass die Matrixeintriage
in Homg(R, R) = R liegen. Letzte Isomorphie ist durch ¢ — ¢(1) mit Umkehrabbildung

R > 71— (¢(s) := sr) gegeben, vergleiche Beispiel [1.1.9]

Satz 1.3.3.

Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und M ein freier R-Modul, dann haben je zwei Basen gleiche
Maéchtigkeit. Diese Méchtigkeit heiffit Rang des Moduls M. Sie kann, aber muss nicht unbedingt
endlich sein. Insbesondere gilt im Falle endlicher Méchtigkeit

rangpM =n <= M = R".

Beweis.
Sei m ein maximales Ideal in R. Da R kommutativ ist, ist der Quotient K := R/m ein Korper,
und nach Beispiel [1.1.22] (v) ist der Quotient M/mM ein Vektorraum iiber K.

Sei S eine Basis des freien Moduls M, also M = @ Rs. Dann folgt mM = @ ms, und fiir

ses seS

M/mM = P K|s|

seS

den Quotienten erhalten wir

Also gilt dimg(M/mM) = |S| und die Behauptung folgt aus der aus der linearen Algebra
bekannten Tatsache, dass alle Basen eines K-Vektorraums gleiche Méchtigkeit haben. O

Bemerkung 1.3.4.
Fiir beliebige Ringe R folgt aus R™ = R™ als R-Linksmoduln im allgemeinen nicht n = m.
Das einfachste Gegenbeispiel ist der Nullring; er ist auch der einzige kommutative Ring, der ein
Gegenbeispiel liefert.

Wir geben ein interessanteres Gegenbeispiel iiber einem nicht-kommutativen Ring. Sei K
ein beliebiger Korper und V' der freie K-Vektorraum iiber der Menge N der natiirlichen Zahlen.
Jeder Isomorphismus von Mengen N — N x N liefert einen Isomorphismus von Vektorrdumen
V S V@V.Sei R:=Endg(V). Dann liefert ein solcher Isomorphismus einen Isomorphismus
von R-Moduln

R = Endg(V) =S Homg(VaV,V) RO R .

Wir geben eine Beziehung zwischen einem freien Modul und einem beliebigen Modul:

Satz 1.3.5.
Sei R ein unitaler Ring. Jeder R-Modul M ist ein homomorphes Bild eines freien R-Moduls.

Beweis.
Wir definieren uns einen sehr grofien freien Modul mit Basis M:

F::@Rm mit R, = R fiir allem € M .

meM

Die Abbildung

F —- M
(am)meM — Zamm

meM
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ist dann ein surjektiver R-Modulhomomorphismus, da R unital ist. O

Fiir den Z-Modul Zs wiirden wir im Beweis des Satzes den Epimorphismus Z° — Zs be-
trachten. Tatséchlich leistet aber bereits der Modulmorphismus Z — Zs mit [ — [ mod 5 das
Gewiinschte.

Satz 1.3.6.
Seien F' und M jeweils R-Moduln und sei der Modul F frei. Sei f : M — F' ein Epimorphismus.
Dann existiert ein R-Modulmorphismus

g:F—M

mit fog =idp, und es gilt M = ker f & Im g. Man sagt dann, dass g den Epimorphismus f
spaltet.

Bemerkung: Natiirlich ist im allgemeinen der Modulmorphismus ¢ nicht eindeutig bestimmt
- schon bei Vektorrdumen ist die Wahl eines Komplements nicht eindeutig.

Beweis.
e Sei S eine Basis von F. Wiihle ein Urbild m, € f~'(s) C M fiir jedes s € S und definiere

g:F—=M
durch das Bild my fiir den Basisvektor s € S, also
ZO&SSHZO&SMS a, € R
ses ses

Da F' ein freier Modul ist, ist die Darstellung jedes Elements von F' als Linearkombination
der s € S eindeutig. Daher ist die Abbildung g wohldefiniert und ein Homomorphismus
von R-Moduln. Es gilt dann

fog(s)=f(ms)=s firalleseS
also fog=1idp.
e Nun benutzen wir g, um fiir jedes € M die folgende Zerlegung zu finden:
v=gf(x)+(z—gf(x)).
Offenbar liegt gf(x) € Im g, auBlerdem gilt
[z —gf(x)) = flz) = f(z) =0 .

Also haben wir die Darstellung von M als Summe von Untermoduln, M = ker f + Im g.
Diese Summe ist direkt: Sei € ker f N Im g. Dann gilt * = g(y) fiir ein y € F und
0= f(z) = fg(y) =y, also y = 0, woraus = = 0 folgt.

O

Korollar 1.3.7.
Ist N ein Untermodul von M, so dass der Quotientenmodul M/N frei ist, so gibt es einen
Untermodul N’ von M, so dass

M=N&N' wnd N =M/N
gilt. Mit anderen Worten: der Untermodul N hat ein Komplement N’ in M.
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Beweis.

Betrachte die kanonische Surjektion f : M — M/N, finde mit Satz einen Modulhomo-
morphismus g : M/N — M mit f o g = idy/n und betrachte den Untermodul N’ = g(M/N)
von M. Dann gilt nach Satz [[.3.6) dass M = N & N’ und f(N') = fg(M/N) = M/N.
Also ist die Restriktion fj5 surjektiv. Da auBerdem gilt ker f|x» = N'N N = 0, ist fix ein
Isomorphismus des Komplements N’ auf den Quotienten M/N. O

Man konnte versucht sein, freie Moduln durch die in Satz beschriebene Eigenschaft
zu charakterisieren. Tatséchlich sollte man sie aber durch eine universelle Eigenschaft charak-
terisieren, die wir in den Ubungen besprechen. Die in Satz beschriebene Eigenschaft hat
den Vorteil, dass sie nur durch Eigenschaften von Morphismen formuliert werden kann; sie ist
“kategoriell”. Aber sie charakterisiert freie Moduln nicht, es gibt Moduln, die diese Eigenschaft
haben ohne frei zu sein. Sie bilden die wichtige Klasse der projektiven Moduln, die Gegenstand
des néchsten Unterkapitels sind.

1.4 Projektive, flache, teilbare und injektive Moduln

Kann man nun hoffen, Moduln, die nicht frei sind, durch freie Moduln zu verstehen? Wir wissen
aus Bemerkung[1.3.2] dass der Z-Modul Z, nicht frei ist. Er ist aber Quotien des freien Moduls
Z unter 7 : Z — Z mit | — 1. Der Kern von 7 ist der Untermodul 2Z C Z, der seinerseits wieder
ein freier Modul ist. Also ldsst sich der Modul Zs als Quotient von freien Moduln schreiben.
Tatséchlich brauchen wir eine etwas allgemeiner Begriffsbildung:

Definition 1.4.1
Sei R ein Ring. Eine Folge von R-Moduln und Modulmorphismen

LN VAN VA =3 VA

nennen wir eine Sequenz. Eine Sequenz heifit R-Kettenkomplex, falls f;o f;11 = 0 fiir alle ¢ gilt.
Eine Sequenz heifit exakt, falls ker(f;) = Im (f;11) fiir alle i gilt.

Bemerkungen 1.4.2.
(i) Die Kettenkomplexbedingung lisst sich auch umformulieren als Im (fi1) C ker(f;).

(ii) Analog lassen sich endliche oder halb-unendliche Sequenzen definieren; Exaktheit wird
dann nur dort gefordert, wo sie definierbar ist. Zum Beispiel ist jede 2-teilige Sequenz
M — N exakt, weil es keine zusammensetzbaren Morphismen in ihr gibt.

(iii) In einem Kettenkomplex (M, f,) nennt man f, iiblicherweise das Differenzial und ver-
wendet den Buchstaben d. Fiir einen Kettenkomplex schreibt man auch M,, wobei der
schwarze Punkt andeutet, dass es sich um einen Z-graduierten Kettenkomplex handelt.

(iv) Von  besonderem  Interesse in  der  homologischen  Algebra  sind  die
kurzen exakten Sequenzen. Diese sind von der Form

0—-MS5MEBM —0.

Die Exaktheit bei M’ heifit, dass ¢ injektiv ist. Die Exaktheit bei M” heifit, dass p surjektiv
ist. Die Exaktheit bei M kann &quivalent auch durch die beiden folgenden Isomorphien
ausgedriickt werden:

M' =Tm:=kerp bzw. M" = M/kerp =M /Im .= cokers .
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(v) Fiir jedes n € N liefert die Abbildung Z =% Z mit = + na einen injektiven Homomorphis-
mus abelscher Gruppen. Dann ist die Sequenz abelscher Gruppen

0272372 —7Z,—0

exakt und erlaubt es, die zyklische Gruppe Z, durch einen Homomorphismus zwischen
abelschen Gruppen auszudriicken.

(vi) Kettenkomplexe treten in (fast) allen Gebieten der Mathematik auf. Aus der Differenti-
algeometrie ist fiir eine glatte Mannigfaltigkeit X der Kettenkomplex Q°*(X) der glatten
Differentialformen, der sogenannte de Rham Komplex, bekannt. In der Tat bilden die p-
Formen QP(X) einen Modul tiber dem Ring C*°(X) der glatten Funktionen auf X. Das
Differential ist in diesem Fall die duflere Ableitung. Exaktheit des de Rham-Komplexes
heifit in diesem Fall, dass alle geschlossenen Differentialformen auch exakt sind. In der
algebraischen Topologie wird einem topologischen Raum ein Kettenkomplex abelscher
Gruppen als Invariante zugeordnet.

Satz 1.4.3.
Sei 0 — M' % M 2 M"” — 0 ecine exakte Sequenz. Dann sind die folgenden Eigenschaften
dquivalent:

1. Die Injektion ¢ hat eine Retraktion, d.h. es gibt einen R-Modulmorphismus 7 : M — M’
mit der Eigenschaft m o = idy;.

2. Die Surjektion p hat einen Schnitt, d.h. es gibt einen R-Modulmorphismus s : M" — M
mit der Eigenschaft p o s = id».

3. Es gibt einen Isomorphismus ¢ : M — M’ & M” von R-Moduln, so dass ¢ o+t = ¢; und
pra o ¢ = p gilt.

Der Beweis kommt als Ubungsaufgabe. Um die letzte Bedingung besser zu verstehen, be-
trachten wir das kommutative Diagramm

0 M — o M—T M

oo

Oﬁ-M/ # M/ D M// pr2 M// 0

bei dem in der unteren Zeile die Injektion ¢; von M’ in die direkte Summe und die Surjektion
pro auf M” des direkten Produkts steht. Man hat also in einem Sinn, den wir spater noch
préziser machen werden, eine Isomorphie exakter Sequenzen vorliegen.

Definition 1.4.4
Von einer exakte Sequenz, die eine der drei dquivalenten Eigenschaften aus Satz ertiillt,
sagen wir, sie spaltet oder zerfallt. (Englisch: splits).

Beispiele 1.4.5.

1. Exakte Sequenzen von Vektorrdumen spalten immer, denn jeder Untervektorraum hat
nach Korollar ein Komplement.

2. Die exakte Sequenz von Z-Moduln 0 — Zy — Z4 — 7Zs — 0 spaltet nicht, denn sonst
ware Z4 = ZQ @D Zg.
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Freie Moduln sind fiir die homologische Algebra zu speziell; insbesondere kénnen sie nicht
rein kategoriell charakterisiert werden. Wir brauchen eine Voriiberlegung:

Lemma 1.4.6.
Sei M ein R-Modul und
0T 5T 5T"—=0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann ist auch die Sequenz von abelschen Gruppen
0 — Homp(M,T') © Homg(M,T) 5 Homp(M, T")
exakt. Hierbei ist zum Beispiel die von 77 < T' durch Postkomposition induzierte Abbildung

te :  Homp(M,T") — Hompg(M,T)
p — Log

Beweis.
Da ¢ : T" — T injektiv ist, folgt aus ¢.(¢) LIPS ¢ =10¢ dof 1(¢'), dass ¢ = ¢, also die
Injektivitdt von ¢,.

Liegt ¢ € Hom(M,T) im Bild von ¢, so gibt es ¢/ € Hom(M,T") mit ¢ = 1,¢' = 1o ¢'.
Daraus folgt aber m,(¢) =mo¢p=mor0¢ =0, also ¢ € ker,.

Sei schlieflich f € kerm,, also m,f(m) = wo f(m) = 0 fiir alle m € M. Dann ist fiir
jedes m € M also f(m) € kerm = Im .. Finde also fiir jedes m € M ein ¢'(m) € T’ mit
to@'(m) = f(m). Da ¢ injektiv ist, dieses Element von 7" sogar eindeutig bestimmt, und daher
ist auch ¢’ ein Modulmorphismus. Also ¢t,¢' = f, und f € Im ¢,. O

Wenn 7 : T'— T” ein surjektiver Morphismus von Moduln ist, so ist 7, : Homg(M,T) —
Hompg(M,T") nicht unbedingt ein surjektiver Morphismus abelscher Gruppen. Zum Beispiel
ist Z — 7, surjektiv, aber der induzierte Morphismus

Homgy(Z,,7Z) = 0 — Homgy(Zy, Z,) = 7y,

ist offensichtlich nicht surjektiv.
Wir verallgemeinern nun freie Moduln zu projektiven Moduln, die durch den folgenden Satz
charakterisiert werden:

Satz 1.4.7.
Die folgenden Aussagen iiber einen R-Modul M sind &quivalent:

1. Fiir jedes Diagramm

M

N1—>N2—>O

mit exakter Zeile gibt es eine Hochhebung (gepunktet gekennzeichnet), so dass das Dia-
gramm kommutiert. (Die Hochhebung ist i.a. nicht eindeutig.)

2. Es gibt einen R-Modul N, so dass der Modul M & N ein freier Modul ist.
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3. Jede kurze exakte Sequenz der Form
0N —->N—=>M=0

spaltet.

4. Fiir jede kurze exakte Sequenz von R-Moduln
0T -T—->T" —0
ist auch die induzierte Sequenz von abelschen Gruppen
0 — Hompg(M,T") — Homgr(M,T) — Hompg(M,T") — 0
exakt.

Die Formulierung dieses Satzes illustriert, dass man es in der homologischen Algebra gern
vermeidet, Morphismen Namen zu geben. Man mache sich klar, dass zwar jeder Vektorraum
iiber einem Korper, aber nicht jeder Modul diese Eigenschaften hat. Als Beispiel betrachten
wir den Z-Modul M = Z,.

1. Es gibt keine Hochhebung der Identitat auf M

Lo

Lid
¥

1 —— 1y —0
denn der einzige Gruppenhomomorphismus Z, — Z ist der Nullmorphismus.

2. Es gibt keinen Z-Modul der Form M & Zs, der frei ist. Denn schon die Elemente von
Zo C M & Zso haben Torsion. Ein freier Z-Modul ist aber von der Form ;77 und hat
daher keine Torsionselemente.

3. Die exakte Sequenz
0—>Zy =7y —7Zoy—0

mit eindeutigen von Null verschiedenen Gruppenhomomorphismen spaltet nicht.

4. Fiir die exakte Sequenz
052357 Zo — 0

ist wegen Homg(Zs,Z) = 0 die Sequenz 0 — 0 — 0 — Homg(Zs, Zs) = Zs — 0 nicht
exakt.

Bewelis.

1= 3 Die Spaltung der Sequenz 0 - N’ — N — M — 0 ist gegeben durch die Hochhebung in
dem Diagramm fiir die Identitét

lidM
L
N—M-——0



3= 2

2= 4

4= 1

Fiir jeden R-Modul M gibt es nach Satz[1.3.5 einen surjektiven R-Modulmorphismus von
einem freien Modul F, zum Beispiel F' := @,,epR. Sei F' — M eine solche Surjektion
mit Kern N’. Da die exakte Sequenz 0 — N’ — F' — M — 0 spaltet, gilt nach Satz
F = M & N’ mit dem freien Modul F'.

Zunéchst beobachtet man, dass Aussage (4) immer gilt, wenn M frei ist, denn dann ist
Homp(M, N) = Homg(®ierR, N) = [[,c; N fiir jeden Modul N, wobei I eine Basis des
freien Moduls M indiziert. Die Abbildungen sind einfach die gegebenen Abbildungen,
angewandt auf jede Komponente.

Ist M nun direkter Summand eines freien Moduls, ist also M @ N frei, so ist daher die
Sequenz

0 — Homgr(M & N,T") — Homgr(M & N,T) — Homg(M & N, T") = 0

exakt. Nach der universellen Eigenschaft der direkten Summe aus|1.2.2(iii) ist diese exakte
Sequenz aber gliedweise isomorph zu

0 — Hompg(M,T") x Homg(N,T") — Homg(M,T) x Homg(N,T)
s Homp(M, T") x Homg(N,T") — 0 .

Da der Kern eines Produkts von Abbildungen das Produkt der Kerne der einzelnen Ab-
bildungen ist, und da das Bild eines Produkts von Abbildungen das Produkt der Bilder
ist, folgt daraus die Exaktheit der Sequenz in 4.

folgt, indem wir die Surjektivitdt des Morphismus N; — N, ausniitzen, um eine exakte
Sequenz
0 — ker((Ny — N3)) - Ny — Ny — 0

zu bekommen. Dann liefert 4 die exakte Sequenz
0 — Hompg(M, ker(Ny — N3)) — Hompg(M, N;) — Hompg(M, No) — 0

deren Surjektivitdtsaussage genau Aussage 1 ist.

Definition 1.4.8
Ein R-Modul, der eine der vier dquivalenten FEigenschaften aus Satz erfiillt, heifit
projektiver Modul.

Beispiele 1.4.9.

1.

Freie Moduln sind wegen des Kriteriums aus Satz (2) projektiv. Fiir R = Z ist jeder
projektive Modul frei, denn, wie wir spéter in Satz sehen werden, sind Untermoduln
von freien Z-Moduln frei, und insbesondere sind alle direkten Summanden freier Moduln

ihrerseits frei. Das gleiche gilt, wie wir auch spéter sehen werden, fiir jeden Hauptidealring
R.

. Fiir R = R; X Ry mit Ry nicht dem Nullring ist der R-Modul M = Ry mit (rq,79).m =

r1 - m als direkter Summand in R; & Ry = R projektiv, aber offensichtlich nicht frei:
wegen (0,79).m = 0 fiir alle 75 € Ry ist jedes Element von M linear abhingig. Es gibt
also gar keine linear unabhéngigen Familien. Allerdings ist der Ring R = R; X Ry nicht
nullteilerfrei.
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3. Beispiele fiir projektive, nicht freie Moduln iiber nullteilerfreien Ringen R erfordern etwas
Zahlentheorie oder algebraische Geometrie:

Sei 7 := y/—5; betrachte den kommutativen Ring R = Z[r]. Sei M das von 2 und 1+ 7
erzeugte Ideal von R, aufgefasst als R-Modul. Zunéchst zeigen wir, dass der R-Modul
M nicht frei ist. Angenommen, M wére frei. Wie bei Vektorrdumen ist der Rang eines
freien Moduls eine untere Schranke fiir die Méchtigkeit eines Erzeugendensystems. (Dies
siecht man z.B. indem man wie im Beweis von Satz [[.3.3] modulo einem maximalen Ideal
rechnet.) Daher kann der Rang von M hochstens zwei sein. Der Rang von M kann aber
nicht gleich 2 sein, denn in diesem Fall miissten 2 und 1 4 7 linear unabhéngig iiber R
sein, was wegen der Gleichung 3 -2+ (7 — 1)(1 4+ 7) = 0 aber nicht zutrifft.

Also ist der Modul M genau dann frei, wenn er ein Hauptideal von R ist, also M = (a)
fir ein @ € R mit a|2 und a|l + 7. Wir zeigen, dass 2 unzerlegbar im Ring R ist. Dazu
definiere die Normabbildung N : R — Z durch N(z + 7y) = 2® + 5y?. Die Norm ist
multiplikativ, N(a -b) = N(a) - N(b), daher N(a)|N(2) = 4. Also muss N(a) = 2 gelten.
Aber fiir @ = x + 7y ist N(a) = 2% + 5y? = 2 unlésbar mit z,y € Z. Also ist der Modul
nicht frei.

Um zu zeigen, dass der Modul M dennoch projektiv ist, betrachten wir die durch das
Erzeugendensystem (2,1 4 7) gegebene Surjektion

p: RGR — M
(ri,m) — rm2+r(14+7).

Dieser Epimorphismus hat den Schnitt:
sr+ (1+7)y) = (22— (1+7)y, (1 -7)z+3y).

Also ist nach Satz der Modul M ein direkter Summand im freien Modul R & R.
Daher ist er nach Satz projektiv.

4. Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und £ — X ein glattes Vektorbiindel von endlichem
Rang. Der Raum der glatten Schnitte I'( X, F) ist dann ein Modul {iber dem Ring C*°(X)
der glatten Funktionen auf X. Ist die Mannigfaltigkeit X kompakt, so ist der Modul
['(X, E) projektiv. Das Serre-Swann Theorem sagt, dass dann endlich-erzeugte projektive
C*°(X)-Moduln in Bijektion zu Vektorbiindeln von endlichem Rang sind.

Satz 1.4.10.
Sei M ein R°PP-Modul und 0 — N’ = N % N” — 0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln.

1. Dann ist fiir jeden R-Modul die Sequenz abelscher Gruppen
M®g NS Meop NS Moy N -0
exakt.
2. Falls M projektiv ist, so ist sogar die Sequenz
0 M®r N> M@r N—=M®r N" =0

exakt.
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Man vergleiche die erste Aussage mit der Aussage in Lemma fiir Hom.

Um zu sehen, warum bei Satz keine stéirkere Aussage steht, beachte, dass fiir jede
abelsche Gruppe A gilt ARz = A/nA. Somit ist Z ® Zs = Zs, aber Q ®z Zs = Q/2Q = 0.
Tensoriert man

0-Z2Z—-Q—->Q/Z—0

mit Zs, so erhdlt man 0 — Zs — 0 — 0 — 0, was offensichtlich nicht exakt ist.

Beweis.

e Fiir den ersten Teil muss die Exaktheit bei M ®z N” und bei M ®p N gezeigt werden.
Seixz =Y m;®n] € M®r N". Da N — N” surjektiv ist, gibt es Urbilder n; € N. Dann
wird das Element Y m; ® n; unter M @ N — M ®p N’ auf z abgebildet, womit die
Surjektivitit gezeigt ist.

Fir die Exaktheit an der Stelle M ®r N betrachten wir
Q = coker(M @ N8 M ®z N)= (M ®r N)/Im (M & N — M & N).

Ebenso haben wir eine Abbildung M ®r N EP AL r " von abelschen Gruppen. Das
Bild der Abbildung idy; ® ¢ liegt im Kern der Abbildung id;; ® p liegt. Daher faktorisiert
diese zu einer natiirlichen Abbildung

Q — Mg N
(m@n] — m®p(n)

Wir wollen zeigen, dass diese Abbildung ein Isomorphismus ist, was nach dem Isomor-
phiesatz bedeutet Im (M ®r N’ — M ®r N) = ker(M ®p N — M ®r N"), also
Exaktheit.

Wir konstruieren dazu eine Umkehrabbildung M ®r N” — @Q: um das Bild von m ® n”
zu finden, wéhlen wir ein Urbild n € N von n” und setzen m ® n” — [m ® n|. Dies ist
wohldefiniert: jede andere Wahl des Urbilds ist von der Form n+k mit k& € ker(p) = Im (¢)
und liefert daher die gleiche Klasse im Kokern Q).

Die so definierte Abbildung ist ein Isomorphismus, denn die natiirliche Abbildung [m ®
n] — m ® p(n) ist ein wohldefiniertes Inverses.

e Fiir den zweiten Teil des Satzes bleibt zu zeigen, dass injektive Abbildungen injektiv
bleiben, wenn man M ®p — mit einem projektiven Rechtsmodul M anwendet.
Wir {iberlegen uns zunéchst, dass die Aussage gilt, wenn M nicht nur projektiv, sondern

sogar frei ist, M = @;c;R. Wegen der Distributivitdt von ® g erhalten wir in diesem Fall

M®g N2 @p N

]

®icr N’ = @ierN

wobei die Abbildung auf der Komponente fiir jedes ¢ € I durch ¢ gegeben ist. Hier haben
wir verwendet, dass R ®r N = N fiir alle N gilt. Die untere Zeile ist natiirlich genau
dann injektiv, wenn ¢ : N' — N injektiv war.
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Ein projektiver Modul M ist nun nach Satz direkter Summand eines freien Moduls
F,also M & M = F. Wiederum wegen der Distributivitit von ®g kommutiert das
Diagramm:

Fep N F®iN

M@rN OMer NN—=MrN&Mer N

wobei die Abbildung als direkte Summe gegeben ist. Somit ist sie auch auf jedem Sum-
manden injektiv.

O

Wir definieren zwei weitere Begriffe fiir Moduln iiber einem Ring:

Definition 1.4.11
1. Ein R-Modul M heifit flach, falls Tensorieren — ®p M kurze exakte Sequenzen erhélt,

oder dquivalent, wenn das Tensorprodukt mit M die Injektivitat von Abbildungen erhalt.

2. Ein Modul heifit teilbar, wenn fiir jedes 0 # r € R die Abbildung M = M, die durch
Skalarmultiplikation mit r gegeben ist, surjektiv ist.

Beispiel 1.4.12.

Vertauscht man im vorgehenden Satz die beiden Seiten des Tensorprodukts, so folgt,
dass alle projektiven Moduln flach sind. Es gibt aber auch flache Moduln, die nicht projektiv
sind:

Der Z-Modul Q ist flach, denn wenn 0 — M’ — M injektiv ist, so ist der Kern der
zusammengesetzten Abbildung M — M — M ®; Q mit M — M ®7 Q gegeben durch
m — m ® 1, nach Beispiel (iv) genau die Menge der m’ € M’ deren Bild in M ein
Torsionselement ist. Wegen der Injektivitdt von M’ — M kann das nur passieren, wenn m’
schon in M ein Torsionselement ist, woraus aber m’ ® 1 =0 € M’ ®, Q folgt.

Andererseits ist Q aber nicht projektiv iiber Z; andernfalls miisste es in einen freien Z-
Modul (sogar als direkter Summand) eingebettet werden kénnen, was unmoglich ist, da Q als
Z-Modul teilbar ist, aber freie Z-Moduln nicht teilbar sind.

Dual zur Definition von projektiven Moduln ist der Begriff des injektiven Moduls. Fiir
einen Morphismus f : T} — T, von R-Moduln betrachten wir dabei diesmal die Abbildung
durch Prikomposition:

f*: Hom(Ty, N) — Hom(Ti, N)
p = pof
Man beachte, die Reihenfolge von T} und 75 in den Hom-R&dumen! Den Beweis der folgenden
Proposition konnen wir erst nach Sektion 2.4 vervollstdndigen.

Satz 1.4.13.
Die folgenden Aussagen sind #dquivalent fiir einen R-Modul M:

1. Fiir jedes Diagramm

mit exakter Zeile gibt es eine Hochhebung (gepunktet gekennzeichnet), so dass das Dia-
gramm kommutiert.
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2. Jede kurze exakte Sequenz
0> M — Ny —> Ny —0

zerfallt.

3. Fiir jede kurze exakte Sequenz von R-Moduln
0T —-T—-T"—0
ist auch die Sequenz von abelschen Gruppen
0 — Hompg(T", M) — Hompg(T, M) — Hompg(T', M) — 0

exakt.

Beweis.
Die Implikation 1. = 2. folgt genau wie die Implikation 1. = 2. im Satz iiber projektive
Moduln, durch Umkehren der Pfeile. Ebenso folgt hier 3. = 1. wie 4. = 1. im Satz iiber
projektive Moduln.

Es fehlt aber noch das Analogon der Charakterisierung projektiver Moduln als direkter
Summand eines freien Moduls. Wir gehen darauf erst in Abschnitt ein, so dass erst da-
nach der Beweis dieses Satzes analog zum Beweis von Satz[[.4.7] vervollstandigt werden kann. O

Definition 1.4.14
Ein Modul, der eine der vorstehenden FEigenschaften erfiillt, heifit injektiver Modul.

Satz 1.4.15 (Satz von Baer).
Ein R-Modul M ist genau dann injektiv, wenn er fiir jedes Ideal p in R und jeden Morphismus
p — M von R-Linksmoduln die Hochhebungseigenschaft aus Satz [1.4.13] hat:

0—>p——> R

M

Beweis.

e Ist M injektiv, so ist folgt die Hochhebungseigenschaft durch Betrachung der Eigenschaft
1 aus Satz[1.4.13|im Spezialfall der R-Moduln N; = p und N = R.

e Die Umkehrung ist fiir nicht endlich erzeugte Moduln eine Anwendung des Zornschen
Lemmas (vgl. Appendix [A]):

Sei 0 — N’ % N ein Monomorphismus von R-Moduln und f : N — M ein beliebiger
Morphismus von R-Moduln. Wir miissen im Diagramm

0—>N'—> N

s 9

M
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einen auf ganz N definierten Morphismus ¢ finden, so dass das Diagramm kommutiert.
Wir sagen dann, g setze f vom Untermodul N’ auf den grofieren Modul N fort. Dazu
betrachten wir die Menge aller Fortsetzungen,

X ={(K,g)[N'CKCN,g: K— M ist Fortsetzung von f} .

Die Menge X enthilt die triviale Fortsetzung (', f), ist also nicht leer. Wir definieren
eine partielle Ordnung auf X durch

(K,g) <(K',d) €5 K CK' wnd ¢'|x = g.

Man sieht leicht, dass jede total geordnete Teilmenge von X die Vereinigung als obere
Schranke hat. Nach dem Zornschen Lemma hat X ein maximales Element gq : Ky — M,
und wir miissen zeigen, dass fiir dieses maximale Element Ky = N gilt.

Andernfalls finden wir n € N\ K und setzen p := {r € R|r.n € Ky}. Dieses Ideal ist nicht
das Nullideal, denn sonst wére die innere Summe K’ := Ky + Rn direkt. Dann konnten
wir gg auf K’ durch irgend einen Wert in M fiir n weiter fortsetzen, im Widerspruch zur
Maximalitat von K.

Nun betrachten wir den Modulmorphismus gy o n : p =5 Ko 23 M. Nach Voraussetzung
kann dieser fortgesetzt werden zu einem Modulmorphismus g : R — M. Betrachte nun
auf K’ = Ko+ Rn C N die Fortsetzung ¢'(k + rn) = go(k) + g(r). Man beachte, dass
g’ deswegen wohldefiniert ist, weil g eine Fortsetzung von g o n ist, also auf dem Schnitt
p = RnN Ky mit gy iibereinstimmt. Damit ist aber (K, ¢') > (Ko, go), ein Widerspruch
zur Maximalitiat von (Ko, go).

Korollar 1.4.16.
Ein Modul M iiber einem Hauptidealring R ist genau dann injektiv, wenn er teilbar ist, d.h.
wenn die Multiplikation mit jedem Ringelement r € R\ {0} surjektiv ist.

Beweis.

e Wir zeigen dazu, dass ein R-Modul genau dann teilbar ist, wenn er die Hochhebungsei-

genschaft aus dem Satz von Baer [1.4.15| hat. Im Hauptidealring R sind alle Ideale von
der Form p = (o) mit a € R. Betrachte also das Diagramm

0— () — R

¢l
£ 9
M

Dann ist ¢ festgelegt durch seinen Wert ¢(a) auf dem Erzeuger o des Hauptideals und
ebenso ¢ durch seinen Wert auf dem FErzeuger 1 € R.

Ist der Modul M teilbar, so finden wir ein m € M mit a.m = ¢(a). Wir legen den
Morphismus ¢ durch den Wert ¢(1) := m auf dem Erzeuger 1 € R fest. Dann gilt fiir o
die Gleichung ¢(a) = ad(l) = am = ¢(a). Also gilt ¢|n) = ¢. Daher haben teilbare
R-Moduln die Hochhebungseigenschaft fiir Ideale und sind nach dem Satz von Baer[1.4.15)]
injektiv.
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e Sei umgekehrt der Modul M injektiv und erfiille somit nach Satz die Hochhebungs-
eigenschaft. Um zu sehen, dass M teilbar ist, geben wir uns o € R\ {0} und m € M
vor und suchen ein m € M mit am = m. Dazu betrachte das vorstehende Diagramm
mit ¢ definiert durch ¢(a) = m, finde ¢ mit der Hochhebungseigenschaft und setze
m:=¢(l) € M.

O

Insbesondere ist eine abelsche Gruppe als Z-Modul genau dann injektiv, wenn sie teilbar
ist, d.h. wenn die Multiplikation mit n € Z \ {0} surjektiv ist. Beispiele injektiver abelscher
Gruppen sind die teilbaren Gruppen Q und Q/Z, Gegenbeispiele sind freie Moduln.

1.5 Einfache Moduln und Kompositionsreihen

Wir haben nun schon mit freien, projektiven, injektiven und flachen Moduln mehrere Klassen
von Moduln kennengelernt. Wir wollen nun noch zum Abschluss einfache Moduln kennenlernen;
vielleicht wider Erwarten ist deren Struktur aber gar nicht “einfach”.

Definition 1.5.1
1. Ein Modul M iiber einem Ring heifit einfach, wenn er nicht Null ist und aufler den
Untermoduln M und dem Nullmodul keine Untermoduln hat.

2. Entsprechend heifit eine Darstellung V' einer Gruppe G irreduzibel oder einfach, wenn
V' # 0 gilt und 0 und V die einzigen Unterdarstellungen sind.

3. Ein Modul M iiber einem Ring heifit unzerlegbar, wenn er nicht Null ist und es keine
zwei vom Nullmodul verschiedenen Untermoduln Ny und Ny gibt, so dass M = Ny & N,
gilt.

4. Entsprechend heifit eine Darstellung V' von G unzerlegbar, wenn V' nicht der Nullraum ist
und es keine zwei von Null verschiedenen Unterdarstellungen Wi, Wy C V gibt, so dass
V' die innere direkte Summe ist:
V=W o&W,.

Lemma 1.5.2.

1. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann ist M genau dann einfach, wenn jedes x € M
mit z # 0 ein Erzeuger von M ist. Insbesondere sind einfache Moduln zyklisch.

2. Fiir jeden Erzeuger m eines zyklischen Moduls M definiert

Om: R — M
ro—orm

eine Surjektion. Deren Kern ist ein mazimales Linksideal von R genau dann, wenn M

einfach ist.

Bewelis.
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1. Sei M einfacher Modul. Betrachte fiir x € M, x # 0 den von z erzeugten Untermodul.
Offenbar 1.x = = € (x), so dass dieser Untermodul nicht Null ist. Da M keine nicht-
trivialen Untermoduln hat, muss (z) = M gelten.

Sei umgekehrt jedes nicht-verschwindende x € M Erzeuger. Angenommen, U C M ist
ein beliebiger von (0) verschiedener Untermodul. Wéhle x € U mit z # 0; dies ist ein
Erzeuger von M und daher M = (z) C U. Also ist U = M und M hat keine nicht-trivialen
Untermoduln.

2. Sei M einfach; angenommen, der Kern ist kein maximales Linksideal, ker ¢,,, T m C R;

—=

dann ist ¢,,(m) C M ein nicht-trivialer Untermodul von M, im Widerspruch dazu, dass
M einfach sein soll.

Sei umgekehrt ker ¢,, maximal, aber 0 C U C M ein echter Untermodul. Dann gilt
ker ¢, € ¢, 'U € R, im Widerspruch zur Maximalitit des Ideals ker ¢,,, C R.

O

Warnung: es gilt aber nicht, dass jeder zyklische Modul einfach ist. Zum Beispiel ist der
Z-Modul Zg zyklisch, aber wegen des chinesischen Restsatzes Zg = Zo @ Zs3 nicht einfach. Als
weiteres Gegenbeispiel betrachte man den Polynomring R = K[X] iiber einem Kérper K und
den R-Modul, der durch einen K-Vektorraum mit einem Endomorphismus mit einem einzigen
Jordan-Block von Lange grofier gleich zwei gegeben ist.

Beispiele 1.5.3.

(i) Darstellungen von Gruppen auf einem K-Vektorraum der Dimension 1 sind irreduzibel.

(ii) Ist char K # 2 so hat die Gruppe Z, zwei irreduzible eindimensionale Darstellungen K.
Jede endlich-dimensionale Darstellung ist nach Beispiel [1.1.18| (viii) vollstandig reduzibel,
d.h. isomorph zu genau einer Darstellung der Gestalt

K" ® K" mit m,n € N.

(iii) Ist char K = 2, so ist die triviale eindimensionale Darstellung K irreduzibel und die zwei-
dimensionale Darstellung P unzerlegbar, aber nicht irreduzibel. Jede endlich-dimensionale
Darstellung ist isomorph zu

K'®P" mit n,méeN.

Die Darstellung P ist iibrigens ein freier Modul vom Rang 1 und somit projektiv und
zyklisch.

Lemma 1.5.4.
Sei R ein Ring, E ein einfacher R-Modul und M ein beliebiger R-Modul.

(i) Jeder Homomorphismus E — M ist injektiv oder Null. Denn der Kern ist ein Untermodul
von E.

(ii) Jeder Homomorphismus M — FE ist surjektiv oder Null. Denn das Bild ist ein Untermodul
von E.

(iii) Der Endomorphismenring Endg(E) ist ein Divisionsring, d.h. alle von Null verschiedenen
Endomorphismen sind invertibel.
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Satz 1.5.5 (Schursches Lemma).
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und A eine K-Algebra. Sei M ein einfacher A-
Modul, der als K-Vektorraum endlich-dimensional ist, dimy; M < oo.

Dann besitzt M aufler den Skalaren keine Endomorphismen:

K =5 End(M)
A Ady

Beweis.

Da M nach Annahme einfach ist, gilt insbesondere M # 0. Jeder Endomorphismus
¢ € Endy(M) hat also wegen dimg M < oo und da K algebraisch abgeschlossen ist, wenig-
stens einen Eigenwert A. Der entsprechende Eigenraum ist als Kern des Homomorphismus von
Moduln ¢ — X idp; ein Untermodul M. Da M einfach sein soll, muss der Kern gleich M sein,
also p = X idyy. O

Bemerkungen 1.5.6.

1. Fiir eine endliche Gruppe G ist die Gruppenalgebra K[G] endlich-dimensional tiber K
und somit nach Lemma auch jede irreduzible Darstellung V' als Quotient von K|[G].

Man muss dann also nicht mehr die Endlichdimensionalitét von V' eigens voraussetzen.

2. Jede endlich-dimensionale irreduzible Darstellung einer abelschen Gruppe iiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper ist eindimensional. Denn jedes Gruppenelement g € G
operiert auf einer endlich-dimensionalen Darstellung durch einen Endomorphismus p(g)
der Darstellung:

p(9)p(h) = p(gh) = p(hg) = p(h)p(g) fiir alle h e G .

Nach dem Schurschen Lemma [1.5.5| operieren somit alle Gruppenelemente durch Vielfa-
che der Identitéit, so dass wir die Darstellung in eine direkte Summe eindimensionaler
Unterdarstellungen zerlegen konnen.

3. Wir betrachten ein Beispiel iiber dem Korper der reellen Zahlen. Die Gruppe der vierten
Einheitswurzeln in den komplexen Zahlen, G = {£1+i} = Z, operiert durch Multiplika-
tion auf dem zwei-dimensionalen R-Vektorraum V = C. Dies gibt eine irreduzible reelle
Darstellung von G auf C, aber es gilt auch

K=RGS Endg(V)=C

als R-Algebra. Aber der Korper R ist nicht algebraisch abgeschlossen, so dass wir das
Schursche Lemma |1.5.5{nicht anwenden kénnen. Man beachte aber, dass im Einklang mit
Lemma der Endomorphismenring C ein Schiefkérper iiber dem Korper R ist.

4. Sei K C L eine echte Korpererweiterung. Dann trdgt der K-Vektorraum V = L eine
Darstellung der Gruppe G = L* iiber K. Jedes Element von L \ {0} ist ein Erzeuger fiir
die L*-Wirkung, also ist die Darstellung nach Lemma irreduzibel. In diesem Beispiel
ist

EndgV =L |
was natiirlich ungleich K ist, selbst wenn K algebraisch abgeschlossen ist. Aber fiir
algebraisch abgeschlossenes K ist eine echte Korpererweiterung L/K nicht endlich-
dimensional!
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Es stellt sich die Frage, wie man Moduln aus einfachen Moduln aufbauen kann. Dies fiihrt
zu der folgenden Definition:

Definition 1.5.7
Sei R ein Ring und M ein R-Modul. M heifit von endlicher Linge genau dann, wenn es eine
endliche Kette von Untermoduln

M=M.DM,1D...OMy=0

gibt, so dass alle Quotientenmoduln M;/M,; | einfach sind. Eine solche Kette heift
Kompositionsreihe von M, die Moduln M;/M;_, heien Subquotienten der Kompositionsreihe.
Die minimal mégliche Lédnge r einer Kompositionsreihe heifit Lange des Moduls M.

Wir sehen gleich, dass eine Version des Satzes von Jordan-Hélder fiir Moduln gilt. Die

Subquotienten sind bis auf Reihenfolge eindeutig und heilen Kompositionsfaktoren des Moduls
M.

Dazu brauchen wir das wichtige

Lemma 1.5.8 (Neunerlemma).
Gegeben sei ein Diagramm von Moduln mit kurzen exakten Zeilen:

A/CTAﬁA//

B/(% B s B//

L2 To
P1 j P2 l Y3 l

C'c - C — "
und es seien die senkrechten Kompositionen null:
Y;op; =0 firi=1,2,3.

Das Diagramm sei kommutativ in dem Sinne, dass alle 4 Quadrate kommutieren. Dann gilt:
Sind zwei der Spalten kurze exakte Sequenzen, so ist auch die dritte Spalte eine kurze exakte
Sequenz.

Beweis.
Wir behandeln das Beispiel, in dem die linke und die mittlere Spalte exakt sind.

e Die Surjektivitdt von 13 folgt aus der Kommutativitdt des rechten unteren Quadrats,
@Z)g O g = T3 O 7702. Daher

Im (13) 2 Im (13 0 M) = Im (w3 0 4hy) = C”,
da w3 und vy surjektiv sind.

e Um die Injektivitdt von ¢3 zu zeigen, betrachten wir a” € A”, so dass p3(a”) = 0. Wegen
der Surjektivitit von m; finden wir ein Urbild a € A unter 7y:

m(a) =a”.
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Definiere b := p9(a) € B. Dieses Element hat zwei Eigenschaften:
Po(b) = Ygopa(a) =0 wegen 1y 0 ps =0
ma(b) = mapa(a) = @smi(a) = p3(a”) =0.

Die letzte Eigenschaft erlaubt es, die Exaktheit der zweiten Zeile zu benutzen, um ein
b' € B’ zu finden, so dass
b= Lg(b,)

und die erste Eigenschaft impliziert dann
P2 00(b) = 1a(b) =0 =309 (V).

Da (3 injektiv ist, folgt (b)) = 0. Jetzt konnen wir die Exaktheit der ersten Spalte
ausniitzen und finden ein Urbild von &' in A’; also

V=opi(d) mit o €A

Wir rechnen g o t1(a’) = tap1(a’) = 12(b') = b = pa(a). Nun war aber o als injektiv
vorausgesetzt, also gilt i;(a’) = a. Das erlaubt uns die Rechnung a” = m(a) = mii(a’) =
0, was zeigt, dass 3 injektiv ist.

e Im ¢35 C ker 13 war schon vorausgesetzt. Sei also b” € ker 3. Da my surjektiv ist, finden
wir ein Urbild b € B, so dass my(b) = b”. Wir rechnen

0 = 3(b") = 13 0 Ta(b) = 73 0 Po(b),

was aber wegen der Exaktheit der dritten Zeile impliziert, dass ¢ := () sich schreiben
lasst als i3(c’) = c. Da 1)y surjektiv ist, finden wir ein Urbild ¥ € B’; also ¢4 (V') = ¢. Wir
betrachten nun die Differenz xj, := —53(0') + b € B:

mo(x1y) = —ma01a(V)) + ma(b) = ma(b) = 0"

Vo () —thata (V') + 9P2(b) = —3h1 (V) + ¢
= —u3(d)+c=—-c+c=0.

Wegen der letzten Gleichung und der Exaktheit der zweiten Spalte gibt es a € A, so dass
pa(a) = xp. Setze a” := 7 (a) und rechne

p3(a") = p3om(a) =m0 paa) = ma(xp) = 1"

Daher gilt b” € Im 3; auch die rechte Spalte ist exakt.

Satz 1.5.9 (Jordan-Holder).

(i) Mit einem Modul M hat auch jeder Untermodul N C M und jeder Quotient M/N von
M endliche Léange, und es gilt

(M) = ((M/N) + ¢(N)
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(ii) Je zwei Kompositionsreihen eines Moduls endlicher Lénge haben dieselbe Lange und bis
auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten.

Sind also
M=M.DM,1D...OMy=0

und . . .
M:MSDMsle...DMOZO

zwei Kompositionsreihen eines Moduls M, so gilt » = s und es gibt eine Permutation
o €S, mit o
Mi/M‘_l = Mgi/Mm‘_l fir alle 7.

Beweis.
Sei M ein R-Modul mit Kompositionsreihe

M=M,>...2My=0
und N C M ein Untermodul. Wir betrachten die kanonische Surjektion
can: M —» M := M/N

und die Untermoduln

Ni:=M;NNCN und M; :=can (M;) C M

Im kommutierenden Diagramm:

Nioi = N; — Nz‘/Niq
{ { {
M,y — M; — Mi/Mi—l
{ { {

Mi—l — Mi - Mz’/Mi—l

sind die Zeilen exakt, die ersten zwei Spalten auch. Nach dem Neunerlemma [1.5.8| erhalten wir
fiir jedes ¢ = 1,...r eine kurze exakte Sequenz

Ni/Nioy = M;/M;—y — M;/M;_ . (3)

Da der Quotientenmodul M;/M; ; als Kompositionsfaktor von M einfach ist, sind auch
die Quotientenmoduln N;/N;_; und M;/M,_; als Untermoduln oder Quotientenmoduln eines
einfachen Moduln entweder Null oder einfach. Genauer ist N;/N;_; genau dann Null, wenn
M;/M;_; ein einfacher Modul ist und umgekehrt. Lisst man die Moduln weg, fiir die der Quo-
tient Null ist, so bilden also die verbleibenden N; eine Kompositionsreihe fiir den Untermodul
N und die verbleibenden M, /Mi,l eine Kompositionsreihe fiir den Quotienten M/N. Es folgt
daraus, dass alle Untermoduln und alle Quotienten von M endliche Lénge haben. Aus der
kurzen exakten Sequenz folgt dann sofort

((N) + ¢(M/N) = £(M).

(ii) folgt mit vollsténdiger Induktion nach der Lange des Moduls. Der Induktionsanfang ¢(M) =
1 ist trivial. Betrachte nun zwei Kompositionsreihen fiir den Modul M:

M > X>---2(0)
M > Y>---D(0)
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Gilt X =Y, so wendet man direkt die Induktionsvoraussetzung an. Andernfalls betrachte die
kanonische Surjektion
T:M— M/Y.

Der Modul M/Y ist einfach, daher folgt 7(X) = M/Y. Denn wére w(X) = 0, so wiare X C Y,
aber nach Lemma [1.5.2[2 ist X als Kern der Surjektion auf einen einfachen Modul maximal;
also X =Y. Also vermittelt 7 einen Isomorphismus von Moduln

X/(XNY)=2M/Y. (4)
Durch Vertauschen von X und Y findet man analog
Y/ XNY)=M/X. (5)

Wir wéhlen jetzt eine Kompositionsreihe des Durchschnitts X N'Y und vergleichen die vier
Kompositionsreihen von M:

XD---D(0)
XDO>(XNnY)D---D(0)
YO(XNY)D---D(0)
YO---D2(0).

S EE
UuuUu

Die erste und die zweite Kompositionsreihe sind nach Induktionsvoraussetzung, angewandt
auf den Modul X, dquivalent. Aus dem gleichen Grund sind auch die dritte und vierte

Kompositionsreihe dquivalent. Die Aquivalenz der zweiten und der dritten Kompositionsreihe
folgt aus den Isomorphismen und . O

Korollar 1.5.10.

Sei R ein Ring, der als Linksmodul iiber sich selbst endliche Liange hat. Jeder einfache R-Modul
M ist dann ein Quotient von R, aufgefasst als Linksmodul iiber sich selbst, und tritt somit in
jeder Kompositionsreihe von R als Subquotient auf.

Beweis.

Nach Lemma liefert jeder Erzeuger eine Surjektion ¢ : R — M. Es gibt daher eine
Kompositionsreihe der Form R 2 kerp 2 ..., in der R/kerp = M als Kompositionsfaktor
auftritt. Nach dem Satz von Jordan-Holder tritt M in allen Kompositionsreihen von R
als Subquotient auf. O

Korollar 1.5.11.
Sei R ein Ring, der einen Kérper K als Teilring hat. Ist R endlich dimensional iiber K, so gibt
es bis auf [somorphismus hochstens dimy R verschiedene einfache R-Moduln.

Beweis.
Jeder R-Modul M ist durch Einschrankung der skalaren Multiplikation auf den Teilring K auch
ein K-Vektorraum, also gilt dimyx M > 1. Daher gilt

U(M) < dimg (M)
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Da nach Korollar [1.5.10] jeder einfache Modul in allen Kompositionsreihen als Subquotient
auftritt, gibt es hochstens ¢(R) verschiedene einfache R-Moduln. O

Die Aussage gilt natiirlich insbesondere fiir endlich-dimensionale K-Algebren und somit fiir
die Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe aus Definition [1.1.16}

Satz 1.5.12.
Sei G eine endliche Gruppe und K ein Koérper. So gibt es bis hochstens |G| verschiedene
[somorphieklassen von irreduziblen Darstellungen von G iiber K.

Beweis.
Nach Lemma [1.1.19| fassen wir Darstellungen von G als Moduln iiber dem Gruppenring K[G]
auf. Die Behauptung folgt dann direkt aus Korollar [1.5.11] da dimx K[G] = |G]|. O

2 Kategorien, Funktoren und natiirliche Transformatio-
nen

Wir wollen in diesem Kapitel einige Sprechweisen einfiihren, die es erlauben, sehr kompakt iiber
Konstruktionen fiir Moduln tiber Ringen (und gleichzeitig tiber dhnliche Konstruktionen in
vielen anderen Gebieten der Mathematik) zu sprechen. Entscheidend ist hierbei, dass man {iber
mathematische Strukturen und die zugehorigen strukturerhaltenden Abbildungen gleichzeitig
betrachtet.

2.1 Kategorien

Definition 2.1.1
Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse ob C von Objekten und einer Klasse mor C von
Morphismen, zusammen mit den folgenden Strukturabbildungen:

1. Einer Identitatsabbildung id : ob C — mor C
2. Quell- und Zielabbildungen s,t : mor C — ob C

3. Einer Kompositionsabbildung o : mor C X, ¢ mor C — mor C. Hierbei besteht das Urbild
aus denjenigen Paaren (x,y) € mor C x mor C, fiir die s(x) = t(y) gilt.

Diese Abbildungen miissen folgende Axiome erfiillen:
1. Home(a,b) :={f € mor C|s(f) = a,t(f) = b} ist eine Menge und keine echte Klasse.

2. soid=toid =idg, ¢
(“Quelle und Ziel der Identitit auf einem Objekt X ist X selbst.”)

3. s(fog) =s(g), t(fog) =t(f)
(“Ziel einer Komposition ist das Ziel der zuletzt angewandten Funktion, Quelle ist die
Quelle der zuerst angewandten Funktion.”)
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4. idt(f) O f = f, f o ids(f) = f
(“Komposition mit Identitdtsmorphismen ist die Identitét.”)

5. fo(goh)=(fog)oh, wann immer die Kompositionen von Morphismen definiert sind
(Assoziativitét).

Beispiele 2.1.2.
1. Die Kategorie Set der Mengen, deren Objekte Mengen und deren Morphismen Abbildun-
gen von Mengen sind.

2. Ahnlich definiert man die Kategorie Grp der Gruppen, Ab der abelschen Gruppen, sowie
fiir einen kommutativen Ring R die Kategorie Algy der R-Algebren und Algj, der unitéiren
R-Algebren.

Fiir Ringe R und S definiert man die Kategorien R—Mod der R-Linksmoduln, Mod—R
der R-Rechtsmoduln und R—S—Bimod der R-S-Bimoduln. Mit vectx bezeichnen wir die
Kategorie der Vektorrdume iiber einem Koérper K.

3. Top: die Objekte sind topologische Rdume und die Morphismen sind stetige Abbildungen.

4. Bilden die Objekte keine echte Klasse, sondern sogar eine Menge, so heifit die Kategorie
klein.

5. Die leere Kategorie und die Kategorie mit genau einem Objekt und dem dazugehorigen
Identitdtsmorphismus sind die beiden kleinsten Kategorien. Allgemein ist fiir jedes Objekt
jeder Kategorie Hom(a, a) ein unitéres assoziatives Monoid. Kategorien mit einem Objekt
sind also in Bijektion zu unitdren Monoiden.

Gruppen sind in Bijektion zu Kategorien mit einem Objekt, in denen alle Morphismen Iso-
morphismen sind. Fiir eine Gruppe G bezeichnen wir die zugehorige Kategorie mit einem
Objekt mit x//G. Daher heiflen Kategorien, in denen alle Morphismen Isomorphismen
sind auch Gruppoide.

6. Partiell geordnete Mengen: Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge, aufgefasst als Ka-
tegorie X, deren Objekte die Element von X sind und Homy (z,y) ist die einelementige
Menge, falls © < y gilt, und leer sonst. Die Komposition ist damit eindeutig, denn es gibt
immer hochstens eine Abbildung zwischen zwei Objekten.

Definition 2.1.3
Seien C, D Kategorien.

(i) Die Kategorie C°P? ist die Kategorie mit denselben Objekten wie C, aber Morphismen
Homgepr (@, b) := Home (b, a) und der Komposition f oy, g :=goc f .

(ii) Die Kategorie C [ D ist die Kategorie, deren Objekte und Morphismen die disjunkten
Vereinigungen der Objekte bzw. der Morphismen von C und von D sind.

(iii) Genauso ist C x D die kartesische Produktkategorie. Klar ist, dass auch unendliche dis-
junkte Vereinigungen bzw. Produkte konstruierbar sind.
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Wir miissen als néchstes “Abbildungen” zwischen Kategorien einfithren. Sie miissen auf
Objekten und Morphismen wirken.

Definition 2.1.4
Seien C und D Kategorien. Ein Funktor F' : C — D ordnet jedem Objekt ¢ von C ein Ob-

jekt F(c) von D zu, sowie jedem Morphismus f € Home(c, ) einen Morphismus F(f) €
Homp(F'(c), F(¢')). Es muss gelten:

1. F(id,) = idp(e).
2. F(fog)=F(f)oF(g).

FEinen Funktor F' : C — D°PP nennt man auch einen kontravarianten Funktor von C nach D.

Natiirlich ist das das gleiche wie ein Funktor F' : C°°? — D; ein kontravarianter Funktor
“dreht Pfeile um”.

Beispiele 2.1.5.

1. Der Funktor U : R—Mod — Ab, der einem R-Modul die zugrundeliegende abelsche
Gruppe zuordnet. Funktoren dieser Art heiflen Vergissfunktoren.

2. Ein Funktor F), : *//G — vectk ist dasselbe wir eine K-lineare Darstellung der Gruppe
G.

3. Jeder Ringhomomorphismus ® : R — S liefert durch Restriktion der Skalare nach
Lemmall.1.23|einen Funktor S—Mod — R—Mod. Man kann zum Beispiel in dieser Weise
wegen R — C jeden komplexen Vektorraum durch Einschrénkung der Skalare als reellen
Vektorraum ansehen.

4. Der Funktor F' = —* : vect(K) — vect(K)°PP, der jedem Vektorraum seinen Dualraum
zuordnet, F(V) = V* und jeder linearen Abbildung die duale Abbildung, F'(f) = f*.

5. Der Funktor F' =": vect(K) — vect(K), der jedem Vektorraum seinen Bidualraum
zuordnet, F'(V)) = V** und jeder Abbildung die biduale Abbildung, F(f) = f**.

6. Der Funktor [] : Set x Set — Set, der zwei Mengen X, Y die disjunkte Vereinigung X [[Y
zuordnet, ebenso der Funktor [], der zwei Mengen das kartesische Produkt zuordnet.

7. Der Funktor ®p : R°°P—Mod x R—Mod — Ab.

8. Sei C eine beliebige Kategorie. Fiir jedes Objekt W in C definieren wir einen kovarianten
Funktor
Hom(W,—) : C — Set
auf Objekten durch
Hom(W,—): X — Hom¢(W, X) .

Einem Morphismus X % Y ordnet dieser Funktor die Abbildung von Mengen durch
Préakomposition
v« Home(W,X) — Home(W)Y)
f = pof .

zu. Man rechnet leicht nach, dass alle Eigenschaften eines Funktors erfiillt sind.
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9. Sei wieder C eine beliebige Kategorie. Fiir jedes Objekt W in C definieren wir einen
kontravarianten Funktor, also einen Funktor

Hom(—, W) : C — Set°?

auf Objekten durch
Hom(—, W) : X — Home (X, W) .

Einem Morphismus X - Y ordnet dieser Funktor die Abbildung von Mengen durch

Postkomposition
¢* 1 Home(Y,W) — Home(X,W)

/ = fop .
ZU.

10. Wenn man fiir C die Kategorie R—Mod der Moduln iiber einem Ring R betrachtet,
so hat die Morphismenmenge Home(+,-) sogar die Struktur einer abelschen Gruppe. In
diesem Fall liefern Hom(—, W) und Hom (W, —) Funktoren in die Kategorie der abelschen
Gruppen, bzw. deren opponierte Kategorie. Ist der Ring R kommutativ, so erhélt man
sogar Funktoren in die Kategorie der R-Moduln.

Definition 2.1.6
Zwei Kategorien C, D heiflen isomorph, wenn es zwei Funktoren F' : C — D und G : D — C
gibt, so dass G o F' der Identitdtsfunktor auf C und F o G der Identitatsfunktor auf D ist.

Bemerkungen 2.1.7.

1. Wir kennen schon Beispiele isomorpher Kategorien:

— Fiir jeden Ring R sind die Kategorie der R-Rechtsmoduln und die Kategorie der
R°PP-Linksmoduln isomorph, vergleiche Bemerkung

— Fiir jeden Korper K sind die Kategorie der K[X]-Moduln und die Kategorie der K-
Vektorrdume mit einem K-linearen Endomorphismus isomorph, vergleiche Lemma

1.1.15]
— Fiir jeden Korper K und jede Gruppe G sind die Kategorie der K-linearen G-
Darstellungen und die Kategorie der K[G]-Moduln isomorph, vgl. Lemma|1.1.19

2. Isomorphie von Kategorien ist, wie wir sehen werden, ein zu enger Begriff.

Um Kategorien angemessen vergleichen zu konnen ist es wichtig, dass es auch noch Struktu-
ren gibt, die Beziehungen zwischen Funktoren herstellen. Wir erinnern daran, dass ein Funktor
F, :%//G — vectk eine K-lineare Darstellung beschreibt und es Morphismen von Darstellun-
gen gibt.

Betrachten wir als weiteres Beispiel fiir einen Korper K die Kategorie vect(K) der K-
Vektorrdaume. Sowohl die Identitét als auch der Bidualfunktor —** sind Endofunktoren

id, =" : vect(K) — vect(K) .
Fiir jedes Objekt in der Kategorie, also jeden K-Vektorraum V haben wir eine lineare Abbildung

o Vo UV
vo= o (e p(v)

46



die sogar ein Isomorphismus ist, wenn V' endlich-dimensional ist. Mit ihrer Hilfe identifiziert
man oft einen endlich-dimensionalen Vektorraum und seinen Bidualraum. Wir stellen also eine
Beziehung zwischen den zwei Funktoren id und —** her, indem wir fiir jedes Objekt der Kate-
gorie einen Morphismus zwischen den Bildern des Objekts unter den beiden Funktoren finden.
Allerdings gibt es Beziehungen zwischen diesen Morphismen. Dies fithrt uns auf die folgende
Definition.

Definition 2.1.8

1. Sind F,G Funktoren von einer Kategorie C nach einer Kategorie D, so ist eine
natiirliche Transformation N : F — G, manchmal auch F' = G geschrieben, eine Vor-
schrift, die jedem Objekt ¢ in der Kategorie C einen Morphismus N, : F(c) — G(c) in der
Kategorie D zuordnet, so dass fiir jeden Morphismus f € Home(c, ) in der Kategorie C
das folgende Diagramm in der Kategorie D kommutiert:

2. Sind alle Morphismen N,, die in einer natiirlichen Transformation auftreten, Isomorphis-
men in der Kategorie D, so spricht man auch von einem natiirlichen Isomorphismus.

Beispiele 2.1.9.

1. Fiir die Einschrankungen der beiden Endofunktoren
id, =" : vect s (K) — vect(K)

auf die Unterkategorie vect;(K) der endlich-dimensionalen K-Vektorrdume bilden die
oben angegebenen Isomorphismen einen natiirlichen Isomorphismus id — —**.

2. Fiir eine kleine Kategorie C und eine beliebige Kategorie D, kann man die
Funktorkategorie [C, D] betrachten, deren Objekte Funktoren F' : C — D sind und de-
ren Morphismen natiirliche Transformationen zwischen den Funktoren sind. Man rechne
nach, dass alle Axiome einer Kategorie erfiillt sind!

3. Als Beispiel betrachten wir fir C die total geordnete Menge [n] := {0, ...,n}, die wir wie
in Beispiel 2.1.2]6 als kleine Kategorie auffassen. Ein Funktor [n] — R—Mod ist dann das
Gleiche wie eine Sequenz Ry — Ry — ... — R, von R-Moduln. Eine natiirliche Trans-
formation zwischen zwei solchen Funktoren R und S ist ein kommutierendes Diagramm

der Form
Ry - Ri—~> ... = R,
1 I I
So — S1—~> ... — S5,

Es ist somit klar, wann wir zwei Sequenzen (und damit auch zwei Komplexe) als isomorph
auffassen.

Als Anwendung wollen wir den Begriff der Isomorphie von Kategorien abschwéichen. Dazu
beachten wir, dass es nie natiirlich ist, zu fordern, dass zwei Objekte einer Kategorie gleich sind,
nur Isomorphie ist eine natiirliche Forderung. Fiir eine kleine Kategorie C bilden die Funktoren
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C — D nach Beispiel eine Kategorie, die Funktorkategorie. Entsprechend ist es auch nicht
natiirlich, zu fordern, dass die Kompositionen F' o G und G o F' zweier Funktoren gleich einem
Identitéatsfunktor sind.

Definition 2.1.10
Seien F': C — D und G : D — C zwei Funktoren zwischen zwei Kategorien C und D. Dann
heiBen F' und G Aquivalenzen von Kategorien, falls es natiirliche Isomorphismen

€:GoF —ide und n:idp - F oG,
gibt.

Wir wollen die Aquivalenz von Kategorien noch etwas anders fassen.

Definition 2.1.11

1. Ein Funktor F' : C — D heifit volltreu, wenn alle Abbildungen F : Home¢(c,d) —
Homp(F(c), F(d)) auf Hom-Réumen Isomorphismen von Mengen sind.

2. Ein Funktor F' : C — D heifit wesentlich surjektiv , wenn es fiir jedes Objekt d von D ein
Objekt ¢ in C gibt, so dass F(c) und d isomorph sind, F(c) = d.

Wir zeigen nun:

Satz 2.1.12.
Ein Funktor F' : C — D vermittelt genau dann eine Aquivalenz von Kategorien, wenn F' volltreu
und wesentlich surjektiv ist.

Beweis.

e Sei F eine Aquivalenz von Kategorien mit Funktor G : D — C und natiirlichen Isomor-
phismen 7 : idp = FG und € : GF = idc. Dann gibt es fiir jedes Objekt W € D einen
Isomorphismus ny : W = FG(W), woraus folgt, dass der Funktor F wesentlich surjektiv
ist.

e Fiir jeden Morphismus V' Ly V' in C Tiefert die Natiirlichkeit von e ein kommutierendes
Diagramm

GF(V) 2V (6)
o
GF(V') =—=V" .

Aus F(f1) = F(f2) folgt G(F(f1)) = G(F(f2)). Hieraus folgt mit (6] sofort f; = f, so
dass der Funktor F' treu ist. Mit Hilfe des natiirlichen Isomorphismus 7 folgt ebenso, dass
auch der Funktor G treu ist.

e Um zu zeigen, dass der Funktor F' voll ist, geben wir uns einen Morphismus ¢ : F'(V) —
F(V') in D vor. Setze f := ey 0 G(g)ey, : V — V'. Wir erhalten dann aus dem kommu-
tierenden Diagram @ die Identitéat

ev o G B f = e 0 Glg)es!

und somit GF(f) = G(g). Da G treu, also auf Morphismen injektiv ist, folgt F'(f) = g.
Also ist der Funktor F' voll. Ahnlich folgt, dass auch der Funktor G voll ist.
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e Sei nun umgekehrt F' : C — D ein wesentlich surjektiver, volltreuer Funktor. Fiir jedes
vorgegebene Objekt W € D konnen wir wegen der wesentlichen Surjektivitdt von F' ein
Objekt G(W) in C und einen Isomorphismus ny, : W = F(G(W)) wihlen. Man beachte,
dass hier das Auswahlaxiom eingeht, wenn man ein Objekt G(W') auswéhlt.

Fiir einen Morphismus ¢ : W — W' in D betrachte
mwogong i FGW) =W — W' — FG(W') .

Da der Funktor F' als volltreu vorausgesetzt wurde, gibt es einen eindeutigen Morphismus
G(g) : GW) — G(W'), der unter F auf ny»ogony' abgebildet wird. Es folgt leicht, dass
so ein Funktor GG definiert wird und dass 7 : idp — F'G eine natiirliche Transformation
ist.

e Wir miissen nur noch eine natiirliche Isomorphie ¢g : GF' — id¢ definieren. Fiir V € C
haben wir einen Isomorphismus

und somit n;(lv) : FGF(V) — F(V). Da F als volltreu vorausgesetzt wurde, definiere

ey : GF(V) = V als das eindeutige Urbild des Morphismus n;(lv) unter F'. Man {iberzeugt
sich, dass dies einen natiirlichen Isomorphismus definiert.

O

Beispiele 2.1.13.

1. Wir geben ein Beispiel fiir zwei dquivalente Kategorien an: die Kategorie vect;(K) der
endlich-dimensionalen K-Vektorraume ist dquivalent zu der Kategorie mit einem Objekt
[n] fiir jedes n € N — darunter kann man sich die Vektorrdume K" vorstellen — und
mit Matrizen als Morphismen Hom([n], [m]) := M (n x m, K'). Man beachte, dass nur die
Kategorie vect f(K) die Eigenschaft hat, dass die Homomorphismenrédume wieder Objekte
in der Kategorie, also Vektorrdume, sind. Deshalb lasst sich in der zweiten Kategorie der
duale Vektorraum nicht wie iiblich definieren. Fiir praktische Rechnungen greift man aber
doch manchmal auf sie zuriick.

2. Ein Erzeuger einer Kategorie C ist ein Objekt X, so dass der Funktor Hom(X, —) treu
ist. Seien A und B Ringe. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Kategorien A-mod und B-mod der Linksmoduln sind dquivalent.
(b) Die Kategorien A°PP -mod und B°PP-mod sind dquivalent.

(c) Es gibt einen endlich-erzeugten projektiven Erzeuger P von A-mod und einen Ring-
Isomorphismus B = End4(P).

Fiir den Beweis dieser Aussage, die als Moritas Theorem bekannt ist, verweisen wir auf

die Literatur.

2.2 Universelle Eigenschaften und adjungierte Funktoren

Wir wollen uns nun in etwas abstrakterer Weise mit universellen Eigenschaften beschéftigen.
Um ein gutes Beispiel zu bekommen, verallgemeinern wir erst einmal die Definition von direkter
Summe und Produkt von Moduln.

Definition 2.2.1
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Sei C eine Kategorie und (ay)xep eine Familie von Objekten in C. Ein Objekt ¢ € C zusammen
mit Morphismen vy : ay — c¢ heifft Koprodukt der Familie (ay), und ¢ wird mit [],., ax
bezeichnet, wenn fiir jedes Objekt d von C die Morphismen einen Isomorphismus von Mengen
induzieren:

Home(c,d) = [],c, Home(an, d)

f = (fou)iea-

Bemerkungen 2.2.2.

1. Wir driicken die definierende Eigenschaft des Koprodukts noch einmal anders aus und
beschrianken uns der Einfachheit halber auf den Fall des Koprodukts von zwei Objekten
a,b. Dann ist das Koprodukt ¢ ein Objekt mit zwei Morphismen ¢ — ¢ und b — ¢, so
dass es fiir jedes Paar von Morphismen b — d und a — d einen eindeutigen Morphismus
¢ — d gibt fiir den das Diagramm

kommutiert.

2. Analog ist das Produkt ¢ = J],., ax definiert. Es ist ein Objekt ¢, zusammen mit einer
Familie von Morphismen pr) : ¢ — ay, so dass fiir jedes Objekt d von C die Abbildung

Home(d,¢) — [[,cp Home(d, ay)
fo= (prao f)rea

ein [somorphismus von Mengen ist. Wieder als Diagramm im Falle des Produkts ¢ von
zwei Objekten a und b

3. Es gibt Kategorien, in denen nicht alle Produkte und Koprodukte existieren. Aber wenn
solche existieren, so folgt aus der universellen Eigenschaft, dass sie bis auf eindeutige
Isomorphie eindeutig sind.

4. Wir bringen noch einige Beispiele:

(a) In der Kategorie der R-Moduln sind die direkte Summe und das direkte Produkt
aus Definition das kategorielle Koprodukt bzw. Produkt. Dies ist der Inhalt

der Bemerkung (ii).

(b) Das kartesische Produkt von Ringen ist auch ein kategorielles Produkt in der Ka-
tegorie der Ringe. Das Tensorprodukt dagegen ist das Koprodukt in der Kategorie
der kommutativen Ringe, nicht aber in der Kategorie aller Ringe.
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Wir betrachten die direkte Summe und das direkte Produkt einer Familie (X,)xea von
Moduln iiber einem gegebenen Ring R, also X € D = R-mod noch etwas formaler. Dazu sei

C::HD

A€A

die Produktkategorie aus Definition deren Objekte A-Tupel von Objekten Moduln sind.
Ein Morphismus (X))xea — (Ya)aea ist ein A-Tupel von R-Modulmorphismen fy : X, — Y.

In der universellen Eigenschaft sowohl der direkten Summe als auch des Produkts tritt ein
beliebiges, aber festes Objekt in allen Faktoren eines Produktes von Hom-Mengen auf. Wir
fithren daher den Diagonalenfunktor ein,

A:D — C
X = (X7X7"'aX):(X)/\EA

der einem Objekt X die konstante Familie zuordnet und einem Morphismus X 1 ¥ die kon-
stante Familie von Morphismen, A(f) = (f)aea-

Wir nehmen an, dass in der Kategorie D alle direkten Summen und alle Produkte definiert
sind. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn D die Kategorie R—Mod fiir einen Ring R ist. Die
direkte Summe bzw. das direkte Produkt von Moduln und Modulmorphismen liefern dann

Funktoren
H, H :C—1D.

Die universelle Eigenschaft des Koprodukts besagt dann, dass es fiir jedes Objekt ¢ € C -
also fiir jede Familie von Objekten in D — und fiir jedes Objekt d € D Isomorphismen von
Hom-Mengen gibt:

Homp(H c,d) = Home(c, Ad) ;

im Falle des Produkts haben wir dagegen Isomorphismen
Homyp(d, Hc) = Home(Ad, ¢) .
Dies fiihrt uns auf die folgende Definition:

Definition 2.2.3

1. Seien C und D beliebige Kategorien. Ein Funktor F' : C — D heifit linksadjungiert
zu einem Funktor G : D — C falls es fiir je zwei Objekte ¢ in C und d in D einen
Isomorphismus von Mengen

®.q: Home(c, Gd) = Homp(Fe,d)

mit der folgenden natiirlichen Eigenschaft gibt.

Fiir jeden Homomorphismus ¢ L cinCundd% d inD betrachte fiir ¢ € Homp(Fc,d)
den Morphismus

Hom(Ff, g)(¢) = Fd X Fe % d% d € Homp(FC',d)

und fiir ¢ € Home (¢, Gd) den Morphismus

Hom(f, Gg)(p) :=¢ LebGdYad e Home(d', Gd') .
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Die natiirliche Eigenschaft ist dann die Vertréglichkeitsforderung mit Morphismen, dass

das Diagramm

Home(c, Gd) ———— Home(d, Gd')
Hom(f,Gg)

lCDC’d @C/’d/l

Homp(Fe,d) ——— Homp(Fd,d)
Hom(F'f,g)

fiir alle Morphismen f, g kommutiert.

2. Man schreibt dann F' -+ G und sagt auch, der Funktor G sei rechtsadjungiert zu F'.

Beispiele 2.2.4.

1. Wir haben schon gesehen, dass das Koprodukt ein linksadjungierter Funktor zum Diago-
nalenfunktor ist und das Produkt ein rechtsadjungierter Funktor zum Diagonalenfunktor.

2. Wir betrachten den Vergissfunktor
U: vect(K) — Set ,

der jedem Vektorraum die unterliegende Menge zuweist. Sein linksadjungierter Funktor
muss jeder Menge einen Vektorraum zuordnen. Wir behaupten, dass dies das freie Er-
zeugnis ist,

F: Set — vect(K),

das einer Menge M den von ihr erzeugten K-Vektorraum F'(M) der Abbildungen f : M —
K zuordnet, die nur fiir endlich viele Elemente von M einen Wert ungleich Null annehmen.
Dieser Vektorraum hat eine kanonische Basis, die in Bijektion zu den Elementen von M
ist. Eine Abbildung f : M — N von Mengen wird dabei auf diejenige lineare Abbildung
F(M) — F(N) abgebildet, die den Basisvektor d,, mit m € M der kanonischen Basis
von F'(M) auf den Basisvektor ¢4, der kanonischen Basis von F/(NN) abbildet.

Wir haben dann fiir jede Menge M und jeden K-Vektorraum V einen Isomorphismus von
Mengen
Qpry i Homge (M, U(V)) — Homg(F(M),V)
@ = Py ()
mit
Pary (9)( D Amm) = Y Amgp(m) .
meM meM
Insbesondere finden wir, dass fiir jeden K-Vektorraum V die einelementige Menge
Homge (0, G(V)) isomorph zum Raum der linearen Abbildungen Homg (F((),V) sein
muss. Der einzige K-Vektorraum aber, von dem es genau eine lineare Abbildung in jeden
K-Vektorraum V' gibt, ist der Nullvektorraum, F'(#) = {0}. Dies fiihrt zu der Einsicht,
dass Nullvektorraum von der leeren Menge erzeugt wird.

3. Ein &hnliches Beispiel ist der Vergissfunktor U : Gr — Set, der einer Gruppe die zu
Grunde liegende Menge zuordnet. Hier gibt es ebenfalls einen linksadjungierten Funktor,
ndmlich den Funktor F', der einer Menge die von ihr erzeugte freie Gruppe zuordnet.

Die Kategorie Ab der abelschen Gruppen ist eine Unterkategorie der Kategorie Gr aller
Gruppen, auf die wir den Vergissfunktor einschrinken kénnen. Der linkadjungierte Funk-
tor ist nun ein Funktor F’ : Set — Ab und ordnet einer Menge die freie abelsche Gruppe
zu. Er ist von dem oben beschriebenen linksadjungierten Funktor verschieden.

52



Wir lernen also, dass freie Erzeugnisse als Bilder des zu einem Vergissfunktor linksadjun-
gierten Funktors definiert werden sollen.

4. Es gibt aber auch Vergissfunktoren, die keinen linksadjungierten Funktor haben. Als
Beispiel nehmen wir den Vergissfunktor U von der Kategorie von Kérpern in die Kategorie
von Mengen. Gébe es einen linksajungierten Funktor, so wiirde dieser einer Menge M
einen Korper K(M) zuordnen. Natiirlich kénnen wir auch speziell fir M = ) wihlen.
Wir wiirden dann einen Korper K = K()) suchen, so dass fiir jeden Korper L eine
Bijektion von Mengen

HomField(K7 L) = HomSet(®7 U(L)) =%

existiert. Da nichttriviale Koérperhomomorphismen injektiv sind, muss der gesuchte
Korper Unterkorper jedes Korper sein. Ein solcher Korper existiert nicht: der Primkorper
héngt von der Charakteristik von L ab. (Anders formuliert: in der Kategorie von Mengen
gibt es ein initiales Objekt, die leere Menge. In der Kategorie aller Korper gibt es kein
initiales Objekt.) Es gibt also keinen “frei erzeugten Korper”.

5. Der Inklusionsfunktor I : Ab — Grp der abelschen Gruppen in alle Gruppen hat einen
linksadjungierten Funktor, ndmlich (=), : Grp — Ab, der einer Gruppe G ihre Abelisie-
rung Gy, = G/[G, G] zuordnet. Denn es gilt:

Home,p(G, I(A)) = Homup(Gap, A) -

Hat ein Funktor Adjungierte, so hat er zusétzliche Eigenschaften, wie wir zum Beispiel in
Satz [2.2.11] sehen werden.
Wir betrachten noch ein anderes Beispiel aus der Modultheorie:

Beispiel 2.2.5.
Seien R, S (unitdre) Ringe und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. (Ist ¢ injektiv, so ist R
ein Unterring von S.) Dann liefert der Pullback bzw. die Restriktion der Skalare wie in Beispiel

2.1.5l2 einen Vergissfunktor
U:S—Mod - R—Mod .

Wir untersuchen seine adjungierten Funktoren.

1. Um einen linksadjungierten Funktor F' : R—Mod — S—Mod zu bekommen, setzen wir
auf Objekten F(M) =S ®g M, wobei S durch Pullback entlang ¢ zum Rechtmodul {iber
R wird und die Linkswirkung von S auf S ®g M erklart ist durch die Multiplikation in
S, also §'.(s @ m) := (¢ - s) ® m. Auf Morphismen setzen wir F(f) = ids ®g f. Dieser
Funktor heifit Skalarenerweiterung oder Induktion.

Um zu sehen, dass F' wirklich ein linksadjungierter Funktor von U ist, betrachten wir fiir
M € R—Mod und N € §—Mod die folgenden beiden Morphismen abelscher Gruppen:

Hompz(M,U(N)) = Homg(S ®r M,N)
f = (s®@m—s.f(m))
und
Homg(S ®@pr M, N) = Hompg(M,U(N))
g — (m—g(ls®@m)) .

Man iiberlegt sich leicht, dass diese zueinander invers sind und die Natiirlichkeitseigen-
schaft aus Definition 2.2.3] haben.

93



2. Um den rechtadjungierten Funktor G : R—Mod — S—Mod zum Pullback-Funktor U zu
finden, setzen wir auf Objekten

G(M) = Hompg(S, M)

Hierbei wird S durch Pullback entlang ¢ als R-Modul gesehen; G(M) wird zum S-
Linksmodul durch die Rechtswirkung von S auf sich selbst, (s.p)(s") = @(s' - s) fir
¢ € Hompg(S, M). Der Funktor G heifit auch Koinduktion.

Um zu sehen, dass G wirklich ein rechtsadjungierter Funktor von U ist, betrachten wir
fiir M € R—Mod und N € S—Mod die beiden folgenden Morphismen abelscher Gruppen

Hompz(U(N),M) = Homg(N,Hompg(S,M))
fo= (n= (s f(sn)))
mit inverser Abbildung
Homg(N,Homp(S, M)) = Homp(U(N), M)
g — (n—gn)(ls)) .
Man iiberlegt sich leicht, dass diese zueinander invers sind und die Natiirlichkeitseigen-

schaft der Definition 2.2.3] haben.

3. Seien R, S Ringe und B ein S — R-Bimodul. Dann haben wir einen Funktor

B:R—Mod — S—Mod
N — B®gr N

der Linksadjungiert zum Funktor

S—Mod — R—Mod
Q — HomS(BvQ)

ist. Tensorprodukte und Hom-Funktoren sind zueinander adjungiert.

Es ist manchmal niitzlich, die folgende Umformulierung der Definition adjungierter Funk-
toren zur Verfiigung zu haben:

Betrachtung 2.2.6.
1. Seien F' 4 G adjungierte Funktoren. Aus der Definition folgt, dass es insbesondere Iso-
morphismen
Home (G(d), G(d)) = Homp (F(G(d)), d)
und
Homp(F(c), F(c)) = Home(c, G(F(c)))

gibt. Die Bilder der Identitidt auf G(d) bzw. F'(c) unter diesen Isomorphismen setzen sich
zusammen zu natiirlichen Transformationen

e:FoG—idp und n:ide > GoF .

(Man beachte die unterschiedliche Reihenfolge der Funktoren G und F'.) Diese haben die
Eigenschaft, dass fiir alle Objekte ¢ in C und d in D die Morphismen

G(d) Y (GF)G(d) = GFG)() 24 ¢(a)

und
Fle) " PGF) () = (FG)F(c) L9 F(c)

Identitdtsmorphismen sind. Fiir einen Beweis dieser Aussagen verweisen wir auf S. Mac
Lane, Categories for the working mathematician, Springer, New York, 1971, Chapter IV.
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2. Umgekehrt kann man aus den natiirlichen Transformationen ¢ und 7 die Adjunktionsiso-
morphismen gewinnen durch

Home (¢, G(d)) 53 Homp(F(c), F(G(d)) ‘4" Homp(F(c), d)
und ihre Inversen durch
Homp(F(c),d) 5 Hom¢(G(F(c)), G(d)) it Home(c, G(d)) .
3. Wir kénnen nun auch sagen, dass ein Paar adjungierter Funktoren F' 4 GG genau dann
eine Aquivalenz von Kategorien liefert, falls € und 7 natiirliche Isomorphismen sind.

Um ein wichtiges Hilfsmittel aus der Kategorientheorie zu bekommen, beschéftigen wir uns
nun mit Funktoren in die Kategorie Set der Mengen. Fiir jedes Objekt ¢ einer Kategorie C
haben wir einen Funktor nach Set, fiir den wir die Bezeichnung

Yo := Home(c,—) : C — Set
einfithren. Dies ist eine spezielle Klasse von Funktoren C — Set.

Definition 2.2.7

Sei C eine Kategorie. Ein Funktor F' : C — Set heifit darstellbar, wenn er natiirlich isomorph zu
einem Funktor y,. fiir ein Objekt c ist. Wir sagen dann auch, das Objekt c¢ stelle den Funktor
F' dar und nennen c ein darstellendes Objekt.

Beispiele 2.2.8.

1. Sei F': Ring — Set der Vergessensfunktor, der jedem Ring die zu Grunde liegende Menge
zuordnet. Dann haben wir die Isomorphie von Mengen

Homping (Z[X],R) — R
© = o(X),

so dass der Polynomring Z[X| den Vergessensfunktor darstellt.

2. Sei F': Ring — Set der Funktor, der einem Ring R die Menge der Einheiten R* zuordnet.
Dieser Funktor wird dargestellt durch den Quotientenring Z[X,Y]/(XY —1). In der Tat

1st
Homping(Z[X,Y]/(XY —1),R) — R*

e = p(X),
ein Isomorphismus von Mengen, dessen Umkehrabbildung fiir » € R* der Ringmorphis-
mus X +— 7, Y — 771 ist.

Es ist eine wichtige Technik, Objekte konstruieren, indem man erst einen Funktor nach Set
einfithrt und dann nachweist, dass dieser darstellbar ist. Man mochte dann natiirlich wissen,
dass das darstellende Objekt eindeutig ist. Dies folgt aus dem folgenden Lemma iiber Funktoren
in die Kategorie Set, das insgesamt eine zentrale Rolle in der Kategorientheorie spielt:

Lemma 2.2.9 (Yoneda-Lemma).

1. Sei C eine Kategorie, F' : C — Set ein Funktor und ¢ € C ein Objekt. Dann bilden die
natiirlichen Transformationen Hom(y,, F) eine Menge.
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2. Betrachte die Abbildung

Hom(y., F) — Homsge(y.(c), F(c)) d:efHomSet(Homc(c,c),F(c)) — F(c¢)
N — N, = Ng(id.)

wobei der erste Pfeil die Projektion der natiirlichen Transformation auf ihre Komponente
in ¢ ist und der letzte Pfeil das Einsetzen von id, ist. Diese Abbildung ist eine Bijektion
von Mengen.

Beweis.
Ist N : y. — F eine natiirliche Transformation, so kommutiert nach Definition fiir jeden
Morphismus f : ¢ — ¢ in C das Diagramm

Indem wir das Bild von id. € y.(c) = Hom¢(c, ¢) durch das Diagramm verfolgen, sehen wir mit

Nc’(yc(f)(ldc)) = Nc’(f*ldc) = Nc’(f)

dass die Gleichung

fir alle f € Hom(c, ') = y.(¢') gilt. Somit héngt die natiirliche Transformation N einzig von
dem Element N.(id.) € F(c) ab, womit die Injektivitidt der Yoneda-Abbildung gezeigt ist.

Umgekehrt liefert jedes Element x € F'(c) fiir jedes Objekt ¢ der Kategorie C eine Abbildung
von Mengen

Home(c,d) = y.(¢) — F()
fo= IN(f) = F(f)) ,

die sich zu einer natiirlichen Transformation *N : y. — F' von Funktoren C — Set zusammen-
setzen. O

Das Yoneda-Lemma hat viele Folgerungen. Zunéchst benutzen wir es in der folgenden Be-
trachtung;:

Betrachtung 2.2.10.

1. Sei auch der Funktor F' von der Form F' = y» = Hom(¢’, —). Dann finden wir Isomorphien
HOHI(C/, C) = F(C) = Hom(yca yc’)

Hierbei wird der Morphismus f € Hom(c/, ¢) auf die natiirliche Transformation y. — y«
abgebildet, die auf dem Objekt d wirkt durch

f*: Hom(c¢,d) — Hom(c,d)
p = pof

Daher sind die Funktoren Hom(¢’, —) und Hom(c, —) genau dann isomorph, wenn die
Objekte ¢ und ¢ isomorph sind.
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2. Insbesondere gilt: ist ein Funktor F': C — Set darstellbar, so ist das darstellende Objekt
eindeutig bis auf Isomorphie.

3. Indem wir die gleiche Betrachtung auf den Funktor
Hom(—,d) : C°P? — Set

anwenden, finden wir auch, dass auch die Funktoren Hom(—, d) und Hom(—,d’) genau
dann isomorph sind, wenn die Objekte d und d’ isomorph sind.

Wir wenden dies nun an im Beweis von

Satz 2.2.11.

Sei F': C — D ein Funktor, der einen linksadjungierten Funktor G besitzt. Dann vertauscht F'
mit Produkten. Ist G : D — C ein Funktor, der einen rechtsadjungierten Funktor F' besitzt, so
vertauscht G mit Koprodukten.

Beweis.
Es gibt fiir jedes Objekt d von D ausgezeichnete Isomorphismen

Homp(d, F([]; i) Home(G(d),[[;¢;) da GHF
[, Home(G(d), ¢;) univ. Eigen. des direkten Produkts
[, Homp(d, F(c;)) da GAF

(c:))

Homp(d, [, F(c;)) univ. Eigen. des direkten Produkts.

12111 11

Dies liefert fiir jedes Objekt d in der Kategorie D ausgezeichnete Isomorphismen. Man iiberlegt
sich leicht, dass diese sich zu einer natiirlichen Transformation vom Funktor

Homp(—, F(H ¢;)) : DPP — Set
zum Funktor
Homp(— H F(¢;)) : D°PP — Set

zusammensetzen.

Daraus folgt die Isomorphie der Funktoren Homp(—, F([[; ¢;)) und Homp(—, [[; F(c;))
und somit mit Betrachtung [2.2.10[1 , dass F([[,¢;) = ][, F'(¢;) gilt. Analog geht der Beweis
fiir Koprodukte. O

Wir bringen auch gleich eine weitere Folgerung aus dem Yoneda-Lemma [2.2.9]

Satz 2.2.12.

Besitzt ein Funktor G : D — C einen linksadjungierten Funktor, so ist dieser bis auf natiirlichen
Isomorphismus eindeutig bestimmt. Ebenso sind natiirlich auch rechtsadjungierte Funktoren in
der gleichen Weise eindeutig, wenn sie existieren.

Beweis.
Seien I, I’ : C — D zwei Linksadjungierte zu GG. Dann gibt es fiir alle Objekte ¢ € C und d € D
ausgezeichnete Isomorphismen

Homyp(F(c),d) = Home(c, G(d)) = Homp(F'(c),d).
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Die Isomorphismen erfiillen wieder die Natiirlichkeitseigenschaft. Wir erhalten also einen
natiirlichen Isomorphismus yp) — Yrr(), der nach der Folgerung [2.2.10] aus dem Yoneda-
Lemma von einem (Iso-)Morphismus F'(¢) — F(c) herriihrt. O

Wir wollen nun noch abschlieend universelle Eigenschaften in der Sprache von Kategorien
und Funktoren und den Zusammenhang zu adjungierten Funktoren diskutieren. Unsere Situa-
tion ist die folgende: wir starten mit einem Funktor U : D — C. Hierbei ist die Kategorie D
oft die “bessere” Kategorie, z.B. wenn U ein Vergissfunktor ist. Als Beispiel betrachten wir fiir
D die Kategorie der Vektorrdume und fiir C die Kategorie der Mengen. Wir wollen nun ein
Objekt X € C verbessern durch ein Objekt Ay € D, etwa eine Menge X linearisieren durch
den von ihr frei erzeugten Vektorraum Ax. Man beachte, dass der frei erzeugte Vektorraum Ay
mit einem Morphismus ¢ : X — Ax von Mengen kommt. Die universelle Eigenschaft besagt
nun, dass man auch fiir jeden Vektorraum B jeden anderen Morphismus ¢ : X — U(B) von
Mengen aus X heraus eindeutig zu einem Morphismus Ax — B von Vektorrdumen verbessern
kann, also hier linearisieren kann.

Definition 2.2.13
Seien C, D Kategorien und U : D — C ein Funktor. Sei Xy ein Objekt in C.

1. Ein initialer universeller Morphismus von Xy nach U ist ein Paar (Ax,, o), bestehend
aus einem (verbesserten) Objekt Ay, in D und einem Morphismus ¢q : Xo — U(Ax,) in
C (in der urspriinglichen Kategorie), so dass die folgende universelle Eigenschaft gilt:

Fiir jedes Objekt B von D und jeden Morphismus f : Xo — U(B) in C gibt es einen
eindeutigen (verbesserten) Morphismus f : Ax — B in D, so dass das folgende Diagramm
in C kommutiert:

Xo—2> U(Ax,) Ax,
| [
1U(f af

x y f) ; !
U(B) B
inC in D

2. Ein terminaler universeller Morphismus von U nach einem einem Objekt X in C ist ein
Paar (Ax, ), bestehend aus einem Objekt Ax in D und einem Morphismus ¢ : U(Ax) —
X in C, so dass die folgende universelle Eigenschaft gilt:

Fiir jedes Objekt B von D und jeden Morphismus f : U(B) — X in C gibt es einen
eindeutigen Morphismus f : B — Ax in D, so dass das folgende Diagramm in C kommu-

tiert:
U(B) ?
|
U \ 1N
¥ ¥
U(Ax) —<p>X AX
inC in D

Um die Beziehung zu adjungierten Funktoren zu sehen, beachten wir,dass wir z.B. fiir einen
initialen universellen Morphismus eine Bijektion Hom¢ (X, U(B)) = Homp(Ax,, B) haben. Ein
zu U linksadjungierter Funktor liefert also fiir jedes X einen initialen universellen Morphismus.
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Beispiele 2.2.14.

1.

Um die universelle Eigenschaft des Polynomrings — Einsetzen — zu verstehen, betrachten
wir den Vergissfunktor
U: K-Alg — Set .

Wir wollen nun den initialen universellen Morphismus fiir die einelementige Menge e
untersuchen. Dies ist ein Objekt in K-Alg, also eine K-Algebra R, mit einem Morphismus
von Mengen e — U(R), d.h. einem Element X € R.

Die universelle Eigenschaft ist nun die Forderung, dass es fiir jede K-Algebra S und einen
Morphismus von Mengen e — U(S), also fiir jedes Paar bestehend aus einer K-Algebra
S und einem Element a € S, einen eindeutigen Morphismus f : R — S von K-Algebren

geben muss, so dass ¢ — U(R) 7P U(S) gleich ¢ — S ist, also dass f(X) = a gilt.

. Fiir das Tensorprodukt betrachten wir den natiirlichen Isomorphismus

Homg (W @ V)Y') =2 Homg (W, Homg (V) Y)) |

der daraus folgt, dass beide Rédume bilineare Abilldungen W x V' — Y beschreiben. Wir
schreiben dies um mit Hilfe der Funktoren

U=yy =Hom(V,—) : vect(K) — vect(K)

w —  Homyg (V, W)
und
Ty =—®V: vect(K) — vect(K)
w = WeV
und finden

Homg (Ty(W),Y) = Homg (W, yy (Y))) .
Tensorieren ist also ein linksadjugierter Funktor zum Hom-Funktor.

Das universelle Objekt von W nach y = Hom(V, —) ist dann das Tensorprodukt W @ V/
mit universellem Morphismus

o: W — Homg(V,IW®V)
W oy

mit @, (v) = w R v.

Bemerkungen 2.2.15.

(i)

(i)

Universelle Eigenschaften definieren wie gewohnt Objekte bis auf eindeutigen Isomor-
phismus. Gelingt es zu zeigen, dass zwei verschiedene Objekte die gleiche universelle
Eigenschaft haben, so miissen diese insbesondere isomorph sein.

Universelle Konstruktionen sind funktoriell: sei (Ax,, 1) ein universeller Morphismus von
X nach U und (Ay,, p2) ein universeller Morphismus von X, nach U. Um einen Funktor
X — Ax auch auf Morphismen zu definieren, betrachte einen Morphismus h : X; — X5
in C.

Aus Definition [2.2.13] angewandt auf den Morphismus ¢ o h in C, folgt, dass fiir jeden

Morphismus h : X; — X5 in C ein eindeutig bestimmter Morphismus ¢o 0o h : Ax, — Ax,
existiert, so dass in C das Diagramm

X1 ? U<AX1)
[
hj | U(ip20h)

Y
XQ_@Q)U(AXQ)
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kommutiert. Existiert ein universeller Morphismus fiir jedes Objekt X von C, so definiert

X; — Ax, und h — m einen (Verbesserungs-)Funktor V' von C nach D und die
Morphismen ¢; liefern eine natiirliche Transformation vom Identitédtsfunktor nach U o V.
Es folgt leicht, dass dann die Funktoren U,V adjungiert sind, V 4 U.

Wir haben schon umgekehrt gesehen, dass jedes Paar adjungierter Funktoren universelle
Morphismen fiir alle Objekte liefert. Universelle Konstruktionen geben nur adjungierte
Funktoren, wenn fiir jedes Objekt von C ein universeller Morphismus existiert.

2.3 Abelsche Kategorien

Wir fangen damit an, dass wir fiir die Morphismen-Mengen einer Kategorie mehr algebraische
Struktur fordern. Zum Beispiel waren in der Kategorie R—Mod die Homomorphismen-Mengen
sogar abelsche Gruppen. Es ist natiirlich, dann auch eine Klasse von Funktoren einzufiihren,
die diese Struktur respektiert.

Definition 2.3.1
1. Eine Kategorie C heifit additiv, falls

(a) Alle Hom-Mengen abelsche Gruppen sind und die Komposition o bilinear ist.
(b) In C alle endlichen Produkte und Koprodukte existieren.

2. Seien C und D additive Kategorien. Ein Funktor F' : C — D heifit additiv, wenn fiir jedes
Paar X.Y von Objekten von C die Abbildung F : Hom¢(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))
ein Gruppenhomomorphismus ist.

Wir wissen nach den Uberlegungen des vorangegangenen Abschnitts, dass der zweite Punkt
bedeutet, dass der Diagonalenfunktor A : C — [],., C fiir endliche Indexmengen I den Kopro-
duktfunktor [, , als linksadjungierten und den Produktfunktor J],., als rechtsadjungierten
Funktor hat.

Bemerkung 2.3.2.
Man beachte, dass fiir eine additive Kategorie auch die Existenz des leeren Produkts und
Koprodukts gefordert ist.

e Betrachten wir das leere Koprodukt [];, das ein Objekt in C ist. Fiir jedes beliebige
Objekt M von C gibt es eine eindeutig bestimmte Familie von Morphismen nach M, die
durch die leere Menge indiziert wird, nédmlich die leere Familie. Nach der universellen
Eigenschaft des Koprodukts gibt sie einen eindeutig bestimmten Morphismus [, — M.
Dies zeigt, dass [ [, ein initiales Objekt in C ist. Dies ist ein Objekt 0 € C, aus dem heraus
genau ein Morphismus in jedes Objekt von C geht.

e Analog folgt, dass das leere Produkt von Mengen ein terminales Objekt x € C ist.

e Nun hat insbesondere der Hom-Raum Hom¢(0,0) = {0} nur ein Element, das gleich
der Identitédt idg auf dem initialen Objekt O sein muss. Gleichzeitig ist idy das neutrale
Element 0, fiir die abelsche Gruppenstruktur auf Home (0, 0). Also gilt idg = 0.

Fiir einen beliebigen Morphismus ¢ EN) folgt daher aus der Bilinearitdt der Verkniipfung
f=1idgo f =090 f =0 € Home(c,0) fiir alle Objekte ¢ € C. Daher bestehen die Ho-
momorphismen nur aus dem neutralen Element, Hom¢(c,0) = {0}. Damit ist das initiale
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Objekt 0 in einer additiven Kategorie auch terminal, 0 = x. Kategorien mit isomorphen
terminalem und initialem Objekt heiflen auch punktierte Kategorien. Additive Kategorien
sind also punktiert.

e In jeder punktierten Kategorie finden wir fiir jedes Paar von Objekten X,Y einen Mor-

phismus X 203ve Hom(X,Y'). Man iiberlege sich, dass dieser Morphismus in einer
additiven Kategorie gleich dem neutralen Element der abelschen Gruppe Hom(X,Y) ist.

Bemerkung 2.3.3.
Wir {iberlegen uns nun, ob es eine Eigenschaft oder eine Struktur einer Kategorie ist, additiv
Zu sein.

e Punktiert zu sein ist eine Eigenschaft einer Kategorie.

e In jeder punktierten Kategorie gibt es einen kanonischen Morphismus

vom Koprodukt ins Produkt. Dazu geben wir eine Familie von Morphismen
fij : Xz — Xj

an: diese ist 0 : X; — X fiir ¢ # j und idx, im Falle gleicher Indizes.

Wenn dieser Morphismus die Eigenschaft hat, fiir endliche Familien [ ein Isomorphismus
zu sein, so definiert fiir zwei Morphismen f,g: A — B

AN AT A= A][2 Y2 B

eine Struktur eines abelschen Monoids, so dass die Komposition bilinear ist. Eine Gruppe
zu sein ist wiederum eine Eigenschaft eines abelschen Monoids. Dies ist aber die einzig
mogliche Komposition, siehe z.B. Borceux, Handbook of Categorical Algebra II: Catego-
ries and Structures, Proposition 1.2.7.

Somit ist es fiir eine gegebene Kategorie eine Eigenschaft, eine additive Kategorie zu sein,
und es bedarf keiner Wahl einer Struktur.

e [st umgekehrt auf den Hom-Mengen einer Kategorie die Struktur von abelschen Monoiden
gegeben und existieren z.B. Koprodukte, dann ist die Kategorie erstens punktiert und
zweitens sind die Koprodukte auch Produkte (bzw. Produkte Koprodukte).

Definition 2.3.4
(i) Sei f : a — b ein Morphismus in einer additiven Kategorie C. Ein Morphismus ¢ : k —
a heiBt Kern von f, und wir schreiben « = ker(f), falls f ot = 0 gilt und fiir jeden

Morphismus d % a, fiir den die Verkettung f o g = 0 verschwindet, es einen eindeutigen
Morphismus d — k gibt, so dass das Diagramm
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kommutiert. Aquivalent dazu kénnen wir auch fordern, dass fiir alle Objekte d die Sequenz
abelscher Gruppen

0 — Home(d, k) 45 Home(d, a) £ Home(d, b)
exakt ist.

(ii) Analog heifit ein Morphismus p : b — ¢ Kokern von f, und wir schreiben p = coker(f),
falls fiir alle Objekte d die folgende Sequenz abelscher Gruppen exakt ist:

0 — Home(c, d) LN Home/(b, d) 5 Home(a, d) .

Als Diagramm

Wiederum hat nicht in jeder Kategorie jeder Morphismus einen Kern bzw. Kokern.

Definition 2.3.5
Sei C eine Kategorie.

1. Ein Morphismus ¢ : a — b heiit Monomorphismus, wenn aus ¢t o f = o [’ fiir alle
passenden Morphismen f und f’ folgt, dass f = f' gilt. (In einer additiven Kategorie
reicht es, dies fiir den Spezialfall f' = 0 zu fordern.)

2. Ein Morphismus p : a — b heift Epimorphismus, wenn aus fop = f’op fiir alle passenden
Morphismen f, f' folgt, dass f = [ gilt.

Wir iiberzeugen uns von der folgenden Tatsache:

Lemma 2.3.6.

Sei C eine additive Kategorie. Sei f € Home(A, B) ein Morphismus, der einen Kern K % A
besitzt. Dann ist der Kern ¢ ein Monomorphismus. Dual, wenn f einen Kokern besitzt, so ist
der Kokern ein Epimorphismus.

Beweis.
Fiir ein beliebiges Objekt X betrachte den Nullmorphismus X 2 A. Nach der universellen
Eigenschaft des Kerns gibt es einen eindeutigen Morphismus ¢, so dass das Diagramm

kerf—>A—f>B

kommutiert. Da auch mit ¢ = 0 das Diagramm kommutiert, muss ¢ der Nullmorphismus sein.
Hat man also X % ker f mit ker f o g = 0, so ist notwendigerweise g = 0, also ist ker f ein
Monomorphismus. O

Definition 2.3.7
Sei C eine Kategorie. Eine additive Kategorie heifit abelsche Kategorie, falls jeder Morphismus
einen Kern und einen Kokern hat, und folgende Kompatibilitdtsbedingung gegeben ist:
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— Fiir jeden Monomorphismus ¢ : a — b gilt + = ker(coker(¢)). Im Diagramm fiir den
Monomorphismus

L b cokert

ker ]

ker cokert

cokert

miissen also der linke horizontale Pfeil und der vertikale Pfeil die gleiche universelle Ei-
genschaft haben.

— Fiir jeden Epimorphismus p : a — b gilt p = coker(ker(p)).

Fiir eine gegebene Kategorie ist es wieder eine Eigenschaft, eine abelsche Kategorie zu sein,
und es bedarf keiner Wahl einer Struktur.

Definition 2.3.8
Lésst sich ein Morphismus einer beliebigen Kategorie f : a — b zerlegen als f = 1 o p, wobei

p :a — x ein Epimorphismus und ¢ : x — b ein Monomorphismus ist, so nennt man das Objekt
x ein Bild von f und schreibt x = Im (f).

Bemerkungen 2.3.9.

1. Wie immer bei Objekten, die durch universelle Eigenschaften definiert sind, zeigt man,
dass Kerne, Kokerne und Bilder bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt sind,
wenn sie existieren.

2. In abelschen Kategorien kann man jeden Morphismus f in der Form f = ¢ o p mit ¢
Monomorphismus und p Epimorphismus zerlegen, so dass das Bild existiert.

Hierzu betrachte den Kern des Kokerns:

a- ! b cokert]) coker( f)
> ~ ker
[N N
ker (coker(f))

Weil coker(f) o f = 0 gilt, gibt es einen eindeutigen Morphismus e nach nach der univer-
sellen Eigenschaft des Kerns.

Es ist noch zu zeigen, dass e ein Epimorphismus ist. Fiir den recht technischen Beweis
verweisen wir auf Knapp, Advanced Algebra, p. 239 ff oder Mac Lane, VIII.3. Dort wird
auch gezeigt, dass e = coker(ker f) gilt und dass die Faktoriserung (und somit das Bild)
funktoriell sind.

Damit konnen wir exakte Sequenzen in allgemeinen abelschen Kategorien einfiihren.

Beispiele 2.3.10.

1. Wir betrachten die Kategorie Aby, der endlich erzeugten freien abelschen Gruppen mit
Gruppenhomomorphismen als Morphismen.

e Untergruppen von endlich erzeugten freien abelschen Gruppen sind, wie wir sehen
werden, wieder endlich erzeugt und frei. Daher sind die Kerne in Aby, die Kerne in
der Kategorie Ab der abelschen Gruppen.
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e Das Bild von Torsionselementen in einer freien abelschen Gruppe ist immer Null.
Betrachte das Diagramm in der Kategorie Ab der abelschen Gruppen:

a—L b oker(f)
s

7
7
A

In unserem Fall ist = stets eine freie abelsche Gruppe. Daher faktorisiert der gestri-
chelte Morphismus iiber die torsionsfreie Gruppe coker(f)/Tor. Der Kokern einer
Abbildung f : M’ — M in C ist daher gegeben durch die freie Gruppe coker( f)/Tor,
d.h. durch die Quotientengruppe nach der Untergruppe aller Torsionselemente.

e Die Kategorie Aby, hat also alle Kerne und Kokerne. Man muss aber aufpassen:
betrachte fiir 0 # n € Z die Multiplikationsabbildung ¢, : Z — Z; sie hat trivialen
Kern und Kokern. Daher ist das Bild dieser Abbildung in C die Identitéitsabbildung
7. — 7. 1, ist als injektive Abbildung der unterliegenden Mengen ein Monomorphis-
mus, aber ker(coker(c,,)) = idz # ty,. Also ist Aby, keine abelsche Kategorie.

2. Fiir jeden Ring R ist die Kategorie der R-Moduln abelsch, denn Kerne und Kokerne sind
auf der Ebene der zu Grunde liegenden abelschen Gruppen definiert.

Es gilt auch eine Umkehrung, das Theorem iiber die volle Einbettung: jede kleine abelsche
Kategorie kann voll eingebettet werden in die Kategorie von Moduln {iber einem geeig-
neten Ring, so dass Exaktheitsbeziehungen erhalten sind, sieche etwa B. Mitchell, Theory
of categories, Academic Press 1965, London-New York, p. 151.

3. Ist C eine abelsche Kategorie, so ist auch die opponierte Kategorie C°PP abelsch, denn
Kerne in C°? sind Kokerne in C und umgekehrt. Allgemein ist die Kategoriensprache so
gehalten, dass ein X in C einem Ko-X in C°P entspricht.

Wir haben somit in abelschen Kategorien alle Begriffe, um exakte Sequenzen einzufiihren.
Damit bilden abelsche Kategorien einen natiirlichen Rahmen fiir homologische Algebra.

Definition 2.3.11
Sei F' : C — D ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien. Ist 0 — a' — a — a” — 0
eine beliebige kurze exakte Sequenz in C, so heifit F
halbexakt,  falls F(a') — F(a) — F(a") fiir alle exakten Sequenzen in C exakt ist;
linksexakt, falls 0 = F'(0) — F(a') — F(a) — F(a") exakt ist;
rechtsexakt, falls F\(a') — F(a) — F(a”) — 0 fiir alle exakten Sequenzen in C exakt ist;
exakt, falls 0 — F(a') — F(a) — F(a") — 0 fiir alle exakten Sequenzen in C exakt ist.

Beispiele 2.3.12.
1. Die Funktoren [J und [] : CxC — C sind, wenn sie existieren, exakt, vgl. dazu den Beweis
von|1.4.7} Schritt 2 = 4. Nach Bemerkung[2.3.2sind dann Produkt und Koprodukt gleich.

2. Sei M ein R-Rechtsmodul. Der Funktor M ®z — : R—Mod — Ab ist rechtsexakt nach
Satz[1.4.10l Er ist exakt genau dann, wenn der Modul M flach ist, vgl. Definition [1.4.11]

3. Sei M ein R-Modul. Der Funktor Hompg(M, —) : R—Mod — Ab ist linksexakt. Er ist
genau dann exakt, wenn der Modul M projektiv ist, vgl. Satz [1.4.7]
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4. Sei M ein R-Modul. Der Funktor Hompg(—, M) : (R—Mod )P — Ab ist linksexakt. Er ist
genau dann exakt, wenn der Modul M injektiv ist, vgl. Satz[1.4.13|

Wir kommen dadurch zu den folgenden allgemeinen Definitionen fiir abelsche Kategorien:

Definition 2.3.13
1. Ein Objekt U einer abelschen Kategorie heifit projektiv, wenn der Funktor Hom(U, —) :

C — Ab exakt ist.

2. FEine abelsche Kategorie C heifit halbeinfach , wenn jedes Objekt U von C projektiv ist,
d.h. wenn alle Funktoren Hom(U, —) exakt sind.

3. Ein Objekt U einer abelschen Kategorie heifit injektiv, wenn der Funktor Hom(—,U) :
CoPP — Ab exakt ist.

4. Hat die abelsche Kategorie C ein Tensorprodukt ® mit dhnlichen Eigenschaften wie das
Tensorprodukt von Moduln tiber Ringen, so heifit ein Objekt U flach, wenn der Funktor
U® —:C — Ab exakt ist.

In dieser abstrakten Sprache werden wir spéater homologische Algebra entwickeln, die das
Studium halbexakter Funktoren zum Thema hat. Hierbei werden die Funktoren ® und Hom
im Vordergrund stehen. Mit Hilfe des vollen Einbettungssatzes aus Satz [2.3.10[2 ist klar, dass
Aussagen wie das Neunerlemma [1.5.8]in beliebigen abelschen Kategorien gelten.

Bemerkung 2.3.14.
1. Man kann projektive und injektive Objekte nicht nur in abelschen Kategorien definieren.

Sei C eine beliebige Kategorie. Ein Objekt P € C heifit projektiv, wenn fiir jeden Epimor-
phismus e : M — N und jeden Morphismus f : P — N es eine Hochhebung f : P — M
gibt mit eo f = f. Injektive Objekte sind dual definiert.

2. In der Kategorie der Mengen ist jedes Objekt M injektiv: betrachte fiir eine Teilmenge
N; C Ny und einen Morphismus f : Ny — M das Diagramm

N1 ﬁ-NQ

fl/ v ’
»
M
Dann kann offensichtlich die Abbildung f auf die Obermenge fortgesetzt werden. In ande-

ren mathematischen Kontexten ist die Existenz von Fortsetzungen aber keinesfalls selbst-
verstéindlich!

3. Die Aussage, dass jedes Objekt in der Kategorie der Mengen projektiv ist, ist dquivalent
zum Auswahlaxiom.

Gelte das Auswahlaxiom; wéhle mit Hilfe des Auswahlaxioms fiir einen vorgegebenen
Epimorphismus e : M — N einen Schnitt s : N — M, d.h. e o s = idy. Fiir einen
beliebigen Morphismus f : P — N setze dann f := so f. Dann gilt eo f =eoso f = f,
was zeigt, dass jedes Objekt P projektiv ist.

Ist umgekehrt jedes Objekt projektiv, so betrachte fiir einen gegebenen Epimorphismus
e : M — N den Morphismus f = idy und finde durch die Hebungseigenschaft fiir die
Identitét einen Schnitt von e, als Diagramm:



2.4 Freie und kofreie Moduln

Wir haben nun die Begriffe zur Verfiigung, um eine Charakterisierung von injektiven Moduln
geben, die dual ist zu der Charakterisierung projektiver Moduln als direkter Summanden freier
Moduln.

Hierzu brauchen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.4.1.
Sei (M;);es eine Familie von Objekten einer abelschen Kategorie C.

1. Das Koprodukt [, ., M; der Familie ist genau dann projektiv, wenn jeder Summand M;
projektiv ist.

2. Das Produkt [[,.; M; der Familie ist genau dann injektiv, wenn jeder Faktor M; injektiv
ist.

Beweis.
Wir zeigen nur die zweite Aussage iiber injektive Objekte. Die erste Aussage benutzt ganz
entsprechend die universelle Eigenschaft der direkten Summe.

Wir zeigen, dass der Funktor Hom(—, [ [,.; M;) genau dann exakt ist, wenn alle M; injektiv
sind. Dazu wenden wir den Funktor auf eine exakte Sequenz

0-A—-B—=C—=0

an und erhalten aufgrund der universellen Eigenschaft des Produktes die Sequenz abelscher
Gruppen:

0 — [ [Homg(C, M;) — | [ Homp(B, M;) — [ [ Homp(A, M;) — 0

iel iel iel
Diese ist offenbar genau dann exakt, wenn die einzelnen Sequenzen
0 — Hom(C, M;) — Hom(B, M;) — Hom(A, M;) — 0

fiir alle ¢ exakt sind, also wenn alle Objekte M; projektiv sind. O

Definition 2.4.2
Sei R ein Ring.

1. Ein R-Modul R heifit regulir, wenn er projektiv ist und fiir jeden R-Modul eine exakte
Sequenz )
@ie]R — M —0

mit einer geeigneten Familie I existiert. Jeden Modul der Form @;e /R nennen wir einen
freien Modul zu R.

2. Ein R-Modul R* heifit koregulér, wenn er injektiv ist und fiir jeden R-Modul eine exakte
Sequenz
0= M — H R*
iel
mit einer geeigneten Familie I existiert. Jeden Modul der Form [],., R* nennen wir einen
kofreien Modul zu R*.
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Wegen Lemma [2.4.1]2 sind freie Moduln projektiv und kofreie Moduln injektiv.

Beispiele 2.4.3.

1. R selbst ist regulér; ebenso direkte Summen von Kopien von R.

2. Die abelsche Gruppe R* := Homgz(R, Q/Z) wird durch die Rechtswirkung von R auf sich
selbst zum R-Modul, vgl. Satz (ii).

e Wir {iberlegen uns zunéchst, dass fiir jede teilbare abelsche Gruppe D der beziiglich
des Morphismus Z — R zum Z-Modul D koinduzierte R-Modul Homy(R, D) injektiv
ist. Denn Satz (iii) impliziert die Isomorphie von Funktoren R—Mod — Ab

Hompg(—, Homyz(R, D)) = Homy (R ®g —, D) = Homg(—, D).

Man beachte, dass beim letzten Funktor der Vergissfunktor von R-Moduln zu abel-
schen Gruppen im ersten Argument angewandt werden muss. Anders gesagt, der
Koinduktionsfunktor ist rechtsadjungiert zum Vergessensfunktor R—Mod — Ab.

Da D teilbar ist, ist die abelsche Gruppe D nach Korollar injektiv in der
Kategorie der Z-Moduln. Also ist der Funktor auf der rechten Seite exakt. Somit ist
auch der Funktor auf der linken Seite exakt und somit der R-Modul Homy(R, D)
injektiv.

e Als zweites wollen wir uns iiberlegen, dass jeder R-Modul M injektiv in ein Produkt
von Kopien des Moduls R* abgebildet werden kann. Dazu erinnern wir uns an die
Tatsache aus Beispiel 2.2.5] dass die Koinduktion der rechtsadjungierte Funktor zum
Vergessensfunktor ist, es also eine Isomorphie von abelschen Gruppen

(%) Hompg(M,Homz(R,Q/Z)) = Homy (M, Q/Z)

gibt.
Da die abelsche Gruppe Q/Z Torsionselemente beliebiger Ordnung enthélt, existiert
fiir jede abelsche Gruppe M ein nichtverschwindender Gruppenhomomorphismus

nach Q/Z.

Daraus folgt wegen des Adjunktionsisomorphismus (x), dass es fiir jeden vom Nullm-
odul verschiedenen R-Modul M einen nicht-verschwindenden Morphismus von R-
Moduln M — Homg(R,Q/Z) = R* gibt.

e Als néchsten Zwischenschritt verschaffen wir uns jetzt einen Morphismus von R-
Moduln M — R*, der wenigstens auf einem vorgegebenen Element 0 # m € M
nicht verschwindet. Sei dazu (m) der von m erzeugte Untermodul. Es gibt nach
der verangegangenen Uberlegung insbesondere einen nicht-verschwindenden Mor-
phismus «,, : (m) — R*. Da der Modul R* injektiv ist, gibt es eine Ausdehnung 3,
auf M, so dass das Diagramm

kommutiert. Dann gilt 5,,(m) = a,,(m) # 0.
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e Im letzten Schritt verwenden wir die universelle Eigenschaft des Produkts, um alle
Homomorphismen (,, zu einem einzigen zusammenzufassen:

B: M— [ r.

meM\{0}

Fiir diesen gilt S(m) # 0, da der Morphismus 5, in die m-te Komponente fiir m
einen von Null verschiedenen Wert liefert. Also ist 8 injektiv und somit ein Mono-
morphismus.

Satz 2.4.4.

1. Sei R regulir. Dann ist ein R-Modul M genau dann projektiv, wenn er direkter Summand
in einer direkten Summe @®;c; R ist.

2. Sei R* koreguldar. Dann ist M genau dann injektiv, wenn er direkter Faktor in einem
Produkt [[,., R* ist.

Beweis.

Wir beweisen nur die zweite Aussage, die erste Aussage ist dual (und im Spezialfall R=R
bekannt). Ist M injektiv, so spaltet die exakte Sequenz 0 — M — [],.; R*, also ist M direkter
Faktor des Produkts. Umgekehrt ist [],., R* nach Lemma injektiv als Produkt injektiver
Moduln. Gilt M x M" = []..; R*, so folgt wegen des gleichen Lemmas aus der Injektivitét der
rechten Seite die Injektivitdt von M. O

Der Leser moge nun den Beweis von Satz|1.4.13]iiber die verschiedenen Charakterisierungen
injektiver Moduln vervollstédndigen.

2.5 Pullback und Pushout

Die universellen Eigenschaften von Produkten und Koprodukten haben eine wichtige Verallge-
meinerung. Hierzu sei C eine additive Kategorie, die nicht unbedingt abelsch ist.

Definition 2.5.1
1. Die Kategorie der Hakendiagramme in C hat als Objekte Diagramme der Form

I'.= X
|+
Als Morphismen von Hakendiagrammen betrachten wir kommutierende Diagramme der
Form
X .
Y—M X'
Y — M .
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2. Fiir ein gegebenes Hakendiagramm I' betrachten wir eine Kategorie Cr, deren Objekte
kommutierende Diagramme I'(W') der Form

W—X

|

Die Morphismen I'(W') — I'(W) sind Morphismen W' — W, so dass das folgende Dia-

gramm kommutiert:
W — X

Y—>M

Ein terminales Objekt in der Kategorie Cr heifit ein Pullback fiir das Hakendiagramm I'.
Es erfiillt also die folgende universelle Eigenschaft: fiir jedes Diagramm I'(W) iiber dem
Hakendiagramm T" gibt es genau einen Morphismus W — Z in C, so dass das Diagramm

14

AN
=L
AN

\
J——X
Y—M

kommutiert. Wir schreiben dann auch 7 = X x,; Y = X I Y oder

7 —X

b

Bemerkungen 2.5.2.

1. Da sie durch universelle Eigenschaften definiert sind, sind Pullbacks eindeutig bis auf
eindeutige Isomorphie, wenn sie existieren.

2. Sei M ein Objekt in einer Kategorie C. Die Uberkategorie C | M der Objekte iiber M ist
definiert als die Kategorie, deren Objekte Paare (X, fx) sind, mit X einem Objekt in C
und einem Morphismus fx : X — M, und deren Morphismen kommutierende Diagramme

X L Y

N

M

sind. Die Pullbacks - X, - sind dann genau die Produkte in der Uberkategorie iiber M.
Sie werden daher auch Faserprodukte iiber M genannt.
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3. In den Kategorien Set, Top, Ab, R—Mod ist der Pullback gegeben durch
XxuY=X,;x,Y={(r,y)|reX, yeY, f(z)=g(y)}.

Der Strukturmorphismus X x ;Y — X ist die (Einschrankung der) Projektion (x,y) — x
auf die erste Komponente, der Strukturmorphismus X x ;Y — X ist die (Einschriankung
der) Projektion (z,y) — y. Der Morphismus Z — X x Y, der durch zwei geeignete Mor-
phismen ¢ : Z — X und ¢ : Z — Y induziert wird, ist gegeben durch z — (¢(2),9(2)).

Dies ist ein Beispiel eines Differenzkerns: seien f,g: N — M zwei Morphismen. Dann
ist der Differenzkern ein Morphismus Eq — N, so dass im Diagramm

f
Eq—sN—/7M

AN { 74
A h
=112 0

X

fiir jeden Morphismus h mit foh = goh ein eindeutiger Morphismus A : X — Eq existiert.
In einer additiven Kategorie ist der Differenzkern gerade der Kern der Differenzabbildung

(z,y) = f(z) — g(y).
In den Kategorien Set, Top, Ab, R—Mod ist der Pullback also der Differenzkern
fopri

XxyY=X;x,Y=EqXxY M) .

gopra

4. Wenn Pullbacks existieren, liefern sie einen Funktor von der Kategorie der Hakendia-
gramme in C nach C. Um den Funktor auf Morphismen zu definieren, betrachten wir das
kommutierende Diagramm

XxyY ——X

S,

\
M X'

N
~ N
N
h \\l
N

Y —— M’

Die dufleren Pfeile liefern iibereinstimmende Morphismen X xy X —Y — Y’ — M’ und
X xy X - X = X’ — M, die nach der universellen Eigenschaft des Pullbacks X’ x ; Y’
einen eindeutigen Morphismus X X,; Y — X’ X, Y/ induzieren.

5. Im Falle der Existenz von Pullbacks liefert ein Morphismus M 9 M’ einen Funktor der
Uberkategorien
g:ClM —=ClM
liefert, der das Objekt X — M’ auf das Objekt X X, M — M in der Kategorie C | M
abbildet:
gF(X) =X xy M—X

| |

M g M’

Wir nennen dann ¢* auch den Pullbackfunktor zu dem Morphismus g.
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6. Falls in dem Diagramm

X X1 Xo
MQ — M1 E—— MO

die beiden kleinen Diagramme Pullback-Diagramme sind, so auch das grofle. Es gilt also
(Xo X Mo Ml) X My M2 g)(0 X My M2 .

Dazu betrachten wir das Diagramm

(Xo X Mo Ml) XMy MgﬁXo X Mo M1—>X0

| L,

M, M, —1

fiir ein beliebiges Objekt Y und geben uns Morphismen ¥ — X, und Y — M; vor, so
dass das duBerste Rechteck kommutiert. Die Pullback-Eigenschaft des rechten Diagramms,
angewandt auf die Morphismen Y — Xy und Y — M, LS M liefert uns einen eindeutigen
Morphismus Y — Xy Xy, M;. Auf diesen und auf Y — M, wenden wir nun die Pullback-
Eigenschaft des rechten Diagramms an und erhalten einen eindeutigen Morphismus Y —
(Xo X1y My) Xy, Ma, der zeigt, dass auch das groie Diagramm ein Pullback-Diagramm

1st.

7. Dieses Resultat hat eine wichtige Uminterpretation fiir die Pullbackfunktoren aus 5.: gege-

ben Morphismen My EES M,y LY My, gibt es eine ausgezeichnete natiirliche Isomorphismen
(foo f1)" = fiofs -

Man beachte, dass hier i.a. keine Gleichheit von Funktoren vorliegt. Man kann zeigen, dass
dann die sogenannte Kohérenzbedingung gilt, dass das folgende Diagramm von natiirli-
chen Transformationen kommutiert

(foo fio f2)" == f3o(foo f1)"

ﬂ ﬂ

(fiofo) o fg==1Ffiofiofs5.

Definition 2.5.3
Dual zum Pullback definieren wir den Pushout eines Diagramms

N-L-4
|
B
als Diagramm
f

=
l
S—>

[
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geschrieben W = A Uy B mit der dualen universellen Eigenschaft.

Bemerkung 2.5.4.

1. Man definiert die Kategorie N | C der Objekte unter /N als die Kategorie, deren Objekte
Paare (X, f) sind mit f : N — X. Die Pushouts sind dann gerade die Koprodukte in der
Unter-Kategorie. Sie werden auch amalgamierte Summen genannt.

2. In der Kategorie R—Mod ist der Pushout gegeben durch den Quotientenmodul
AUy B= A& B/(f(n),0) ~ (0,9(n)) .

Der Strukturmorphismus A — ALy B ist die Injektion a +— [a, b] in die erste Komponente.
Der Morphismus A Uy B — Z, der durch zwei geeignete Morphismen f : A — Z und
g : B — Z induziert wird, ist gegeben durch [a,b] — f(a)+ g(b). Man iiberlege sich, dass
er auf dem Quotienten wohldefiniert ist.

Allgemeiner ist der Pushout gleich dem Differenzkokern der Abbildungen
f
AUy B:=CoEq( N _—_ZA][B)
g

in das Koprodukt, wenn dieser existiert.

3. Alle Aussagen zum Pullback haben offensichtliche Entsprechungen fiir das Pushout.

3 Moduln iiber Hauptidealringen

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen
vollsténdig zu beschreiben. Nach Korpern sind Hauptidealringe die néchst einfache Klasse von
Ringen. (Man erinnere sich daran, dass Hauptidealringe insbesondere kommutativ und null-
teilerfrei sind.) Beispiele sind der Ring Z der ganzen Zahlen und der Polynomring K [X] {iber
einem Korper. Es stellt sich heraus, dass auch hier eine vollstéindige Beschreibung aller endlich
erzeugten Moduln zu erreichen ist.

3.1 Untermoduln und Morphismen von Moduln iiber Hauptideal-
ringen

Satz 3.1.1.
Sei M ein freier Modul iiber einem Hauptidealring R. Dann ist auch jeder Untermodul U von
M frei. Hat M endlichen Rang, so gilt rang(U) < rang(M).

Das Beispiel nZ C Z von Z-Moduln zeigt, dass auch bei echten Untermoduln Gleichheit des
Rangs auftreten kann.

Beweis.
Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall, dass der Rang von M endlich ist, durch Induktion
nach rangM =: n. Im allgemeinen Fall benutzt man das Zornsche Lemma.

e Fiir n =0 ist M = 0, also ist nichts zu zeigen.
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e Fiir n = 1 betrachten wir einen Untermodul I C R, also ein Ideal. Dies ist ein Hauptideal,
I = (a), hat also ein Erzeugendensystem aus einem Element. Wegen der Nullteilerfreiheit
ist die Familie (a) frei, also eine Basis von /. Somit ist jeder Untermodul von R frei vom

Rang 1.

e Sei {z1,...,x,} eine Basis von M. Dann ist die Familie (z1,...,2,-1) frei und somit
der von ihr erzeugte Untermodul M’ = (zy,...,2,_1) von M frei vom Rang n — 1. Die
Linearform

f+ M — R
Z?:l/\ixi — )\n

liefert eine exakte Sequenz
0=>M>MLR=0.

Fiir jeden Untermodul U C M gibt dies eine exakte Sequenz
0—>MnNU—-U-— f(U) —0.

Der Untermodul f(U) C R ist frei und vom Rang 1 nach dem Induktionsanfang, also
spaltet nach Satz die Sequenz:

U= (M0U)® fU).

Der Untermodul M’ N U ist frei nach Induktionsannahme und vom Rang < n — 1. Somit
folgt die Behauptung.

Korollar 3.1.2.
Jeder projektive Modul iiber einem Hauptidealring ist frei.

Beweis.
Jeder projektive Modul ist direkter Summand eines freien Moduls und damit insbesondere
Untermodul eines freien Moduls. Diese sind aber nach Satz bei Moduln {iber Hauptideal-

ringen wieder freie Moduln. O

Betrachtung 3.1.3.

e Sei nun M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R. Wie fiir jeden
endlich erzeugten Modul iiber einem beliebigen Ring kénnen wir eine Surjektion

p:R" > M

mit einem geeigneten m € N finden. Da der Ring R ein Hauptidealring ist, ist das Ideal
ker p nach Satz endlich erzeugt und frei, ker p = R". Betrachte die Abbildung ker p :
R" — R™ von freien Moduln. Wir finden einen Isomorphismus

M = R™/kerp = cokerkerp .

Dies heifit, dass wir den endlich erzeugten Modul M ausschliefSlich durch den Morphismus
ker p zwischen zwei endlich erzeugten freien Moduln verstehen kénnen.
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e Man beachte, dass es hier wesentlich ist, dass wir mit freien und nicht mit projektiven
Moduln arbeiten kénnen. Es gibt wesentlich mehr Ringe, die die Eigenschaft haben, dass
jeder Untermodul eines projektiven Moduls projektiv ist. Solche Ringe werden erblich
genannt. Ein endlich erzeugter Modul iiber einem erblichen Ring ist stets Kokern eines
Morphismus von endlich erzeugten projektiven Moduln. Solche Morphismen sind aller-
dings nicht so einfach zu beschreiben wie die zwischen freien Moduln.

Daher miissen wir nun Sétze iiber Morphismen von freien Moduln bereitstellen, die zum
Teil bekannte Sétze der linearen Algebra verallgemeinern.

Sei R ein Ring mit Eins. Wie iiber Kérpern haben wir auch bei Ringen eine natiirliche
Bijektion von Hom-R&umen freier Moduln zu Matrizen mit Eintrdgen in R,

M : Homg(R",R™) — M(m X n, R)

vgl. Bemerkung [1.3.2/6. Die Spalten der Matrix M(f) = (a;;) sind die Bilder unter f der
Vektoren eq, ..., e, der Standardbasis des Moduls R". In Formeln:

Fiir einen beliebigen Ring R betrachten wir die Matrizen mit Eintrdgen in R als abel-
sche Gruppe beziiglich der Matrizenaddition. Dann ist M ein Isomorphismus von abelschen
Gruppen. Die Matrizenmultiplikation entspricht dann der Verkniipfung von Abbildungen. Ein
R-Modulmorphismus ¢ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die Matrix M () invertibel
ist.

Ist der Ring R kommutativ, so versehen wir die Matrizen durch Linksmultiplikation aller
Eintrdge mit einem Element aus R mit der Struktur eines R-Moduls. Dann ist M ein Isomor-
phismus von R-Moduln.

Definition 3.1.4
Ist der Ring R kommutativ, so bilden wir fiir quadratische Matrizen A = (a;;) € M(n X n, R)
mit n # 0 die Determinante durch die Vorschrift

det A = Z sign(a)ala(l) - Opg(n) -

O’ESn

Man kann natiirlich die gleiche Formel auch fiir Matrizen mit Eintrégen in einem nicht-
kommutativen Ring betrachten. Aber dann gilt die Formel det A - det B = det AB nicht mehr,
und der Begriff wird nutzlos.

Satz 3.1.5.
Sei R ein kommutativer Ring.

(i) Fiir je zwei quadratische Matrizen A, B € M(n x n, R) gilt

det A-det B =det AB

(ii) Genau dann ist die quadratische Matrix A invertierbar in M (n x n, R), wenn ihre Deter-
minante eine Einheit in R ist, also det A € R*.
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Beweis.

(i) Der Beweis der Multiplikativitdt der Determinante ist fiir Matzrizen mit Eintrigen in
einem Korper aus der linearen Algebra vertraut. Da der Integritdtsbereich

Z[Xij, Yijhi<ij<n

ein Unterring seines Quotientenkorpers ist, ist die auch die Determinante mit Eintréigen in
diesem Integritatsbereich multiplikativ. In diese abstrakte Identitédt konnen wir dann fiir
Xi; und Y;; Elemente eines beliebigen kommutativen Rings einsetzen, und die Behauptung
folgt.

(i) Ist A invertierbar, so gilt wegen der Multiplikativitit det A - det A™! = 1, also ist die De-
terminante eine Einheit in R. Umgekehrt betrachte die adjungierte Matrix mit Eintragen

P
AF = (=1)" det A7

wobei A7 die (n — 1) x (n — 1)-Matrix bezeichnet, die aus A durch Streichung der j-ten
Zeile und i-ten Spalte entsteht. Fiir Matrizen mit Eintragen in einem Korper zeigt man
in der linearen Algebra die Identitét

A*A = (det A)I .
Sie iibertrdgt man wie im ersten Teil des Beweises auf beliebige kommutative Ringe R.

O

Wir kénnen nun den folgenden Satz aus der linearen Algebra fiir endlich erzeugte freie
Moduln iiber Hauptidealringen verallgemeinern:

Satz 3.1.6 (Elementarteilersatz).
Sei R ein Hauptidealring und f : M — N ein Homomorphismus zwischen zwei freien R-Moduln
von endlichem Rang m bzw. n.

(i) Es gibt eine Diagonalmatrix D € M (n x m, R) fiir deren Eintrége die Teilbarkeitsbezie-
hung
di1|doz | dss . .. | dyy

gilt, wobei r = min(n,m) ist, und Isomorphismen M = R™ N = R" so dass das

Diagramm
M LN

1 [
R™ 2 R

kommutiert.

(ii) Die Diagonaleintrége d;; sind eindeutig bis auf Assoziiertheit im Ring R.

Bewelis.
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e Wir diirfen M = R™ und N = R" annehmen. f wird dann durch eine Matrix A €
M (n x m, R) beschrieben. Wir suchen invertible quadratische Matrizen

XeMnxnR), YeMmxmR),
so dass das Produkt X AY die beschriebene Diagonalform hat.

e Fiir eine Matrix A bezeichne (A) C R das von den Eintragen der Matrix erzeugte Ideal.
Fiir jede Matrix X folgt aus der Beziehung fiir die Matrixelemente

(XA)ij = Z Tif Q5
k

sofort die Inklusionsbeziehung

(X4) € (4)

fiir die Ideale. Ist X invertierbar, so bekommt man auch die umgekehrte Inklusion, also

(XA) = (4).

e Wir werden ein Verfahren angeben, das im Fall einer echten Inklusion (a;;) & (A)
invertierbare Matrizen X und Y liefert, so dass das kleinere Ideal echt grofler wird,
((XAY)11) 2 (a11). So vergréBlern wir schrittweise das Hauptideal, das vom Matrixele-
ment in der linken oberen Ecke der Matrix erzeugt wird. In jedem Hauptidealring liegen
nun wegen der Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung nur endlich viele verschiedene Ideale
a zwischen zwei gegebenen Idealen, ag C a C a;. Daher haben wir nach endlich vielen
Schritten das Ideal (A) erreicht und finden somit invertierbare Matrizen X und Y, so

dass

(XAY)n) = (4).

Jetzt kann man Spalten- und Zeilenoperationen ausfithren, die alle Elemente der ersten
Zeile und Spalte eliminieren, ohne das Element in der linken oberen Ecke zu verdndern:
da aj; nun alle Eintrége teilt, kann man geeignete Vielfache der erste Zeile bzw. Spalte
zu jeder anderen Zeile bzw. Spalte addieren. So finden wir invertierbare Matrizen X und
Y derart, dass in der Matrix X AY auBer einem Eintrag d;; in der linken oberen Ecke in
der ersten Zeile und Spalte nur Nullen stehen, und dass zusétzlich gilt (dy;) = (A), d.h.
dy; teilt alle weiteren Eintrage.

Induktiv rdumt man danach ebenso auch die endlich vielen weiteren Zeilen und Spalten
auf.

e Fiir das Verfahren zur Vergrolerung des Ideals, das von dem Matrixelement in der linken
oberen Ecke erzeugt wird, unterscheiden wir drei Félle

(a) aq; teilt nicht alle Elemente in der ersten Zeile, etwa teilt a;; nicht das Element ays.
Schreibe das Ideal (a1, ajo) im Hauptidealring R als Hauptideal:

<a11, CL12> = <d> mit d 7é 0.

Dies erlaubt es uns, x,y, A\, u € R zu finden, so dass gilt:

d = zay +yar
a1 = dA
19 = d/l, .

76



Da Hauptidealringe nullteilerfrei sind, folgt hieraus insbesondere 1 = A + yu. Wir
betrachten nun das Produkt der folgenden zwei Matrizen:

ay a2 z —H

Die rechte Matrix Y auf der linken Seite hat Determinante Eins, ist also nach Satz
invertierbar. Da das Ideal (d) das Ideal (aj;) echt enthélt, haben wir mit X

der Identitdt ein Paar X, Y von Matrizen gefunden, welches das Gewiinschte leistet.
(b) Vollig analog lauft das Argument, falls a;; nicht alle Elemente der ersten Spalte teilt.

(c) Teilt ay; alle Elemente der ersten Zeile und Spalte, so kann man zwar schon diese
durch elementare Transformationen eliminieren. Wegen (a1) # (A) kann a;; aber
nicht alle Eintrige von A teilen. Durch Addition einer geeigneten Zeile zur ersten
Zeile muss man deshalb erst wieder die Situation in (a) herstellen und fahrt wie dort
fort.

e Es bleibt, die Eindeutigkeit der erhaltenen Diagonalmatrix zu zeigen. Sei J;(A) fiir i > 1
das von den Determinanten der i X i-Untermatrizen von A erzeugte Ideal von R. Offenbar
gilt wieder

Ji(XA) C Ji(A)
fiir jede Matrix X, also Gleichheit der Ideale fiir eine invertierbare Matrix X. Es folgt
Ji(A) = (diidys - - - diy)

und somit die Eindeutigkeit der Diagonalelemente d;; bis auf Assoziiertheit.

3.2 Kilassifikation von Moduln iiber Hauptidealringen

Wir finden nun sehr einfach eine explizite Beschreibung endlich erzeugter Moduln iiber einem
Hauptidealring. Wir beginnen mit einem Existenzsatz:

Lemma 3.2.1.
Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R. Dann gibt es eine aufsteigende
Kettea; Cay, C---Ca, ;Cé R von Idealen von R, so dass

M= R/a; x--- X R/a,.
Hierbei ist a; = 0 ist zugelassen und R/0 = R als R-Modul.

Beweis.
Wir hatten schon in Betrachtung gesehen, dass es einen Morphismus f : R — R™ von
endlich erzeugten freien Moduln gibt, so dass M isomorph zum Kokern von f ist.

Der Elementarteilersatz [3.1.6| erlaubt es uns, invertierbare Abbildungen X,Y zu finden, so
dass das Diagramm

Rn éf R?’TL

x| v
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kommutiert und D eine Diagonalmatrix ist, deren Elemente die Teilbarkeitsbeziehung
dy1|dasg] . .. |dyr mit r = min(m, n) erfiillen. Es folgt die Isomorphie von R-Moduln:

M=R"/Im D~ R/dyRx - x R/d, R x R™"

Schlieflich diirfen wir Faktoren mit d; € R* weglassen. Hieraus folgt die Existenz der
angegebenen Zerlegung. O

Das folgende Theorem fasst nun diese Uberlegungen zusammen und stellt fest, dass die
Beschreibung eindeutig ist. Wir geben zwei dquivalente Formulierungen.

Theorem 3.2.2.
Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R.

(i) Dann gibt es genau eine aufsteigende Kette a; C ay C -+ C a, von Idealen in R, so dass

M=R/a; x R/ag x --- x R/a, .

(ii) Dann gibt es Primpotenzen ¢y, ...,q in R derart, dass gilt
M=R xXR/qqR X ---x R/q;R. (7)

Dann ist s € Ny wohlbestimmt, d.h. es h&ngt nicht von der Wahl der Zerlegung ab,
und die Primpotenzen ¢; sind wohlbestimmt bis auf Einheiten und Reihenfolge.

Bewelis.

e Die Existenz einer Zerlegung wie in (i) hatten wir schon in Lemma m gezeigt. Die
Existenzaussage in (ii) folgt aus dieser Existenzaussage, indem wir fiir a; # 0 einen
Erzeuger «; wihlen, a; = («;), und diesen als Produkt von teilerfremden Primpotenzen

schreiben: |
o = H q](?) ‘
J
Dann wenden wir den chinesischen Restsatz an:
R/ai ~ R/(qy)) » R/(qé@)) TR, R/(qu‘)>.

e Umgekehrt kann man die Eindeutigkeitsaussage in (i) auf die Eindeutigkeitsaussage in (ii)
zuriickfithren, indem man wiederum den chinesischen Restsatz anwendet. Es bleibt also
nur, die Eindeutigkeitsaussage in (ii) zu beweisen. Die Idee ist, Eindeutigkeitsaussagen
auf die Eindeutigkeit der Dimension von Vektorrdumen iiber den verschiedenen Kérpern
zuriickzufiihren, die mit dem Hauptidealring R zusammenhéngen.

e Wir beginnen mit der Eindeutigkeit des Rangs des freien Anteils. Sei Q) := Quot(R) der
Quotientenkorper von R. Dann ist Hompg(M, Q) ein @-Vektorraum. Nach der universellen
Eigenschaft (i) der direkten Summe ist

Hompz(M, Q) =2 Homg(R/¢1 R, Q) X - -+ X Homg(R/q;:R, Q) x Hompg(R, Q)*.

Nach Satz (iv) ist Homg(R, Q) = Q. Sei a ein von Null verschiedenes Ideal von R.
Dann ist wegen der universellen Eigenschaft des Quotientenmoduls

HOl’IlR<R/Cl, Q) = {f S HomR(R, Q) ’f|a = O} .
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Jeder Modulhomomorphismus f : R — @, der nicht verschwindet, ist injektiv: sei f(1) #
0. Dann folgt fiir alle m # 0 im Ring R aus f(m) = mf(1), dass auch f(m) # 0
gilt, da der Quotientenkorper @) nullteilerfrei ist. Also enthélt die rechte Seite nur den
Nullmorphismus, so dass fiir a # 0 gilt

Hompg(R/a,Q) =0.
Es folgt
s = dimg Hompg(M, Q) ,
also hiangt der Rang s des freien Anteils nicht von der Zerlegung in (ii) ab.

Wir verwenden eine dhnliche Strategie, um auch die Unabhéngigkeit der Primzahlpoten-
zen zu zeigen. Dafiir betrachten wir fiir jedes feste irreduzible p € R den Restklassenkorper

R/pR.

Sei M ein R-Modul. Fiir jedes n > 1 ist der Quotient p"'M/p"M ein (R/pR)-
Vektorraum. Definiere
dZ(M) = dimR/pR(p”_lM/p"M) )

Offenbar gilt
dy(M @© N) =dy(M) +d;(N).

Wir berechnen dp(M) in drei verschiedenen Féllen:

1. Wir berechnen zunéchst dj(R).
Die Multiplikation mit p"~! liefert eine Surjektion, die wir mit einer kanonischen
Surjektion verketten:

RS IR - g RIpR.
Wir bekommen dadurch einen Isomorphismus von R/pR-Vektorrdumen
R/pR — p" 'R/p"R.
Daraus schliessen wir fiir alle n € N, dass fiir R als Linksmodul iiber sich selbst gilt

dZ(R) = dimR/pR(p”_lR/p”R) =1.

2. Als Néchstes betrachten wir Moduln der Form R/p™R.
Fiir n > m ist p"~'(R/p™R) = 0. Fiir n < m finden wir #hnlich eine Surjektion

nn—1

R—R/p"R "= p"Y(R/p"R) —
p"H(R/PTR) [p"(R/p™ R)
mit Kern pR. Also gilt

0 fir n>m

dp(R/p R):{l fir n<m.

3. Schliefilich betrachten wir Moduln der Form R/p™R, wobei p ein Primelement ist,
das nicht zu p assoziiert ist.
Dann ist die Restklasse von p eine Einheit im Restklassenring

R:=R/p™R.
Also ist die Multiplikation mit p" ein Isomorphismus auf R und

dX(R/P"R) = dimp/,r(R/R) = 0.
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Aus diesen drei Berechnungen folgt
dy(M) = s+ [{i[p" teilt ¢},

so dass die Eindeutigkeit der ¢; bis auf Assoziiertheit und Reihenfolge aus der Eindeutig-
keit der Dimensionen d (M) folgt.

Korollar 3.2.3.

1. Jeder endlich erzeugte Modul M iiber einem Hauptidealring R ist direkte Summe seines
Torsionsuntermoduls mit einem freien Modul,

M = Tor (M) ® R®.

2. Ein endlich erzeugter torsionsfreier Modul {iber einem Hauptidealring ist frei. (Umgekehrt
sind natiirlich freie Moduln fiir jeden Ring torsionsfrei.)

Man beachte, dass die Zerlegung in einer direkte Summe nicht kanonisch ist: wohl bilden die
Torsionselemente einen Untermodul, aber der freie Anteil liegt nicht als Untermodul eindeutig
fest.

Wir wollen diese Strukturaussagen nun in zwei wichtigen Spezialfillen explizit machen: fiir
abelsche Gruppen, also Z-Moduln und fiir K-Vektorrdume mit Endomorphismen, also K[X]-
Moduln.

Korollar 3.2.4.
Sei GG eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, also endlich erzeugte Moduln iiber dem Haupt-
idealring Z.

1. Dann gibt es genau eine Folge von natiirlichen Zahlen dy,ds, ...,ds € {0,2,3,4,...} mit
di|d;yq firi =1,... s — 1, derart, dass gilt

G =g, X Lgy X -+ X Lg,
Hierbei beachte man, dass Zg = Z/0Z = 7 zugelassen ist.
2. Dann gibt es Primzahlpotenzen ¢, ..., ¢ und eine natiirliche Zahl » € N mit
G=2Zgy X XLy XL

Die natiirliche Zahl r wird durch G eindeutig festgelegt. Sie heifit auch der Rang von G.
Die Primzahlpotenzen sind eindeutig bis auf die Reihenfolge.

Auch hier sind die freien Faktoren in den Zerlegungen nicht eindeutig als Untergruppen
von (. Die angegebenen Isomorphismen sind nicht kanonisch, d.h. nicht in eindeutiger Weise
ausgezeichnet.

Betrachtung 3.2.5.

e Sei nun V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und A € Endg (V') ein Endomorphis-
mus. Dann ist V nach Lemma[1.1.15 ein K[X]-Modul, der endlich erzeugt ist, da schon die
Vektorraumdimension endlich ist. Aus Dimensionsgriinden verschwindet der freie Anteil
als K[X]-Modul. Wir finden daher Hauptideale a; = (f;) wie in Theorem [3.2.2) wobei wir
die Erzeuger f; € K[X| dadurch eindeutig festlegen, dass wir fordern, dass sie normierte
Polynome sind.
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e Dadurch haben wir jedem Endomorphismus eine Folge normierter Polynome fi,..., f,
zugeordnet, die die Teilbarkeitsbeziehung f;|f;_1 erfiillen. Diese Polynome heiflen die
Invariantenteiler des Endomorphismus A.

e Fiir jede Restklasse v € K[X]/ a; folgt
fiv=fi-v=0,

also f1(A) = 0. Umgekehrt wirken auf dem Summanden K[X]/(f1) genau die Vielfachen
von f; durch Null. Daher ist f; das normierte Polynom kleinsten Grades, fiir das f(A) =0
gilt, also das Minimalpolynom von A.

e Wir geben noch fiir jeden Summanden der Gestalt K[X]/(f) die Wirkung des Endomor-
phismus explizit an. Dazu sei
f=X"+a, 1 X" ' +.. .+ X +a.

Wihle als K-Basis von K[X]/(f) die Restklassen b; := X mit s = 0,...n — 1. Dann
gilt X.b; = byyy fiir i = 0,...n — 2 und X.b, ; = — 3.1~ a;b;. Wir finden also, dass die

Matrix
00 —Aao
0
By = 1 € M(nxn,K)
0 —Qp—2
1 —Qn—1

die sogenannte Begleitmatrix des Polynoms f in der genannten Basis den Endomorphis-
mus beschreibt. Die so erhaltene Normalform heifit auch Frobeniussche Normalform des
Endomorphismus.

Der Spezialfall algebraisch abgeschlossener Korper ist besonders wichtig.

Korollar 3.2.6 (Jordansche Normalform).

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
AV — V ein Endomorphismus von V. So gibt es eine Basis von V, in der A blockdiagonal
ist, wobei in jedem Block die Diagonaleintrage konstant sind, nur 1 auf der ersten oberen
Nebendiagonale steht und sonst alle Eintrage null sind.

Beweis.
Da K algebraisch abgeschlossen ist, sind die Primelemente bis auf Assoziiertheit gegeben durch
Linearfaktoren. Finde daher nach Theorem [3.2.2 (ii) einen Isomorphismus von K [X]-Moduln

V& KIXJ/(0 =A™ x - x KIX/(0 = A

mit n; € Nund \; € K fiiri = 1,...,n. In jedem Summanden der rechten Seite wéhle als Basis
die Restklassen der Polynome

L(X =X, (X =N . (X =N,

Wegen ' ' .
X(X =N =AMX =N+ (X =)

hat die Multiplikation mit X, also die Wirkung von A auf V', in der angegebenen Basis die
angegebene Form. O

Ahnlich folgen Normalformen fiir algebraisch nicht abgeschlossene Korper, zum Beispiel fiir
R (siehe etwa H.J. Kowalski, Lineare Algebra, de Gruyter, Satz 35.8).
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4 Darstellungstheorie

4.1 Halbeinfache Ringe und Kategorien

Es ist nun an der Zeit, auch die Moduln iiber Gruppenringen endlicher Gruppen etwas naher zu
untersuchen. Hierbei sei K ein Korper beliebiger Charakteristik und G eine endliche Gruppe;
mit R := K[G] bezeichnen wir den Gruppenring von G iiber K.

Wir beginnen mit einer allgemeinen Definition:

Definition 4.1.1
Ein Ring R heifit selbstinjektiv, wenn R als Linksmodul iiber sich selbst koregulidr im Sinne
von Definition ist.

Fiir endlich erzeugte Moduln iiber selbstinjektiven Ringen gilt die folgende wichtige Aussage:

Satz 4.1.2.
Sei R ein selbstinjektiver Ring. Dann ist ein endlich erzeugter R-Modul genau dann projektiv,
wenn er injektiv ist.

Beweis.
Wir betrachten die folgende Kette von Implikationen:

M projektiv < M direkter Summand in @, 4 R
& M direkter Faktor in [[. g4 R
& M injektiv

Die erste und letzte Implikation folgen dabei sofort aus Satz [2.4.4l Die Endlichkeit folgt, weil
wir im Beweis von Satz fiir einen endlich erzeugten Modul M einen freien Modul von
endlichem Rang wéhlen kénnen. O

Unser Ziel ist der folgende Satz:

Satz 4.1.3.

Sei K ein beliebiger Korper und G eine endliche Gruppe. Dann ist der Gruppenring R =
K|[G] selbstinjektiv. Insbesondere ist eine endlich-dimensionale G-Darstellung auf einem K-
Vektorraum genau dann projektiv, wenn sie injektiv ist.

Bei diesem Satz ist sowohl wesentlich, dass K ein Koérper ist und auch, dass die Gruppe G
endlich ist. Wir beweisen zunéchst

Lemma 4.1.4.
Sei R eine K-Algebra. Wir bezeichnen mit R* den R-Modul R* := Homg (R, K), der durch die
Rechtswirkung von R auf sich selbst induziert wird. Dann ist der R-Modul R* injektiv.

Beweis.
Der Beweis liuft wie in Beispiel [2.4.312: Wir wollen dazu die Aquivalenz der Funktoren
Hompg(—, R*) und Homg (—, K') zeigen. Fiir einen beliebigen R-Modul M gilt:

Hompg(M, R*) % Homp(M, Homg (R, K)) = Homg (R ®r M, K) = Homg (M, K) .

Die zweite Isomorphie folgt, da beide Rdume K-bilineare Abbildungen M x R — K beschrei-
ben. Im letzten Ausdruck ist implizit ein Vergessensfunktor von R-Moduln auf K-Vektorrdaume.
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Also haben wir die Aquivalenz von Funktoren Homp(—, R*) und Homg(—, K). Der Funktor
Hompg (—, K) ist exakt, da der Kérper K als Modul iiber sich selbst injektiv ist. Man beachte,
dass in diesem Schritt eingeht, dass wir den Gruppenring iiber einem Korper betrachten.
Wegen der Isomorphie der Funktoren ist auch Hompg(—, R*) exakt, also R* ist injektiv. O

Auch die anderen Argumente von Beispiel lassen sich verallgemeinern, und man
schlielt, dass R* koregulér ist. Der Beweis von Satz folgt nun aus dem folgenden Lemma.

Lemma 4.1.5.
Sei G eine endliche Gruppe und R = K[G]. Dann ist die K-lineare Abbildung

®: R - R
f = deGf(g)gila

ein Isomorphismus von R-Moduln. Hierbei ist (g),eq die ausgezeichnete Basis von K[G].

Insbesondere sind fiir den Gruppenring einer endlichen Gruppe die Moduln R und R*
isomorph. In Anlehnung an eine bei Hopf-Algebren iibliche Terminologie nennen wir ¢ die
Frobenius-Abbildung.

Beweis.
Wir rechnen nach, dass ® ein Morphismus von R-Moduln ist: fiir gy € G gilt

®(go.f) = Z flg90)g~" = Z F(9)909™" = 90®(f) -

geG geq

Die Abbildung @ ist surjektiv, denn ein Urbild von g € R ist gegeben durch §,-1 € R* mit
d4(g") = 04,4. Man beachte, dass die Summe deswegen sinnvoll ist, weil die Gruppe endlich ist.
Also ist die Abbildung ® ein Isomorphismus von R-Moduln. O

Man kann sich nun fragen, ob die Situation eintreten kann, dass alle Darstellungen einer
endlichen Gruppe auf einem K-Vektorraum projektiv sind, also die Kategorie halbeinfach im
Sinne von Definition ist. Wir wollen Kategorien von Moduln iiber einem Ring, in denen
alle Objekte projektiv sind, erst etwas nidher untersuchen.

Definition 4.1.6
(i) Ein Modul heiBt halbeinfach, , wenn jeder Untermodul U von M ein Komplement D
besitzt, d.h. es zu jedem Untermodul U einen Untermodul D mit D & U = M gibt.

(ii) Ein Ring heifit halbeinfach genau dann, wenn er halbeinfach ist als Linksmodul iiber sich
selbst.

Jeder Vektorraum - also jeder Modul iiber einem Korper — ist offensichtlich halbeinfach.
Uber jedem Ring ist der Nullmodul M = 0 halbeinfach.

Da wir nur Linksmoduln benutzt haben, um zu definieren, wann ein Ring halbeinfach ist,
sollte man besser von links-halbeinfach sprechen. Wir werden aber in Korollar schen, dass
jeder linkshalbeinfache Ring auch rechtshalbeinfach ist.

Satz 4.1.7.
Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann sind dquivalent:

(i) M ist (innere) direkte Summe von einfachen Untermoduln.
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(i)
(i)

M ist eine (nicht-notwendig direkte) Summe von einfachen Untermoduln.

M ist halbeinfach, also jeder Untermodul U von M besitzt ein Komplement D.

Bewelis.

(i)
(i)

(iii)

= (ii) ist klar nach Definition.

= (ili) Sei M = >  M; Summe einfacher Untermoduln M/;. Fiir jede Teilmenge J C I
iel
bezeichnen wir die zugehorige innere Summe von Untermoduln mit

MJ::ZMZ-.

icJ

U sei der Untermodul, fiir den wir ein Komplement suchen. Nun finden wir mit Hilfe
des Zornschen Lemmas unter allen Teilmengen J C [ mit M; N U = 0 eine beziiglich
Inklusion maximale Teilmenge J. Wir behaupten, dass

M;+U=M

gilt. Diese Summe ist dann wegen der Bedingung M;NU = 0 an die Indexmenge J direkt.
Wiére Mj; + U ein echter Untermodul von M, so gébe es wenigstens ein M; ¢ M;+ U.
Da der Modul M; einfach ist, ist entweder M; N (M;+ U) = M, oder der Nullmodul, also

Damit gilt aber auch (M; + M;) N U = 0, im Widerspruch zur Maximalitéit von J.
= (ii)
Wir iiberlegen uns zunéchst, dass die Eigenschaft (iii) sich auch auf Untermoduln ver-

erbt. Seien U € N C M Untermoduln, V' ein Komplement von U in M, so ist V N N
Komplement von U in N.

Wir setzen nun S gleich der Summe aller einfachen Untermoduln von M. Hat M keine
einfachen Untermoduln, so bedeutet dies S = 0. Gélte S # M, so finden wir wegen (iii)
ein Komplement D von S, das ungleich Null ist.

Angenommen also, es wire D # 0. Sei D > d # 0, und Rd der Untermodul von D,
der von d erzeugt ist. Die echten Untermoduln eines Moduls bilden eine nicht-leere, in-
duktiv geordnete Menge, denn als obere Schranke einer total geordneten Teilmenge von
Untermoduln kénnen wir ihre Vereinigung nehmen. Mit Hilfe von Zorns Lemma finden
wir somit im Modul Rd einen maximalen Untermodul U’. Weil auch der Untermodul Rd
von M die Bedingung (iii) erfiillt, finden wir ein Komplement Rd = U’ @ E. Dann ist
E = Rd/U’ und somit wegen der Maximalitét von U’ nach Lemma[1.5.2]2 in Rd einfach.
Nach Definition von S ist dann aber £ C S, im Widerspruch zu £ C Rd C D und
DnNnS=0.

= (i)
Es gilt M =) ",.;, M; mit einfachen Moduln M;. Sei X' die Menge aller Teilmengen J C 1,
so dass die Summe M; = > ., M, direkt ist. Wegen () € X ist diese Menge nicht leer.

Wir zeigen, dass X induktiv geordnet ist. Sei Y eine total geordnete nicht-leere Teilmenge
von X. Setze Iy := UpeyI’. Wenn wir zeigen Iy € X, dann ist I eine obere Schranke fiir
Y in X.

jeJ
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Nun ist die Summe M, genau dann direkt, wenn fiir jede endliche Teilmenge I; C I die
Summe direkt ist. Weil Y aber total geordnet ist, gibt es zu jedem endlichen I, ein I' € Y
mit [y C I’ Wegen Y C X ist die Summe M, direkt, also erst recht die kleinere Summe
My, . Es folgt, dass die Summe M), direkt ist, also [ € X.

Nach dem Zornschen Lemma finden wir ein maximales Element J € X und behaupten
Mj; = M. Dazu reicht es aus, M; C M fiir alle i € I zu zeigen. Angenommen, dies gélte
nicht fiir 7, dann ist M;, N M ein echter Untermodul von M;,. Weil M;, einfach ist, folgt
M;,N"M; = 0, also ist die Summe M;, & M direkt, im Widerspruch zur Maximalitét von
J.

Korollar 4.1.8.
Jeder Quotient und jeder Untermodul eines halbeinfachen Moduls ist halbeinfach.

Beweis.
Fiir einen gegebenen Untermodul U C M betrachte die kanonische Surjektion M — M /U. Das
Bild eines einfachen Untermoduls von M ist dann entweder Null oder isomorph zum einfachen
Untermodul. Daher ist der Quotient M /U eine Summe einfacher Untermoduln, nach Satz
also halbeinfach.

Wiederum nach Satz finden wir ein Komplement D zu U. Damit ist der Untermodul
isomorph zu einem Quotienten, U = M /D, und nach dem vorangegangenen Resultat selbst
halbeinfach. O

Korollar 4.1.9.
Sei R ein Ring. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. Der Ring R ist halbeinfach, d.h. als Linksmodul iiber sich selbst direkte Summe einfacher
Untermoduln.

2. Jeder R-Modul ist halbeinfach, d.h. jeder R-Modul ist direkte Summe einfacher Unter-
moduln.

3. Die Kategorie R—Mod ist halbeinfach im Sinne von Definition [2.3.13] d.h. alle R-Moduln
sind projektiv.

Beweis.

3.= 2. Sei die Kategorie R—Mod halbeinfach und M ein R-Modul. Fiir jeden Untermodul U C M
hat man eine kurze exakte Sequenz

0—-U—-M-—M/U—=0,

die nach Satz spaltet, weil der Modul M /U projektiv ist. Nach Satz hat dann
der Untermodul U ein Komplement in M.

2.= 1. Diese Richtung ist trivial, da 1. ein Spezialfall von 2. ist.
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1.= 3. Es ist zu zeigen, dass jeder R-Modul M projektiv ist, also direkter Summand eines freien
R-Moduls F'ist. Nach Satz[L.3.5]ist M homomorphes Bild eines freien Moduls F', betrachte
also die exakte Sequenz
0> kermr = F 5 M—=0

Der Ring R ist nach Annahme halbeinfach, und somit auch F' als direkte Summe. Nach
Satz hat ker 7 ein Komplement, das isomorph zu M ist, F = M @ ker 7. Also ist M
projektiv.

Satz 4.1.10.

Sei R ein halbeinfacher Ring. Dann hat R als R-Modul endliche Lange und jeder einfache R-
Modul ist isomorph zu einem einfachen Untermodul von R. Insbesondere gibt es nur endlich
viele einfache R-Moduln bis auf Isomorphie.

Beweis.

Finde eine Zerlegung von R als direkte Summe einfacher R-Moduln, R = &M; mit M; einfach.
Als Ring mit Eins ist R zyklisch als Modul iiber sich selbst mit Erzeuger 1 € R = @&M,. Der
Erzeuger kann aber nur in endlich vielen Summanden eine von Null verschiedene Komponente
haben also hat R endliche Lénge. Fiir einen beliebigen einfachen Modul M betrachte einen
Erzeuger x € M und die Surjektion

R=oM, — M
r o= rr

Dies entspricht einer Familie (M; — M) von Modulmorphismen. Da die Abbildung surjektiv
ist, muss wenigstens eine der Abbildungen M; ungleich Null sein. Sie ist nach dem Schurschen
Lemma [1.5.5] ein Isomorphismus, so dass wir M mit einem Untermodul von R identifizieren
kénnen. O

Definition 4.1.11

1. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Gegeben ein einfacher R-Modul E, bezeichnen wir
mit Mgy C M die Summe aller zu E isomorphen Untermoduln von M und nennen sie die
isotypische Komponente von M vom Typ E.

2. Das Erzeugnis aller einfachen Untermoduln eines Moduls heifit der Sockel von M und
wird mit soc(M) bezeichnet.

Satz 4.1.12 (Zerlegung in isotypische Komponenten).

1. Der Sockel ist der grofite halbeinfache Untermodul von M. Insbesondere ist ein Modul
genau dann halbeinfach, wenn er gleich seinem Sockel ist.

2. Sei R ein Ring und irr(R) ein Reprisentantensystem fiir die Isomorphieklassen einfa-
cher R-Moduln. Dann zerfillt der Sockel soc(M) als direkte Summe seiner isotypischen
Komponenten:

soc(M) = GB Mg .

Ecirr(R)

86



Beweis.
e Da der Sockel Summe einfacher Moduln ist, ist er nach Satz halbeinfach.

e Da soc(M) halbeinfach ist, muss nur gezeigt werden, dass die Summe der isotypischen
Komponenten direkt ist, dass also gilt

Mp mZMF -0
F+E

fiir alle E. Dazu reicht es, zu zeigen, dass jeder einfache Untermodul in einer Summe ein-
facher Untermoduln zu einem der Summanden isomorph ist. Denn dann ist jeder einfache
Untermodul von My isomorph zu E, aber kein einfacher Untermodul von ) . 4R Mp kann
isomorph zu FE sein. Also ist der Schnitt trivial.

Sei also E ein einfacher Untermodul in einer Summe M := }_._; M; einfacher Moduln.
Da aber die Summe ), M; halbeinfach ist, ist der einfache Untermodul E auch ein
Quotient dieser Summe. Wie im Beweis von schlieit man, dass F auch isomorph
zu einem einfachen direkten Summanden in M ist.

O

Wir konnen nun eine Bedingung angeben, unter der die Kategorie der Darstellungen einer
endlichen Gruppe G auf K-Vektorraumen halbeinfach ist.

Satz 4.1.13 (Maschke).
Sei (¢ eine endliche Gruppe und K ein Korper, dessen Charakteristik nicht die Gruppenordnung
|G| teilt. Dann ist die Kategorie von Darstellungen von G auf K-Vektorrdumen halbeinfach.

Es gibt eine einfache Beweistechnik im Fall K = R oder K = C; da diese oft auf andere Si-
tuationen verallgemeinert wird, behandeln wir zunéchst diesen Spezialfall. Sie beruht in diesem
Fall auf dem folgenden Lemma.

Lemma 4.1.14.

Ist V eine Darstellung von G iiber R oder C der endlichen Gruppe G, so gibt es auf V ein
G-invariantes Skalarprodukt, bzw. fir K = C ein hermitesches Skalarprodukt, d.h. es gilt
(gv, gw) = (v, w) fiir alle Elemente g € G.

Beweis.
Wir wéhlen auf V' irgendein Skalarprodukt b : V x V' — C, zum Beispiel, indem wir eine
beliebige Basis zur Orthonormalbasis deklarieren. Dann definiert

(v, w) = Z b(gv, gw)

geG

ein G-invariantes Skalarprodukt. Dieses ist offensichtlich sesquilinear und positiv definit, denn
(v,v) = >~ ,calgv, gv) ist als endliche Summe positiver reeller Zahlen positiv. Die G-Invarianz
folgt aus

(gv, gw) = > b(ggv, gw) = (v, w) .
geaG
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Beweis.

des Satzes von Maschke fir K = R oder K = C und Darstellungen endlicher Dimension.
Ist W C V eine Unterdarstellung, so existiert ein orthogonales Komplement W+ C V, weil V
endlich-dimensional ist. Unter einem invarianten Skalarprodukt ist W+ eine Unterdarstellung:
denn aus (v, w) = 0 fiir alle w € W folgt wegen der Invarianz auch (gv,w) = (v, g 'w) = 0, fiir
alle g € G und w € W. Wir haben also die folgende orthogonale Zerlegung in Unterdarstellun-
gen:

V=WaeWw".

Da Komplemente existieren, folgt die Halbeinfachheit aus Satz [4.1.7] O

Diese Technik heifit auch “Weyls Unitarititstrick”. Im Falle unendlich-dimensionaler Ska-
larproduktsraume muss man zusétzlich die Vollstédndigkeit des Unterraums W voraussetzen,
damit ein orthogonales Komplement existiert. Der allgemeine Fall, d.h. allgemeinere Korper
und auch Darstellungen unendlicher Dimension, braucht mehr Begriffe, die wir jetzt einfiihren.

Beweis.
des Satzes von Maschke [4.1.13]im allgemeinen Fall. Es reicht wieder nach Satz Zu zeigen,
dass jeder Untermodul W von V' ein Komplement besitzt.

o [st i : W — V eine Unterdarstellung, so finden wir eine Retraktion in der Kategorie von
K-Vektorrdumen, d.h. eine K-lineare Abbildung

T: VW

so dass o7 = idy. Das Problem ist, dass m nur eine Abbildung von Vektorraumen, aber
nicht von G-Darstellungen ist. Die Idee ist nun, die Abbildung durch Mittelung iiber die
Gruppe G so zu verbessern, dass sie mit der Wirkung von G vertauscht. Betrachte daher
die Abbildung ¢ : V — W:

|G| Z g oT o g

geG

Diese Definition macht natiirlich nur dann Sinn, wenn die Charakteristik von K die Grup-
penordnung nicht teilt. Man vergleiche den Ausdruck mit dem Beweis von Satz [4.1.3] wo
auch eine Summe iiber Gruppenelemente auftritt, bei der ¢ und ¢g~! paarweise auftreten.

e Wir rechnen nun fiir h € G beliebig:
1
ho@D:EZhgowog ' = e Zgowog 'h=1poh,
iG] 2 Ici -
wobel wir substituierten g := hg. Also ist ¢ € Homg(V, W). AuBerdem gilt

Yoi= |G|Zgo7rog oz—Z’G|go7rozog = idw ,

geG geG

wobei wir in der zweiten Gleichheit ausnutzten, dass ¢ ein G-Morphismus ist, und im
dritten Schritt m o ¢+ = idy,. Hier wird auch klar, warum wir durch die Gruppenordnung
|G| dividieren mussten, was eine Einschrénkung an die Charakteristik des Korpers liefert.

e Nach Satz ist nun V' die innere direkte Summe von «(W) und ker 1.
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O

Damit ist im allgemeinen Fall, wenn char(K) nicht die Gruppenordnung |G| teilt, das
Verstéindnis der Darstellungstheorie einer endlichen Gruppe G auf K-Vektorrdumen reduziert
auf das Verstdndnis einfacher Darstellungen und damit nach Satz [4.1.10| auf das Verstéandnis

der Zerlegung des Gruppenrings in einfache Linksmoduln.

4.2 Strukturtheorie halbeinfacher Ringe

Halbeinfache Ringe bzw. halbeinfache Algebren iiber einem Korper kénnen ganz explizit be-
schrieben werden. Diese Beschreibung werden wir bei der Untersuchung von halbeinfachen
Gruppenringen im néchsten Abschnitt verwenden.

Wir erinnern an das Schursche Lemma [1.5.5; jeder Homomorphismus ® : M; — M, ist

injektiv oder Null, wenn M, einfacher Modul ist, und ist surjektiv oder Null, wenn Ms einfacher
Modul ist.

Korollar 4.2.1.

1. Fiir jeden einfachen R-Modul M ist der Endomorphismenring Endg (M) ein Divisionsring,
d.h. ein Ring, in dem jedes von Null verschiedene Element ein multiplikatives Inverses
hat.

2. Homomorphismen zwischen halbeinfachen Moduln erhalten die isotypische Komponente.

3. Wenn R kommutativ ist, ist fiir jedes Ideal I C R der Quotient R/I ein Ring. Dann gilt
die Isomorphie von Ringen

Endg(R/I) = Endg/;(R/I) = R/I .

Der Modul R/I ist genau dann einfach, wenn das Linksideal I maximal ist, cf. Lemma
1.5.2] Der Endomorphismenring eines einfachen Moduln {iber einem kommutativen Ring
ist also sogar ein Korper.

Ein endlich erzeugter halbeinfacher Modul M hat stets endliche Léange. Denn sei eq, . . . e, ein
endliches Erzeugendensystem von M. Jeder der endlich vielen Erzeuger hat nur in endlich vielen
Summanden der Zerlegung M = M; & ... & M, in einfache Moduln eine von Null verschiedene
Komponente. Es kénnen also nur endlich viele Komponenten getroffen werden.

Satz 4.2.2.

Sei R ein Ring und M ein endlich erzeugter halbeinfacher R-Modul. Dann ist der Endomor-
phismenring Endz(M) isomorph zu einem endlichen Produkt von Matrizenringen iiber Divisi-
onsringen.

Beweis.

Da der Modul M halbeinfach ist, betrachte nach Satz [4.1.12] die Zerlegung M = @&F M in
isotypische Komponenten mit n; € N und M; paarweise nicht isomorphen einfachen R-Moduln.
Da der Modul endlich erzeugt ist, ist dies eine endliche direkte Summe. Dann gilt

EIldR(M) = @inOHl(Mini7 M]nj) = @lM(TZZ X g, EHdR(Ml)) .

Nach Korollar [4.2.1}1 aus dem Schurschen Lemma ist Endg(M;) ein Divisionsring. O
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Theorem 4.2.3 (Theorem von Wedderburn).

Jeder halbeinfache Ring R ist isomorph zu einem endlichen Produkt von Matrizenringen iiber
Divisionsringen. Ist R kommutativ, so ist jeder halbeinfache Ring R isomorph zu einem endli-
chen Produkt von Kérpern.

Beweis.
Da R halbeinfach ist, hat R als Linksmodul iiber sich selbst nach Satz [4.1.10| endliche Lénge.
Daher ist nach Satz [4.2.2)

Endgp(R) 2 [[ M(ni x n;, D;)

fiir gewisse n; € N und gewisse Divisionsringe D;. Es gibt aber fiir jeden Ring R einen Isomor-
phismus durch Rechtsmultiplikation,

R 5 Endgp(R)
r o= (o T ar)

und daher
R= (Ropp)opp = H ]\4(’flZ X 1, Di)opp = HM(TLZ X Ny, D;)pp) ,

wobei die letzte Isomorphie durch Transposition der nyn;-Matrizen folgt. O

Bemerkung 4.2.4.
Die Zerlegung eines halbeinfachen Rings R

ist eindeutig bis auf Reihenfolge.

Korollar 4.2.5.
Ein Ring ist genau dann rechts-halbeinfach, wenn er links-halbeinfach ist.

Arbeiten wir statt mit allgemeinen Ringen mit Algebren iiber Korpern, so kénnen wir fiir
einen algebraisch abgeschlossenen Korper K die halbeinfachen K-Algebren explizit angeben.
Dafiir brauchen wir das folgende Lemma:

Lemma 4.2.6.
Sei F ein algebraisch abgeschlossener Korper. Wenn D eine endlich-dimensionale Divisionsal-
gebra iiber dem Korper F' ist, so gilt D = F.

Beweis.
Fiir jedes Element x € D ist die Familie (1,z,...2™) mit m := dimg D linear abhéngig iiber
dem Korper F. Es gibt also ein normiertes Polynom f € F[X]| mit f(z) = 0. Wir wéhlen ein
solches Polynom f von minimalen Grad. Ware f reduzibel, f = f;- fo, so wiirde 0 = fi(z)- fo(2)
gelten mit nicht-konstanten Polynomen strikt kleineren Grads als f. Da D eine Divisionsalgebra
ist, folgt daraus fi(z) = 0 oder fo(x) = 0. Dies ist im Widerspruch zur Minimalitédtsannahme
fiar f.

Da F' algebraisch abgeschlossen ist, ist f als irreduzibles Polynom ein Linearfaktor,
f(X)=X —amit a € F. Daher ist = a und daher D = F. O
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Uber dem algebraisch nicht abgeschlossenen Korper R dagegen gibt es verschiedenen Divi-
sionsalgebren: die Kérper R und C und die Quaternionen H als nicht-kommutative Divisions-
algebra.

Es folgt nun unmittelbar aus Theorem [4.2.3}

Korollar 4.2.7.
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Jede halbeinfache K-Algebra ist isomorph zu
einem endlichen Produkt von Matrizenringen mit Eintrdgen in K.

Wir ziehen mit Hilfe von Lemma gleich eine einfache Folgerung aus dem Schurschen
Lemma [4.2.111:

Korollar 4.2.8.
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und R eine K-Algebra. Sei M ein einfacher R-
Modul endlicher Dimension. Dann ist

K 3 Endg(M)

ein Isomorphismus.

Beweis.

Da K ein Korper ist, wissen wir, dass die Abbildung injektiv ist. Andererseits ist Endg (M) als
Divisionsalgebra iiber dem algebraisch abgeschlossenen Kérper K nach Lemma isomorph
zu K. Somit ist die K-lineare Abbildung auch surjektiv. O

Wir wollen aus dem Theorem von Wedderburn [4.2.3] auch die Darstellungstheorie halbein-
facher Ringe ablesen.

Korollar 4.2.9.

Die Isomorphieklassen von einfachen Darstellungen eines halbeinfachen Rings sind in Bijektion
zu den einzelnen Faktoren; nur der entsprechende Faktor wirkt auf der einfachen Darstellung
nicht durch Null. Zum Faktor M (n; x n;, D;) gehort eine einfache Darstellung, die durch Mul-
tiplikation der Matrix mit einem Spaltenvektor in (D;)" definiert ist.

4.3 Fouriertransformation fiir Gruppen

Wir wollen nicht von vornherein voraussetzen, dass die Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe
G iber einem Korper K halbeinfach ist, und brauchen daher ein weiteres Hilfsmittel. Sei M
ein R-Modul. Dann ist M auch ein Modul iiber dem Ring Endg(M):

Endr(M) x M — M
(o;m) = o(m) .
Jedes Ringelement z € R gibt durch Skalarmultiplikation

At M — M
m o~ r.m

ein Element von End(M), das natiirlich mit jedem ¢ € Endg(M) vertauscht, also in
Endgna, (M) liegt. Wir haben insbesondere einen Ringhomomorphismus

PJac - R— EndEndR(M)<M> .
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Satz 4.3.1. (Jacobsonscher Dichtesatz)

Sei R ein Ring und M ein halbeinfacher R-Modul. Wir geben uns f € Endgua,an (M) und
endlich viele Elemente my,...,m, € M des halbeinfachen Moduls vor. Dann gibt es stets ein
r € Rmit f(m;) = xm; fir alle i.

Diese Aussage wird oft zusammengefasst, indem man sagt, dass das Bild ¢j..(R) in
Endgna, (M) dicht sei: Wir kénnen also die Wirkung jedes Morphismus f € Endgna, ) (M)
auf endlich vielen Elementen des Moduls wiedergeben durch die Multiplikation mit einem Skalar
r € R.

Beweis.
Wir betrachten zunéichst den Fall » = 1, also eines Elements m; € M. Da M halbeinfach
ist, hat der Untermodul Rm; C M nach Satz ein Komplement D. Betrachte also eine
Zerlegung

M=Rm&D .

Die idempotente Abbildung
m: M — Rmy; — M,

die als Verkettung von kanonischer Surjektion und kanonischer Injektion definiert ist, liegt im
Endomorphismenring Endg(M). Da f € Endgna, (M) liegen soll, gilt

fom=mof,

also gilt
f(m1) = fom(my) =mo f(my).
Daraus folgt f(m) € Rm;. Es gibt also ein Element z € R, so dass

flmy) =axmy.
Fiir den allgemeinen Fall r» > 1 betrachten wir die endliche direkte Summe
(my,.... m ) eEM®...&M,
die ein halbeinfacher R-Modul ist, und die Abbildung

fxfx...xf,

die in der Tat mit allen Elementen von

Endg(M & ...®& M) = M(r x r,Endg M)
kommutiert und wenden den Fall » = 1 an. O
Korollar 4.3.2 (Satz von Wedderburn).

Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper und ist A ein Teilring von M (n x n, K), so dass
K™ einfach ist als A-Modul, so ist A schon der ganze Matrizenring,

A=M(nxn,K).
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Beweis.

Da K algebraisch abgeschlossen ist und K™ ein einfacher A-Modul sein soll, ist nach dem
Korollar aus dem Schurschen Lemma End4(K™) & K. Als einfacher A-Modul ist K™ auch
halbeinfach; nach dem Dichtesatz ist nun A dicht in Endgna, gy (K™) = Endg (K™). Da
K™ von endlich vielen m; € K™ als K-Vektorraum erzeugt wird, reicht es, die lineare Abbildung
auf endlich vielen Werten festzulegen. Es folgt die Surjektivitat von g, : A — Endg(K™). O

Bemerkung 4.3.3.

Man kann den Satz von Wedderburn auch koordinatenfrei formulieren: Ist K ein algebraisch
abgeschlossener Korper und V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und A C Endg (V) ein
Teilring derart, dass V' einfach ist als A-Modul, so gilt bereits A = Endg (V). In dieser Sprache
ldsst sich die Notwendigkeit der Bedingung “algebraisch abgeschlossen” besonders gut einsehen:
ist K C L eine endliche Korpererweiterung und betrachten wir den Teilring L C Endg(L),
wobei ein Element aus L durch Linksmultiplikation auf L wirkt. Dann ist L als Korper ein
einfacher L-Modul iiber sich selbst, aber im Fall K # L gilt schon aus Dimensionsgriinden
L # Endg(L).

Korollar 4.3.4.
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und V' eine irreduzible endlich-dimensionale Dar-
stellung der Gruppe G iiber K. So definiert die Operation von G auf V' eine Surjektion

K[G] - Endg (V)

Beweis.

Wende den Satz von Wedderburn, Korollar [4.3.2] auf das Bild von K[G] in Endg (V) an. O

Satz 4.3.5 (Fouriertransformation).
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper beliebiger Charakteristik und G eine endliche
Gruppe. Seien L1, ..., L, Repriasentanten der Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen von

G

(i) Die Operation von G definiert eine Surjektion von Ringen

F:K[G]— (EndgLy) x - x (EndgL,). (8)

(ii) Teilt die Charakteristik des Korpers K nicht die Gruppenordnung |G|, so ist dies sogar
ein Isomorphismus von Ringen.

Beweis.
(i) Der halbeinfache K[G]-Modul M := L; & --- & L, hat, da K abgeschlossen ist, den
Endomorphismenring
EHdK[G}(Ll@"'@LT):KXKX e x K.
Somit ist

EndEndK[G](M) = EndeK(M) = EHdK(Ll) X .. EndK(LT)
und die Surjektivitét folgt wieder aus dem Dichtesatz [4.3.1]
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(ii) Teilt die Charakteristik von K nicht die Gruppenordnung, so ist nach dem Satz von
Maschke der Gruppenring K[G| halbeinfach, also direkte Summe einfacher Un-
terdarstellungen. Dann folgt die Isomorphie aus dem Theorem von Wedderburn [4.2.3]
Alternativ betrachtet man a € K[G| im Kern der Surjektion. Dann ist auch die Links-
multiplikation mit a die Nullabbildung auf jedem einfachen Modul, und somit auch auf
jedem halbeinfachen Modul und damit insbesondere auf dem reguléren Modul K[G]. Dar-
aus folgt mit a = ) A\;g auch ae = 0, also A\, = 0 fiir alle Gruppenelemente g € G, mithin
a = 0.

O

Offensichtlich ist es ein wichtiges Ziel, fiir einen gegebenen Korper K und eine gegebe-
ne Gruppe G alle irreduziblen Darstellungen zu beschreiben. (Man mochte dann auch noch
Tensorprodukte von Darstellungen beschreiben kénnen.) Man beachte, dass diese Information
nicht ausreicht, um den Gruppenring als Ring zu kennen, wenn dieser nicht halbeinfach ist, also
wenn char(K) die Gruppenordnung |G| teilt. In allen anderen Fillen, insbesondere in Charak-
teristik Null, reicht aber diese Information aus. Wir wollen erste Informationen iiber irreduzible
Darstellungen im halbeinfachen Fall sammeln.

Aus Satz folgt sofort:

Korollar 4.3.6.

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und G eine endliche Gruppe, deren Gruppenord-
nung nicht durch die Charakteristik von K geteilt wird. Seien L4, ..., L, Représentanten der
[somorphieklassen einfacher Darstellungen. Dann gilt

|G| = (dimg L1)? + (dimg Lo)? + - - - + (dimg L, )?

Korollar 4.3.7.
Unter den gleichen Voraussetzungen gilt: Es gibt bis auf Isomorphie genauso viele einfache
Darstellungen von G wie Konjugationsklassen in G.

Beweis.
Das Zentrum Z(R) eines Ringes ist

Z(R):={2€ R|za=az firallea € R}.

Es ist ein kommutativer Teilring von R. Achtung: im allgemeinen ist das Zentrum Z(K[G]) des
Gruppenrings K[G] einer Gruppe G etwas anderes als der Gruppenring des Zentrums Z(G) der
Gruppe; es gilt aber K[Z(G)] C Z(K[G]).

Nach Satz ist fiir den Gruppenring einer endlichen Gruppe dimg Z(K[G]) gleich der
Zahl indquivalenter irreduzibler Darstellungen,

dimg Z(K|[G]) = |Isoklassen einfacher Darstellungen| .

Fiir ein Element im Zentrum Z(K|[G]) des Gruppenrings machen wir den Ansatz z = > A\pdp,
n
mit A\, € K. Durch den Vergleich von

zg = Y Mhog=) Nyih

heG heG

9z = Y Aguih.

heG
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finden wir Agp,—1 = Ay, fiir alle g, h € G. Man muss also nur fiir jede Konjugationsklasse von G
einen Wert fiir den Koeffizienten wéhlen, daher ist auch

dimg Z(K|[G]) = |Konjugationsklassen| .

Durch Vergleich der beiden Formeln fiir dimg Z(K[G]) ergibt sich die Behauptung des
Korollars. O

Bemerkung 4.3.8.
Wir wollen noch die Beziechung zur Fouriertransformation erkldaren. Betrachten wir dafiir die
abelsche Gruppe aller komplexen Zahlen vom Betrag Eins,

St={zeC||z| =1}.

Man kann zeigen, dass alle irreduziblen, stetigen, endlich-dimensionalen Darstellungen eindi-
mensional sind und Représentanten fiir alle Isomorphieklassen beschrieben werden durch den
Gruppenhomomorphismus

L,: S' — GL(1,C) = C* firneZ.

A AL

Als Analogon des Gruppenrings betrachten wir stetige komplexwertige Funktionen auf S?!,
CO(SY), die wir natiirlich mit den periodischen Funktionen auf R identifizieren diirfen. Das
Produkt ist hierbei durch die Faltung

fl % g(h) = / f(ha)g(a)da

gegeben, vgl. Definition [1.1.16] Die stetige Funktion f € C°(S!) operiert auf einer stetigen
endlich-dimensionalen Darstellung V' durch

fo= /51 f@pv(z)(v)dz fir oveV

insbesondere also auf der irreduziblen Darstellung L, durch Multiplikation mit
f(z)z"dz e C,
S1

was genau die Fourierkoeffizienten von f sind. Die Abbildung aus Satz
c°(s") = I EndeL, =[] C
nez nez

ordnet einer Funktion f € C°(S') also gerade die Folge ihrer Fourierkoeffizienten zu.

4.4 Charaktere

In diesem Abschnitt sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und G eine endliche Gruppe,
so dass char K die Gruppenordnung |G| nicht teilt. Es gilt dann nach Satz die Isomorphie
von Ringen

F: K[G] = (EndgL;) x -+ x (EndgL,) .
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Definition 4.4.1

Sei L eine einfache Darstellung von G. Wegen des Isomorphismus aus Satz[4.3.5] gibt es genau ein
Element e, € K|G], das durch die Identitét auf L operiert und durch Null auf jeder einfachen
Darstellung M von G, die nicht zu L isomorph ist:

idy, falls M =L

eL:M%M:{ 0 falls M einfach, M % L

Dieses Element
e = Fil (idEndKL> S K[G]

heifit Projektor oder Idempotent zur einfachen Darstellung L.

Lemma 4.4.2.
Seien (L;);=1..» Reprisentanten der Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen von G und
e; € K[G] die zugehorigen idempotenten Elemente des Gruppenrings. Dann gilt

€; 6]' = (51-]'61'

l=e14+---+e,

und die Familie (e;);=1,_, der idempotenten Elemente bildet eine Basis des Zentrums von K[G].

Beweis.
folgt sofort aus Satz iiber die Fouriertransformation. O

Wir wollen die Idempotenten explizit angeben und brauchen dafiir die folgende Definition:

Definition 4.4.3
Ftir eine endlich-dimensionale Darstellung einer Gruppe G auf einem K-Vektorraum V definiert
man ihren Charakter

xv:G— K

durch xv(g9) = Tryv g = Tr v p(g) als Funktion auf der Gruppe G und somit auf der ausge-
zeichneten Basis der Gruppenalgebra K|G|. Man kann diese Funktion zu einer Linearform auf
dem Gruppenring fortsetzen, die wir ebenfalls mit xy € K|G|* bezeichnen:

xv: K[G]— K
Es gilt wegen der Linearitét der Spur xy(h) = Tr yh fiir jedes h € K[G].
Beispiel 4.4.4.

Die Gruppenalgebra K[G] ist, wie jeder Ring, ein Modul iiber sich selbst, der sogenannte
reguldre Modul. Explizit ist diese diese Linkswirkung gegeben durch

plg): K[G] — K[G]

) (M) = S g,

heG heG

Damit berechnen wir den Charakter des reguldren Moduls zu

G| firg=e
xxi6)(9) = Tr kiep(g) = { |()| sonst.
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Wir erinnern ferner an den Isomorphismus von K[G]-Moduln aus Lemma die

Frobenius-Abbildung:
¢: K[G]* — KI[G]
f — deG f(g)g_l .
Theorem 4.4.5 (Charakter-Projektor-Formel).
Zwischen dem Charakter y, € K[G]* und dem Projektor ey, € K[G] zu einer einfachen Dar-
stellung L stellt die Frobenius-Abbildung ® die Beziehung
e —
|G

(I)(XL>

her.

Beweis.
Fiir jeden K|[G]-Modul M haben wir einen Ringhomomorphismus K[G] — Endg (M) und
konnen somit eine Abbildung

vt K[G]" 3 K[G] — Endg (M)

betrachten. Fiir eine beliebige Funktion f € K[G]* finden wir mit Hilfe des Charakters des
reguliren Moduls aus Beispiel 4.4.4]

(%) Tr ke (p(9)7xic1(f)) = D F(B)Tr kiey gh™" = |G £(g) -

heG

Wir suchen diejenige Funktion f; € K[G]*, deren Bild unter der Frobenius-Abbildung ® der
i-te Projektor ist, ®(f;) = e;. Fiir diese Funktion gilt fiir jeden K[G]-Modul L die Gleichung

L(fi) = pr(e:).
Indem wir erst Gleichung (*) und dann im zweiten Schritt den Isomorphismus aus Satz
anwenden, finden wir

1
filg) = @Tf ka1 P(9)Txic (fi)

o (9)
J=1

Die rechte Seite wertet man leicht mit Hilfe des folgenden elementaren Lemmas aus der
linearen Algebra aus: O

Lemma 4.4.6.
Ist L ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und A : L — L eine K-lineare Abbildung, so
gilt fiir die Spur der durch Prikomposition induzierten Abbildung

A,: Endxgl — EndglL
® = Aoy

die Beziehung
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Beweis.

Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei L = K™. Dann ist Endg(K") = M(n x n, K). Die
zu A gehorige Matrix muss von links mit einer beliebigen n x n Matrix multipliziert werden.
Dabei multipliziert man jeden Spaltenvektor dieser Matrix fiir sich mit A. Also operiert A, auf
jeder Spalte der n x n-Matrix wie A auf K™ selbst. Daher ist die Matrix von A, blockdiagonal
mit n Blocken der Gestalt A. O

Weiter im Beweis von Satz [4.4.5
Aus Gleichung @ folgt sofort

filg) =S ‘“fTﬁLT (Pl o) = TEEle) . O

Bemerkungen 4.4.7.
Aus den aus der linearen Algebra bekannten Eigenschaften der Spur folgt sofort:

(i) Der Charakter ist auf Konjugationsklassen konstant, also eine Klassenfunktion:
xz(ghg™') = xo(h) firalle g heG

Wir fassen durch lineare Fortsetzung den Raum der Klassenfunktionen als einen Unter-
vektorraum des Dualraums K[G]* auf.

(ii) Sind V und W Darstellungen von G, so gilt fiir ihre direkte Summe xyvew = xv + Xw-

(i) Sind V und W jeweils G-Darstellungen, so wird das Tensorprodukt der Vektorrdume
V @ W zur G-Darstellung durch

gv@w) = (gv) ® (gw) .

Es gilt
Xvew = Xv * XWw -

Warnung: dieses Tensorprodukt sollte nicht verwechselt werden mit dem Tensorprodukt
V ®@kjq W, das lediglich die Struktur eines K-Vektorraums trégt und in diesem Fall ein
Quotient des Vektorraums V @5 W ist.

(iv) Fir eine G-Darstellung V' nennen wir den Dualraum V* = Homg (V, K') mit der Wirkung
(gGN) () =Ag'v) fir A€V geG,veV

die kontragrediente Darstellung. Es gilt

xve(g9) = xvig™").

Um mehr tiber Charaktere zu lernen, definieren wir auf K[G]* ein weiteres Produkt, indem
wir die Frobenius-Abbildung zum Morphismus von Algebren

K[G]* — K[G]oPP
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erklaren. Dieses Produkt ist im Allgemeinen nicht kommutativ.

Definition 4.4.8
Fiir zwei Funktionen f1, fo € K[G]* definieren wir das Konvolutionsprodukt durch

fix fa(h) = @Y D(f1) - (f2))(R)
= (X ea J1(h) fa(h) BT hy ) (h) = 32, oep J1(ha) - fa(ha)

Lemma 4.4.9.

Sei (L;) ein Reprisentantensystem fiir die Isomorphieklassen einfacher Darstellungen einer end-
lichen Gruppe G auf einem K-Vektorraum. Dann gilt fiir das Konvolutionsprodukt der Cha-
raktere

|G|

XEXE =0 e T

XL;

Beweis.
Die Beziehung in der Gruppenalgebra K|[G]

€L, " erL; = dijeLi

fiir die Projektoren fithrt wegen y, = dilﬂG}l L<I>_1(e ) zu der behaupteten Beziehung
GI? - GI? 1 |G|
. = ) -er.) = 0;; P ) =0;i———— XIL. -
XL¢ * XL] dll’IlK Lz dlmK Lj (eLZ 6LJ> dlmK Lz dlmK Lj J (eLZ) J dlmK Lz XLl
O

Satz 4.4.10.
Sei GG eine endliche Gruppe und K ein Korper der Charakteristik Null. Dann teilt die Dimension
jeder einfachen G-Darstellung die Gruppenordnung |G|.

Beweis.
Sei L eine einfache Darstellung. Sei n = |G| die Gruppenordnung. Dann gilt ¢" = 1 fiir alle
g € G. Da der Wert x(g) des Charakters als Spur die Summe der Eigenwerte von p(g) ist,
liegt x1(¢) im Ring Z[(], mit ¢ einer primitiven n-ten Einheitswurzel.

Sei I C Z[¢] das von den Werten der Charaktere erzeugte Ideal. Aus Lemma folgt die
Inklusion
e,
dimyg L
Aus der Zahlentheorie ist bekannt, dass Z[(] eine endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe
ist. Nach Satz ist auch die Untergruppe I endlich erzeugt frei und daher torsionsfrei. Daher
ist [ = Z" fiir ein r € N. Daher muss

ID

Gl

€L

gelten, denn nur die Skalarierung mit einer ganzen Zahl bildet ein Gitter wieder auf sich ab. O
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Satz 4.4.11.
Betrachte auf dem Vektorraum K[G]* die symmetrische Bilinearform

(. ) = ﬁ > (g™

geG

Dann bilden die Charaktere eine Orthonormalbasis fiir den Raum der Klassenfunktionen
beziiglich dieser Bilinearform.

Beweis.
Nach Definition des Konvolutionsprodukts gilt

1
(0, 9) = @(90 ) (e)

mit e € G dem neutralen Element. Sei (L;) ein Reprisentantensystem fiir die Isomorphieklassen
einfacher Darstellungen. Wertet man die Gleichheit in Lemma auf dem neutralen Element
e aus und beachtet

xr(e) =Tr pple) = Tr pid, = dimg L,

so folgt
1G]
(XLi7 XLj) - 51] |G’ di

S el (&) = 8, .
my L XL, (e) J

Insbesondere sind die Charaktere einfacher Darstellungen linear unabhéngig im Raum der
Klassenfunktionen. Wegen Korollar bilden die Charaktere der irreduziblen Darstellungen
eine Basis fiir den gesamten Raum der Klassenfunktionen. O

Ist die Gruppenalgebra K [G] nicht halbeinfach, so spannen die Charaktere nur einen echten
Unterraum des Raums der Klassenfunktionen auf.

Korollar 4.4.12.
Zwei endlich-dimensionale Darstellungen einer endlichen Gruppe iiber einem algebraisch ab-

geschlossenen Korper der Charakteristik Null sind genau dann isomorph, wenn sie denselben
Charakter haben.

Beweis.
Da die Gruppenalgebra nach dem Satz von Maschke halbeinfach ist, ist nach Korollar
4.1.9| jede endlich-dimensionale Darstellung endliche direkte Summe einfacher Darstellungen.
Wir kénnen die Vielfachheit, mit der eine vorgegebene irreduzible Darstellung L in einer Zerle-
gung der Darstellung V' als direkte Summe irreduzibler Darstellungen auftritt, berechnen: gilt
V = @®]_n;L;, so folgt fiir den Charater xy = Y., n;xr, und daher (xz,xv) = nr.

Haben also zwei Darstellungen den gleichen Charakter, so treten die irreduziblen Darstel-
lungen mit gleichen Multiplizititen n; auf, und beide Darstellungen sind zur direkten Summe
@7_,n;L; isomorph. O

Es gibt natiirlich auch eine umgekehrte Version der Orthogonalitédtsbeziehungen aus Satz

bei der iiber die r verschiedenen irreduziblen Charaktere von G summiert wird.
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Korollar 4.4.13.
Sei s € G und sei ¢(s) die Anzahl der Gruppenelemente in der Konjugationsklasse von s. Dann

gilt
Z ) Gl
Xl 7, C(S) bl

ist t € G nicht konjugiert zu s, so gllt
> xilsat) =0
i=1

Beweis.

Fiir s € G sei fs die Klassenfunktion, die auf der Konjugationklasse des Gruppenelements s
gleich Eins ist und auf allen anderen Konjugationsklassen verschwindet. Da die Charaktere nach
Satz 4.4.11] eine Orthonormalbasis fiir die Klassenfunktionen bilden, kénnen wir entwickeln

— Z i Xi mit Koeffizienten Xi = (fs,xi) = %Xi(s_l).

Daher folgt

s%z

Wir betrachten noch spezieller den Fall komplexer Gruppenalgebren.

Korollar 4.4.14.
Betrachtet man auf dem Dual der komplexen Gruppenalgebra C[G] das hermitesche Skalarpro-
dukt (-, ), das gegeben ist durch

Zso

gGG

so bilden die einfachen Charaktere eine Orthonormalbasis im Raum der Klassenfunktionen.

Beweis.
o Wir zeigen fiir jeden Charakter y = xy iiber C

x(g7") = x(9).

Zu jedem komplexen Vektorraum (V,+, ) gibt es einen anderen komplexen Vektorraum
(V,+,*): als abelsche Gruppe sind beide Vektorrdume gleich, (V,4) = (V,+), aber die
Skalarmultiplikation ist mit der Konjugation getwistet:

Akvi=\-v firalle A\ e C,bv e V.
Hierbei ist A die zu \ konjugierte komplexe Zahl.

e Ist V eine G-Darstellung, so auch V mit der gleichen Abbildung eine G-Darstellung.
Beziiglich einer fest gewéahlten Basis von V' wird sie aber durch die Matrix mit komplex
konjugierten Eintragen dargestellt. Daher gilt

xv(9) = xv(9).
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e Andererseits wissen wir aus Bemerkung4.4.7|(iv), dass fiir die kontragrediente Darstellung
gilt
xv+(9) = xv(g™")

Es reicht also aus, einen Isomorphismus von G-Darstellungen
ViV

anzugeben. Nach Lemma [4.1.14] gibt es ein G-invariantes hermitesches Skalarprodukt auf
V. Wir definieren eine lineare Abbildung

V=V

auf ¢ € V* durch

p(v) = (v, u(p))
fiir alle v € V. Da (-,-) nicht ausgeartet ist, ist dies eine Bijektion. ¢ ist sogar ein G-
Morphismus, denn fiir alle g € G, v € V und ¢ € V* gilt:

(v,0(99)) = gp(v) = p(g™v) = (g7 v, 1(9)) = (v, 9u()) -
Hierbei benutzen wir die Definition von ¢, die Wirkung von ¢g auf V*, wiederum die
Definition von ¢ und die G-Invarianz des Skalarprodukts.

Bemerkung 4.4.15.

Die Werte der Charaktere der irreduziblen komplexen Darstellungen einer endlichen Gruppe G
werden in der Form einer Charaktertafel zusammengefasst. Die Spalten solch einer Tafel wer-
den durch Repréasentanten von Konjugationsklassen, die Zeilen durch irreduzible Darstellungen
indiziert. In der Tafel stehen die Werte des Charakters der entsprechenden irreduziblen Dar-
stellung auf Elementen der entsprechenden Konjugationsklasse. Uber den Konjugationsklassen
wird meist in einer eigenen Zeile deren Kardinalitéit angegeben, damit auch das Skalarprodukt
auf dem Raum der Klassenfunktionen aus der Tafel hervorgeht.

Beispiele 4.4.16.

1. Die irreduziblen komplexen Darstellungen der symmetrischen Gruppe S3 sind die tri-
viale Darstellung triv, die Signumsdarstellung sig und die Darstellung spieg als zwei-
dimensionale Spiegelungsgruppe, bei der die drei ungeraden Permutationen durch Spie-
gelungen an drei Ursprungsgeraden operieren, die paarweise den Winkel 60° einschlie-
Ben. Zeichnen wir zwei ungerade Permutationen s,t € S35 aus, so sind die Elemente von
S = {e, s,t, sts, ts, st}. Die Charaktertafel hat die Gestalt

1 3 2

e | s, t,sts| ts,st
triv 1 1 1
sig 1 —1 1
spieg | 2 0 —1

Um sich vom der Richtigkeit der unteren Zeile zu iiberzeugen, beachte man, dass jede
Spiegelung an einer Geraden in der Ebene Spur Null hat, jede ebene Drehung um 120°
jedoch Spur —1 = (3 —i—zg mit (3 einer primitiven dritten Einheitswurzel. Die Orthogona-
litdtsrelationen aus den Korollaren und {iberpriife man als Ubung.
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2. Die eindimensionalen komplexen irreduziblen Darstellungen einer zyklischen Gruppe
C,, = (g) mit einem Erzeuger g und Relation ¢g" = e finden wir mit dem Ansatz p(g) = w
mit w € GL(1,C) = C*. Aus der Relation folgt 1 = p(¢9") = p(g)" = w". Wir finden
daher n eindimensionale irreduzible Darstellungen mit Charakter

kh
xu(g") = eXP(ng) .

wobei wir h mod n betrachten. Die Charaktere sind offenbar orthogonal, da gilt

n—1
l o 27:Lik (h*h/
n

k=0

) — 5hr7r;§)/d nZ )

Fiir das Tensorprodukt dieser Darstellungen sehen wir sofort xaXn = Xath' modn. WIir
haben so alle irreduziblen Darstellungen gefunden: in einer abelschen Gruppe sind alle
Konjugationsklassen einelementig, es gibt also fiir eine endliche abelsche Gruppe so viele
Isomorphieklassen einfacher Darstellungen wie Gruppenelemente. Die Quadratsumme der
Dimensionen der n eindimensionalen Darstellungen sind offenbar gleich der Gruppenord-
nung |C,,| = n.

3. Die Diedergruppe D,, ist definiert als die Symmetriegruppe des reguldren n-Ecks. Sie
enthélt die Drehungen um Vielfache von 27” als zyklische Untergruppe der Ordnung n.
Auflerdem enthélt sie n Geradenspiegelungen. Als Erzeuger wihlen wir die Drehung r um
27 yind eine Geradenspiegelung s. Dann gelten die Relationen

n

n

=1 s*=1 und rs=sr'.

k

Die Gruppenelemente sind von der Form r*, sr* mit £ mod n. Es gibt also 2n Gruppen-

elemente.

Wir nehmen nun an, dass n gerade ist. Dann gibt es offenbar vier Isomorphieklassen
eindimensionaler Darstellungen

k k

r sr
Y| 1 1
Y| 1 -1
v | (=1)F (=D
Yy | (=DF (=D

wobei £ modulo n zu nehmen ist. Um zwei-dimensionale Darstellungen zu finden, wéhlen
wir eine primitve n-te Einheitswurzel w := exp(27i/n) und setzen fir h € Z:

whk 0 O wfhk
p(h)(rk) = ( 0 —hk ) P(h)(srk) = ( hk 0 )

w w

Man sieht sofort, dass wir A nur modulo n betrachten miissen. Ferner liefert das Vertau-
schen der Basisvektoren e; und e; der Standardbasis den Isomorphismus p(h) ~ »(n=h) Die
Darstellungen p(® und p/? sind zerlegbar, denn alle Matrizen haben die gemeinsamen

Eigenvektoren e; +e5. Daher gilt die folgende Zerlegung in eindimensionale Darstellungen:

p(o) = Do P(n/Q) s DYy .
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Fiir 0 < h < n/2 sind die Darstellungen p® irreduzibel, da die Matrix p)(r) diagona-
lisierbar mit verschiedenen Eigenwerten ist, so dass die Diagonalmatrix und die Aufler-
diagonalmatrix p®(s) nicht gleichzeitig diagonalisierbar sein kénnen. Wir finden daher
weitere Charaktere

2rkh

n

xn(r™) = 2cos xn(sr®) =0 fir 1,....n/2—1.

Man rechnet nach, dass die Charaktere alle orthogonal im Sinne von Satz |4.4.11| sind,
womit klar ist, dass die Darstellungen paarweise nicht isomorph sind. Insbesondere folgt
aus der Quadratsumme der Dimensionen

|D,| =2n= 4-1"+(n/2-1)-2% |

dass wir alle n/2 + 3 Isomorphieklassen von Darstellungen gefunden haben. Auch die
Anzahl der Konjugationsklassen

1 I G A G I R O
und die beiden Konjugationsklassen von Spiegelungen an Geraden durch Kantenmitten
bzw. durch Ecken {sr'} mit i gerade bzw. ungerade stimmt mit der Zahl der Isomorphie-

klassen iiberein.

Fiir ungerades n findet man nur zwei eindimensionale Darstellungen und die Charakter-
tafel

\ rk srk
U 1 1
(2 1 —1

Xh 2COS% Omit 0 <h <3
Im Fall von ungeradem n gibt es nur eine Konjugationsklasse von Spiegelungen.

4. Die alternierende Gruppe A4 kann identifiziert werden mit den Rotationssymmetrien eines
reguldren Tetraeders, die wir uns mit 1,2,3,4 numeriert vorstellen. Die 12 Elemente
bestehen aus

e dem neutralen Element,

e drei Doppeltranspositionen
r:=(12)(34) y:=(13)(24) =z:=(14)(23),

die eine normale Untergruppe H C A4 isomorph zur Kleinschen Vierergruppe Zs X Zs
erzeugen und geometrisch Drehungen des Tetraeders um 7 um eine Achse durch die
Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Seiten entsprechen.

e SchlieSlich gibt es noch 8 zyklische Permutationen der Ordnung 3, die geometrisch

einer Rotation um 2% um eine Achse durch einen der vier Vertizes und den Schwer-

punkt der gegeniiberliegenden Dreiecksseite entsprechen.
Wihlen wir die Drehung ¢ := (123)4, so finden wir vier Konjugationsklassen:
{1} {w,y,2} {ttety, iz} {2,072,y 122}

Sei K := {e, t,1*} = Zj eine zyklische Untergruppe von Ay, so finden wir also die kurze
exakte Sequenz von Gruppen

l1-H—->A —-K—1,
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wobei die Surjektion auf K Kern {1, z,y, z} hat.

Die Charaktere von drei eindimensionalen irreduziblen Darstellungen finden wir durch
Zuriickziehen der drei irreduziblen Charaktere der zyklischen Gruppe K. Den vierten
Charakter finden wir mit Hilfe der Orthogonalitétsrelationen:

1 3 4 4
1 = t ¢
w1l 1 1 1
xill 1 w w?
2|1 1 w? w
b 13 =1 0 0

wobei w eine primitive dritte Einheitswurzel ist. Wieder iiberpriift man leicht die restli-
chen Orthogonalitétsrelationen.

Wir beschreiben abschliefend die irreduzible dreidimensionale Darstellung: A, operiert
als Untergruppe von S; auf C* = C(ey, e, e3,¢4) durch Permutation der Elemente der
Standardbasis. Das orthogonale Komplement der trivialen Unterdarstellung C(e; + es +
es + e4) ist die gesuchte dreidimensionale irreduzible Darstellung.

Wir wollen abschlieBend noch einmal komplexe Darstellungen einer endlichen Gruppe be-
trachten.

Definition 4.4.17
(i) Die Quaternionen sind die reelle 4-dimensionale assoziative unitéire Algebra H mit Basis
1,1,j,k, wobei die Multiplikation auf den Basiselementen durch die Relationen

2 = PP=Kk=-1
ij = k.

erklart ist.

(ii) Einen  H-Modul  nennen wir auch  kurz  einen  H-Vektorraum  oder
quaternionischen Vektorraum.

Die Algebra H der Quaternionen ist ein Schiefkérper, auch Divisionsalgebra genannt, denn
jedes ag + a1i+ asj + agk € H\ {0} hat ein Inverses, ﬁ(ﬁo — a11 — agj — ask). Ein klassisches
Resultat von Frobenius besagt, dass es nur drei reelle Séh{efkérper gibt: die Kérper R der reellen
und C der komplexen Zahlen sowie die Quaternionen.

Die Benennung “quaternionischer Vektorraum” findet eine Rechtfertigung durch den folgen-

den Satz, aus dem hervorgeht, dass alle H-Moduln isomorph zu direkten Summen eines einzigen
irreduziblen H-Moduls sind.

Satz 4.4.18.
Sei D ein Divisionsring und V' ein endlich erzeugter D-Modul. Dann ist der Ring Endp(V)
halbeinfach und alle einfachen Endp(V')-Moduln sind isomorph.

Beweis.
Wie in der linearen Algebra zeigt man, dass V' eine endliche D-Basis hat. Wahle eine D-Basis
(e1,...€,) von V und betrachte



was ein Homomorphismus von R-Moduln ist. Da eine D-lineare Abbildung eindeutig auf
einer Basis festgelegt werden kann, ist der Morphismus injektiv und surjektiv, also ein
Isomorphismus von R-Moduln. Da V' als Endp(V')-Modul einfach, also auch halbeinfach ist, ist
der Ring Endp(V') halbeinfach. Nach Satz ist jeder einfache Endp(V')-Modul isomorph
zu einem Untermodul von Endp(V), also isomorph zu V. Jeder Endp(V')-Modul ist somit
direkte Summe einfacher Endp(V')-Moduln, nédmlich von Kopien von V. O

Die Verbindung zu komplexen Vektorrdumen stellt das folgende Lemma her:

Lemma 4.4.19.
Ein H-Modul ist dquivalent zu einem komplexen Vektorraum V mit einer antilinearen Abbil-
dung J, fiir deren Quadrat J? = —idy gilt.

Beweis.
Sei V' ein H-Modul. Die Wirkung mit i € H liefert dann die Skalarmultiplikation mit der
imagindren Einheit von C und versieht V mit der Struktur eines komplexen Vektorraums.
Setze J(v) = jv. Die Eigenschaften von J folgen durch Nachrechnen.

Liegt umgekehrt ein komplexer Vektorraum V' mit einer antilinearen Abbildung J vor, so
definiert man die Wirkung des Quaternions i durch die Wirkung von i € C und des Quaternions
j durch die Wirkung von J. Die Wirkung von k = ij liegt dann fest. O

Satz 4.4.20.
Sei GG eine Gruppe und V eine einfache Darstellung von G iiber C von endlicher Dimension. So
sind wir in genau einem der drei Félle:

(a) V entsteht aus einer einfachen reellen Darstellung Vg durch Erweiterung der Skalare, d.h.

V =C ®g Vi = Indg (Vi) .

Man sagt dann, V' sei von reellem Typ.

(b) V entsteht aus einer einfachen quaternionalen Darstellung Vi auf einem H-Modul durch
Restriktion der Skalare auf C C H, d.h.

V = Resg Vi

Man sagt dann auch, V' sei von quaternionalem Typ.

(c) V ist nicht isomorph zu V. In diesem Fall sagt man auch, V' sei von komplexem Typ.

Beweis.
e Ist V2V, so gilt nach dem Schurschen Lemma m

dime Homg(V,V) =1;

sind die Moduln V und V nicht isomorph, so gibt es keine nicht-verschwindenden G-
Morphismen.

Fiir einen von Null verschiedenen Homomorphismus .J € Homg(V, V) gilt

Jav =aJv firalle a€CveV
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d.h. J ist antilinear. Wenden wir die reell-lineare Abbildung, die J zu Grunde liegt,
zweimal an, so erhalten wir eine komplex lineare Abbildung, auf die wir das Schursche
Lemma anwenden konnen. Daher ist

J? = \idy mit A e C*.

Wegen _
Mo = JPv = J(J*) = Jlv = MJv

gilt A = A, also ist A reell, A € R. Ersetzen wir J durch ein komplexes Vielfaches J’, also
J' = zJ mit z € C*, so ist

(J)?2 = zJzd = |2*J* = |z]* X\ idy .
Wir finden also im Fall V 22 V einen antilinearen G-Isomorphismus J, fiir den entweder
gilt
(a) J* =idy oder (b) J* = —idy.

Im Falle (a) betrachten wir den reellen Untervektorraum der J-Fixpunkte V7 C V. Weil
die Endomorphismen p, mit J vertauschen, trégt dieser eine reelle G-Darstellung: es gilt

Jpgv = pgJv = pgyv
und somit ist fiir jedes g € G auch p,v € V7. Die Abbildung

V7 ®Qr C — V
UV Qr ()\1 + 1)\2) = Av + Aoiv

mit A, Ay € R ist dann ein Isomorphismus von komplexen G-Darstellungen. (Auf der
linken Seite operiert G nicht-trivial nur auf V7 und trivial auf C.) Im Falle (b) definiert
J nach Lemma [£.4.79 auf V' die Struktur eines H-Vektorraums.

O

Man kann an Hand der Charaktertafel entscheiden, welcher Typ von Darstellung vorliegt,
vgl. Serre, Linear Representations of Finite Groups, Springer Graduate Text 48, Proposition
39: der Ausdruck ﬁ > g x(g?) nimmt den Wert 1 fiir reelle, —1 fiir quaternionale und 0 fiir
komplexe Darstellungen an.

5 Artinsche und Noethersche Moduln

5.1 Noethersche Moduln
Sei R ein Ring mit Eins.

Satz 5.1.1.
Fiir einen R-(Links)Modul M sind folgende Bedingungen dquivalent.

(i) Jede aufsteigende Kette Ny C Ny C -+ C Np € Niyp C ... von Untermoduln von M

wird stationér, d.h. es gibt einen Index k, so dass N; = N, fiir alle ¢ > k. Man sagt auch
kurz, M erfiille eine aufsteigende Kettenbedingung.

(ii) Jede nicht-leere Teilmenge von Untermoduln von M besitzt beziiglich der Inklusion ein

maximales Element.
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(iii) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

Definition 5.1.2
(i) Ein R-Modul M, der eine der Bedingungen aus erfiillt, heiit noetherscher (Links-
)Modul.

(ii) Ein Ring R heift (links-)noethersch, wenn er als Modul iiber sich selbst noethersch ist.
(iii) Man definiert analog noethersche Rechtsmoduln und rechtsnoethersche Ringe.

(iv) Ein Ring heifit noethersch, wenn er sowohl links- als auch rechtsnoethersch ist.

Es gilt nicht, dass ein linksnoetherscher Ring automatisch auch rechtsnoethersch ist. Ein
Gegenbeispiel hierzu kommt in den Ubungen.

Bewelis.

(von f.1)

(i) = (ii) Jede nicht-leere Menge X von Untermoduln ist beziiglich Inklusion induktiv geordnet:
denn sei Ny € Ny C ... eine Kette in X, so ist [JNV; = Ny € X nach (i) eine obere

Schranke fiir die Familie {/V;}. Die Existenz eines maximalen Elements folgt nun aus dem
Zornschen Lemma.

(ii) = (iii) Sei N € M Untermodul. Wir betrachten die Menge
X :={N'|N"C N Untermodul von M, N’ endlich erzeugt}

Zumindest der Nullmodul liegt in X, 0 € X, also ist X nicht leer. Sei Ny € X ein
maximales Element. Wir behaupten, dass dann Ny = N gilt. Denn wire x € N\ Ny, so
wire (Ny,z) € X und das Erzeugnis (Ny, x) 2 Ny wére immer noch endlich erzeugt, im
Widerspruch zur Maximalitidt von Np.

(iii) = (i) Sei Ny € Ny C ... eine Kette von Untermoduln. Thre Vereinigung N’ := (JV; ist ein
Untermodul und nach Voraussetzung (iii) endlich erzeugt:
N = (xy,...,2,)

Daher gibt es & € N so dass z; € N, fiir alle ¢ = 1,...r. Hieraus folgt N’ C Ny, die Kette
der Untermoduln wird also stationér.

Beispiele 5.1.3.

1. Ist R eine Algebra iiber einem Koérper K, so ist jeder R-Modul, der endlich dimensional
iiber K ist, noethersch. Ist R selbst eine endlich dimensionale Algebra iiber einem Korper,
so ist R noethersch.

2. Halbeinfache Ringe sind nach Satz noethersch.

3. Die Untermoduln eines Ringes sind seine Ideale, die im Falle eines Hauptidealrings sogar
von nur einem Element erzeugt werden, also insbesondere endlich erzeugt sind. Nach Satz
sind also Hauptidealringe noethersch.
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4.

Wir geben ein Beispiel eines Ringes, der nicht noethersch ist:

R = {f(X)eQX]| f(0) € Z}
= {m+Xg|meZygeQX];

Jede Untergruppe G von (Q, +) gibt ein Ideal

Ag = GX + X*Q[X]

von R. Betrachte fiir jedes ¢« € N die Untergruppe G; := {%, m € Z}. Wir bekommen so

eine unendliche aufsteigende Kette von Idealen
AG2 CAG4 CAG’S C ...

in R. Beispiele fiir noethersche Ringe folgen unmittelbar aus Korollar [5.1.7] unten.

Satz 5.1.4.

(i)
(i)

Untermoduln und epimorphe Bilder noetherscher Moduln sind noethersch.

Ist U ein Untermodul und sind U und M /U noethersch, so ist auch M noethersch.

Beweis.

(1)

Sei M noethersch, U Untermodul von M. Jeder Untermodul U’ von U ist auch Untermodul
von M, also endlich erzeugt. Also sind auch Untermoduln noetherscher Moduln endlich
erzeugt.

Sei M’ ein epimorphes Bild von M, also f : M — M’ also M" = M/ker f. Sei ferner V
ein Untermodul von M’ und f~'(V) das Urbild von V unter der Surjektion f. Dann ist
f7H(V) als Untermodul des noetherschen Moduls M endlich erzeugt:

f_l(V):</Ul,...,’UT> mit ’UiEM.

Hieraus folgt
V={(vy+kerf, ... v +kerf),

also ist auch der Untermodul V' von M endlich erzeugt. Damit ist auch das epimorphe
Bild M’ noethersch.

Sei Ny C Ny C ... eine aufsteigende Kette von Untermoduln in M. Wir erhalten durch
die kanonische Surjektion p : M — M /U eine aufsteigende Kette von Untermoduln in
M/U

(N +U)/JUC (N +U)/U C ...

und durch Schnitt mit U eine aufsteigende Kette von Untermoduln in U:
NiNUCN,NUC ...
Da sowohl U als auch M /U noethersch sein sollen, gibt es ein k € N, so dass
N, +U=Np1+U=...
und Ny NU =N 1 NU = ...

Daraus folgt aber Ny = Niiq. Denn sei © € Ni.1, dann folgt aus der Stationaritét der
Kette im Quotientenmodul, dass man x schreiben kann in der Form x = y+u mit y € Ni
und v € U. Somit liegt u =x —y € UN N1 = U N N, C Ny. Daraus folgt aber x € N.
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Korollar 5.1.5.
Endliche direkte Summen noetherscher Moduln sind noethersch.

Beweis.

Seien U,V noethersche Moduln. Dann ist auch (U & V')/V = U noethersch. Aus Satz [5.1.4{(ii)
folgt nun, dass auch die direkte Summe U @& V noethersch ist. O
Satz 5.1.6.

Ein Modul iiber einem noetherschen Ring ist genau dann noethersch, wenn er endlich erzeugt
ist.

Beweis.
Jeder noethersche Modul ist als Untermodul seiner selbst endlich erzeugt. Sei umgekehrt M =
(ay,...,a,) und sei F' := R". Betrachte die Surjektion

F=R" —» M

r
(@1,0[2,...,0&7«) = Zaiai
i=1

Nach Satz ist die direkte Summe R" noethersch, nach Satz (i) ist M als epimorphes
Bild eines noetherschen Moduls noethersch. O

Korollar 5.1.7.
1. Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen sind noethersch.

2. Die endlich erzeugten abelsche Gruppen sind die noetherschen Z-Moduln.

3. Jede Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe ist endlich erzeugt.

Beweis.

1. Aus Satz folgt sofort, dass endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen
noethersch sind.

2. Da Z ein Hauptidealring ist, ist dies ein Spezialfall von (ii).

3. Folgt aus Satz|5.1.1} da eine Untergruppe einer abelschen Gruppe auch ein Z-Untermodul
ist.

O

Satz 5.1.8 (Hilbertscher Basissatz).
Sei R ein kommutativer Ring. Ist R noethersch, so ist auch der Polynomring R[X] noethersch.
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Beweis.

Sei I C R[X] ein Ideal. Sei a; C R das Ideal, das aus den hochsten Koeffizienten, den Leitko-
effizienten, aller Polynome vom Grad ¢ im Ideal I besteht. Die Multiplikation mit dem Monom
X zeigt die folgende Inklusion von Idealen von R:

ap Ca; Cay C

.. a; Qaiﬂ c....
Fiir diese aufsteigende Idealkette im noetherschen Ring R gibt es ein j, so dass gilt
a; =041 = ....

Jedes der endlich vielen Ideale a; mit ¢ < j ist nach Satz als Ideal des noetherschen Rings
R endlich erzeugt. Wahle also endlich viele Polynome aus I, deren Leitkoeffizienten alle Ideale
a; von R erzeugen.

Die Gesamtheit dieser Polynome erzeugt das Ideal I im Polynomring: sei p € I vom Grad
n, so finde o; € R mit zugehoérigem Polynom p;, so dass p und das Polynom ), a;p; X™ den
gleichen Leitkoeffizienten haben. Ihre Differenz p — > . a;p; X™ hat also Grad kleiner gleich
n — 1. Induktiv schlieffit man weiter. O

5.2 Artinsche Moduln

Artinsche Moduln verhalten sich in vielerlei Hinsicht dhnlich zu noetherschen Moduln. Wir
fassen uns daher kurz.

Definition 5.2.1

1. Ein R-Modul heifit artinsch, wenn es fiir jede absteigende Kette My D M; D My --- von
Untermoduln in M einen Index n gibt, so dass M; = M, fiir alle i > n gilt. Man sagt
auch kurz, M erfiille eine absteigende Kettenbedingung.

2. FEin Ring heifit linksartinsch, wenn er als Linksmodul iiber sich selbst artinsch ist.

3. Man definiert analog artinsche Rechtsmoduln und rechtsartinsche Ringe.

4. Ein Ring heifit artinsch, wenn er sowohl links- als auch rechtssartinsch ist.

Beispiele 5.2.2.

1. Ist R eine Algebra iiber einem Koérper K, so ist jeder R-Modul, der endlich dimensional
iiber K ist, artinsch. Ist R selbst eine endlich dimensionale Algebra iiber einem Korper,
so ist R artinsch.

2. Der Ring Z ist nicht artinsch, wie die Kette Z D 27 D 4Z D - -- zeigt. Fiir jedes positive
n € Z ist der Ring Z/nZ endlich und daher artinsch. (Der Ring Z ist aber noethersch, da
er Hauptidealring ist.)

Man kann zeigen:

Satz 5.2.3.

1. Esseien M ein R-Modul und N ein Untermodul von M. Dann ist M genau dann artinsch,
wenn M /N und N artinsch sind.
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2. Esseien My, My, ..., M, Moduln iiber R. Dann ist die direkte Summe @®_, M; genau dann
artinsch, wenn alle Summanden M; artinsch sind.

3. Jeder endlich erzeugte Modul iiber einem linksartinschen Ring ist artinsch.

Bemerkung 5.2.4.

e Man iiberlegt sich leicht: Ein R-Modul ist genau dann endlich erzeugt, wenn zu jeder
Familie (M;);c; von Untermoduln mit ) .., M; = M eine endliche Teilmenge J C I
existiert, so dass M = Z]EJ M; gilt. Ist M endlich erzeugt, M = (x1,...z,), so finde
Untermoduln M, mit z; € M,;. Dann ist offenbar M = 22:1 M;. Fiir die umgekehrte
Richtung benutze man, dass M =,  Rm und finde eine endliche Teilmenge von M,
die M erzeugt.

e Dual dazu definiert man nun: Ein R-Modul M heifit endlich koerzeugt, wenn es zu jeder
Familie (M;);e; von Untermoduln mit NM;c;M; = 0 eine endliche Teilmenge J C [ mit
ﬂjEJMj =0 glbt

e Ist V ein Untermodul eines R-Moduls M, so folgt aus dieser Definition, dass der Quoti-
entenmodul M /N genau dann endlich koerzeugt ist, wenn es zu jeder Familie (M;);cr von
Untermoduln von M mit My M; = N eine endliche Teilmenge J C I mit Nje;M; = N
gibt.

Satz 5.2.5.
Sei M ein R-Modul. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M ist artinsch.
(ii) Jede nicht-leere Menge von Untermoduln von M enthélt ein minimales Element.

(iii) Jeder Faktormodul von M ist endlich koerzeugt.

Beweis.
(i) = (i1) beweist man dhnlich wie die entsprechende Aussage (i) = (ii) in Satz fiir noethersche
Moduln.

(i1) = (i7) Seien N und (M;);e; Untermoduln von M mit N = NM;erM;. Setze X = {NjesM;|J C
I endlich}. Nach Voraussetzung enthélt X ein minimales Element N;. Es gilt offenbar
Ny D N. Wire diese Inklusion echt, so gibe es x € Ny \ N Wegen N = N/ M; gibt es
ein ¢ € I mit x & M;, also x € Ny = Ny N M;. Wir haben also Ny € X und Ny & Ny:
Widerspruch!

(i13) = (i) Fir eine absteigende Kette My D M; D My D --- von Untermoduln von M setze man
N = NienM;. Weil M /N endlich koerzeugt ist, gibt es eine endliche Teilmenge J C N
mit N = N;esM;. Ist nun n := max(.J), so folgt N = M,,, also M; = M, fiir alle i > n.

O

Wir erwidhnen abschlielend noch ohne Beweis den folgenden Satz von Hopkins: Ein links-
artinscher Ring ist auch linksnoethersch. (Die Umkehrung gilt aber nicht, wie das Beispiel des
Rings Z der ganzen Zahlen zeigt.)

Definition 5.2.6
Ein Ring heifit einfach, wenn er keine nicht-trivialen beidseitigen Ideale hat.
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Achtung: ein Ring, der einfach als Modul iiber sich selbst ist, ist immer ein einfacher Ring.
Denn die Untermoduln sind gerade die Linksideale, und der Modul hat keine nicht-trivialen
Untermoduln. Also gibt es keine nicht-trivialen Linksideale, und daher erst recht keine nicht-
trivialen beidseitigen Ideale. Die Umkehrung gilt nicht: es gibt einfache Ringe, die nicht einfach
als Moduln iiber sich selbst sind.

Theorem 5.2.7.
Fiir einen Ring R sind dquivalent

1.
2.
3.

R ist ein einfacher artinscher Ring.
R ist isomorph zu einem Matrizenring iiber einem Divisionsring.
R ist halbeinfach und alle einfachen R-Moduln sind isomorph.

R ist halbeinfach als R-Modul und in der Zerlegung von R als Linksmodul tritt nur eine
Isomorphieklasse einfacher Moduln auf.

. R ist artinsch und hat einen treuen einfachen Modul.

Beweis.
Wir beschréanken uns darauf, die Implikation (5) = (4) und (1) = (5) zu zeigen. Der Rest sind
cinfache Folgerungen aus Definitionen und dem Wedderburnschen Strukturtheorem [4.2.3]

(5) = (4)

Betrachte fiir den treuen Modul M ind fiir alle n alle R-Modulmorphismen
R— M".

Die Kerne dieser Morphismen sind (Links-)Ideale von R; da R artinsch ist, konnen wir
einen Morphismus f mit minimalem Kern wéhlen.

Wir zeigen, dass dieses f injektiv ist. Denn wére » € R\ {0} mit f(r) = 0, so kénnten
wir den treuen Modul M benutzen, um ein m € M zu finden mit r.m # 0. Dann hétte

aber
R —- MM

ro= (f(r),r.m)
einen kleineren Kern als f, im Widerspruch zur Minimalitdtsannahme fiir den Kern von

f. Also ist R ein Untermodul des homogenen (d.h. nur eine isotypische Komponente ist
nicht-trivial) halbeinfachen Moduls M™ und selbst homogen und halbeinfach.

Fiir jeden R-Modul M ist der Annulator Ann(M) ein beidseitiges Ideal. Da R einfach ist
und 1 ¢ Ann(M), verschwindet der Annulator und sogar jeder R-Modul ist treu.

Da R artinsch ist, existieren einfache Moduln: jede absteigende Kette von Idealen wird
konstant und das kleinste auftretende Ideal ist ein einfacher Modul.

O

Korollar 5.2.8.

Sei K ein Kérper und R eine K-Algebra. Sei M ein einfacher R-Modul mit dimyx M < oo,
fir den Endg (M) = Kidy, gilt. (Das ist zum Beispiel immer der Fall, wenn K algebraisch
abgeschlossen ist.) Dann ist die Strukturabbildung

R — EHdK(M)

surjektiv.
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Beweis.
Wir faktorisieren die Strukturabbildung

R End (M)
|
R/Ann(M)

Dann ist M ein treuer R/Ann(M)-Modul, so dass die Abbildung R/Ann(M) — Endg (M)
injektiv ist. Somit ist R/Ann(M) als K-Algebra endlich-dimensional und insbesondere
artinsch. Damit ist R/Ann(M) ein artinscher Ring, der einfach ist, da M einfacher Modul ist.
Nach dem Struktursatz Theorem [5.2.72 gilt R/Ann(M) = Endg (M). O

Wir ziehen noch eine Schlussfolgerung:

Korollar 5.2.9.
Sei K ein Korper und R eine einfache, endlich-dimensionale K-Algebra, dimy R = n, deren
Zentrum gleich K'1g ist. Dann gilt der folgende Isomorphismus von Ringen:

R®@k RP* = M(n xn,K) .

Beweis.
R ist als R— R-Bimodul ein R®y R°PP-Modul. Da die beidseitigen Ideale gerade die R®x R°PP-
Untermoduln sind, der Ring R aber einfach ist, ist R als R ®x R°PP-Modul einfach.
Nun gilt
Endgrg,reerR — Z(R)
;e Q)

denn r.f(1) = f(r-1) = f(1-r) = f(1).r fir alle r € R. Wir haben also die Isomorphie
Endgg,reer R = Z(R) = K .
Nach dem vorangegangenen Korollar ist dann
R ®k R°®® — Endg(R) = M(n x n, K)

surjektiv. Bild und Urbild sind K-Vektorrdume der gleichen Dimension n?, daher ist die
Abbildung sogar ein Isomorphismus. O

6 Auflosungen und abgeleitete Funktoren

Der Funktor Hom(U, —) ist genau dann exakt, wenn U ein projektives Objekts einer abelschen
Kategorie ist; dhnlich ist Hom(—, U) genau dann exakt, wenn U ein injektives Objekt ist. Der
Funktor U ® — ist genau fiir die flachen Objekte einer abelschen Tensorkategorie exakt. Wir
wollen nun diese Funktoren auf allgemeinen Objekten untersuchen.
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6.1 Projektive und injektive Auflésungen

Definition 6.1.1

1. Eine abelsche Kategorie C hat genug projektive Objekte, falls es fiir jedes Objekt M € C
einen Epimorphismus P — M — 0 aus einem projektiven Objekt P gibt.

2. Sie hat genug injektive Objekte, falls es fiir jedes Objekt M einen Monomorphismus 0 —
M — I in ein injektives Objekt I gibt.

Beispiele 6.1.2.

1. Fiir jeden Ring R hat die Kategorie R—Mod genug projektive und injektive Objekte. Dies
folgt aus der Tatsache, dass jeder Modul Untermodul eines kofreien Moduls und Bild eines
freien Moduls ist, vgl. Satz [2.4.4]

2. Die Kategorie Aby;, der endlichen abelschen Gruppen hat iiberhaupt keine projektiven
und injektiven Objekte, insbesondere nicht genug.

Bei der Argumentation miissen wir etwas acht geben: Aby;, ist eine volle Unterkate-
gorie von Ab, aber im Allgemeinen sind die projektiven oder injektiven Objekte einer
Unterkategorie nicht einfach diejenigen projektiven oder injektiven Objekte, die in der
Unterkategorie liegen. Zum Beispiel ist jeder Vektorraum iiber dem Korper Z, eine abel-
sche Gruppe, daher ist vectz, C Ab eine Unterkategorie. Jeder Vektorraum ist frei und
daher projektiv. Insbesondere ist Zs selbst in vect — Zy projektiv, nicht aber in Ab.

Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, dass fiir jedes n € N die kurze exakte Sequenz
0—> 2, — Zp2 — 2y — 0

nicht spaltet. Daher ist die zyklische Gruppe Z, weder projektiv noch injektiv. Jede
endliche abelsche Gruppe A ldsst sich nach Korollar schreiben als A = P Z,, =
[[7Z,,, ist also als Summe nicht projektiver Moduln nach Lemma nicht projektiv,
bzw. als Produkt nicht injektiver Moduln nach dem gleichen Lemma auch nicht injektiv
in der Kategorie der endlichen abelschen Gruppen.

3. Die Kategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppen hat zwar genug projektive Objek-
te (die freie abelsche Gruppe auf einem endlichen Erzeugendensystem ist projektiv und
bildet surjektiv auf eine solche Gruppe ab), aber keine injektiven Objekte. Eine endlich er-
zeugte abelsche Gruppe A lisst sich nach Korollar als endliches Produkt [[ Z,,, x Z™
schreiben. Sie ist nach Lemma injektiv in Ab, wenn jeder Faktor injektiv ist. Nach
Korollar sind aber die injektiven abelschen Gruppen genau die teilbaren abelschen
Gruppen; die Faktoren Z und Z,, sind aber nicht teilbar.

Definition 6.1.3
Sei M ein Objekt in einer abelschen Kategorie C.

1. Eine projektive Auflosung von M ist eine exakte Sequenz

=P =-P 4, —=--=P=-F—=M=0

in der alle Objekte (auBer natiirlich M) projektiv sind. Der Morphismus Py — M wird
auch Augmentation genannt.
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2. Eine injektive Auflésung ist eine exakte Sequenz

0—->M—>Qy—>Q— -,

in der alle Objekte @Q); injektiv sind.

Freie Auflésungen sind Spezialfille projektiver Auflésungen. Wir haben schon in Betrach-
tung gesehen, dass Moduln {iber Hauptidealringen freie Auflésungen der Lange 1 besitzen,

0O—>F —>Fp—M —0.

Lemma 6.1.4.
Hat eine Kategorie C genug Projektive, so hat jedes Objekt von C eine projektive Auflésung.
Hat C genug Injektive, so hat jedes Objekt eine injektive Auflésung.

Beweis.

Wir beweisen nur die Aussage iiber projektive Auflésungen; denn die Aussage iiber injektive
Auflésungen ist die entsprechende Aussage in C°PP. Zunéchst existiert ein Epimorphismus Fy —
M — 0, da C genug Projektive hat. Sei Ky := ker(Py — M). Das Objekt K ist im Allgemeinen
nicht projektiv, aber wir kénnen einen Epimorphismus P; — K von einem projektiven Objekt
P, finden. Damit ist die resultierende Sequenz

Pl P(] M O
Ko
0 0
exakt. Iteriert man dieses Verfahren, erhélt man offensichtlich eine projektive Auflésung. O

Bemerkung 6.1.5.

Um Auflésungen zu motivieren, wollen wir lineare Gleichungssysteme diskutieren. Sei K ein
kommutativer Ring und A eine K-Algebra. Sei S ein beliebiger A-Modul, B € M (q X p, A) eine
Matrix und (v;);=1, ., eine Familie von Elementen in S. Dann suchen wir Losungen (u;);=1,,
mit u; € S des inhomogenen linearen Gleichungssystems mit Werten in S

p
(*) ZBiju]‘:Ui mit ’L:L,q
j=1

e Als Beispiel konnen wir fiir K einen Korper wihlen und den Polynomring A =
K[Xi,...,Xs] in mehreren Variablen iiber einem Korper betrachten. Fiir jedes s-
Tupel (qi1,...,q9s) € K*® haben wir durch Einsetzen einen Auswertehomomorphismus
V(g ,..q) - A = K[Xq,...,X;] = K. Zieht man die durch Skalarmultiplikation gege-
bene K-Modulstruktur auf S = K" entlang ev, . 4.) zuriick, so erhélt man auf K" eine
A-Modulstruktur. Das homogene lineare Gleichungssystem zu () ist dann ein Gleichungs-
system, das polynomial von s Parametern in K abhéngt.
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e In einem anderen Beispiel ist A = R und A die Algebra der reelwertigen glatten Funktio-
nen auf einer glatten Mannigfaltigkeit X. Ist X kompakt, so sind die projektiven endlich-
erzeugten A-Moduln gerade die Rdume glatter Schnitte in Vektorbiindeln iiber X. Sei
B ein linearer Differentialoperator; hat die Mannigfaltigkeit X eine Metrik, etwa der
Laplace-Operator. Dann suchen wir Losungen des inhomogenen Systems linearer Diffe-
rentialgleichungen Bu = v.

Wir fassen die Matrix B durch Rechtsmultiplikation als Morphismus von freien A-Moduln
auf:
F1 - Aq g F(] - Ap
und betrachten nun den Quotientenmodul M := Fy/Im B. Er kommt mit einer kanonischen
Surjektion 1 : AP — M, so dass wir eine exakte Sequenz bekommen

F=ABp—a%Mm_o0.

Wenden wir fiir einen gegebenen A-Modul S den kontravarianten linksexakten Funktor
Hom4(—, S) auf diese exakte Sequenz an, so finden wir die exakte Sequenz

0 — Homu (M, S) — SP Boga

wobei nun B durch Linksmultiplikation wirkt. Insbesondere ist der K-Modul Hom (M, S) iso-
morph zum Kern und somit gleich dem Losungsraum des homogenen Gleichungssystems mit
Werten im Modul S. Man kann daher den Quotientenmodul M = AP/AYB als eine “koor-
dinatenfreie” Version des homogenen linearen Gleichungssystems ansehen, das aus der freien
Auflésung von M kommt. Die Homomorphismen aus dem Quotientenmodul M in einen Modul
S geben den Losungsraum zum homogenen Gleichungssystem fiir den Modul S. Man beachte:
wihlt man die Standardbasis (e;);=1,., AP und setzt u; := 1 (e;), dann hat M die Erzeuger
(4i)i=1,., modulo der Relationen Z;’:l Bjju; firi=1,...,q.

Wir nehmen nun an, A ist linksnoethersch. Dies ist zum Beispiel fiir den Polynomring
A = K[Xy,...,X] fir einen Kérper K der Fall. Dann ist ker B als Untermodul eines endlich
erzeugten Moduls endlich erzeugt. Wir finden einen endlich-erzeugten freien Modul F, = A"
und eine Surjektion F, — ker B. Wir konstruieren so eine Auflosung

(x) B S5 F=A15F=A4 M0

durch endlich-erzeugte freie Moduln, die insbesondere eine projektive Auflosung ist.
Wir finden wiederum durch Anwenden des linksexakten kontravarianten Hom-Funktors
einen Kettenkomplex

0 — Homu(M, S) — 57 & 51 % gr

Eine notwendige Bedingung dafiir, dass das inhomogene lineare Gleichungssystem (%) eine
Losung hat, ist somit dass Xv = 0 gilt.

Betrachten wir mit Hilfe des Komplexes (**) die homogene lineare Gleichung, die durch B
gegeben ist. Die Bilder von r Erzeugenden von Fj erzeugen den Losungsraum des homogenen
Gleichungssystems Bu = 0 in Fy. Uber Ringen, im Gegensatz zu Korpern, ist dies aber im
Allgemeinen eine Uberparametrisierung: denn im allgemeinen geht die freie Auflosung geht
weiter:

B FR=R 35F=R'2F =R - R/BR" 0.

Die Elemente des Moduls Fj beschreiben also Abhéngigkeiten zwischen Parametrisierungen;
sie heiBen Syzygien. Man kann zeigen, dass fiir den Ring K[X1,..., X;] die freie Auflésung so
gewéhlt werden kann, dass sie nach s Schritten abbricht. Fiir einen Hauptidealring wie K[X]
wissen wir schon aus Betrachtung [3.1.3] dass freie Auflésungen der Lénge 1 existieren.
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6.2 Homologie und Homotopie

Wir bezeichnen mit C'he die Kategorie der Kettenkomplexe in einer abelschen Kategorie C. Ket-
tenkomplexe wurden in Definition [I.4.T] eingefiihrt. Die Morphismen sind hierbei die “Leitern”
von Morphismen in C, also kommutative Diagramme

dn+1 dn dnfl
. Chit C, .
lfn-u jfn
dn+1 dn dn—1
. Dt D, .

Bemerkungen 6.2.1.

1. Es gibt natiirlich interessante Unterkategorien: etwa die der Kettenkomplexe, die nur
in nicht-negativem oder nicht-positivem Grad nicht verschwinden, oder die beschréinkten
Kettenkomplexe, fiir die nur endlich viele Objekte C; nicht das Nullobjekt in der abelschen
Kategorie C sind. Der Einfachheit halber werden wir im Folgenden alle Morphismen in
einem Kettenkomplex nur mit d bezeichnen.

2. In einer Ubungsaufgabe kénnen Sie zeigen, dass die Kategorie Che abelsch ist.

Definition 6.2.2
1. Sei (Cs,ds) € Che. Die i-Zykel sind definiert als Z;(C,, d,) := ker(d;—1) C C;.

2. Die i-Rénder B;(C,,d,) sind definiert als das Bild von d; in C;.

3. Das Bild B; ist ein Unterobjekt der Ketten C;. Wegen der Kettenkomplexbedingung
d?> = 0 verschwindet die Komposition der Einbettung B; — C; mit dem Differential

C; A C;_1. Daher faktorisiert die Einbettung iiber den Kern Z; von d

B ——~ C;—=Ciy
N
h N Tker d
N
Zi
mit einem Monomorphismus. Die Rénder sind also ein Unterobjekt der Zykel. Die i-te
Homologie des Komplexes C, ist definiert als Kokern dieses Monomorphismus.

Realisieren wir die abelsche Kategorie explizit als volle Unterkategorie einer Kategorie
von Moduln iiber einem Ring, so kénnen wir auch mit Elementen rechnen. Die Zykel in
Z; sind dann die Elemente

Z; = {Ci e | di_1¢; = 0}

und die Rénder
Bi = {Ci € CZ | Elbi+1 € C,L'+1 so dass dibi+1 = C; } .

Dann sind Rénder insbesondere Zykel, denn aus ¢; = d;b; 1 folgt d;_1¢; = d;_10d;b; 1 = 0.
Die Homologie ist dann der Quotient

HZ‘(C” d.) = ZZ/BZ = ker(di_l)/lm (dz) .
4. Ein Kettenkomplex C, heifit azyklisch , wenn H,,(C,) = 0 fiir n > 1 gilt.
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Bemerkungen 6.2.3.

1.

Fiir jedes n € Z ist die Zuordnung H,, : Che — C ein Funktor, denn jede Abbildung von
Kettenkomplexen bildet Kerne von d auf Kerne von d und Bilder von d auf Bilder von d
ab. Fiir einen Kettenmorphismus f wird tiblicherweise f,, statt H,(f) geschrieben.

Sei P, — M — 0 eine projektive Auflosung eines Objekts M € C. Dann ist der Komplex
P, — 0 azyklisch. Seine nullte Homologie ist Py/(Im (P, — Fy) = Py/ ker(Py — M) = M.

. Sei C, ein Kettenkomplex, der in nicht-negativen Graden konzentriert ist, der also endet

mit ... — C; — Cy — 0. Dann gilt Hy(C,) = Cy/Im (C; — Cp) und wir haben durch die
kanonische Surjektion auf den Quotienten einen surjektiven Morphismus Cy — Hy(C,).
Offenbar ist dann

o= Ch—=Chy = - = Cyp— Ho(Cy) = 0

ein Komplex. Dieser augementierte Komplex ist genau dann exakt, wenn der Kettenkom-
plex C, azyklisch ist.

. Die Bezeichnungen Zykel und Rand stammen aus der Topologie. Dort ldsst sich d, oft

interpretieren als der geometrische Rand eines Objektes, z.B. einer Mannigfaltigkeit, und
ein Zykel ist ein Objekt ohne Rand.

Betrachten wir als Beispiel einen Ring R und ein Element x € R. Dann kénnen wir aus
der Rechtsmultiplikation mit z einen Kettenkomplex

0>R3R—>0

konstruieren. Dann ist Hy(Co) = R/R.x und H,(C,) = {r € R|r.x = 0} = Ann(z).

. Als etwas komplizierteres Beispiel betrachten wir fiir beliebige Elemente a,b € R eines

kommutativen Rings R den Komplex

0—=R-—X RZ AR 0

mit Matrizen

A= (a,b) und X:(_b)

a

Dann ist Ho(C,) = R/(ax + by) ein Maf fiir die Nicht-Trivialitdt der inhomogenen
linearen Gleichung ax + by = c. Die Homologie H(C.) = {(r1,72) € R*/ria + ryb =
0}/ {(=Ab, Aa)} ist der Raum der Losungen der homogenen linearen Gleichung modulo
der trivialen Losungen.

Es ist oft iiblich, die Graduierung der Kettenkomplexe umzudrehen, d.h. die Abbildungen
gehen nun von C; nach C;;1, und die resultierende Homologie dann Kohomologie zu
nennen. Der Einfachheit halber drehen wir nichts um und definieren die Kohomologie als

H(C,,d,) :== H_;(C,,d,) und definieren auch C* = C_;.

Man beachte, dass ein Komplex genau dann exakt ist, wenn seine Homologie verschwindet.
Die Homologie misst also die Abweichung von der Exaktheit.
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9. Es kann passieren, dass eine Abbildung zwischen zwei Kettenkomplexen zwar kein Isomor-
phismus ist, aber einen solchen in Homologie induziert. Hier ist ein Beispiel fiir C = Ab:

T T | T T
0 0 Lo 0
Grad 2 1 0 -1

In beiden Fillen ist Hy = Zs, und alle anderen Homologiegruppen verschwinden. Ein
Morphismus von Kettenkomplexen f, : Cy — D,, der in jedem Grad in Homologie einen
Isomorphismus H,(f) : H,(Cs) = H,(D,) induziert, heiBt Quasi-Isomorphismus von
Komplexen.

Eine Unterklasse von Homologieisomorphismen sind durch Kettenhomotopiedquivalenzen
gegeben.

Definition 6.2.4

1. Seien f,qg : Cy¢ — Do zwei Kettenabbildungen. Eine Folge von Abbildungen h,, : Cp,_1 —
D,, mit der FEigenschaft
f—g=hod+doh

heiBt (Ketten-)homotopie von g nach f. Graphisch:

On—i—l Cn On—l Cn—2 —

s/ e s -
s Ve s P
/ # # #

¥
— Dyiq

n Dn—l Dn—Qﬁ'"'

wobei an den vertikalen Pfeilen (f — g),, und an den diagonalen Pfeilen h,, steht. Man be-
achte, dass hier kein kommutierendes Diagramm vorliegt. Existiert eine Kettenhomotopie
zwischen f und g, so nennen wir die beiden Abbildungen (ketten-)homotop und schreiben

f~g.

2. Sind f: Cy — Do und g : Dy — Cy Kettenabbildungen mit der Eigenschaft f o g ~ idp,
und g o f ~ idg,, so nennen wir die Komplexe Cy und D, (ketten-)homotopiedquivalent

und schreiben C, ~ D,. Dies definiert eine Aquiva]enzre]ation auf Kettenkomplexen.

Bemerkungen 6.2.5.

1. Eine Kettenhomotopie ist natiirlich schon aus Gradgriinden keine Kettenabbildung.

2. Die folgende Uberlegung gibt einen Hinweis darauf, warum es sinnvoll ist, Kettenho-
motopien einzufithren. Wir betrachten nur Kettenkomplexe Cy und D, von Moduln,
die in den Graden 1 und 0 konzentriert sind. Wir ordnen dem Kettenkomplex C,
die Kategorie C(C,) zu, deren Objekte die Elemente von Cj sind mit Morphismen
Hom(c,¢) :== {¢1 € Ci|de; = ¢ — '}. Die Komposition von Morphismen ist die Ad-
dition in C}.
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Dann liefert jede Kettenabbildung f, : C4 — D, einen Funktor
C(f):C(Cs) — C(Ds)

Dieser bildet das Objekt ¢q € Cj auf das Objekt f(cy) € Dy ab und den Morphismus

) S co auf f(cp) iy f(co). In der Tat gilt f(c1) € Hom (f(co), f(c})), denn

df (c1) = f(dey) = f(eo — o) = f(eo) — f(c) -

Seien f, g : Cy — D, Morphismen von Kettenkomplexen. Eine Kettenhomotopie h : g ~ f
liefert dann eine natiirliche Transformation C(h) : C(g) = C(f). Die einzige nichttriviale
Abbildung bei so kurzen Kettenkomplexen ist namlich hg : Cy — D;. Wegen

f(co) — g(co) = h_1(dco) + dho(co) = dho(co)

ist ho(co) € Hom(g(co), f(cop)). Ausserdem folgt fiir einen Morphismus ¢; € Hom(c, ¢o)
aus der Gleichung

fle1) = gle1) = ho(der) + dhi(c1) = ho(der) = ho(co) — ho(cp)

die Kommutativitét des Diagramms in C(D,)

Satz 6.2.6.
1. Kettenhomotope Abbildungen induzieren die gleiche Abbildung in Homologie.

2. Kettenhomotopiedquivalenzen induzieren Isomorphismen in Homologie.

Beweis.
Offensichtlich folgt die zweite Aussage sofort aus der ersten und der Definition [6.2.4]2.

Sei also eine Kettenhomotopie i gegeben. Wir miissen zeigen, dass h = (hod+doh) die
Nullabbildung in Homologie induziert. Schrénken wir h,, auf die Zykel ein, so gilt offensichtlich:
h‘kerd = d o h. Damit gilt aber auch, dass h|kerd C Im d, und somit h = 0 in Homologie. O

In Beispiel [6.2.3]9 ist der Kettenhomomorphismus, der einen Homologieisomorphismus in-
duziert, allerdings keine Kettenhomotopiedquivalenz: alle Kettenabbildungen von dem unteren
Komplex in den oberen sind null, also kann es kein Inverses bis auf Homotopie geben.

6.3 Das Fundamentallemma der homologischen Algebra

Die folgende Aussage ist zentral fiir die gesamte homologische Algebra:

Satz 6.3.1.
Sei f: M — N ein Morphismus in einer abelschen Kategorie, P, — M — 0 ein Kettenkomplex
aus projektiven Objekten und N, — N — 0 eine beliebige exakte Sequenz.
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1. Dann gibt es eine Fortsetzung f, : Po — N, von f zu einem Morphismus von Kettenkom-
plexen.

2. Je zwei solche Fortsetzungen f,, f. sind kettenhomotop.

Analoge Aussagen gelten natiirlich auch fiir injektive Auflosungen.

Bewelis.

e Betrachte das Diagramm

Py —Ye M

|

| lf

Y
N, N 0

Da F, projektiv ist, gibt es ein Fortsetzung des Morphismus fod zu Py — Ny, so dass das
entstehende Diagramm kommutiert. Diese Fortsetzung ist im Allgemeinen nicht eindeutig.
Bezeichnet M’ C P, den Kern der oberen horizontalen Abbildung, also den Kern des
Differentials, und N’ C Ny den Kern der unteren, so betrachten wir die Einschrinkung der
Abbildung Py — Ny auf M’'. Sei x € kerd = M’', dann gilt dfy(x) = fi(dz) = f1(0) =0,
also erhalten wir durch Restriktion auf kerd eine Abbildung f’ : M’ — N’. Wir haben
also ein neues Diagramm
P —— M

|
| i
Y
Ny—— N —= 0
in dem die untere Zeile wiederum exakt ist. Da auch P, nach Voraussetzung projektiv

ist, kann man in der gleichen Weise wie vorhin fortfahren und erhélt einen Morphismus
P, — Nj. Insgesamt finden wir eine Fortsetzung iiber die gesamten Auflésungen.

e Fiir den zweiten Teil der Aussage geniigt es zu zeigen, dass jede Hochhebung f, der Nul-

labbildung M 5N kettenhomotop zur Nullabbildung auf dem Kettenkomplex ist, d.h. es
gibt eine Kettenhomotopie h, so dass f = hod+doh gilt. Betrachte das Leiterdiagramm:

Py—%4o M

N

Ny —> Ng——= N —=0

Da do fy = 0od = 0 gilt, liefert f, einen Morphismus Py — ker(Ny — N). Wegen
der Exaktheit der Sequenz N, ist der Morphismus N; — ker(N, — N) surjektiv. Im
Diagramm

Py

-

ho 7~
-

N1 ;ker(No — N)—)-O

erhalten wir wegen der Projektivitét von Py eine Hochhebung hg : Py — N; iiber N —
ker(Ng — N) — 0, so dass d o hg = fo. Ahnlich wie vorher lésst sich das Argument jetzt
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fiir den Morphismus f; — hg o d wiederholen:

p—4~p,

v
g ’ Lﬁy lfO
»

Ny ——= Ny —=kerd —0

Beachte, dass in dem Quadrat nur das untere Dreieck kommutiert! Es gilt aber d o (f; —
hood) =do fi — food = 0. Damit ldsst sich f; — hg o d zu einer Abbildung h; nach N
hochheben, so dass do hy + hgod = f; gilt. Iteriert man die Konstruktion, ist der Beweis
vollsténdig.

Korollar 6.3.2.
Je zwei projektive (injektive) Auflésungen eines Objekts sind kettenhomotopie-aquivalent.

Beweis.

Seien P, und P, zwei projektive Auflosungen eines Objekts M € C. Dann koénnen wir wegen
Satz [6.3.1]1 die Identitét auf M fortsetzen zu Morphismen von Kettenkomplexen f : Py — P,
und f' : P, — P,. Dann ist aber auch f o f’ eine Fortsetzung der Identitéit idy, zu einem
Endomorphismus des Kettenkomplexes P.. Eine andere Fortsetung der Identitit id,, ist
natiirlich die Identitét in jedem Grad. Nach Satz [6.3.1]2 sind diese beiden Fortsetzungen
kettenhomotop. Somit stellen f, f* eine Kettenhomotopiedquivalenz dar. O

Die Idee ist nun, Objekte der Kategorie C durch Kettenkomplexe von besseren, d.h. hier
projektiven oder injektiven Objekten zu ersetzen. Wie wir gerade gesehen haben, kénnen auch
die Morphismen bis auf Kettenhomotopie geliftet werden.

Sei nun F' ein additiver Funktor, F' : C — D. Durch termweise Anwendung von F auf
einen Kettenkomplex P, in Che erhélt man wegen der Additivitdt von F wiederum einen
Kettenkomplex F'(P,). Selbst wenn P, exakt ist, ist der Kettenkomplex F'(P,) im Allgemeinen
nur dann exakt, wenn der Funktor F' exakt ist.

Definition 6.3.3
Seien C, D abelsche Kategorien und F' : C — D ein additiver Funktor.

1. Hat C genug Projektive, so sind die linksabgeleiteten Funktoren L, F : C — D von F auf
Objekten gegeben durch die Homologie des Komplexes F'(P,):

L,F(X):=H,(F(PR,)),
wobei P, — X eine beliebige projektive Auflésung von X ist.

2. Hat C genug Injektive, so sind die (rechts-)abgeleiteten Funktoren R"F : C — D analog
auf Objekten definiert:

R'F(X) = H"(F(L,)) ,

wobei X — I, eine injektive Auflésung ist.

Bemerkungen 6.3.4.
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e Die abgeleiteten Funktoren verschwinden, wenn der Funktor F' exakt ist.

e Wegen des Fundamentallemmas sind die abgeleiteten Funktoren bis auf Isomorphie
wohldefiniert: denn wenn P, und P. zwei verschiedene projektive Auflosungen sind, so

gibt es nach Korollar eine Kettenhomotopiedquivalenz P, ~ P,; deren Bild unter F’
liefert eine Kettenhomotopiedquivalenz F(P,) ~ F(P,). Aus Satz folgt dann, dass
die Homologiegruppen isomorph sind.

e Aus dem Fundamentallemma folgt auch, dass die abgeleiteten Funktoren wirklich
Funktoren sind, also auch auf Morphismen definiert sind. Denn ist f : X — Y ein
Morphismus, so kann man f bis auf Homotopie in eindeutiger Weise zu einem Morphismus
fo 1 Ps — Q. der projektiven Auflésungen P, und ) hochheben. Damit erhélt man
einen Morphismus F(f,) : F(P,) — F(Q.) von Kettenkomplexen, der wiederum einen
Morphismus F(f,). auf der Homologie induziert. Aus Satz folgt, dass dieser nicht
von der Wahl der Liftung f, abhéngt. Dass die Funktoraxiome erfiillt sind, iberpriift man
leicht.

Lemma 6.3.5.
Sei ein Funktor F rechtsexakt; dann gilt LoF = F. Sei F' linksexakt; dann gilt R'F = F.

Beweis.
Wir zeigen nur den ersten Teil der Aussage. Ist P, — X eine projektive Auflésung, so impliziert
die Rechtsexaktheit von F', dass die Sequenz

F(P)— F(P) — F(X)—0
exakt ist. Also gilt mit Hilfe des Homomorphiesatzes
F(X) = F(R)/(ker(F(FR) = F(X)) = F(Py)/Im (F(P)) = Ho(F(F,)) -
(]

Wir werden ab sofort linksabgeleitete Funktoren nur fiir einen rechtsexakten Funktor und
rechtsabgeleitete Funktoren nur fiir einen linksexakten Funktor betrachten.

6.4 Die lange exakte Sequenz

Wir haben bereits in Lemma gesehen, dass die abgeleiteten Funktoren L, F’ bzw. R"F
verschwinden, wenn der Funktor F' exakt ist. Um Aussagen im Fall zu machen, wenn die abge-
leiteten Funktoren nicht verschwinden, brauchen wir die lange exakte Sequenz von abgeleiteten
Funktoren. Wir brauchen dazu einige Vorbereitungen.

Lemma 6.4.1 (Schlangenlemma).
Das folgende Diagramm in einer abelschen Kategorie C sei kommutativ mit exakten Zeilen:

(%) M — M —— M 0

Ao

0 N ——=N N"

Dann gibt es eine exakte Sequenz

ker f' — ker f — ker f” % coker f' — cokerf — coker f”
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mit einem Morphismus 0, der im Beweis beschrieben wird. Der Name “Schlangenlemma” erklart
sich, wenn man oben die Zeile ker f' — ker f — ker f” und unten die Zeile coker f* — coker f —
coker f” hinzunimmt:

ker f' ker f ker f" - - j

I
|
. R A

: Nl L N N//
|

L > coker f’ —— coker f —— coker f”

Ist M" — M ein Monomorphismus, so auch ker f* — ker f. Ist N — N” Epimorphismus, so
auch coker f — coker f”.

Beweis.

Durch Diagrammjagd, wobei wir nach dem vollen Einbettungssatz voraussetzen diirfen, dass
C eine volle abelsche Unterkategorie von Moduln iiber einem Ring R ist. Fiir Beweise solcher
Lemmata, die Diagrammjagd vermeiden, verweisen wir auf Saunders MacLane, Categories for
the Working Mathematician, p. 202 ff.

e Zunéchst zur Konstruktion von 0. Sei m” € ker f”. Da M — M" surjektiv ist, gibt es ein
Urbild mg € M, und wegen der Exaktheit bei M hat jedes andere solche Urbild die Form
m = mg + «(m') fiir m" € M’. Nun wird f(mg) € N unter N — N” nach 0 abgebildet,
denn es war m” € ker f”. Aus der Exaktheit der unteren Zeile an beiden Stellen folgt,
dass es ein eindeutiges ny € N’ gibt mit ny — f(mg). Hétten wir an Stelle von mg € M
mit m := mg + ¢(m’) mit m’ € M’ gearbeitet, so wire wegen N’ > nj + f'(m/) — f(m) €
N das Element n{, + f'(m’) ein Urbild von f(m). Somit ist die Klasse [ng] =: d(m”)
wohldefiniert bis auf ein Bild unter f’, also wohldefiniert in coker f’. Nach Konstruktion
ist d ein Modulmorphismus.

e Zum Beweis der Exaktheit konnen wir uns auf zwei Stellen beschréanken, z.B. Exaktheit bei
ker f und Exaktheit bei ker f”. Die Zusatzaussage iiber die Injektivitidt von ker f* — ker f
ist offensichtlich, und die Exaktheit bei coker f’ und cokerf und die Zusatzaussage iiber
die Surjektivitit folgen dann durch Ubergang zu der opponierten Kategorie CoPP,

e Exaktheit bei ker f. Aus der Exaktheit der oberen Zeile folgt sofort, dass das Bild von
ker f/ — ker f im Kern von ker f — ker f” liegt. Sei m € ker f mit m — 0 € M".
Wegen der Exaktheit der oberen Zeile gibt es ein Urbild m' € M’, von dem aber noch
gezeigt werden muss, dass es im Untermodul ker f/ C M’ liegt. Aus f(m) = 0 folgt
f'(m’") — 0 € N. Da die untere Zeile exakt ist, ist ¢ : N' — N injektiv; also muss schon
f'(m') = 0 sein.

e Exaktheit bei ker f”. Wir verwenden die Bezeichnungen von Elementen aus dem ersten
Teil des Beweises, wo die Schlangenabbildung konstruiert wurde. Zunéchst zeigen wir,

dass die Komposition ker f — ker f” 2 coker f' null ist. Ist m” € M” das Bild eines
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Elements m € ker f unter M — M", so ist f(m) = 0 und es gilt nach Konstruktion von
0, dass d(m”) = 0.

Sei nun m” € ker dNker f”; gesucht ist ein Urbild in ker f. Wir finden wegen der Exaktheit
der oberen Zeile ein Urbild m € M, das aber nicht unbedingt in ker f liegt. Aber f(m) € N
hat ein Urbild n’ in N’, da f(m) — 0 € N”. Da nach Annahme 9(m”) = 0 gilt, gibt es
ein Urbild m’ € M’ von n'. Sei my das Bild von m' in M, also my = ¢(m'). Die Differenz
0 :==m — my € M hat das gleiche Bild in M” wie m, also das vorgegebene m”. Es gilt
aber auch

f(6) = f(m) = f(mo) = f(m) = of(m) = f(m) =" =0 .

Im letzten Schritt wurde benutzt, dass n’ ein Urbild von f(m) € N ist. Also ist § das
gesuchte Urbild von m” in ker f.

Bemerkung 6.4.2 (Natiirlichkeit).

Aus der Konstruktion folgt, dass der Schlangenmorphismus 0 natiirlich ist, d.h., wenn wir einen
Morphismus von Diagrammen D; — D, der Form (%) in Satz haben, so kommutiert das
Diagramm

d
ker(f,g1 :]\Ig1 — ]\/Ygl)—>coker(fb1 : ]\/[l’)1 — Nbl)

| |

ker(fp, : Mp, — Np,) —8>coker(fb2 : Mp, — Np,)

Die Kategorie der Kettenkomplexe Ch¢ einer abelschen Kategorie ist wieder eine abelsche
Kategorie. Daher ist klar, was eine kurze exakte Sequenz

0— M, — My — M! —0

von Kettenkomplexen ist. Insbesondere gilt fiir eine exakte Sequenz von Kettenkomplexen, dass
fiir jedes n die Sequenz 0 — M/ — M,, — M) — 0 exakt ist.

Satz 6.4.3.
Ist 0 = M, — M, — M — 0 eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen in C, so gibt
es eine lange exakte Sequenz

oo Hy(MD) = Ho(M)) — Hy (M) 2 H_ (M) — - -
in Homologie.
Bewelis.

Wir nehmen wieder an, dass C eine volle Unterkategorie der Kategorie der R-Moduln iiber
einem Ring R ist. Das kommutierende Diagramm

0 M M, M 0
dt dj dl
0— M) | — M, My, 0
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zusammen mit dem Schlangenlemma liefert, weil der Kern des Differentials d gerade die
Zykel und das Bild die Rénder sind, eine lange exakte Sequenz

/ "
M, M, M),

0= Z,M' = Z,M — Z,M" — = .
Bn—lM/ Bn—lM Bn—lM”

— 0

Daher sind die Zeilen exakt in dem kommutierenden Diagramm

M!/B,M' — M,/B,M —> M"/B,M" —0

i ] ]

O—>Zn,1M/ anlM anlM”

In diesem Diagramm gilt ker d = H,, und cokerd = H,,_;. Also liefert eine erneute Anwendung
des Schlangenlemmas die lange exakte Sequenz in Homologie. O

Satz 6.4.4 (Hufeisenlemma).

1. Sei C eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven, D eine beliebige abelsche Kategorie
und F' : C — D ein linksexakter additiver Funktor. Sei

0—MS5ME M —0
eine kurze exakte Sequenz in C. Dann gibt es eine lange exakte Sequenz in D
0— RF(M') — - — RFEM) "5 Rip) "5P Rip(M") 2 RAF(OM) — -

2. Hat C genug Projektive und ist der Funktor F' rechtsexakt, dann gibt es eine lange exakte
Sequenz in D

oo LiEM)Y "B L) PP LMy B L FOMY) S - LyF(M”) = 0

Der Homomorphismus 0 heifit Verbindungshomomorphismus.

Beweis.
Um abgeleitete Funktoren zu berechnen, miissen wir projektive Auflosungen von P, —

M', P, — M und P! — M" betrachten. Um Satz anwenden zu konnen, sollen aber
diese Auflosungen eine kurze exakte Sequenz 0 — P. — P, — PJ) — 0 von Kettenkomplexen
bilden, d.h. es soll das Diagramm

P — P, ——=P'

/ 1/
Poé- 0—>-P0

"
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kommutieren. Hierbei sind ¢ und ¢’ die Augmentationen aus der projektiven Auflésung von
M’ bzw. M". Dann folgt die Behauptung aus Satz [6.4.3]

Dazu wahlen wir uns zwei projektive Auflosungen P, — M’ und P — M" und setzen
Py := Fy & PY. Wir betrachten auf der ersten Komponente ¢ o€’ : Pj — M. Fiir die zweite
Komponente beachten wir, dass M — M" surjektiv ist, und benutzen die Projektivitat von B,
um €” zu einem Morphismus P} — M zu heben. Zusammen erhalten wir einen Morphismus
€: Py=PF,® Py — M, so dass das Diagramm

0 P ) P! 0
0 M —t M M 0
0 0 0

kommutiert. Die beiden unteren Zeilen sind exakt. Aus dem Schlangenlemma folgt, dass die
obere Zeile exakt ist und coker(e) = 0, so dass Py — M surjektiv ist.
Damit haben wir die erste Etage aufgefiillt. Wir erhalten nun die Situation

0 — ker(€¢') — ker(¢) — ker(¢") —0

0 0 0

die wieder ein Hufeisen ist, und fahren induktiv fort. O

Bemerkungen 6.4.5.

1. Die rechtsabgeleiteten Funktoren eines linksexakten Funktors verschwinden genau dann,
wenn der Funktor /' exakt ist. Die Exaktheit von [ folgt hierbei aus dem Verschwinden
von R'F bzw. L F, vgl. auch die Ubungen.

2. Aus der Natiirlichkeit der Schlangenabbildung kann man auch hier Natiirlichkeitsaussagen
ableiten: wenn

0 M:! M, M 0
0 N! N. N 0

ein kommutierendes Diagramm von exakten Sequenzen von Kettenkomplexen ist, so er-
halten wir einen Morphismus zwischen den zugehtrgen langen exakten Sequenzen aus
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Satz also eine kommutierende Leiter

o Hy (M) —= Hy(My) —= Hy(MY) 2= Hy (M) — -

| L |

-+ Hy(Ng) — H;(N,) — H;(N,') S i-1(Ng) —= -+~

Wenn
0 M’ M M 0
0 N’ N N 0

ein kommutatives Diagramm mit kurzen exakten Zeilen in einer Kategorie C mit genug
Projektiven ist, so kommutiert auch die induzierte Leiter aus Satz [6.4.4]

o L;F(M') 2> LiF(M) -2~ L;F(M") —2> L \F(M')"*— . —— LoF(M") = 0

| | l |

oo LiF(N') =2~ L;F(N) 2> L;F(N") =2 L;_\F(N')"— .- — = LyF(N") = 0

6.5 Tor und Ext

Die wichtigsten abgeleiteten Funktoren sind die Ableitungen des Tensorprodukts und des Hom-
Funktors.

Definition 6.5.1
Sei R ein Ring.

1. Definiere zu einem R-Rechtsmodul X einen Funktor Fx : R—Mod — Ab durch Fx(Y) :=
X ®g Y. Dieser Funktor ist rechtsexakt (vgl. Beispiele|2.3.12.3). Seine linksabgeleiteten
Funktoren bezeichnen wir mit

Tor®(X,Y) := L, Fx(Y) .

2. Definiere zu einem R-Modul X einen Funktor Gx : (R—Mod)°®® — Ab durch Gx(Y) :=
Hompg(Y, X). Gx ist linksexakt (vgl. Beispiele|2.3.12.5). Seine rechtsabgeleiteten Funkto-

ren bezeichnen wir mit
Exth(Y, X) = R"Gx(Y) .

In der Definition von Ext wird eine injektive Auflosung in (R—Mod)°PP verwendet. Dies ist
aber tatséchlich das gleiche wie eine projektive Auflosung in R—Mod.
Folgende Beobachtungen folgen sofort aus den Definitionen:

e Tor*(X,Y) = 0 fiir alle Y und fiir alle n > 0 genau dann, wenn der Rechtsmodul X flach
ist.

o Exth(Y, X) =0 fiir alle Y und fiir alle n > 0 genau dann, wenn der Modul X injektiv ist.
e Tor und Ext sind nicht nur Funktoren in der Variablen Y, sondern auch in X.

Beispiele 6.5.2.
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1. Sei R = Z und Y = Z,. Eine freie und daher auch projektive Auflésung des Z-Moduls
Y =7, ist gegeben durch den augmentierten Komplex

02572 —7Z,—0.

Wir berechnen nun TorZ(X,Y) fiir den Z-Modul X = Z,,. Wegen Z,, @z 7 = Z,, liefert
Tensorieren der zugehorigen projektiven Auflosung mit Z,, den Komplex

0= Zpm = Ly — 0,
dessen Homologie Tor?(Z,,, Z,) ergibt:

7 : fallsk=0,1
Z ~ ggT(m,n)s >
Tory (Zum, Zn) = { 0; sonst.

Dazu schreibe n = g - x mit g := ggT(m, n) und = € N. Die Multiplikation mit der zu m
teilerfremden Zahl x wirkt auf Z,, als Isomorphismus. ker n- = ker g- sind alle Vielfachen
von m/g, also eine zyklische Gruppe der Ordnung g. Der Kokern cokern- = cokerg- ist
der Quotient von Z,, modulo aller Vielfachen von ¢, also ebenfalls eine zyklische Gruppe
der Ordnung g.

Nach Lemma [6.3.5 muss Tor fiir £ = 0 mit dem urspriinglichen Funktor {ibereinstimmen:
Torg(X,Y) = X ®z Y, vgl. Beispiel [1.2.6((iii).

In der Tat verschwinden die hoheren (d.h. & > 2) Tor-Gruppen iiber Z fiir alle Z-Moduln:
weil Z ein Hauptidealring ist, kann man nach Bemerkung [3.1.3| stets eine freie Auflosung
konstruieren, die in den Graden 0 und 1 konzentriert ist.

Wir berechnen auch noch Tory(Z, Z,) als Homologie des Komplexes
0=>Z57Z—0

und finden
Tor (2, 7,) 22, 27 2z Z, und Tor¥(Z,Z,)=0 .

Der Funktor Tory(—,Z,) kann nur dann auf endlich erzeugten abelschen Gruppen nicht
verschwinden, wenn sie einen Torsionsanteil haben, daher sein Name.

2. FEine sehr dhnliche Rechnung zeigt, dass

7 ; falls k=0,1
k ~ ggT(m,n)) )
Bty (Zim, Zn) = { 0; sonst.

Die Bezeichnung Ext kénnen wir erst in Kapitel erklédren.

3. In dem folgenden Beispiel gibt es unendlich viele nichttriviale Tor-Gruppen: Sei R =
Z[t]/(t™ — 1) der Gruppenring der zyklischen Gruppe Z,, iber den ganzen Zahlen. Wéhle
R-Moduln X =Y = 7Z mit trivialer Modulstruktur £.m = m. Wir behaupten, dass
eine projektive (und sogar freie) Auflosung gegeben ist durch den projektiven Anteil des
augmentierten Komplex

B RYRERY RS Z S0

wobei € definiert ist durch Einsetzen von 1, also €(t) = 1 und N := 1+¢ +--- +¢" L.
Man rechnet namlich leicht nach, dass (1 —¢)N = 1 — ¢" gilt, also ein Kettenkomplex
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vorliegt. Wir zeigen Exaktheit: die Klasse eines Polynoms f € Z[t] im Quotientenring R
verschwindet genau dann, wenn f ein Vielfaches von 1 — " ist. Der Ring Z[t] ist nach
dem Satz von Gauf} faktoriell. Daher ist ein Vielfaches von N genau dann ein Vielfaches
von 1 —t", wenn es auch durch 1 — ¢ geteilt wird. Der Komplex ist also exakt.

Nach Tensorieren der projektiven Auflosung iiber R mit Z mit der gleichen R-
Modulstruktur mit der trivialen Modulstruktur erhilt man in allen Graden R ®pr Z = 7Z.
Die von 1 — t induzierte Abbildung wird durch Einsetzen von ¢t = 1 zu Null, die von
der Multiplikation mit /N induzierte Abbildung wird die Multiplikation mit n € N. Also
ergibt sich der Komplex

572525725750,
Somit gilt
Z; falls k =0 (vgl. Lemma|6.3.5))
Tori(Z,Z) = { Z,; falls k ungerade
0 falls £ > 0 gerade.

4. Es ist klar, dass fiir einen freien Z-Modul A gilt Ext}(A,Z) = 0. Ob umgekehrt aus
Ext}(A,7Z) = 0 folgt, dass der Z-Modul A frei ist, ist eine iiberraschend subtile Frage,
deren Antwort von der zu Grunde gelegten Mengenlehre abhéngt (Hilton-Stammbach,
Second Edition, Seite 330 “note to the third corrected printing”).

6.6 Symmetrie von Tor und Doppelkomplexe

Es liegt nahe, eine zweite Variante Tor’ von Tor zu definieren, indem man die erste Variable
projektiv auflést. Ahnlich gibt es eine Variante Ext’ von Ext, bei der fiir festes X’ die links-
abgeleiteten Funktoren des linkssexakten Funktors Hompg(X, —) : R—Mod — Ab betrachtet
werden.

Wir zeigen die Isomorphie von Tor und Tor’, indem wir zeigen, dass Tor zu einem dritten
Funktor Tor isomorph ist, der offensichtlich symmetrisch in seinen beiden Variablen ist; analoge
Aussagen gelten fiir Ext. Dazu benotigen wir Doppelkomplexe.

Definition 6.6.1

1. Die Kategorie der Doppelkomplexe in einer abelschen Kategorie C hat als Objekte Tripel
(Xij,dn, dy) bestehend aus Objekten X;; fiir i, j € Z von C und Morphismen dj, : X;; —
Xi—l,j und dv : Xij — Xi,j—l so dass g]lt

dpd, = —dydy, dpdy, =d,d, =0.
Die Summe i + j heifit der Totalgrad des Objekts X;;.

2. Die Morphismen von Doppelkomplexen sind gegeben durch Familien von Morphismen
fij + Xij =Y, die mit den Differentialen dj;, und d,, kommutieren.

3. Mit Hilfe von Koprodukt und Produkt assoziiert man zu einem Doppelkomplex zwei
einfache Komplexe

‘X00|n = H X’U (TOtX..)n = H XZ]
i+j=n itj=n
wobei die Differentiale in beiden Féllen gegeben sind durch d = dj, + d,,. Beide Komplexe
werden als Totalkomplex bezeichnet.
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Bemerkung 6.6.2.

1. Man beachte, dass die bei Doppelkomplexen iibliche Indizierung von Zeilen und Spalten
nicht die von Matrizen gewohnte ist!

2. Das Diagramm

dp,
Xij——=Xi1

L d'U l dU
dp,

Xij1—= X141

kommutiert also nicht. Die Schiefkommutativitat der Differenziale, dnd, = —d,dy, stellt
vielmehr sicher, dass die Totalkomplexe | X| und TotX wieder Kettenkomplexe sind: Ist
x € X5, so gilt fir d = dj, + d,

d(dz) = d(dpz + dyz) = dpdpx + dpdyz + dydpe + dydyz = 0.

Definition 6.6.3

1. Sei R ein Ring. Seien (P,,d) ein R°*P-Kettenkomplex und (Q.,d) ein R-Kettenkomplex.
Definiere einen Doppelkomplex (P ®g ())e.s von Z-Moduln durch

(P®rQ)i; =P ®rQ;,

wobei die Abbildungen fiir p € P;,q € (); gegeben sind durch d,(p ® q) = d(p) @ q und
dy(p ® q) = (—1)'p ® d(q). Wir nennen i den Grad von p und schreiben |p| = i. Wenn
wir abstrakt den Grad von d mit —1 definieren, da d von P, nach P, geht, so ist die
obige Vorzeichenkonvention ein Sonderfall von folgender Konvention, der sogenannten
Koszulregel:

Immer, wenn ein Element vom Grad i an einem Element vom Grad
j vorbeigeschoben wird, wird ein Vorzeichen (—1)% eingefiihrt.

2. Wir nennen dann den Totalkomplex |P ®r Q| das Tensorprodukt der Kettenkomplexe P,
und Q,.

3. Sei (P,,d) ein R-Kettenkomplex, so definiere einen Doppelkomplex Homp (P, Q))es vOn
abelschen Gruppen durch

Hompg(P, Q);; == Homg(P;, Q;) .

Hierbei sind die Differentiale des Doppelkomplexes natiirlich durch Vorschalten und Nach-
schalten der Differentiale von P, und ), gegeben.

Bemerkung 6.6.4.

Tensorprodukte von Kettenkomplexen treten zum Beispiel im folgenden Problem auf: seien X
und Y topologische Réume. Singuldre Homologie ordnet diesen Kettenkomplexe Co(X) und
Co(Y) zu. Das Eilenberg-Zilber Theorem besagt, dass der Kettenkomplex Co(X X Y') des kar-
tesischen Produkts kettenhomotop zum Tensorproduktkomplex Co(X) ® Co(Y') ist.

Wir benotigen noch einen Hilfssatz, um Totalkomplexe zu untersuchen:
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Lemma 6.6.5.
Sei X,e €in Doppelkomplex in einer abelschen Kategorie C. Falls fiir jedes j € Z gilt, dass der
Zeilenkomplex X, ; exakt ist, so ist

1.

der Totalkomplex | X| exakt, falls es ein N € Z gibt, so dass X;; = 0 fiir alle Zeilen j < N
gilt;

. der Totalkomplex TotX exakt, falls es ein NV € Z gibt, so dass gilt X;; = 0 fiir alle Spalten

1< N.

Die Bedingungen (1) und (2) sind natiirlich immer erfiillt, falls X in beiden Indizes nicht-
negativ graduiert ist. Beide Bedingungen sind keine notwendigen Bedingungen; man sagt, sie
stellen die “Konvergenz” sicher.

Beweis.
e Fiir den Beweis von (1) diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass N = 0 gilt, an-

sonsten kann der Komplex vertikal verschoben werden. Ebenso ist es genug, Exaktheit des
Totalkomplexes an der Stelle | X |y zu zeigen, denn durch Rechts- oder Linksverschiebung
von X kann jeder andere Totalgrad in Totalgrad Null geschoben werden.

Es gilt

|X|0 = @nGZX—n,n = @nZOX—n,n .
Sel x = (g, Tng—1,-- -, T0) € | X|o ein Element, mit z,, € X_,,,,, fir das d(z) = 0 gilt.
Wegen dyx, € X_,,_1, und dyz, € X_,,,,_1 bedeutet dies fiir die homogenen Komponen-
ten

dv(ﬂfz) + dh(wz‘—l) =01in X—i,i—l fiir 0 S 1 S No + 1. (*)
Da z,,+1 = 0 gilt, ist fiir ¢ = ng + 1 speziell
dh(xno) =0.

Da die Zeilen nach Voraussetzung exakt sind, folgt aus dj,(x,,) = 0, dass es ein y,, €
X not+1me gibt mit dp(Yn,) = Tny-

Wir finden nun induktiv Elemente y,, € X_, 11 ,, so dass gilt

dh(yno) = Tn,
dh(yz) = T; — dv(yi+1) fir 0 <i< no

Denn es gilt fiir 0 <17 < ng

dh(Ii - dv(yi—‘rl)) = dh(ﬂﬁz‘) + dvdh<yz’+1> Ié' dpx; + dvl’z‘+1 - dvdv<yi+2)

so dass wir wegen der Exaktheit der Zeilen y; € X_; 1, finden mit

@y

dryi = x; — dy¥iyr -

Damit ist mit y = (Yng, ..., Yo) € | X1 ein Element mit d(y) = x gefunden. Der Totalkom-
plex | X ist somit exakt.

Beim Beweis der Aussage iiber Tot(X) nehmen wir N = 0 an und betrachten
(...,x_9,2_1,20) € (TotX)g, wobei die Folge unendlich viele nicht-verschwindende Ein-
trage x; € X_;; haben kann. Wir erhalten wiederum Gleichungen d,(x;) + dp(z;-1) = 0
fiir alle 7 < 0. Aus der Abbruchbedingung folgt, dass die 0-te Gleichung die Form dpz¢ = 0
hat, so dass wir auf Grund der Exaktheit der Zeilen ein yy € X o finden mit d,yo = . So
16st man wie oben sukzessive weiter und erhélt eine Folge von y; € X_; 1 ;, die unendlich
viele nicht-triviale Eintrdge haben kann, was ja fiir ein Element von Tot X erlaubt ist.
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Sei P, — X eine projektive Auflésung von R°’P-Moduln, ) — Y eine projektive Auflosung
von R-Moduln. Um einen in beiden Auflésungen symmetrischen Komplex zu bekommen, be-
trachten wir das Tensorprodukt der Auflésungen und die Homologie des zugehorigen Totalkom-
plexes und setzen

Tor. (X,Y) = Hy(|P ©r Q) .

Satz 6.6.6.
Fiir einen R-Rechtsmodul X und einen R-Linksmodul Y gilt

—R
Tor®(X,Y) = Tor, (X,Y) .

—R
Da Tor, (X,Y) durch einen Doppelkomplex konstruiert wurde, der in beiden Argumen-
ten symmetrisch ist, folgt, dass wir auch den anderen Tensoranden hétten projektiv auflosen
konnen.

Bewelis.

e Scien P, — X und Q. — Y projektive Aufldsungen. Wir bezeichnen mit P, den aug-
mentierten Komplex mit ]5n = P, firn > 0 und P_; = X. Der augmentierte Komplex
P, ist exakt, und da Q; projektiv fiir jedes 7 ist, ist nach Satz |1.4.10| auch jedes @Q; flach
und somit der Doppelkomplex P ®p Q zeilenweise exakt. Nach Lemma w ist damit
der Totalkomplex |P ® Q| ebenfalls exakt.

e Trivialerweise ist B
0— X[-1]—-PFP —PFP.—0

eine kurze exakte Sequenz von Komplexen, wobei X[—1] den Komplex bezeichnet, der
in Grad —1 den Modul X enthélt und 0 iiberall sonst ist. Da ); projektiv ist, liefert
Tensorieren mit @, eine exakte Sequenz von Doppelkomplexen. Da der Funktor | — |, der
Doppelkomplexe auf Komplexe abbildet, exakt ist, erhalten wir eine kurze exakte Sequenz
von Totalkomplexen

0= |X[-1]0Q|—=|PRQ| = |PoQ|—0

Da der mittlere Komplex P ®p Q, wie im ersten Schritt gesehen, exakt ist, also seine
Homologie verschwindet, zerfillt die dazu nach Satz gehorige lange exakte Sequenz
fiir n > 0 in Stiicke, die vom Verbindungshomomorphismus geliefert werden:

0= H,|PRQ|— H, 1| X[-1]®Q| =0,
also in Isomorphismen.

e Wir bestimmen die abelschen Gruppe in Bild und Urbild des Isomorphismus: nach Defi-
nition von Tor gilt fiir die abelsche Gruppe im Urbild

—R
Ho|P © Q| = Tor, (X,Y) :

fiir die abelsche Gruppe im Bild finden wir nach Definition von Tor

Hya| X[ Q= H. (X ®Q) = Torf(X, Y).

Damit ist die Isomorphie der Funktoren Tor und Tor gezeigt.
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Wenn der Ring R kommutativ ist, sind die beiden Tensorprodukte X ®gr Y und Y ®p
X definiert und isomorph durch Vertauschung der Faktoren. Seien P, — X und Q¢ — X
projektive Auflésungen. Dann haben wir die die Isomorphie

PQ — Q®P
v, @w, — (—1)Mw,®v, firv, € P, und w, € Q,

von Doppelkomplexen. Wir finden somit

Tor(X,V) = Tor, (X,Y) = H.(P®rQl)
H.(|IQ ®p P) = Tor, (X, Y) = Tor''(V, X)

1%

Also ist im Falle eines kommutativen Rings R auch der abgeleitete Funktor Torf kommutativ
in den beiden Argumenten.

Im Fall von Ext konnen wir auch statt das erste Argument projektiv das zweite Argument
injektiv auflosen:

Satz 6.6.7.
Seien X,Y € R—Mod und Y — I, eine injektive Auflosung und P, — X eine projektive
Auflésung. Setze:

Ext?(X,Y) := H"(Homz(X, 1)) und Extp(X,Y) := H,(TotHompg (P, I1.)) .
Hierbei graduieren wir den Komplex abelscher Gruppen mit
Hom(P,, 1,); j := Hom(P_;, [;) .

Dann gilt -
Exth(X,Y) 2 Extp(X,Y) & Ext}(X,Y)

Beweis.
Ubung. O

6.7 Erweiterungen von Moduln

Wiéhrend die Bezeichnung “Tor” sich nach Beispiel mit der Torsion in abelschen Gruppen
erkldren lasst, ist bisher unklar geblieben, wofiir “Ext” steht. In diesem Abschnitt wird eine al-
ternative Definition von Ext-Gruppen durch Aquivalenzklassen von Erweiterungen (extensions)
von R-Moduln durch andere R-Moduln vorgestellt, die auf Yoneda zuriickgeht.

Sei C eine abelsche Kategorie und seien M, N zwei Objekte in C. Betrachte fiir n > 1 die
Mengen von exakten Sequenzen

Ex"(M,N)={0 > N—>X, 1 > X, 29— Xg—=>M—0}/~,

wobei ~ die Aquivalenzrelation ist, die erzeugt wird von FE ~ E’, wenn es eine Leiterabbildung
E — E’ gibt, die auf den M- und N-Eintrigen die Identitat ist. Es reicht hier nicht aus,
nur Isomorphie auf den Eintrdgen von M und N zu fordern. Man beachte, dass aus dem
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Neunerlemma im Falle n = 1 folgt, dass der Morphismus X, — X{ ein Isomorphismus
ist. Im allgemeinen sind die Leiterabbildungen jedoch keine Isomorphismen.

Wir wollen nun Ex" zu einem Funktor C°PP x C — Set machen. (In Lemma werden wir
dann sehen, dass er Werte in abelschen Gruppen annimmt.) Um den Funktor auf Morphismen
zu definieren, seien gegeben eine Erweiterung

E=0—-N—=X,—M—0)e€Ex*(M,N)

und Morphismen
f:M —-M und g¢g:N— N'.

Betrachte fiir f das Pullback-Diagramm

Xo—2 - M

wobei der Morphismus X; — Xy — M aus der exakten Sequenz E kommt und daher gleich
Null ist. Betrachte den Komplex

ffE: 0-N—=X, 1= =X —>XoxuM —-M =0
Dual definieren wir durch einen Pushout unter N, vgl. Abschnitt 2.5, einen Komplex
¢6E: 0N —-X,  UNN =X, o— - = Xg—>M-—0.

Lemma 6.7.1.
1. Die Komplexe f*E und g.E sind wieder exakt. Ihre Aquivalenzklasse héngt nicht von der
Wahl des Représentanten fiir die Aquivalenzklasse in Ex ab.

2. Wir erhalten so einen Funktor C°PP? x C — Set.

Beweis.

1. Fiir die Wohldefiniertheit muss gezeigt werden, dass f* nicht vom Représentanten £ der
Aquivalenzklasse abhéngt. Sei also

E:0 Jﬂf X, J\H4 0
E':0 N X! M 0

eine elementare Aquivalenz von exakten Sequenzen und f : M’ — M ein Morphismus.
Dann erhalten wir auf Grund der Funktorialitét (4) des Pullbacks eine Abbildung

X()XMM/—>X6XMM/,

die zusammen mit den anderen Morphismen X; — X/ eine elementare Aquivalenz zwi-
schen f*E und f*E' liefert. Das duale Argument wenden wir auf g, an.
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2. Auflerdem miissen wir uns iiberlegen, dass der eben konstruierte Komplex f*FE exakt und
somit eine Erweiterung ist.

— Die Abbildung X x,; M’ — M’ ist surjektiv, denn zu m’ € M’ finde x € Xy mit
f(m') =dz, da d: Xg — M surjektiv ist. (z,m’) ist dann das Urbild von m’ € M’
im Faserprodukt Xy x»; M’.

— Der Morphismus X; — Xg xp; M’ ist x — (dz,0), was wegen d(dx) = 0 = f(0)
wirklich im Faserprodukt Xy x,; M’ liegt. Daher ist
ker(X1 — XO XM M,) = ker(X1 — Xo) =Im (X2 — Xl) .

— SchlieBlich enthélt ker(Xy xp; M’ — M') die Elemente von Xy x,; M’ der Form
(x,0). Fiir diese muss aber dr = f(0) = 0 gelten. Wegen der Exaktheit von F ist
dann aber x € Im (X; — Xj) und somit (x,0) € Im (X; — Xo xpr M').

Das Argument fiir die Exaktheit des Komplexes g, F ist wieder dual.

3. Nun zum zweiten Teil des Lemmas, der Funktorialitéit: seien My f# M, f# My zwei
Morphismen; es ist zu zeigen, dass (fp o f1)* = fi o f§ gilt. Dies folgt sofort aus dem
kanonischen Isomorphismus

(Xo Xarg M) Xpry Mo = X Xpgy Ms
vergleiche Bemerkung [2.5.2f (5).

4. Wir miissen nun noch zeigen, dass f*g, = g,f* ist fir f: M’ — M und g : N — N'. Das
ist klar fiir n > 2, da die beiden Funktoren dann auf verschiedenen Teilen der exakten
Sequenz operieren. Aber fiir n = 1 folgt aus dem Diagramm

0y
N

M

N/

der Isomorphismus
(X XM M/) L|NJ\7/g (X|_|NN/) XNM/

den man am besten elementweise nachrechnet, und der eine Aquivalenz der Sequenzen
f*g.E und g.f*E erzeugt.

O

Wir wollen nun noch die Mengen Ex™ mit der Struktur von abelschen Gruppen versehen.
Seien E, E' € Ex"(M, N). Fiir n > 2 betrachten wir das Pullback-Diagramm

d’opro

X1 @ X

XQ XM X6—>X6

dopry j ld/

Xo M
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und das duale Pushout-Diagramm. Wir definieren einen Komplex E+ E’ durch direkte Summen
und den gestrichelten Morphismus im Diagramm:

E+E :0-5N—=>X, 1UNX, | =X, 20X, = =>X106X] > XoxuX;—>M—=0.
Im Fall n = 1 miissen wir den mittleren Term des Komplexes E + E’ definieren als
{(z,2) € X & X'|d(x) = d'(2)}/(d(n),0) ~ (0,d'(n))(n € N) .

Lemma 6.7.2.
Die Mengen Ex"(M, N) erhalten so eine wohldefinierte abelsche Gruppenstruktur.

Beweis.

e Zunichst zeigen wir die Exaktheit des Komplexes F + E'.

— Die Exaktheit ist klar bei den mittleren (direkten Summen-)Gruppen.

— Exaktheit bei M ist Surjektivitiat: gegeben m € M, finde xy € Xy und zj € X mit
dxy = m und d'z{, = m, wegen der Surjektivitét in den Erweiterungen E, E’. Dann
ist (g, xf) das gewiinschte Urbild.

Zur Exaktheit bei Xy Xy X{: Der Kern in X x5, X{ ist genau ker(Xy — M) Xy,
ker(X! — M) = Im (X, & X! — Xo xar X2).

Die Exaktheit bei N und bei X,,_; Uy X/, folgt dual.

e Die Assoziativitdt und Kommutativitdt der Summen ist aus der Definition sofort ersicht-
lich. Wir beschreiben das neutrale Element; dieses ist fiir n > 2 gegeben durch

0oNS NS0 M3 M0

bzw. fiir n = 1 durch die zerfallende kurze exakte Sequenz.
e Den Bewelis fiir die Existenz von Inversen lassen wir aus.

O

Der folgende Satz erklart die Bezeichnung Ext. Gleichzeitig macht er Erweiterungen von
Moduln durch projektive Auflésungen berechenbar.

Satz 6.7.3.
Hat die Kategorie C genug Projektive, so gibt es einen natiirlichen Isomorphismus von Funktoren
Ex" = Ext".

Beweis.

e Sei P, — M eine projektive Auflésung von M. Sei E € Ex"(M, N). Dann hat nach dem
Fundamentallemma das Hochhebungsproblem fiir die Identititéit id,

P —2>P, P, P, P, M 0
\% Y \ s Y
FE 0 N X1 X2 Xo M 0
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eine Losung. Wegen der Kommutativitit des Quadrats ganz links auflen gilt f, o d = 0,
also liegt

f € ker(Hom(P,, N) & Hom(P,1, N)) .

Wir konnen daher die Klasse
O(E) = [fn] € Ext"(M,N)
betrachten.

Wir zeigen zunéchst, dass ®(E) € Ext" (M, N) wohldefiniert ist: das Element héngt weder
von der Wahl der Hochhebung f, der Identitét id;; noch von der Wahl der Erweiterung £
innerhalb einer Aquivalenzklasse ab. Dann zeigen wir, dass ® : Ex"(M, N) — Ext™(M, N)
ein Isomorphismus von abelschen Gruppen ist.

Das Fundamentallemma |6.3.1| garantiert eine Hochhebung f,, : P, — N, die eindeutig bis
auf Homotopie ist. Das heifit, jede weitere Losung ist von der Form f,,+Hod = f,+d*(H),
wobei H : P,_; — N Teil einer Kettenhomotopie ist. Da dies keinen Unterschied in
Homologie macht, ist die erste Wohldefiniertheit gezeigt.

Also ist die Klasse von f, in H"(Hom(F,, N)) = Ext"(M, N) wohldefiniert, wenn wir
zeigen konnen, dass sie invariant unter der Aquivalenzrelation in Ex ist. Ist aber E —
FE’ eine elementare Aquivalenz, so konnen wir fiir diese die Hochhebung P, — E' der
Identitat speziell so wihlen, dass es die Hochhebung P, — F von id,, ist, gefolgt von der
Aquivalenzabbildung E — E’. Da diese per Definition die Identitit auf N ist, erhalten
wir das gleiche Element in Ext”.

Wir wollen eine Umkehrabbildung von & konstruieren. Sei dazu f : P, — N ein Re-
priasentant eines Elementes von Ext" (M, N). Betrachte das Pushout-Diagramm

b,

und konstruiere daraus mit Argumenten dual zu denen im Beweis von Lemma eine
exakte Sequenz

0O—+N—=>NUp Ph1—PFP,o—FP, 35— —=F—=M-=0.

Sie bestimmt ein Element in Ex". Es ist klar, dass die Komposition Ext — Ex — Ext
die Identitét ist; die andere Richtung ist gegeben durch das folgende Diagramm, das eine
Aquivalenz in Ex angibt:

O—>'N—>N|_]pnpn_1—>Pn_2 P[) M 0
| [ o]
0 N—%.x,  —4 X, , . X, M 0

Es ist klar, dass unter ® die Null in Ex" auf die Null in Ext" abgebildet wird, denn wir
kénnen als Hochhebung auf P, den Nullmorphismus wéhlen.
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e Wir miissen nun noch zeigen, dass die Bijektion zwischen Ext" und Ex" die Addition
respektiert. Dazu beobachten wir zunédchst, dass wir die Addition in Ext"™ wie folgt cha-
rakterisieren kénnen.

Sei A : M — M@&M die Diagonalenabbildung und ¥ : NN — N die Summenabbildung,
SO ist

Hom(M, N) @ Hom(M, N) — Hom(M & M, N @& N) RN Hom(M, N)

wegen
Yo (f,9)eoA(m) =X (f(m),g(m)) = f(m)+g(m)
die Addition der abelschen Gruppe Hom(M, N) und ebenso

Ext(M, N) @ Ext(M, N) — Ext(M & M, N & N) =2 Ext(M, N)
die Addition der abelschen Gruppe Ext(M, N): es gilt
YA (feg)=f+g.

Fiir Ex" wurde die Funktorialitit in Lemma fiir A* durch ein Pullback und fiir
>, durch einen Pushforward definiert. Genau diese Operationen treten aber auch in der
Definition der Summe in Lemma [6.7.2] auf. Daher gilt auch in Ex":

E+FE 2N A (E®FE),

wobei E @ E' die direkte Summensequenz von N & N nach M & M ist. Wahlen wir eine
projektive Auflosung P, von M, so konnen wir in dem Diagramm

P,®P,—> - —=P ®Py——= M®M—0
l(fn,fg) L(fn,fa) H
Eo FE: NeN— - — X X|— M&M—0

die Hochhebung als die direkte Summe der Hochhebungen f, f* definieren, die zu E bzw.
E’ gehoren. Die Anwendung von Y, A* zeigt dann die Additivitét.

Beispiel 6.7.4.
Sei p eine Primzahl; dann gilt nach Beispiel in der Kategorie der abelschen Gruppen
Extly,(Z,, Z,) = Z,. Wir wissen also, dass es p Aquivalenzklassen von Erweiterungen

0—=2Z,—G—Z,—0

geben muss. Fiir die nicht-trivialen Gruppenelemente von Exthb(Zp, Zy) ist G = Z,e, fiir das
neutrale Element G = Z,, X Z,.

Die Darstellung durch den Yoneda-Ext erlaubt es uns, noch mehr Struktur auf die Gesamt-
heit der Gruppen Ext*(M, N) zu finden. Ist £ € Ex"(M, N), E' € Ex"(Q, M) mit m > 0 und
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n > 0, so liefert die Komposition Xg — M — X, einen Morphismus. Aus der Exaktheit von
Xy —>Xo—>M—0und 0 - M — X/, _, folgt, dass

0—N—7—X, Xo X

M

) X} Q

wieder eine Erweiterung ist.
Wir definieren Ex’(M, N) als Hom(M, N); die Multiplikation Ex® x Ex® — Ex" ist dann
einfach die Komposition von Morphismen. Ferner setzen wir

Ex’ x Ex" — Ex°
(f,E) — f'E
bzw.
Ex"” x Ex’ — Ex°
(E> g) )

Satz 6.7.5 (Yoneda-Produkt).
Ist £ € Ex"(M,N),E" € ExX™(Q, M), so definiere das Yoneda-Produkt EE’ € Ex"""(Q, N)
durch die Erweiterung

0O=>N-=>X, 1> =X X, = —2X2Q,

Die Abbildung (E, E') — E - E’ ist eine wohldefinierte, bilineare, assoziative Multiplikation.

Beweis.
Die Assoziativitat fiir n, m > 0 ist sofort klar. Ebenso die Wohldefiniertheit, denn zwei elemen-
tare Aquivalenzen kénnen zu einer Aquivalenz des Produktes zusammengeklebt werden.

Die Assoziativitit fiir den Fall, dass n = 0 oder m = 0 gilt, entspricht dann genau der
Funktorialitdt von Ex" aus Lemma [6.7.1] O

6.8 Die Kiinneth-Formel

Wir hatten in Definition [6.6.3|2 das Tensorprodukt von Kettenkomplexen X, und Y, von R-
Moduln als Totalkomplex | X, ®@g Ys| definiert. Wir wollen die Homologie eines solchen Tensor-
produkts Cy ®g D, durch die Homologien von C, und D, ausdriicken. Wir miissen uns hierbei
auf den Fall beschrénken, dass R ein Hauptidealring ist. Insbesondere ist dann R kommutativ.

Beispiel 6.8.1.
Sei R = Z und seien C, = D, in Grad Null konzentrierte Komplexe mit Eintrag Z,. Sei C|

der Komplex mit Z in Grad 0,1 und 0 — Z 2 7 — 0. Dann haben nach Beispiel [6.2.3| die
quasiisomorphen Komplexe Cy und C’ isomorphe Homologie,

H,(C,) = Hy(C,) firallepeZ.
Es ist H(Co ® D,) = 0, aber H,(C, ® D,) = Zy wegen

Cl@De:0— Ty 7y —0.
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Das Tensorprodukt der quasiisomorphen Komplexe C, und C7 mit dem Komplex D, ist
nicht quasiisomorph. Das Tensorprodukt ist also nicht vertraglich mit Quasiisomorphisen und
daher fiir komplexe ein schlechter Begriff.

Insbesondere reicht die Homologie der Komplexe nicht aus, um die Homologie des Tensor-
produkts zu bestimmen.

Wir machen im folgenden Theorem daher mehr Annahmen, die insbesondere in Beispiel
die in einem Grad konzentrierten Torsionsgruppen eliminieren.

Theorem 6.8.2 (Kiinneth).

Seien C,, Dy Kettenkomplexe von Moduln iiber einem Hauptidealring R. Sei einer der Kom-
plexe flach, d.h. alle involvierten Moduln sind flach. Dann gibt es eine natiirliche kurze exakte
Sequenz

0~ @ Hy(C.)®r Hy(Ds) S Hi(Co® D)) — @ Torf(H,(C), Hy(Da)) = 0 |
ptq=n p+q=n—1

wobei ( durch die Inklusion
Zp(CO) @R Zq(DO) - Zp+q(C° QR D-)

von Zykeln erzeugt wird. Die Sequenz spaltet, aber nicht natiirlich.

Beweis.
e Wegen der Isomorphie von Tensorproduktkomplexen iiber dem Ring R

C.@RD. — D.@RC.
c®d — (-1)PMd®c firceCy,undde D,

konnen wir ohne Verlust der Allgemeinheit annehmen, dass der Komplex C, flach ist.

e Wir fithren fiir Zykel und Rénder die Bezeichnungen ein

Zp = Zp(Cs) By := B,(C,)
710 1= Zp(D.) E10 i= By(D.)

und betrachten die dazu gehorigen Komplexe mit verschwindendem Differential. Wir er-
halten eine exakte Sequenz von Komplexen

0= Ze 5% Co 3 B[-1]. = 0.

Da R ein Hauptidealring ist, sind alle Komplexe wieder flach, da sie aus Unterobjekten
flacher Objekte bestehen. Wir erhalten wie im Beweis von Satz eine exakte Sequenz
von Komplexen

L®1d 8®1d

0—>Z.®RD C@RD B[—l].@RD.—)O

Hieraus erhalten wir nach Satz [6.4.3 eine lange exakte Sequenz in Homologie, die wir
symbolisch so schreiben:

H(Z ®RD (L®id)«

®RD

H(Cy®g D,)

wobei alle Morphismen Grad 0 haben, aufler dem Morphismus w, der vom Verbindungs-
homomorphismus erzeugt wird und der Grad —1 hat. Machen wir die Gradverschiebung
bei B, riickgéingig, so erhalten wir Grad 0 fiir w und —1 fiir 0.
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e Wir analysieren die Homologie H(B[—1]®gD,). Im ersten Tensoranden ist das Differential
trivial, so dass wir (nach Anderung von Vorzeichen) mit dem Differential id ® 0 arbeiten
kénnen. Weil B, fiir alle n flach ist, sind Kern und Bild dieses Differentials Tensorprodukte
des Kerns und Bilds des Differentials in D,. Daher gilt

H,(B[~1]e ®g Ds) = (Bse ®r H(D4))n—1

Analog folgt
Hy(Ze @ D) = (Za ®r H(D,))y, -

Somit erhalten wir eine lange exakte Sequenz in Homologie

Zo @r H(D.) (). H(C,®rD.) (%)

\ (Boid).

Be ®@p H(D,)

e Wir miissen nun noch den Morphismus w analysieren, der vom Verbindungshomomor-
phismus herkommt. Stellen wir dc ® [z] € B ®g H(D,) durch dc ® z dar, so zeigt sich,
dass w(dc® [z]) die Homologieklasse von dc ® z in Z, ® H(D,) ist und w somit durch die
Inklusion B, — Z, erzeugt wird.

Damit ist klar, dass (2 ®id), die Abbildung H(C,) @ H(D.) < H,(C\ ® D,) induziert,
wenn man modulo Réndern rechnet, also modulo dem Bild von w.

e Wir brauchen eine weitere exakte Sequenz: tensoriert man die kurze exakte Sequenz
0— By = Zg — H(Cy) = 0

mit H(D,) und beachtet, dass Tort(Z,, H(D,)) = 0, weil der Komplex Z, flach ist, so
erhélt man aus der langen exakten Sequenz in Homologie die exakte Sequenz

0 — Torf(H(C,), H(D,)) — Be®@rH(Dy) = Zy@pH (D) — H(C)@rH(D,) — 0 (¥%)
von Komplexen.

Nach (%) ist der Kern von ¢ das Bild von w. Daher ist Z, @ g H(D,)/ ker ( = cokerw -

H(C,) ®r H(D,) und wir finden Injektivitét
0 — H(C.) ®r H(D.) > H(Cy @5 D.) .
Wir miissen noch den Kokern von ¢ bestimmen. Wir finden

coker¢ = H(C, @ D.)/Im ¢ 2 H(Cy @5 D.)/ ker(d @ id),
D m(0®id), < kerw ) Torl(H(CL), H(D.)) .

—

wobei wir bei (H) den Homomorphiesatz angewendet haben.

e Fiir den Beweis, dass die Kiinneth-Sequenz spaltet, verweisen wir auf Hilton-Stammbach,

V.2

O

Ein wichtiger Spezialfall ist der, wenn C, flach ist und D, ein R-Modul A, konzentriert in
Grad 0.
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Korollar 6.8.3 (Universelles Koeffiziententheorem in Homologie).
Sei R ein Hauptidealring, C, ein flacher Kettenkomplex von R-Moduln und A ein R-Modul.
Dann gibt es eine natiirliche kurze exakte Sequenz

0= H,(C.) @p A > Hy(Cy @5 A) — Tor®(H,_1(C.), A) =0 .

Diese exakte Sequenz spaltet, und zwar natiirlich in A, aber nicht natiirlich in C,.

Beweis.
Es bleibt die Natiirlichkeitsaussage zu zeigen, fiir die wir wieder auf Hilton-Stammbach
verweigen. O

Wir halten auch entsprechende Theorem fiir Ext fest, fiir deren Beweis wir auf Hilton-
Stammbach, §V.3 verweisen:

Theorem 6.8.4.
Seien C,, D, Kettenkomplexe von Moduln iiber einem Hauptidealring R. Sei der Komplex C|,
frei. Dann gibt es eine natiirliche kurze exakte Sequenz

0 [I Exth(H,(C.),Hy(Ds)) — Hy(Homp(Ca, Da) < @ Homp(Hy(Cu), Hy(Da)) =0,

q—p=n+1 g—p=n

wobei ¢ den Morphismus f € Z,(Homg(C,, D,)) auf den induzierten Morphismus £, :
H,(C,) — H,(D,) abbildet. Die Sequenz spaltet, aber nicht natiirlich.

Wir erhalten analog das

Korollar 6.8.5 (Universelles Koeffiziententheorem in Kohomologie).
Sei R ein Hauptidealring, C, ein freier Kettenkomplex von R-Moduln und B ein R-Modul.
Dann gibt es eine natiirliche kurze exakte Sequenz

0 — ExthL(H,_1(C.), B) — H"(Homp(C,, B)) - Homp(H,(C.), B) = 0 .

Diese exakte Sequenz spaltet, und zwar natiirlich in B, aber nicht natiirlich in C,.

7 Gruppenkohomologie

7.1 Definition und Beispiele

Sei GG eine Gruppe. Unter einem G-Modul verstehen wir in diesem Kapitel der Kiirze halber
einen Z[G]-Modul. Dies ist natiirlich nichts anderes als eine abelsche Gruppe M zusammen mit
einer G-Operation G — Autz(M) durch Morphismen abelscher Gruppen. Ist A eine abelsche
Gruppe, so verstehen wir A auch als G-Modul mit der trivialen Operation, p(g) = id4 fiir alle
g€ qG.

Wir definieren zunéchst:

Definition 7.1.1
Die Invarianten M© eines G-Moduls M sind die Fixpunkte der G-Operation:

MC = {m € M|g.m = m fiir alle g € G} .
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Die Koinvarianten Mg sind definiert als Quotient

Mg =M/(gm—mlge G,me M) .

Wir machen Invarianten und Koinvarianten zu additiven Funktoren
(=), (=) : Z[G]—Mod — Ab ,

die auf einem Z[G|-Modulmorphismus f : M — N folgendermaBen definiert sind. Aus g.m = m
fiir alle g € G folgt g.f(m) = f(g.m) = f(m) fir alle g € G, so dass die Einschriankung von
f auf die Invarianten ein Homomorphismus ¢ : M¢ — N¢ abelscher Gruppen liefert. Weil

flgm —m) = gf(m) — f(m) gilt, faktorisiert der Homomorphismus M Iy N N auf einen
Homomorphismus abelscher Gruppen fg : Mg — Ng auf den Koinvarianten,

M- N
Mg - -> Ng

Lemma 7.1.2.

Es gibt natiirliche Isomorphismen M¢ = Homyg)(Z, M) und Mg = Z Q) M, wobei die abel-
sche Gruppe 7Z mit der trivialen Links- bzw. Rechtsmodulstruktur versehen wird. Insbesondere
ist nach Beispiel .4 der Invariantenfunktor (—)¢ linksexakt und der Koinvariantenfunktor

(—)c rechtsexakt nach Beispiel [2.3.12]3.

Beweis.
Fiir den ersten Isomorphismus beachte, dass ein Element aus Homgz(Z, M) durch das Bild des
Erzeugers 1 € Z eindeutig festgelegt ist. Damit der Homomorphismus in Homgg (Z, M) C
Homg(Z, M) liegt, muss fiir alle g € G gelten g.f(1) = f(g.1) = f(1). Also f(1) € M gelten.
Umgekehrt definiert jedes solche x € M“ einen Morphismus in Homgg)(Z, M).

Fiir den zweiten Isomorphismus betrachte die surjektive Abbildung

oM — Z@Z[G}M
m = 1®m

Da in der abelschen Gruppe Z ®z;g) M gilt
l@(gm—m)=(1lg@®m-1®m=0

faktorisiert die Abbildung ¢ auf den Quotienten Mg, also die Koinvarianten. ¢ und somit auch
die induzierte Abbildung ist surjektiv. Es ist klar, dass 1 ® m und 1 ® m’ genau dann gleich
sind, wenn m € M und m’ € M die gleiche Klasse in den Koinvarianten bestimmen. O

Definition 7.1.3
Sei M ein Z|G]-Modul.

1. Die n-te Homologie der Gruppe G mit Koeffizienten im Z[G]-Modul M ist definiert als
der n-te linksabgeleitete Funktor der Koinvarianten:

Ho(G3 M) = (La(=)6)(M) = Tor€(z, M) .
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2. Die Kohomologie der Gruppe G mit Koeffizienten im Z|G]-Modul M ist definiert als
H"(G; M) = (R"(=)%)(M) = Exty(Z, M) .

Ist M der triviale G-Modul Z, so schreiben wir auch kiirzer H,(G) := H,(G,Z) und H"(G) =
H"(G,Z).

Bemerkung 7.1.4.
Die Definitionen gehen auch durch, wenn man statt einer Gruppe G ein Monoid betrachtet.
Aber wirkungsvolle Methoden funktionieren nur fiir Gruppen, daher beschrinken wir uns hier
schon auf Gruppen.

Beispiel 7.1.5. (Homologie einer zyklischen Gruppe C,,)

1. Sei G = C,, = (t) eine zyklische Gruppe der Ordnung n € N mit Erzeuger ¢ € G. Dann ist
R :=7Z|G] = Z[t]/(t" — 1), und die Homologie wurde schon in Beispiel [6.5.2}3 berechnet:

Z, falls k=0;
Hy(C,) =2 S Zp, falls k ungerade ;
0, sonst.

2. Betrachten wir nun fiir die Koeffizienten die abelsche Gruppe A = 7Z,, mit der trivialen
Z|G]-Modulstruktur. Nach Tensorieren der Auflésung aus Beispiel [6.5.23

B RYRERY RS Z S0
mit N :=1+t+---+t""" aus Beispiel .3 mit Z,, ergibt sich der Komplex
52, 57, =0
und somit Hy(Cp;Z,,) = 7, fiir alle k > 0.

3. Betrachten wir den Fall beliebiger Moduln iiber einer zyklischen Gruppe C),: Sei M ein
C,-Modul. Das Bild der Multiplikation mit N = 1+ ¢ + --- + "7 ! ist wegen gN = N
fiir alle g € C,, in den Invarianten M¢. Die Multiplikation liefert daher eine Abbildung
M — MS%. Da auflerdem Ngm = Nm fiir alle g € C, gilt, folgt, dass die Multiplikation
mit N auf eine sogenannte Normabbildung N : Mg — MY auf dem Quotienten Mg
faktorisiert.

Es gilt im Falle einer zyklischen Gruppe mit Erzeuger ¢ fiir die Invarianten bzw. Koinva-
rianten

ker(1 —t) = MY  bzw. M/Im (1 —1t)= Mg
und daher
ker N/Im (1 —t) =ker N bzw. ker(l1 —t)/Im N = M®/Im N = cokerN .
Nach Tensorieren der Auflésung aus Beispiel [6.5.2]3 mit M erhalten wir den Komplex
MBS MEME Mo
und somit

M/Im (1 —t) = Mg, ~ falls k=0 (vgl. Lemma [6.3.5);
Hy(Zn; M) = § ker(1—t)/Im N = cokerN, falls k ungerade;
ker N/Im (1 —t) =ker N,  falls k > 0 und k gerade.
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4. Ebenso konnen wir die Kohomologie ausrechnen. Indem wir Hompg(—, M) auf die
Auflésung aus Beispiel 3 anwenden, erhalten wir den Komplex

0o-MSMEvwS S ...
und somit
ker(1 —t) = M¢ falls k = 0 (vgl. Lemma [6.3.5));

H*(Zp; M) = { ker N/Im (1 —t) = ker N,_ falls £ ungerade;
ker(1 —t)/Im N = cokerN, falls k > 0 gerade.

Beispiel 7.1.6 (Homologie der freien abelschen Gruppe Z).

Der Gruppenring der Gruppe G = Z ist Z|G] = Z[t,t™!], also der Ring der Laurentpolynome
Apt™ + -+ a,t" mit m < n € Z und a,, € Z. Eine freie Auflosung des trivialen Moduls auf Z
als Z[G]-Modul ist gegeben durch den augmentierten Komplex

t—1

0= Ztt ) Szt 1z >0 .

Tensoriert man die entsprechende Auflgsung mit einem Modul M iiber Z[G], so erhilt man den
Komplex

0= MS' M =0

aus dem folgt
Ho(G;M)=M/Im (1 —t) = Mg und H(G; M) =ker(1 —t) = M® .

Das Ergebnis fir Ho(G, M) stimmt wieder mit Lemma iiberein. Die Anwendung von
Homy(—, M) liefert den gleichen Komplex mit anderer Graduierung und daher

Hy(G; M) = H'(G; M) = Mg und H,(G; M) = H*(G; M) = M© .

Alle hohere Homologie und Kohomologie ist null, weil die Auflésung des trivialen Z[G]-Moduls
Z Lénge 2 hat.

Bemerkung 7.1.7 (Satz von Maschke).

Wir wollen den Satz von Maschke als Konsequenz einer Aussage iiber Kohomologiegruppen
von Gruppen verstehen. Sei G eine endliche Gruppe und K ein Koérper, dessen Charakteristik
nicht die Gruppenordnung |G| teilt. Man kann dann recht direkt zeigen (cf. Hilton-Stammbach,
Lemma VI.16.7), dass dann fiir jeden K[G|-Modul W und alle n > 1 gilt H"(G, W) = 0. Wir
zeigen, dass aus diesem Verschwindungssatz der Satz von Maschke folgt.

Denn sei
0=V -V V"0

eine beliebige kurze exakte Sequenz von K[G]-Moduln. Wir wollen zeigen, dass dann die indu-
zierte Sequenz

0 — Homg(V", V') = Homg(V, V') — Homg(V', V') = 0

exakt ist. Denn dann liefert das Urbild der Identitdt idy eine Retraktion V' — V' von K|[G|-
Moduln, so dass die exakte Sequenz 0 — V' — V — V” — 0 spaltet, vgl. Satz |[1.4.3] Dazu
betrachten wir die entsprechende kurze exakte Sequenz von K-Vektorrdumen,

0 — Homg (V" V') = Homg (V, V') = Homg (V', V') = 0,
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die wir als exakte Sequenz von K[G]-Moduln ansehen. Die G-Wirkung auf den Vektorrdumen
linearer Abbildungen ist hierbei gegeben durch

K[G] x Homg(V, W) — Homg(V, W)
(9,0) = gw(=)+elgt—) .

Da die Elemente von Homg(V, W) genau die G-Invarianten im K [G]-Modul Homg (V, W) sind,
miissen wir zeigen, dass die Sequenz der Invarianten

0 — H°(G, Homg (V', V")) — H*(G, Homg (V, V")) — HY(G, Homg(V", V")) — 0

exakt ist. Dies aber folgt mit Hilfe der langen exakten Sequenz aus H'(G,W) = 0 mit
dem K[G]-Modul W = Homg (V', V).

7.2 Funktorialitat

Homologie und Kohomologie sind Funktoren, allerdings muss man bei der Definition sorgféltig
sein.

Definition 7.2.1
Sei GrpM od die Kategorie, deren Objekte Paare sind, bestehend aus einer Gruppe G und einem
G-Modul M, und deren Morphismen definiert sind durch

HomGrpMod<(G7 M)a (Gla M,))
={a: GG, f: M — M|f(g.m)=a(g)f(m) und o Gruppenhomomorphismus} .

Bemerkungen 7.2.2.
1. Ein Morphismus (o, f) : (G,M) — (G',N) ist also ein Morphismus f : M — a*N
von K[G]-Moduln, wobei o* N der K[G|-Modul ist, der durch Pullback entlang «, also
Restriktion der Skalare, aus N entsteht.

2. Fiir festes GG kann die Kategorie Mody g als Unterkategorie von GrpMod aufgefasst wer-
den. Diese Unterkategorie ist nicht voll, da es in GrpM od mehr Morphismen gibt, ndmlich
die mit o # idg. Homologie ist ein Funktor auf dieser Unterkategorie, wegen der Funkto-
rialitédt von Tor im zweiten Argument.

3. Andererseits kann man eine abelsche Gruppe M festhalten und Grp — GrpMod als
eine Unterkategorie auffassen, indem die Gruppe G abgebildet wird auf (G, M) mit der
trivialen G-Modulstruktur auf M. Ist gezeigt, dass Gruppenhomologie ein Funktor ist,
so erhélt man fiir jeden Gruppenmorphismus « : G — H eine induzierte Abbildung
o, : H;(G) — H;(H) auf der Gruppenhomologie mit trivialen Koeffizienten.

Satz 7.2.3.
Gruppenhomologie ist in jedem Grad ein Funktor GrpMod — Ab.

Beweis.
Sei (a, f) : (G, M) — (H, N) ein Morphismus GrpM od. Wihle projektive Auflésungen P, — M
iber dem Ring Z[G] und Q. — N iiber Z[H]. Wir konnen alle H-Moduln @,, in @, entlang
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a zu G-Moduln zuriickziehen und so @, als Z[G]-Modulkomplex auffassen mit der gleichen
Abbildung als Differential. Dieser Komplex ist dann zwar nicht mehr projektiv; da aber das
Differenzial unverédndert ist, ist der Komplex immer noch azyklisch. Wegen des Fundamen-
tallemmas gibt es eine bis auf Homotopie eindeutige Hochhebung f, : Py — a*(Q)e des
Morphismus f : M — a*(N) von G-Moduln. Diese induziert einen Morphismus von Komplexen
abelscher Gruppen

d® fo: Z Qz[a] P, —7Z Xz[a) &*(Q). .

Da die Homologie der rechten Seite wegen Z ®gziq) o*(Q)e = Z Rz Qo gleich H;(H; N)
ist, erhalten wir somit eine wohldefinierte Abbildung («, f). : H;(G; M) — H;(H;N). Die
Funktorialitdat folgt aus der Eindeutigkeit der Hochhebung bis auf Homotopie. O

Beispiel 7.2.4.

Wir zeigen, dass die vom surjektiven Gruppenhomomorphismus « : Z — Z, induzierte Abbil-
dung auf der Homologiegruppe H;(—;Z) surjektiv ist. Wir betrachten die Standardauflésungen
aus den Beispielen [7.1.5] und [7.1.6] und eine offensichtliche Hochhebung der Identitéit auf dem
trivialen Modul Z:

Zlt, 7 Zlt, 7 T 0

Ltb—)t Ltb—)t

I (7~ 1) = 2/ (1) ——~Z—0

Durch Ubergang zu den Koinvarianten auf den Auflssungen erhalten wir den Morphismus von

Komplexen
7.7
n.7-%.7 0

also ist die Abbildung auf H;(—,Z) die Standardreduktion Z — Z, von abelschen Gruppen.

0

Satz 7.2.5.

Sei G eine Gruppe und M ein G-Modul. Sei gy € G und betrachte den Automorphismus
(o, f) : M — M in GrpMod, der gegeben ist durch a(g) := goggy ' und f(m) := go.m. Dieser
indzuiert die Identitét in Homologie, (o, f). = idu, ;m)-

Beweis.

Sei P, — M eine projektive Auflosung von M iiber dem Ring Z|G]. Definiere einen Automor-
phismus von P, durch 7(z) = go.x fiir x € P,, fur alle n. Dann ist 7 ein Automorphismus
von Kettenkomplexen, der den Morphismus f : M — M fortsetzt, also kann der Morphismus
(a, f)s+ auf der Homologie berechnet werden als die von 7 induzierte Abbildung in Homologie.
Aber nach Tensorieren mit dem trivialen Modul Z, auf dem insbesondere gq trivial wirkt, ist

dy®z7: Z Xz[a] P, —7Z ile) P,

die Identitéat. O

'Dann gilt f(gm) = gogm = goggy  gom = a(g) f(m).
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Bemerkung 7.2.6.

Ist G eine Gruppe, so nennt man die Automorphismen, die sich durch Konjugation darstellen
lassen, die inneren Automorphismen; diese bilden einen Normalteiler Inn(G) C Aut(G). Die
Quotientengruppe Out(G) = Aut(G)/Inn(G) heiit die Gruppe der duleren Automorphismen.
Der Satz zeigt, dass die Gruppenhomologie H,(G) eine Operation der Quotientengruppe
Out(G) tragt.

7.3 Die Bar-Auflésung

In den bisherigen Beispielen haben wir stets Auflosungen ad hoc konstruiert. Die Frage liegt
nahe, ob es eine kanonische, funktorielle Art gibt, eine Auflésung eines Moduls iiber Z[G] zu
erzeugen. Die Antwort ist ja, aber fiir explizite Berechnungen der gesamten Gruppenhomologie
eignet sie sich selten, weil sie sehr grof} ist.

Definition 7.3.1
Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Um den Bar-Komplex Bo(R; M) einzufiihren, betrachte
fiir n > 0 die abelschen Gruppen

B,(R; M) =R @, M = R®y -+ ® R®z M.

Wir fiihren aus historischen Griinden die Schreibweise a|b fiir a®b ein; sie gibt dem Bar-Komplex
seinen Namen. Wir versehen die abelsche Gruppe B,,(R; M) mit einer R-Modulstruktur durch
Linksmultiplikation

r.(rol -+ |ra|m) == rrolry| - ralm .

SchlieBlich fiithren wir noch Differentiale d : B,,(R, M) — B,_1(R, M) ein durch

n

d:= Z(—l)idi mit di(ro| -+ |rn|m) == 1ol -+ |ririca| - [ralm

=0

mit r; € R fiiri <n und r,41 € M.

Satz 7.3.2.
Die Sequenz B,(R; M) ist eine Auflosung von M iiber R, also ein exakter Komplex von R-
Moduln mit Surjektion auf M.

Beweis.
Um zu zeigen, dass Be(R; M) ein Komplex ist, beachten wir, dass
di e} dj = d] 9 di+1 falls 4 2 ] (*)

gilt. Man mache sich klar, dass in diese Gleichung fiir i = 7 + 1 die Assoziativitat der Multipli-
kation in R und die Moduleigenschaft von M eingehen. Hieraus folgt

dod = o > io(=1)"d; 0 d
L

1%
wivlY
Il
g

(=) d o d; + Y S (—1) 1 d; 0 d;
;:(} E?:jH(_l)Hj_ldj od; + Z;:ol Z;'L:Hl(_l)iﬂdi odj=0.
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Hierbei wurde die Summe zuerst aufgespalten, dann die obige Relation (k) auf den ersten
Summanden angewandt und schliellich die erste Summe umsortiert.

Es bleibt zu zeigen, dass der Komplex B,(R; M) exakt ist. Dazu konstruieren wir eine
Kettenkontraktion, also einen Kettennullhomotopie, h : B,(R; M) — B,1(R; M), so dass
hod+ doh =id gilt. Wir benutzen dafiir die Eins 1 € R und setzen

h(ro| -« |rn) := 1ro| -« |rn

Dann gilt hod; = d;11 0 h fiir 2 =0,...,n und damit

n+1 n
doh+hod= > (~1)idioh+> (~1)hod; =dyoh=id.
=0 =0

Bemerkungen 7.3.3.

1. Der R-Modul B, (R, M) ist nicht unbedingt projektiv; ist zum Beispiel R = Z und M =
Z, s0 ist B,(R; M) = R®""! @4 7, = Z,. Sind aber der Ring R und der Modul M als
abelsche Gruppen frei, so ist auch B,,(R; M) ein freier R-Modul fiir alle n, und wir haben
eine freie und somit insbesondere projektive Auflosung gefunden.

2. Gruppenringe R = E[G] sind immer frei als abelsche Gruppen, wenn der Grundring R
als abelsche Gruppe frei ist.

3. Allgemeiner gilt, wenn K ein kommutativer Grundring ist, R eine K-Algebra, und wenn
alle Tensorprodukte in B, (R; M) statt iiber Z iiber K gebildet werden, dass B, (R; M)
ein freier R-Modul ist, wenn R und M freie K-Moduln sind. Fiir den Fall, dass K ein

Korper ist, ist dies natiirlich immer erfiillt.

Wir kénnen nun die erste Homologiegruppe mit einer klassischen algebraischen Gréfle iden-
tifizieren. Dazu erinnern wir an die Abelisierung:

Beispiel 7.3.4 (Erste Homologiegruppe).

e Dazu erinnern wir an die Abelisierung: Sei GG eine beliebige Gruppe, und bezeichne G,
die Abelisierung, d.h. den maximalen abelschen Quotienten von G. Es gilt G,, = G/G,
wobei G’ der Normalteiler ist, der von den Kommutatoren [z, y] := zyz 'y ! mit 2,y € G
erzeugt wird.

Nach Beispiel 5 ist die Abelisierung der linksadjungierte Funktor zur Einbettung
Ab — Grp, so dass fiir jede abelsche Gruppe A gilt

Homg, (G, A) = Homy (G, A) .
Die entsprechende universelle Eigenschaft legt GG, bis auf eindeutige [somorphie fest.

e Wir behaupten, dass fiir alle Gruppen gilt H;(G;Z) = G4. Um dies zu sehen, betrachten
wir den Anfang der Bar-Auflosung des trivialen Moduls Z iiber Z[G] und beachten, dass
gilt

Bn(Z[G],Z) — Z[G]®2n+1 Rz, 7, Z[G]®n+1
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so dass die ersten Differentiale wie folgt definiert sind:

Z|G] ®z Z[G] ®z Z|G] Z|G] @z Z|G] Z|G]
90]91]92 ————— 9091192 — 90]9192 + Go|n
golgn 9091 — 9o

Man beachte, dass auf dem trivialen Modul das Element rechts auflen trivial wirkt. Da
Z ein freier Z-Modul ist, haben wir eine freie Auflésung des trivialen Z[G]-Moduls Z
gefunden. Um die Homologie H, (G, Z) mit Koeffizienten im trivialen Modul Z zu finden,
tensorieren wir diese Sequenz von links mit dem trivialen Z[G]-Modul Z {iber Z[G] und

erhalten
Z|G] @7 Z|G] Z|G] Z
Glge——92 — 192+ ¢
g0
Also ist

H\(G,Z) = Z[G)/(91 + 92 — 3192|91, 92 € G) .
e Nun ist die Abbildung
G — Z[G] = Z[G) /(g1 + 92 — 192101, 92 € G) = H\(G; Z)

ein Epimorphismus von Gruppen. Denn im Quotienten ist die Klasse von ng € Z[G] gleich
der Klasse des Gruppenelements ¢g”. Es geniigt nun, fiir diese Abbildung die universelle
Eigenschaft der Abelisierung nachzuweisen, dass jeder Gruppenmorphismus f : G — A in
eine abelsche Gruppe eindeutig durch H,(G;Z) faktorisiert. Da A abelsch ist, kann man
f auf eindeutige Weise zu einem Homomorphismus Z[G] — A fortsetzen, ndmlich durch
>y g9 — >, agf(g). Unter dieser Abbildung geht ein Element der Form g1 + g2 — g192
nach null, weil f ein Gruppenhomomorphismus ist. Daher erfiillt H,(G;Z) die universelle

Eigenschaft 2.2.413 der Abelisierung.

7.4 Gruppenkohomologie und Gruppenerweiterungen

Betrachtung 7.4.1.
1. Sei G’ <G ein Normalteiler in einer Gruppe G mit Quotientengruppe G”. Wir erlauben

uns, dies in Form einer exakten Sequenz 1 — G’ — G — G” — 1 zu notieren, obwohl die
Kategorie der Gruppen nicht abelsch ist. Wir nennen in diesem Fall G eine Erweiterung
von G” durch G'. Zwei Erweiterungen heiflen dquivalent, falls es ein kommutatives Dia-
gramm von Gruppenhomomorphismen gibt:

Gy

.

1—=G' f G —1

NP4

G
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In diesem Fall ist f automatisch ein Isomorphismus. Zunéchst folgt aus Kommutativitét
des rechten Dreieckes ker f C ker(G; — G”). Ist « € ker f C ker(G; — G") = Im (G’ —
G1), so finde ein Urbild y € G, das injektiv in G5 abbildet wird. Dort ist aber das Bild
f(z) das neutrale Element, also sind auch y € G’ und daher z € G, jeweils das neutrale
Element. Daher ist f injektiv.

Um die Surjektivitit zu sehen, finde fiir das Bild 2”7 € G” eines vorgebenen Elements
x9 € Gy ein Urbild z; € Gy. Dann haben f(z;) und x5 das gleiche Bild in G”, daher ist
flz)ry! € ker(Gy — G") = Im (G' — Gy). Also f(x1) = a12(g’) = zof(11g') fiir ein
g € G'. Esist xy = f(z141(¢')™") und f surjektiv.

2. Ist eine Erweiterung 1 — G’ — G — G” — 1 mit abelschem Normalteiler G’ gegeben,
so operiert die Quotientengruppe G”, die nicht unbedingt abelsch sein muss, auf der
abelschen Gruppe G’ wie folgt. Sei g € G ein Urbild von ¢” € G”. Wir setzen fiir gy € G’

q".90 :== 9909 " .

Da G’ ein Normalteiler ist, liegt g”.go wieder in G’. Die Wahl des Urbilds g von ¢” ist
unerheblich, denn zwei solche Wahlen unterscheiden sich durch ein Element der abelschen
Gruppe G, und Konjugation mit Elementen von G’ ist die Identitit auf G'.

3. Umgekehrt ldsst sich aus jeder Operation a : G"” — Aut(G’) von G” auf einer belie-
bigen Gruppe G' durch Gruppenautomorphismen eine Erweiterung G = G’ x, G”, das
semi-direkte Produkt, bilden. Die zu Grunde liegende Menge von G ist G’ x G”, und die
Multiplikation ist definiert durch

1

(91, 9Y) - (92 95) := (91(91-92), 9195) -
Man erhélt so eine Gruppe G’ x G”. Die Gruppenhomomorphismen

G — G xqG”
g = (de)
und
G'xG" — G
(g.9") — ¢
geben eine Erweiterung 1 — G’ — G’ x G"” — G” — 1. Insbesondere ist G’ ein Nor-
malteiler. Die Merkregel fiir die Richtung des Zeichens x: die Spitze des Dreiecks zeigt

in Richtung des Normalteilers). Man rechne nach, dass die Konjugation mit (e, g¢”) in
G' x G" den Automorphismus « liefert:

(e,9")(g' e)(e,g") " = (ag")(g'), e) -

4. Die Erweiterung 1 — G — G' ¥ G" — G" — 1 zerfillt, denn der Gruppenhomomorphis-

mus sg : G" 7 ﬂg ) G’ x G" ist ein Schnitt. Zwei Schnitte s, 89 : G — G’ X G” heiflen
aquivalent, falls sie sich nur durch Konjugation mit einem Element aus G’ unterscheiden,
d.h. falls s5(¢") = ¢'s1(¢")(¢’) ! fiir ein ¢’ € G’ und fiir alle ¢" € G” gilt.

5. Folgende natiirliche Fragen stellen sich:

o Zerfallen alle Erweiterungen, so dass semidirekte Produkte vorliegen? Wenn nein,
wie lassen sie sich bis auf Aquivalenz bestimmen?
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e Ist sq der einzig mogliche Schnitt? Wenn nein, wie ldsst sich die Menge aller Schnitte
bis auf Aquivalenz beschreiben?

6. Gruppenkohomologie beantwortet beide Fragen, zumindest fiir abelsche Normalteiler G'.
Wir betrachten zunéchst den zweiten Punkt. Ein Schnitt s = (4,id) : G” — G’ x G” muss
die Identitédt auf der zweiten Koordinate sein. Wir schreiben die erste Komponente mit
Werten in der abelschen Gruppe G’ additiv. Dann muss ein Schnitt ein Gruppenhomo-
morphismus sein,

n_n n_1n 1

(097, 91) - (95, 95) = (39} + ¢{-095, ¢ g5) = = (6(g795), 9195)
also muss die Funktion 0 : G” — G’, die den Schnitt s festlegt, die Gleichung

0(gigs) = o(gy) + 91-6(g3) - (10)

erfiillen.
7. Wenn zwei Funktionen 1,0, : G” — G’ beide die Gleichung erfiillen, dann auch
die Summe 9, + d5; dies definiert also eine abelsche Gruppenstruktur auf der Menge aller
Schnitte. Ein Schnitt ¢ ist genau dann dquivalent zum Nullschnitt sy, wenn es ein ¢’ € G’

gibt, so dass
g")Y=¢ —4¢".(¢") fiiralle g" € G" .

Satz 7.4.2.

Sei G’ eine abelsche Gruppe; sei G” eine Gruppe, die durch Gruppenautomorphismen auf G’
operiere. Die Gruppe der Schnitte G” — G’ x, G” ist dann isomorph zu H'(G",G’), wobei die
abelsche Gruppe G’ iiber die G”-Operation « als G”-Modul gesehen wird.

Beweis.
e Wir betrachten wie in Beispiel die Bar-Auflésung des trivialen G”-Moduls Z und
studieren den Komplex abelscher Gruppen mit

c" .= HOIDZ[G//}(Z[G”]@n—i_l, G/) .

Dann gilt nach Definition von Gruppenkohomologie H"(G",G') = H"(C*®). Eine 1-
Kokette C! ist ein Z[G"]-linearer Morphismus mit Werten in der abelschen Gruppe G’,

[:Z]G" @, Z]G") = G" .
Wegen des Isomorphismus fiir induzierte Z[G]-Moduln

HOII]ZGu]< [G”]@ Z[G”} G/) — HOIIlz(Z[GH],G/)
fo=s(=)=r01,-)

ist diese Funktion dquivalent zu einem Z-linearen Morphismus s : Z|G"] — G’. Die Um-
kehrabbildung ist f(¢{]g5) = ¢{.s(g4y). Der Morphismus abelscher Gruppen s : Z[G"] — G’
ist wiederum durch seine Werte auf der Basis G” C Z[G"] festgelegt und daher dquivalent
zu einer Funktion 6 : G” — G’. Die Funktion f ist wegen der Auflosung aus [7.3.4] genau
dann ein Kozykel, wenn

0=df(g5191192) = f(9091195) — f(9519795) + f(gol91)

gilt, also falls mit g = 1 fiir die Funktion ¢§ gilt

0= gY6(g3) — d(g195) + 0(g7) - (11)
Also falls § die Gleichung erfiillt.
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e Ferner ist f genau dann ein Korand, wenn es einen Z[G]-linearen Morphismus f : Z[G] —

G’ gibt mit 3 )
flgslgy) = flan) — f(g1)
also falls es ein ¢’ = f(1) € G’ gibt, so dass
8(g7) = f(L,g7) = F(1) = f(g]) = ¢ — gi(g) - (12)
Genau dann ist aber nach [7.4.1]7 der zugehorige Schnitt dquivalent zum Nullschnitt.

O

Wir beschreiben als”\/orbereitung fiir Satz auch noch die Elemente der Kohomologie-
gruppe H?(G"”,G") als Aquivalenzklassen von Funktionen f: G” x G” — G’ mit

(df) (91,95, 95) = 91 -f(95.93) — f(9195, 95) + f(9i,9595) — f(g],92) =0, (13)

modulo der Identifikation von Funktionen, die sich um einen Ausdruck der Form

"1

da(gy, gy) := a(gy) — algigy) + g1-a(gy)
mit einer Funktion a : G — G’ unterscheiden.

Satz 7.4.3.

Sei G” eine Gruppe, die auf der abelschen Gruppe G’ durch Gruppenautomorphismen operiert.
Dann gibt es eine Bijektion von der Menge der Erweiterungen von G” durch G’ modulo Aqui-
valenz wie in [7.4.1]1 nach H?*(G”,G'), wobei die abelsche Gruppe G’ durch die G”-Operation
zum G”-Modul wird.

Beweis.

e Sei £:1— G — G — G" — 1 eine solche Erweiterung. Im Allgemeinen gibt es keinen
Schnitt G” — G, der ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir wéihlen daher einen Schnitt
s : G — G von Mengen. Dann ist s(g])s(g4)s(g7g5) "' inker(G — G”) =Im (G = G) =
G’. Wir definieren daher die Funktion

fos :G"x G = G
(97, 95) — s(g{)s(g5)s(g795)7"

Man rechnet nach, dass Kozykelbedingung erfiillt ist; daher definiert fg , eine Klasse
in H*(G",G").
e Ist s’ : G” — G ein anderer Schnitt fiir die gleiche Erweiterung, so setze a = s's™ ! :
G" — G'. Damit ist

(o = foa)g1:95) = algi)s(oi)algs)s(05)s(9102) algigy) ™ s(g795)s(93) " s(9)
a(gy)s(gy)algs)s(g) " algigs) ™"

= a(g’) — a(gigy) + 91-algy) = (da)(g7, 95) -

Hierbei wurde die letzte Zeile additiv geschrieben, da alle Terme in der abelschen Un-
tergruppe G’ liegen. Die Klasse von f in H?(G”,G") hingt also nicht von der Wahl des

Schnitts s ab. Man rechnet nach, dass dquivalente Erweiterungen dieselbe Funktion f
ergeben.
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e Umgekehrt sei eine beliebige Funktion f : G” x G” — G’ gegeben. Wir versuchen, eine
Gruppenstruktur Gy auf der Menge G’ x G” durch
(91, 91)(92, 92) = (91 + 9195 + [ (91 92). 91 92)
zu definieren. Die Projektion Gy — G” ergibt eine kurze exakte Sequenz Ey: 1 — G' —
Gy — G" — 1. Man rechnet leicht nach, dass es stets Inverse in Gy gibt. Die Assoziativitét
der Multiplikation ist dagegen nicht automatisch:

(91, 97) (95, 95)1(95.95) = (g + 9’1’ 92 + f(91,95).9795) - (95, 95)
= (g +91.95+ f(gl.95) + (g95).95 + f(g195,95), 919595) -
(
(91

/" //)

gl,gl)(gg + 9595 + f(95,95), 95 95
gy + 97 (g5 +d5.95+ f(95.95)) + f(g7,9595), 91 g54)

(95, 91)1(d5, 95) (g5, 95)]

Die Komponente in G’ der Differenz der beiden Ausdriicke ist:

91 f(93,95) — f(9195.95) + f(g1,9593) — f(91,95) = (df ) (91, 5. 95) -

Also definiert f genau dann eine Gruppenstruktur, wenn df = 0 gilt. Ist f = fg,, so ist
E; dquivalent zu F, und somit erhalten wir eine Bijektion

Erweiterungen von G” durch G" | ., | Funktionen f: G" x G — G' mit df =0
modulo Aquivalenz ~ | modulo Funktionen da fiir a : G" — G’

Die rechte Seite ist nach der vorangegangenen Betrachtung mit der Bar-Auflésung genau

HQ(G”, G/)

Betrachtung 7.4.4.

e Sei K/k eine Galoiserweiterung und G := Gal(K/k) die Galoisgruppe. Dann heiflen die
Gruppen H"(G, K*) die Galois-Kohomologiegruppen der Erweiterung K /k mit Koeffizi-
enten in K*.

e Eine Version von Hilberts Theorem 90 besagt, dass H°(G, K*) = k* und H'(G,K*) = 1
gilt.

e Eine Funktion ¢ : G — K*, die eine Klasse in H'(G, K*) = 1 repriisentiert, erfiillt nach
Geichung die Gleichung

p(o1) =7 (p(0)) ¢(7) - (*)

Klassisch nennt man eine solche Funktion einen gekreuzten Homomorphismus. Sie ist
nach Gleichung genau dann ein Korand, wenn es ein Element o € K* gibt, so dass

gilt. Man sagt dann, der gekreuzte Homomorphismus spalte. Hilberts Theorem 90 besagt,
dass dies fiir endliche Galoiserweiterungen der Fall ist.
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o Ist die Korpererweiterung zyklisch, d.h. G = (o), so ist fiir jeden gekreuzten Homomor-

phismus ¢

o
@
—h

N(p(o)) 0" Hp(0))...0*(p(0)) - o(p(0)) - (o)

0" Hp(0)) ... 0% (p(0)) - p(o?)

" (p(0)) . 90(02) po") =1

Man sieht auch leicht, dass umgekehrt es fiir jedes Element v € K mit Norm N(y) =1
einen eindeutigen gekreuzten Homomorphismus gibt, der auf dem Erzeuger durch ¢(o) =
~ definiert ist.

—
*
~

—~
*
~

Damit folgt fiir zyklische Korpererweiterungen die klassische Aussage: ein Element v € K*
hat genau dann Norm 1, wenn es einen gekreuzten Homomorphismus mit ¢(o) = v gibt,
also ein o € K* gibt mit v = ¢(0) = =&

o)’

Auch die Kohomologie H?(G, K*) hat klassische Anwendungen. Fiir Hintergrund zu den
folgenden Bemerkungen verweisen wir auf B. Farb und R.K. Dennis, Noncommutative Algebra,
Springer Graduate Texts in Mathematics 144, 1993.

Definition 7.4.5

1.

Eine Algebra A iiber einem kommutativen Ring R heifit zentral, wenn fiir ihr Zentrum
Z(A) = R gilt.

2. FEine Algebra heifit zentral einfach, wenn Sie zentral und einfach ist, d.h. zentral ist und

keine beidseitigen Ideale hat.

Beispiele 7.4.6.

1.
2.
3.
4.

Die Quaternionen H sind eine zentral einfache R-Algebra.
Jede volle Matrixalgebra M (n x n, k) tiber einem Korper k ist zentral einfach.
Eine echte Korpererweiterung K/k ist nicht zentral einfach, denn es gilt Z(K) = K D k.

Divisionsalgebren sind nicht unbedingt zentral einfach, z.B. ist die reelle Divisionsalgebra
C nicht halbeinfach.

Bemerkungen 7.4.7.

1.

Sind R und S zentral einfache Algebren, dann auch R®.S. (Zum Beispiel sind die Algebren
H®g H und M(n x n, k) ® S fir jede zentral einfache Algebra zentral einfach.

. Fiir eine endlich-dimensionale zentral einfache k-Algebra R gilt R ® R°PP = M (n X n, k)

mit n := dimy, R.

. Sei D eine Divisionsalgebra iiber k. Eine Korpererweiterung K /k so dass Dk := D@y K =

M (n x n, K) heiit ein Zerféllungskorper fiir D.

Jeder maximale Unterkérper K C D ist ein Zerfillungskorper von D und es gilt [K :
k] =: n.

Definition 7.4.8

1.

Seien S und T endlich-dimensionale zentral einfach k-Algebren. Wir sagen, S und T" sind
dhnlich, S ~ T, wenn eine der dquivalenten Bedingungen gilt:
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(a) Gilt S = M(n x n,D) und T = M(m x m, E) mit Divisionsalgebren D, E, so ist
D=FE.

(b) Es gibt m,n, so dass S ®y M, (k) =T @y M, (k) gilt.
(c) Es gibt m.n, so dass M,,(S) = M,(T) gilt.
2. Die Brauer-Gruppe Br(k) eines Korpers k ist die Menge der Aquivalenzklassen eindliche-

dimensionaler einfacher k-Algebren unter Ahnlichkeit. Die Gruppenoperation wird durch
das Tensorprodukt induziert, die Klasse [k| gibt das neutrale Element.

Die Brauergruppe klassifiziert Divisionsalgebren in dem Sinne, dass jedes Element von Br(k)
einer anderen Divisionsalgebra entspricht. Sie ist abelsch.

Beispiele 7.4.9.

1. Es gilt Br(k) = 0, wenn k ein algebraisch abgeschlossener Korper ist, denn dann gibt es
keine nicht-trivialen Divisionsalgebren.

2. Fiir einen endlichen Korper k gilt Br(k) = 0. Insbesondere ist jeder endliche Divisionsring
kommutativ (Wedderburnsches Theorem).

3. Es gilt Br(R) = Z,. Ein Reprasentant des Erzeugers sind die Quaternionen H. In der Tat
gilt Hop H= M(4 x 4,R).

Bemerkung 7.4.10.

1. Fiir jede Korpererweiterung K /k gibt es einen Homomorphismus, der durch Skalarener-

weiterung gegeben ist:
Br(k) — Br(K)
[S] —  [Sk]| =[5 ® K]

2. Die relative Brauergruppe ist
Br(K/k) = ker(Br(k) — Br(K))

also die Menge endlich-dimensionalen zentralen Divisionsalgebren iiber k, die iiber K
zerfallen.

3. Man kann zeigen, dass fiir jede Divisionsalgebra D mit Zentrum k und dimy D = n?, es

eine endliche Galois-Erweiterung K/k gibt, so dass D iiber K zerfillt.

4. Folglich ist Br(k) = UBr(K/k), wobei K iiber alle endlichen Galois-Erweiterungen von
k lauft.

5. Es gilt der folgende Isomorphismus von Gruppen
Br(K/k) = H*(Gal(K /k), K*)

Wir bemerken hier, dass fiir einen 2-Kozykel a,, mit 0,7 € G := Gal(K/k) der iiber G
frei erzeugte K-Vektorraum mit Multiplikation

(a60> ’ (567') = ao—(ﬂ)aaﬁear

eine zentral einfache Algebra ist.
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Sei S eine zentral einfache Algebra und K ein Korper, iiber dem S zerfallt.. Man beob-
achtet zunéchst, dass fiir jedes 0 € G es x, € S gibt mit

ola) =z, -a-x,",

wobei die z,, bis auf Faktoren in K eindeutig sind. Daher gibt es eine Funktiona : GXG —
K* mit
Tolr = (0, T)Tyr

Aus der Assoziativitit der Multiplikation der x,,
2,0(0,T) - Tor = a(p, 0)Tpy - Tr

und somit
p(a(p, U)>a(p7 O-T)xpm’ = a(ﬂ? O')CL(pO', T)xPUT
folgt, dass a die Gleichung erfiillt, also eine Klasse in H?(G, K*) definiert. Man zeigt

dann noch, dass die Familie (z,),c¢ eine K-Basis von S bildet.
A Das Zornsche Lemma
Sei S eine Menge. Wir erinnern an die folgenden Begriffe und Resultate der Mengenlehre:

(i) Eine partielle Ordnung auf S ist eine Relation x < y mit den folgenden Eigenschaften:

<z Reflexivitét
r<y N y<z = <z Transitivitat
r<y N y<z = x=y Antisymmetrie .

(ii) Eine Totalordnung auf S ist eine partielle Ordnung, fiir die je zwei Elemente vergleichbar
sind:
z,2yeS = z<y oder y<zx.
(iii) Sei S partiell geordnet, 7' C S Teilmenge.
Ein Element b € S heifit eine obere Schranke der Teilmenge T, falls

z<b furalle ze&T.

(iv) Sei S partiell geordnet. Ein Element m € S heiit ein maximales Element, falls
m<zr = m=z.

Das maximale Element muss nicht eindeutig sein. Als Beispiel betrachte die Menge der
Ideale des Rings Z mit Teilordnung durch Inklusion. In ihr sind alle Primideale (p) mit p
Primzahl maximal.

(v) Eine partiell geordnete Menge S heifit induktiv geordnet, falls jede nicht-leere, total ge-
ordnete Teilmenge von S eine obere Schranke besitzt.

(vi) Zornsches Lemma Sei S eine nicht-leere, induktiv geordnete Menge. Dann besitzt S ma-
ximale Elemente.
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