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Horsaaliibungsaufgaben und Lésungen zu

Analysis 11

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:

Aus einem kreisférmigen Stiick Pappe vom Radius R wird ein Sektor mit dem Winkel
a herausgeschnitten. Dieser Kreissektor wird an den Schnittflichen so zusammen-
geklebt, so dass ein Kegel entsteht.

Fiir welchen Winkel ar besitzt dieser Kegel maximales Volumen? Man berechne dieses
Maximalvolumen.

Aufgabe 2:

a) Fiir die folgenden Kurven gebe man Parameterdarstellungen an und zeichne
sie:

(i) die Gerade, die durch die Punkte (1,3) und (—3, —4) verlduft,
(i) die durch 922 + 4y* — 362 — 8y + 4 = 0 beschriebene Ellipse.

b) Man zeichne die Epizykloide mit ¢ € [0, 87] und

_ [ Scos(t/4) — cos(5t/4)
c(t) = ( 5sin(t/4) — sin(5t/4) ) .
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Aufgabe 3:

Gegeben sei die Zykloide ¢ fiir ¢ € [0,00[ und c(t) = ( f: ilor;tt ) .

a) Man zeichne die Zykloide c fiir ¢ € [0, 37] .

b) Man berechne den Tangentenvektor zum Parameterwert ¢ im Kurvenpunkt
c(t). In welchen Kurvenpunkten ist ¢ nicht regulér?

¢) Man bestimme in allen reguldren Kurvenpunkten, in denen der Anstieg gleich
null ist, die Tangentengleichung in Parameterform und als Einzelgleichung.

d) Man berechne néherungsweise die Lange des Kurvenbogens zwischen ¢(7) und
c(2m) unter Verwendung des Differentials der Bogenlénge zum Parameterwert
t=m.

Aufgabe 4:
Mit ¢,y € IR wird durch y — t?> = 0 eine Parabel beschrieben.

a) Man bestimme eine Parametrisierung c(t) der Parabel iiber den Funktionsgra-
phen.

b) Man berechne den Kurvenpunkt mit maximaler Kriimmung,

¢) den Kriimmungskreis und

d) zeichne die Kurve mit dem berechneten Kriimmungskreis.

Aufgabe 5:
Man berechne alle Stammfunktionen zu

a) fi(r) =22° —5sinw, b) fo(x)=4cosx — Tsinhz

T 5 3
O falx) = 2 +xxe ’ Q) filz) = 3x \5/9; + 4x .

Aufgabe 6:
Mit Hilfe der partiellen Integrationsregel berechne man

a) /(Sx—l)coshxdas, b) /xlnxda: ) c) /ZBQCOSQSdQZ :

d) / costsinht dt | e) / 152vx — 1dx .
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Aufgabe T7:
Mit Hilfe der Substitutionsregel berechne man

a) /sin(x) cos’(z) dz , D) /Qx\/T—de, c) /xQexS dr |
/

d) /Mdt, e) / A

6t + 9 e +1

Aufgabe 8:
Man berechne die unbestimmten Integrale

x
a) / 2e™ 2 dx | b) / dx | c) cosh®t dt
Vo +4

d) /v1+x2dx , €) /sin3tcos3tdt, f) /arcsinxdx.

Aufgabe 9:
Man berechne die folgenden Integrale
3 1 6a® — 322 4+ 22 — 3
2) /5—2xd‘7’” b) /(7x—4)2’ ) / 21 — 1 4

5 5% 6x
4 /x2+2dx’ °) /2x2+2dx’ 2 /mdfﬁ

Aufgabe 10:
Man berechne folgende Integrale ggf. unter Verwendung der Partialbruchzerlegungs-

methode

7
d
a)/3x2—i-1596—18 o

3 2
— 1
b)/z + 2% — 35z + 17

d
246 —7 ol

c) /(2m2—9+3)2dx

Aufgabe 11:
Man berechne unter Verwendung der Partialbruchzerlegungsmethode

/ 8x3 — 4322 + 462 — 39
dx .

xd —4x3 + 27
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Aufgabe 12:
Man berechne folgende Integrale

6390
a) ———— dx unter Verwendung der Substitution ¢ = e,
e’ + 4

1
b) / dzr unter Verwendung der Substitution ¢ = tan z
CoS T 2
Aufgabe 13:
Gegeben sei die Funktion f : [—1,1] — IR mit f(z) = 3z + 4.

a) Man berechne fiir die dquidistante Zerlegung

Zn:{_172—n’4—n’6—n7”‘,1}

n n n

des Intervalls I = [—1, 1] Unter- und Obersumme, also U¢(Z,) und O¢(Z,),
zu f.

b) Man weise die Integrierbarkeit von f nach.

1
¢) Man berechne / 3x + 4 dx iiber den Hauptsatz.
~1

Aufgabe 14:

a) Man berechne den Flicheninhalt Fj, der sich im Intervall [—3, 3] zwischen
x-Achse und der durch y = 22 — 4 gegebenen Funktion befindet.

b) Man berechne den Flicheninhalt F,, der Menge des IR?, die von den Graphen
der Funktionen f und g mit f(z) = cosx und g(z) = 1 — 2z /7 eingeschlossen
wird.

Aufgabe 15:
Gegeben sei die Funktion

f:00,2] — IR mit f(z)=2".

a) Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, wenn der Funktionsgraph
von f um die x—Achse rotiert.
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b) Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, wenn der Funktionsgraph
von f um die y—Achse rotiert.

¢) Man berechne die Mantel- und Oberfliche des Rotationskorpers, wenn der
Funktionsgraph von f um die x—Achse rotiert.

d) Man zeichne die Mantelflichen der Rotationskorper aus a) und b).

Aufgabe 16:

a) Man berechne die Ableitung des parameterabhéngigen Integrals

2z

F(z) = / >t dy .

1

b) Man berechne die uneigentlichen Integrale, falls sie existieren

K /ﬁd

. 2
(ii) / CEE dx .

0

¢) Man berechne fiir f(t) = cos(yt) mit v € R die Laplace-Transformierte F'(s)
fiir s > 0.

Aufgabe 17:

a) Man untersuche die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz (ohne
sie zu berechnen)

oo:c2+1
i d
(i) /:U5+3 °
0

1

VT

B

(i)

b) Mit Hilfe des Integral-Kriteriums fiir Reihen zeige man, dass fiir 0 < a <1

die Reihe
Z :
koz
k=1

divergiert.



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Analysis II fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 2017 6

2k:+1
¢) Man berechne den Wert der Reihe Z 4- s
k=1
Aufgabe 18:
Gegeben sei die Reihe i ﬂ ntl
¢ n+2 n+3)

n=0

a) Man zeige, dass die Reihe konvergiert.

b) Ab welchem Index k unterscheiden sich die Partialsummen

k
B ()" n+1
Sk_;(n-i-? n+3

vom Grenzwert S der Reihe um weniger als 0.0017

¢) Wie lauten die ersten drei Nachkommastellen des Grenzwertes S7?

Aufgabe 19:
Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:
oo n o0 on
S (vFa-n) Do
n=1 n=0
1 3 9 27 8l ~ k+1
B T T T R P | .
) wre e tis w9 ;lﬁﬂ
Aufgabe 20:
a) Man untersuche die Funktionenfolgen
1 na?

(i) fu:[-2,2] =2 R, fu(x)= , () hy:R—=1R, hy(z) =

1 4 ne®? 1+nx?’

auf punktweise und gleichméfige Konvergenz.

b) Gegeben seien die folgenden Funktionenreihen

E (2 —1)(2 — 2%k E :
’ 2k
— k:o (k4 1)3(2?* 4+ 1)

Man bestimme den maximalen Konvergenzbereich D und untersuche die Rei-
hen auf punktweise und gleichméflige Konvergenz in D.
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Aufgabe 21:

a) Fiir folgende Potenzreihen bestimme man den Entwicklungspunkt und berech-
ne den Konvergenzradius:

> on 1\" > (7272 \7
0 > wm (a-3) @ > ((5) ) .
b) Man bestimme den Konvergenzradius und das Konvergenzintervall der folgen-

den Reihe
i " x—1\"
n+1 2

n=0

und untersuche das Konvergenzverhalten in den Randpunkten des Konvergen-
zintervalls (mit Begriindung).

Aufgabe 22:
Gegeben sei die durch  f(z) =

definierte Funktion.

5 —4x

a) Unter Verwendung der Summenformel fiir die geometrische Reihe:

=y

k

oo
=0
berechne man die Potenzreihe von f zum Entwicklungspunkt zy und bestimme

. 31
deren Konvergenzradius fiir zg = i

b) Man bestimme die Glieder der Potenzreihenentwicklung von f mit Entwick-
lungspunkt xy = 0 iiber das Cauchy-Produkt von Reihen und berechne den
zugehorigen Konvergenzradius.

Aufgabe 23:
a) Unter Verwendung der Potenzreihe von

6

f@) =5—p

berechne man die Potenzreihe von

1
g(x) = m

zum Entwicklungspunkt zy und bestimme den zugehorigen Konvergenzradius.
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b)

Man berechne die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung

y// — y
mit den Anfangswerten y(0) = 1 und 3/(0) = 0 in folgender Potenzreihendar-

stellung
y(x) = Z apx®.
k=0

Aufgabe 24:

a)

definierte Funktion berechne man die Potenzreihe

2
Fiir die durch f(x) = T2
T

von f zum Entwicklungspunkt xq = 0 mit Konvergenradius unter Verwendung
der geometrischen Reihe.

Man berechne die Potenzreihe von arctan(z/2) zum Entwicklungspunkt

xo = 0, bestimme den Konvergenzradius, untersuche das Konvergenzverhalten
in den Randpunkten und berechne im Falle der Konvergenz den Wert der
entsprechenden Reihen.

Man zeige, d i (CDF 7
an zeige, dass = — gilt.
2ok +1 4

Man berechnet die Taylor-Reihe der durch f(x) = 3 6

zum Entwicklungspunkt xqg = 0. Dazu beweise man zunéchst iiber Induktion
firn>0

definierten Funktion
x

6-4" - n!

f(n)(l’):m-

Aufgabe 25:
Gegeben sei die Funktion

2)
b)

c)

Man zeichne die Funktion f.

Man berechne die Fourier-Reihe der 4-periodischen direkten Fortsetzung von

f

Man zeichne S,,(z) und die Fehlerfunktionen f(x) — S,,(z) fir m = 1,3,5,
wobei Sy, (z) die m-te Partialsumme der Fourier-Reihe darstellt.
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> —1)7-1 3
d) Man zeige mit Hilfe von b) die Identitét Z ﬁ = 73T—2 .
n —_—

n=1

Aufgabe 26:
Gegeben sei die 27-periodische direkte Fortsetzung der Funktion f mit

—sinz , —n7<zx<0 ,
f(x) =

0 , 0<zx<rm
a) Man zeichne die direkte Fortsetung im Intervall [—m, 47].
b) Man berechne die zugehorige Fourier-Reihe.
¢) Man zeichne die Partialsummen Sy(z), ..., S3(x) der berechneten Fourierreihe.
d) Mit Hilfe von b) zeige man die Identitét
SIS
2n—-1)(2n+1) 2°

n=1

Aufgabe 27:

Gegeben sei die Funktion
0, 0<xr<m,
flx) =

1, n<e<3nm

a) Man zeichne die 37-periodische Fortsetzung der Funktion f.

b) Man berechne die komplexe Fourier-Reihe der 3m-periodischen Fortsetzung
von f.

¢) Man gebe die reellen Fourier-Koeffizienten dieser Fourier-Reihe an.

d) Man zeichne die Partialsumme S3o(z) der berechneten Fourier-Reihe.

Aufgabe 28:

a) Man bestimme mit Hilfe des Fourierreihenansatzes
a > _
y(z) = 30 + ; ay, cos(kx) + by sin(kz)

eine Losung der Differentialgleichung

y'(x) = 4y(x) + 11 cos(3z) + 2sin(3x).
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b) Man bestimme die Fourier-Koeffizienten der folgenden 27-periodischen Funk-
tionen:

(i) 3 —4sin(2z) + 7sin(5x) + 6 cos(3x) ,
(ii) sin 2z cosx + cos 2z sinx + sin® x — cos® v .

Tipp: Die Theoreme fiir trigonometrische Funktionen fiithren hier zu Verein-
fachungen.
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Losung 1:

e

Fiir den Umfang des Kegelbodenkreises
mit Radius r gilt:

2mr =aR = r(a)—Z—R.
m

L L X
0.5 0.5 1.0

Bild 1 a) Kreissektor mit R =1

Da die Lange der Kegelmantellinie mit R iibereinstimmt, gilt nach dem Satz des
Pythagoras h? + r? = R%. Damit erhilt man fiir die Kegelhohe h:

a?R? R
h(a) =/ R? —1%(a) = | R? — —(27r)2 = %\/(277)2 —a?.
Das Kegelvolumen ist also gegeben durch

V(o) = T - 3?2]5;3 a?/(2m)? — o? = 37{5;3 V(@2m2at = ab >0,

3

Per Konstruktion gilt 0 < a < 27. In den Randpunkten des Definitionsbereichs
ap = 0 und ay = 27 liegen offenbar Minima vor:

V() =0=V(2n) .

Die Extremalkandidaten im Inneren ergeben sich aus:

( 2
>0 , 0<oz<27r\/;

TR} 4(27)%a® — 6a° TR «a(2(27)? — 3a?) 2
= , a1 =27 3

Via) = . = .
(@) 3(2m)3 2/(2m)204 —ab  3(27)? (27)2 — a2
2
<0 , 27r\/j<a<27r.
. 3

1 2 3 4 5 6
Bild 1 b) V(a) mit R=1
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2
Daher liefert o = 277\/2 = 5.130199321.. das maximale Volumen mit

2 3 9(2m)? 2021 27R?
1% <2W\/;> - BWR  2m) \/ (amp — 2T 2T s0s066525R°.

(2m)3 3 3 9v/3

Losung 2:

a) (i) Die Orts-, Richtungsvektordarstellung fiir eine Gerade durch die Punkte
a=(1,3)" und b = (-3, —4)" mit ¢t € IR lautet

c<t>:a+t<b—a>=(§>+t((j)‘(?{)):(é)”(:é)

Mathematica Plotbefehl:

ParametricPlot[{{1 + t (-3 - 1), 3+t (-4 - 3)}}, {t, -0.5, 3},
AxesLabel -> {"x", "y"}, PlotRange -> {-3, 4}]

2+

gL

Bild 2 a) (i) Gerade durch a = (1,3)7 und b = (-3, —4)7

(ii) Mit quadratischer Ergénzung erhélt man eine Ellipsengleichung mit den
Halbachsen ¢ = 2 und b = 3 und dem Mittelpunkt (zo,y0) = (2,1).

0 = 922 +4y*— 36z —8y+4
= 9(x® —do+4—4)+4@y* -2y +1)
= 9(z—2)?-36+4(y — 1)

(z—2)* (y—1)°
2 T 3
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Parameterdarstellung durch angepasste Polarkoordinaten

24+ 2cost
oft) = ( 1+ 3sint ) , t€0.2n]

Mathematica Plotbefehl:

ParametricPlot[{2 + 2 Cos[t], 1 + 3 Sin[t]l}, {t, 0, 2 Pi},
AxesLabel -> {"x", "y"}, PlotRange -> {-2, 4}]

ol
Bild 2 a) (ii) Ellipse, Halbachsen a = 2 und b = 3, Mittelpunkt (x¢,yo) = (2, 1)
b) Mathematica Plotbefehl:

ParametricPlot [{{5 Cos[t/4] - Cos[5 t/4],
5 Sin[t/4] - Sin[5 t/4]1}, {5 + Cos[t], Sin[t]}, {4 Cos[t],
4 Sin[t]}}, {t, 0, 8 Pi}, AxesLabel -> {"x", "y"}]
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Bild 2 b) Epizykloide mit r =1 und R = 4
Wird ein kleiner Kreis mit Radius r auflen auf einem grofien Kreis mit Radius R
abgerollt, so beschreibt die Epizykloide die Bahnkurve des Beriihrungspunktes

P der beiden Kreise zu Beginn des Abrollens. Fiir r = 1 und R = 4 kehrt P
nach R/r = 4-maligem abrollen in seinen Ausgangspunkt zuriick.

Loésung 3:

a) c(t) = w(t) ) _ ( t—sint , t€1]0,3r], Mathematica Plotbefehl
y(t)

1 —cost

ParametricPlot [{{t - Sin[t], 1 - Cos[t]}, {Cos[t],
Sin[t] + 1}, {0.07 Cos[t], 0.07 Sin[t]}}, {t, O, 3 Pi},
AxesLabel -> {"x", "y"}, AspectRatio -> 0.2]

2:0
15
1.0
0.5

i 2 4 6 8 10

Bild 3 a) Zykloide, mit Abrollkreis vom Radius R = 1

Wird ein Kreis mit Radius R, auf dem sich der Punkt P befindet (fiir ¢ = 0 sei
P = 0), auf der x-Achse abgerollt, so beschreibt die Zykloide die Bahnkurve
von P.

Tangentenvektor:  ¢(t) = ( 1 ; E(zst )

Fiir regulire Punkte gilt ||¢(t)|] = v/(1 — cost)? 4 sin?t > 0.

l1—cost=0 = t,=2nm mit n€ Ny = sint, =0 = |[¢(t,)]| =0

Nur fiir ¢,, = 2n7 erhiilt man also die singuliiren Punkte c(t,) = (2nm, 0)7.

Wird mit « der Winkel zwischen x-Achse und Tangentialvektor
c(t) = (2(t),y(t))T im Punkt c(t) beschrieben, so ergibt sich der An-
stieg durch
/(T
tana = w

(1)
Einen Anstieg von null, d.h. eine waagerechte Tangente, erhilt man daher
durch

y(t) =sint=0 A z(t) #0.
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Da die singuldren Kurvenpunkte zu den Parameterwerten ¢,, = 2nm ausgenom-
men sind, ergibt sich eine waagerechte Tangente nur fiir die Parameterwerte
tn = (2n 4 1)m mit n € INy in den Kurvenpunkten

o((2n + 1)) = ( (2n + 1) — sin((2n + 1)) ) _ ( (2n+ 1)m ) .

1 —cos((2n+ 1)) 2

Tangentengleichung in Parameterform mit A € IR

T(\) = c(to) + A &(ty) = ( <2”§1)” ) +)\(g): Gntrion

Tangentengleichung als Einzelgleichung mit x € IR

(@) = y(to) + D (& — (1)) = 2+ 5z — (20 + 1)) = 2

d) Fiir die Bogenlédngendifferenz As gilt mit t =7 und dt =27 — 7w =7
As =~ ds = +/22(t) + y%(t)dt = (\/22 + 02) T =27

Mit Hilfe der Integration ldsst sich (spéter) As exakt berechnen

27 2m
As = /\/j:Q(t)—l-?JQ(t)dt:/\/(1—C03t)2+5m2tdt

27 27 2
= /\/2—2costdt:\/5/\/251n2(t/2)dt:2/|sin(t/2)]dt <2

= —dcos(t/2)7" = 4.

Losung 4:

a) Durch Auflssen nach y erhélt man y—t*=0 <& y(t) =t

Parametrisierung von c iiber den Funktionsgraphen mit ¢ € IR

c(t):(zg;):(tg) = é(t):(Qlt) = é(t):(;)).

b) Die Kriimmung berechnet man durch

z(t)y(t) — z(t)y(t) 1-2—-0-2¢ 2
’{(t) = . 32 32 3/2
(Z(t)* +9(t)?) (1+(2t)?) (1 +4t2)

21
/dt =27

™
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241 >0 t <0 streng monoton wachsend
= k(t)=————F5¢ =0 t=0 strenges globales Maximum
(1 +4t2)°2
<0 0<t streng monoton fallend

Damit liegt das strenge globale Maximum mit Krimmungswert x(0) = 2 im
Kurvenpunkt ¢(0) = (0,0)%.

¢) Fiir den Kriimmungskreis erhilt man

1 1
Kriimmungsradius: R = w =3

Kriimmungsmittelpunkt:

(o) = () * s —somm 0 )

(o)) = ()

d) Mathematica Plotbefehl

ParametricPlot [{{t, t~2}, {Cos[t]l/2, Sin[t]l/2 + 1/2}}, {t, -Pi, Pi},
AxesLabel -> {"x", "y"}, PlotRange -> {-1.5, 1.5}]

15

0.5

-1.5 -1.0 -0.5 L 0.5 1.0 15

10+

-15L

Bild 4 y(t) = t* mit Kriimmungskreis in (0, 0)
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Losung 5:

6
a) /2:65—581n:cd:c = %4—50081:—1—0,

b) /4cosx—7sinhxdx = 4sinx — 7coshzx + C',

2 v 2
c) e dr = —+e"dr = 2In|z|+ e+ C,
T T

35 — bad + 4 6 10 8
d) / ’ \/:; i deB:/3$9/2—5I5/2+41‘1/2d$:HI11/2—7$7/2+§$3/2+C

Loésung 6:
a) partielle Integration: w =3z —1, v = coshx

/(3x—1)coshxdx = (Sx—l)sinhx—/?)sinhxdx—i-C

= (3x —1)sinhz —3coshz + C

b) partielle Integration: « =z, v=Inzx

2

x? x2 1 x? x
/wnwdm 5 nx / 2xda: 5 nx 4—1—0

c) partielle Integration: —u = 2%, v/ = cosx
/ r?cosx dr = 2% sinzx — /2a:sinx dx +C
weitere partielle Integration: u = 2x, v/ =sinx
= z%sinz + 2z cosz — /QCosmdx +C
= a%sinz +2xcosx — 2sina + C

d) partielle Integration: —« =sinht, v' = cost

/costsinhtdt:sintsinht—/sintcoshtdt+é’
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weitere partielle Integration: u = cosht, v/ =sint
=sintsinht — (— costcosht — / —costsinht dt) + C
=sintsinht 4 costcosht — / costsinht dt + C

sintsinht¢ + costcosht
2

= / costsinht dt = +C,

e) partielle Integration: u = 15z, v =z —1

215 2-15
/15x\/x—1d:r = 3 “"(x—1)3/2—/ T(x—l)S/de+C

= 10z(z —1)%?* - / 10(z — 1)*?dz + C
= 10z(z —1)%?* - ?(I — 12+ C
= (z—-1)%?10z —4(z — 1)) + C

= 22 —-1%?Bz+2) +C

Loésung 7:
a) Substitution: w = cosz — du = —sin(z) dx
, 9 5 u? cos® x
sin(z) cos“(x)de = — [ u du = —3—1—0 =3 +C

b) Substitution: s=a?+1— ds=2zdx

3/2 2 3/2
/2xx/x2+1da::/\/§d3:283 —i—C:—z(x ;D +C'.

at

c) Substitution: ¢=a% — dt =32?dr — dv = 73
T
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3
/xzex dz =

1 1 -
/etdt:§et+C:§e‘Td+C.

W

d
d) Substitution: =z =2t+3 — dr=2dt — dt = ;

/ (In(2t +3))* dt — 1/ M dr = 1/ 1. (In(x))* dw
9 6

6t +9 3z T

1
weitere Substitution: w=Ilnz — du = —dz

x
1 A u® (Inz)® (In(2t + 3))°
6/ v =yt 30 0
dt dt
e) Substitution: t=e* - — =€ — dr = —
dx t
e’ t dt 1 N
/ 2 1 1 déE:/ 2 ?:/ 211 dt = arctant + C' = arctane” + C'
f) / tan x dz :/ Y g
coS T
Substitution: ¢t =cosz — dt = —sinz dz
i 1
/tanxdx:/Smxdx:—/—dt:—1n|t|—|—(]:—ln|cosx|—|—0
cos T t
Loésung 8:
/ b5r—2

a) partielle Integration: wu=uxz, v =e¢

5x—2 S5x—2 bx—2 bx—2
[ xe e xe e
dz = _ dz+ C = _ C
/ e v 5 / 5 4T 5 o5 ¢

b) partielle Integration: u =z und v’ =

Vo +4
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/\/fﬂda: = x-2\/x+4—2/\/:c+4dx+0

4 2
= 2x\/x+4—§(x—l—4)3/2+0 = g(x—8)\/x+4+0

Alternative, Substitution:

u=+vr+4 = x=u’-4, dv/du=2u— dr=2udu

2_4
/\/;_Hdm = /uu -2udu:2/u2—4du

u? 2u , 2
= 2| — —4u +O:§(u —12)+O=§(x—8)\/x+4+(]

¢) Additionstheorem: cosh?t —sinh®¢ =1 und

partielle Integration: —w = cosht, v = cosht

/ cosh’tdt = / coshtcoshtdt = coshtsinht — / sinhtsinht dt + C

= Coshtsinht—/costh—ldt%—C' =

2/ cosh?tdt = t+coshtsinht+C =
2 1 .
cosh“tdt = 5 (t + coshtsinht) + C

d) Substitution: x =sinht = dxr =coshtdt und t = arsinhz

/\/1+x2dx = /\/1+sinh2tcoshtdt:/costhdt

(arsinhx + x@) +C

DN | —

1
=5 (t + coshtsinht) + C =

e) Additionstheorem: cos?t +sin’t =1 und

Substitution: z =sint = dz = costdt
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/sing‘tcos?’tdt = /sinBt(l—siHQt)costdt:/:c3(1—x2) dx

$—6+C: sin*t  sin®¢
6 4 6

f) / arcsin z dr = / 1-arcsinz dz

+C

x
4

partielle Integration: «' =1, v =arcsinz < =z =sinv =

1 1 1 1
v' = (arcsinz) = —— = = =
(sinv)"  cosv /1 —sin2y V1—2a?

de +C

/ arcsin ¢ dx = x arcsin & —

=

2

d
Substitution: v=1—2° = du= —2xdxr — —716 =z dx

inrdr = i —d C
/arcsmx x xarcsmx—f—/ SN u+

= garcsinz +vu+ C = varcsine + V1 — a2 +C

Losung 9:
a) Substitution: ¢t=5—-2x — dt=—-2dx

3 3 (1 3 3
dr=—2 | Zdt=_—2nlt|l+C=—21nl5—2z|+C
/5—295 v 2/t 5 [t + 5 05— 22| +

b) Substitution: t=7r—4 — dt=Tdx

B B 1 1
/(735— /_dt __t 0= 7(7x—4)+0_28—49x+0

¢) Polynomdivision:

2
(623 — 322 +20—3): 2z —1) =322 +1— 51
—(62% — 32?%)
2v. =3
—(2x —1)

—2
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dx

6% — 322 +2x—3
/x %+ 22 dx:/3a72+1—

20 — 1 20 — 1

Substitution: t=2x—-1 — dt=2dx

1
:x3+x—/gdt+0:x3+x—ln|t|+C’:$3+x—ln|2x—1|—|—C

d) /%de:g/mdx

T
Substitution: t=— — dr =+vV2dt
V2 v2
5\/5/ 1 5 5 ( T )
= dt = — arctan(t) + C = — arctan | —= | + C
2 ) 241 V2 ®) V2 NG

ST 5 2z
e)/2x2+2d$_1/x2+1d:”

Substitution: t=22+1 — dt =2z dx

) 1 5 5
=- [ —dt=-In]t =-—Infz*+1
4/t 4n||—|—C 4n|x+|+C’

6 3(2x +4) — 12
o % =
>/x2—|—4:v+5dx / (r+2)2+1 du
2(x +2) 1
— Y -1 -
3/(:1:+2)2+1d$ /($+2)2+1dx

Substitution: t=z2+2 — dt =dzx

2t 1
= —dt — 12 —dt
3/t2+1 /t2+1

Substitution: uw=t*+1 — du=2tdt

1
= 3/ —du — 12arctant = 31n |u| — 12 arctant + C
u

= 3In[t* 4+ 1| — 12arctan(x +2) + C = 31In |2 + 42 + 5| — 12 arctan(x +2) + C
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Losung 10:

a) Nennerfaktorisierung: 322 + 15z — 18 = 3(2% + 5z — 6) = 3(z — 1)(z + 6)

7 T 1 T 1
3r2+ 152 —18 3 \a2+5x-6) 3 \(v—1)(z+6)

Partialbruchzerlegungsansatz:

1 A B Alx +6)+ Bz — 1)

@—D(@+6) z2-1 246  (z—1)@+6)

= 1=A(x+6)+B(r—1)
Nennernullstellen einsetzen:
1
r=1 = 1=A1+6)+B(1-1)=74 = A:?

1
r=—-6 = 1=A-6+6)+B(-6—-1)=-7B = B:—?

/1 1 _1 1 I
Tt—1 Tx+6

(n|jz =1 —In|z+6])+C

wl

= / ’ der =
322+ 15z — 18 a

W

b) Polynomdivision:

20 — 18

(2% +2% =350 +17) : (2? + 62— T) =7 =5+

— (2% + 62% — Tx)
—5x% — 28z + 17
— (=522 — 302 + 35)
2v — 18

Nennerfaktorisierung: 22+ 6x — 7= (z — 1)(z + 7)

Partialbruchzerlegungsansatz:

2z — 18 2z — 18 A B

w2+6x -7 (r—1)(z+7) x—1+$+7

= 20—18=A(x+T7)+Blx—-1)=(A+Bx+T7A-B
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Berechnung von A und B {iber einen Koeffizientenvergleich von

20 —18=(A+B)x+7A—-B

—18=7A—-B = DB=T7TA+18
2=A+B=A+7A+18=8A4+ 18
= 8A=-16 = A=-2 = B=4

alternativ:

Berechnung von A und B durch Einsetzen von z-Werten, vorzugsweise der
Nennernullstellen in die Gleichung:

20 =18 = A(x +7) + B(x — 1)

r=1: 2-18=-16=A(1+7 = A=-2
r=-7: 2-(-7)—18=-32=B(-7—-1) = B=4

Integration:
23+ 2% — 35x + 17 2 4
dr = —5— d
/ 224+ 6x—7 g /x x—1+x+7 v

2

— %—5x—21n]a:—1]+41n|x+7|+0

c¢) Dieses Integral wird iiber die Rekursionsformel mit ¢ = 2 berechnet

Vax
V3

/ﬁw N /32<2x2/93+1>2dx:/ (( )12“)2‘1‘”

S (o [ e )

V2 2(1-2
V3 t
= Q_ﬂ(arCtant+t2+1)+C
V2z
— ﬁ arctan Vo + \/52 +C
2v/2 V3 (f_2> 41
V3

2z
arctan (W)

V6 +2x2+3

Il
N W
/-~
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Losung 11:
Raten der Nennernullstelle z = 3 (Teiler der Konstanten 27) und Polynomdivision:

(2t — 423 +27) (v —3) =2 — 2> =32 — 9
—(z* — 323)
—x® + 27
—(—a® + 32?%)

—3x? + 27

—(—32% + 9x)
—9x + 27

—(—9z +27)

0

Erneutes Raten der Nullstelle z = 3 (Teiler der Konstanten 9) und Polynomdivision:

(23 —2>—=3x—-9): (x —3) =2+ 2r+3
— (23 — 32?%)
22° —3x —9
—(22% — 62)
3r —9
—(3x—9)
0

Damit lautet die Nennerfaktorisierung:

ot =43 + 27T = (z - 3)}(2* + 22+ 3) = (z = 3)*((x + 1) + 2).

N /8x3—43x2—|—46x—39d _/ 8x3 — 432 + 462 — 39

2% — 425 + 27 @—32(x+1)2+2)
Partialbruchzerlegungsansatz:
8z —432% +46x —39 A N B N Cx+ D
ot — 43 + 27 S -3 (z-32 (z+1)2+2

= 823 — 4322 + 462 — 39
= Az =3)((z +1)*+2)+ B((x + 1) +2) + (Cx + D)(z — 3)*
Koeffizienten iiber Einsetzen verschiedener xz-Werte berechnen:

Berechnung von B durch Einsetzten der Nennernullstelle x = 3:

833 -43-32+46-3-39=-72=B(4*+2) = B=-4

Berechnung von A durch Ableiten

242 — 86z + 46
=A((z+1)2+2)+ B2+ 1)+ (z — 3)2A(z + 1) + C(z — 3) + 2(Cx + D)]
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und dann Einsetzten der Nennernullstelle z = 3:
24-32—86-3+46:4:A(42+2)—4-2(3+1) = A=2

Berechnung von C' und D durch Einsetzen geeigneter z Werte:

z=0:

239 = A(=3)(12+2) + B(12 +2) + (C -0 + D)(—3)?
=-30+9D = D=-1

x=1:

8 — 43+ 46 — 39 = —28

= A(=2)((2) +2) + B((2)* +2) + (C + D)(1 — 3)°
=-5244C = (C=6

Damit kann das Integral mittels Partialbruchzerlegung berechnet werden

dx

/8x3—43x2+46x—39dx_/ 2 4 . G-l
xt — 43 + 27 ) 2-3 (z-32 (z+1)2+2

4 2(x +1) 1 N
=2In|z — — 7 _dr— ——d
nle 3|+x—3+3/(x+1)2+2 v 7/ (x+1)2+2 v+

Zur Losung der verbleibenden Teilintegrale:

Mit der Substitution ¢t = (z 4+ 1)? + 2 — dt = 2(x + 1)dx erhilt man

2z +1) 1 ,
3/ <$+1>2+2d1‘ B/tdt 3ln|t| =3In|(x + 1) + 2|+ C4

1
Mit der Substitution t = Tl — dz = \/2dt ergibt sich

V2

7/7@ : 75/ ((z+ )/1f) ™
= E/ 21 dt = E arctant = \/_ arctan (7) + Cs.

Damit erhalt man die Stammfunktion
/ 8x3 — 4322 + 462 — 39
— 43 4 27

4 7 r+1
=2Inlz -3+ —— +3In a:—|—12—|—2——arctan( )—i—K.
R e SR LICER R 7

dx
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Losung 12:

a) Substitution t = e®

-

1
:gm@+®+cz

63.’17
—d
/63954-4 o

b) Substitution:

dt
dr = —

t
t3 dtl/ 3t?
B3+4t 3) 3+4

1
I +4)+C,

can® — ¢ 1—¢? p 2dt
an — = cosT = T =
2 ’ 24+1" 2+1
1 1 2dt
dr = —— — = —+ ——dt
/cos:v o /1—752 241 /1—t2 /1—t+1+t
t2+1
1+t
= Injl+¢/—-Injl—¢t|+C =1In - t‘—I—C’
1—i-tanz T T
= In —i—C’:ln’cos——i—sin ‘ ln‘cos——sm
1 —tan — 2 2 2 2
2
Losung 13:
21 —
a) Mit x; = ! nﬁirz':O,l,...,nerhéiltman
n
n—1
Up(Zn) = > inf f([zi, 2ia]) (wisn — 2:)
i=0
_ gi@%—n+4)(%H%J—n_%—n>
: n n n
=0
— (n—1) 6
= 5 (n+6z):n2( +6 5 >:8_E
=0
n—1
Of(Zn) = ZSUP f(i, zi]) (@i — 73)

=0
SfC¥@+D—n+4)(%HJJ—n_%—n)
: n n n
=0
p

n2

=

1
(n+6i+6) =
0

+C
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b) f ist integrierbar, denn f ist stetig. Der Wert des Integrals ergibt sich dann

durch
lim Os(Z,) = li 8—1—6 =8= 1 8—6 = lim Uy(Z,)
S Op() = Jim (85 ) =8 =l (80 ) = i Us(Z0)
1
322 '
c) /3x—l—4dx:(i+4a7> =38
1 2 -1
Losung 14:

a) Schnittpunkte von y = 2% — 4 mit der z-Achse:
O=a?—4=(x+2)(x—2) = 11=-2, 29 =2

—2

2 3
F = /m2—4dx—/x2—4dx+/x2—4dx
) 2

2

3
= 2/x2—4dx—2/x2—4dx

2 0

3 3
—2($——4x)
9 3

27 8 8 46
= 2(Z —12-248--+8) = —
(Fm-gre5y)

o~

DO

X

Bild 14 a): y=2?—4in [-3,3]
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b)
1
0.5
0.5 1 1 2 2.5 3
-0.5
-1
Bild 14 b): Menge M,
Die Schnittpunkte von f(z) = cosz und g(z) = 1 — 2z/7 sind gegeben durch
x1=0,20=7/2, x3=.
Daher berechnet sich der Flacheninhalt durch
/2 ™
F = /cosx — (1 —2z/m)dx + /(1 —2zx/7m) — cosx dx
0 w/2
= 2[sinz—az+2/x])? = 2(1—n/2+/4) = 2— /2.
Losung 15:
2 2
2\ P
a) V;rfAchse = 7T/v (f(ﬂ?))Q dx = 7T/ (.’173)2 dr = <7>
0 0 0
12
= ﬁ = 57.4462 . ..
7
b) y = f(zx) =2’ v=f"y) =y’

=1
8 8

Vieaase = 7 [ (7' @W) dy=7 | () dy
0/ 0/

35/38
:7Ty
(%)

= 6m = 60.3185...
5
c¢) Die Oberfliche des Rotationskorpers bei Rotation um die z-Achse setzt sich
zusammen aus der Mantelflache M,_aaqse und der Fliache K des seitlich be-
grenzenden Kreises:

0

K = 8% 71 = 647 = 201.0619. ..
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2

M, Achse = 27T/ f@)vV14 (f'(x))? dx:27r/ 23\/1+ (322)2 dx

t=1+9z"* /\/‘ (277 2t3/2> e
1

= 27(1453/2 1) = 203.0436. ..

Damit besitzt der Rotationskorper eine Oberfliche von

m(1727 + 1453/2)

O=K+ Mx—Achse = o7

= 404.1055. ..

d) Fiir den Fliachenplot muss der Vektor des Funktionsgraphen

erweitert werden.

Anschliefend wird v(z) mit der Drehmatrix D(p) multipliziert, wobei eine
ganze Umdrehung durch 0 < ¢ < 27 erreicht wird.

Fiir die Drehung um die xz-Achse erhilt man damit die folgende Parameter-
darstellung der Mantelfléiche

1 0 0 T T
Uy Achse(T,0) = | 0 cosg —sing 22 | = 2%cosp
0 sing cosgp 0 23 sin ¢
D) V(@)

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 15 a) lautet damit:

ezsurf (’x’,’cos(p)*x~3’,’sin(p)*x~3’, [0,2%pi,0,2])
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X = X, y = cos(p) xs, z = sin(p) x3

Bild 15 a): Rotationskérper fiir f(z) = 23 bzgl. der z-Achse

cosp 0 —singp T T COS
Uy Achse (T, ) = 0 1 0 2 | = x3
sing 0 cosep 0 T sin ¢
-~ s e —
D) V(@)

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 15 b) lautet:

ezsurf (’x*cos(p)’,’x~3’, ’xxsin(p)’, [0,2%pi,0,2])

X =Xx cos(p), y = x3, z = x sin(p)

<
SRS
IR
IR
SN esseee

X

Bild 15 b):  Rotationskorper bzgl. der y-Achse
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Losung 16:
2%
a) F'(z) = 2.2 — 3.0 4 / 3371 dy
1
_ 9eT 4 geletle g Butl _ 5o g e+l

B A= W e
! 1+e
. =l 12((9 - )YP =) =24
(ii) / 2 dr = lim 2 dxr = lim 8(z + 1)1/4 a
, (x +1)3/4 a—00 / (z +1)3/4 Pt ;

= lim 8((a+ )4 - 1) =00
a—0o0
c¢) Die Berechnung erfolgt iiber partielle Integration:

a

/COS(WE)@‘S'f dt = —cos(yt)

—st

— / ysin(yt)e dt
0
0

—st

s s
0
—st |@ —st |a r ) efst
= - t in(yt = t dt
cos(7t) . 0—1—7811&(7) 7|, /7 cos(vt) =
0
= [ eostne i = ()% + st |
cos(vt)e = —— | —cos sin
4 1+~2/s2 R TR 0
0
r 1 1 S
3 —st _ -
= lm [oestl)e™dt = o rm s T e
0
Losung 17:
0 1 00
z? + 1 22 +1 22 + 1
) dr — y p
2) ) /:c5+3 v /x5+3 x+/x5+3 o
0 0 1
Y
O.5¢
O.4¢
0.3t
O.2¢
O.1¢F
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Bild 17 a):

1
2 +1

d

/x5+3 v

0

T 2
1
/:v—i— dr —
x>+ 3

1

Fir z > 1 gilt

T2
1
/:17+ dr —
x5+ 3

1

"2
1
lim/x + dx
a—00 I5+3

0< < ==

a—o00 o + 3

a—oco 2

2 +1

Funktion f(z) = — 3
x

ist ein bestimmtes Integral mit endlichem Wert.

ist ein uneigentliches Integral.

1
2 1 2 2 2
v v und man erhalt

»w+3 - ad 3

x?+1

2
dr < lim — dx

lim
a—00 1,‘3

1
lim ——

1
“ 1
1 a—00 a

Damit konvergiert das Ausgangsintegral absolut nach dem Majoranten-

kriterium.

(ii) Das Integral divergiert nach dem Minorantenkriterium,

denn fiir
1

VT
/ rh 4 a3 e

0<z<1 gilt

272 < g5/2,
1

: 1 , 1
i%/md@iﬂ%/mdx

0 a 1 a
’ 1 1 1
m -——— = - = 0.
a0  3x3/2 u a—0 3g3/2 3
v
1000
soo0}
600}
400}
200}
0.2 0.4 0.6 0.8 1 =
NG

Bild 17 a)(ii):

Funktion f(r) = — =
t+

1
b) Fiir 0 < a < 1 und z > 0 féllt die Funktion f(x) = — (streng) monton und

es gilt

1. Fall:: a=1

1
/—dw =
x

1

lim
a—o0 €T

LEQ

a

1 : :

—dr=lim Inz|{ = lim Ina = o0,
a—0o0 a—r 00

1
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2.Fall: 0<a<l=0<1l-a

o0 1 a 1 I—a a
—dzr = lim | —dr = lim v
T a—00 T a—00 (1 — a) 1
1 1
) al—oz 1
= lim — = 00.

o (l—a) (1-a)

Das Integral divergiert also fiir 0 < a < 1. Nach dem Integral-Kriterium fiir

1
Reihen besitzt die Reihe Y o das gleich Konvergenzverhalten.
k=1

c¢) Mit Hilfe der geometrischen Summenformel erhilt man

X gktl 2 X /2\F 8 1 16
4.2 _—4. =2 2) =2 1) ==
Sa gt (3) =5 (1) =%

Losung 18:

a) Es handelt sich um eine alternierende Reihe, die nach dem Leibniz-Kriterium
konvergiert, denn es gilt:
n+1

i) ap = >0
(i) a (n+2)(n+3) =
1 1/n + 1/n?
(i) lim ap = lim " i R
n—00 n—00 (n—|—2>(n—|—3) n—>001—|—5/n—|—6/n2

(iii) a, fallt monoton, denn

0 < n

= (n+2?=n*+4n+4 < n*+5n+4=mn+1)(n+4)
n -+ 2 n+1

= <
n+4 — n+4+2

N n -+ 2 < n+1

Apy1 = < =a,.
T (n+3)(n+4) (n+2)(n+ 3)

b) Man verlangt fiir die Abschéitzung des Wertes S der Reihe durch die Partial-

summen Sy,
k+ 2

(k+3)(k + 4)

Aus aggs = 0.001001 und aggg = 0.000999998 erhélt man £ > N = 995. Die
Partialsummenwerte lauten Sggs = 0.0789413 und Sggg = 0.0799413.

£ 0.001 .

|S - Sk| < Ap+1 =

¢) Mit dem Mathematica-Befehl
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NSum[(-1)"n*(n + 1)/(n"2 + 5 n + 6), {n, 0, k}]

berechnet man die Partialsummen und erhélt

St129 = 0.0790004 < .S < Sggo = 0.07999930

Fiir den Grenzwert bedeutet dies S = 0.079- - -

Lo6sung 19:

e n
a) Z (\/ n?+n— n) konvergiert absolut nach dem Wurzelkriterium, denn mit

n=1

ay, = (\/ n2+n — n)n erhilt man

n? +n —n? 1 1
lim V/|a,| = lim vVn2+n-n=IlIm ——=lim — = - < 1
n—00 | | n—00 n—00 1/n2_}_n_’_n n—00 ‘/1+1/n+1 2

b) > o konvergiert absolut nach dem Quotientenkriterium, denn es gilt

s _ 2l

2
li — = 1i =0<1.

¢) Die Reihe konvergiert nicht, denn mit der geometrischen Summenformel erhélt

man

1+3+9+27+81+ l,z”:l 3\ " . 1 <~ /3\*
—+ =4+ =+ =+ = im — (=] = lim — —
16 32 ' 64 ' 128 ' 256 o0 £— 16 \ 2 n—o0 16 2

k=0 , k=0
=ag
11— (3/2)+! 1
= lim — G/2"7 _ Z((3/2)" — 1) = 00

Alternative Begriindung:

Die notwendige Konvergenzbedingung fiir Reihen ist nicht erfiillt

1 k
hmak—hm—(;) =00 #0.

k—00 k—oo 16

o0

k=1

E+1 E+1 k+1 1 > =1

1=k kE+D) kO
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Losung 20:
a) (i) Die Folge f, konvergiert punktweise gegen f:

. . 1 : 1/n
) = i e = L T e — 0=

fn konvergiert auch gleichméfiig gegen f, denn es gilt

1/n 1 1
0 < sup |fulz)— f(x)] = sup ——O‘: sup — |————
:1:6[72,2}' (@) (@) z€[-2,2] 1/n+ e ze[-2,2] 1 1/n+ e**
111 I noo
< sup —|—|=-"30
ze[-2,2) TV | €F n
Yy
0
0.4
3
0.2
2 -1 i 2

Bild 20 a) (i) f.(2) _ fiirn =1,2,3,5,10,20

T 1t e
(ii) Es gilt h,(0) = 0. Fiir x # 0 erhalt man
. . na? . x?
A ) = e e T M Tt

Also konvergiert die Folge h,, punktweise gegen h:
0 : x2=0
hz) = { 1 : x2#0

h,, konvergiert nicht gleichméfig, da h unstetig ist.

nxr

fiir n = 1,2,3,5, 10, 20

Bild 20 a) (ii) h,(z) = T na?
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n

b) (i) Fir f,(x) = > (2% —1)(2 — 2®)* ergibt die geometrische Summenformel

_ 3 3Nk _ (.3 1_(2_“‘3)n+1
ho) = @ - @) = @ - )
= 1-(@2-3)""

Fiir [2—2°%| <1 & 1 < 2® < 3 erhiilt man Konvergenz mit lim f,(z) = 1.
n—oo

Auflerdem gilt f,(1) = 0. Fiir alle anderen z liegt Divergenz vor. Die
Funktionenfolge f, konvergiert also punktweise gegen die Funktion

0 : z=1

f(z) =
1 : 1<xz<+3.

Bild 20 b) (i) fu(z)=1- (2 —2%)""" fiir n = 0,5,10,15,20,25,30

Die Grenzfunktion f ist nicht stetig, die Konvergenz kann also nicht
gleichméBig sein.
(i)

1
") = 2 )

k=0

konvergiert gleichméBig (und damit auch punktweise) und absolut nach
dem Majorantenkriterium auf ganz IR, denn

1 1 1 =1
< d — = — )
k+1p@®+ 0| = k+1p O ;<k+1)3 2 g
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Bild 20 b) (ii) g.(z)

1P+ 1) firn=20,1,2,3,5,10

k=0
Loésung 21:
S on 1\"
a) (i) ;—mnm (95—5)

1
Entwicklungspunkt: zy = 3

an, 2" (n+2) 7

Konvergenzradius: r = lim
n—oo

n—00 7”(71 —+ 1)2”+1 - 2

Ant1

(ii) i ((%)2 x)gn = i (%)Qn %" = gak )

n=0 n=0

Entwicklungspunkt: zp =0

ANF

Koeffizienten: a; = (25> ’ n
0 , k=2n+1
Konvergenzradius:
1 1 25

r = — _

li ¢ . an/r4n2n 4

hesup Vit /()

b) Z n+1 ( 2 ) - Z 2n(n I 1) (37 - 1) Entwicklungspunkt: o =1
n:() n:0

=an
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Oy 42) 2
m ————— = —
n—00 2"(n + 1)7”"’1 7

Konvergenzradius: r = lim
n— o0

an+1

Man erhélt damit das offene Konvergenzintervall } ? 3 [

Konvergenzuntersuchung in den Randpunkten:

, _ 9 =~ ™ 9 T 1
Divergenz in x, = - denn : HZ:O m (? — 1) = HZ:O o
, 5 = ™ 5 T (1)
Konvergenz in zo = - denn: nz:% m <? — 1) = nz:% I
Konvergenz liegt also insgesamt im Intervall {— = [ vor

y
3.0

25F

1.0F

0.5r
018 019 ‘ 1i0 111 112 X
N n
Bild 21: =Y (v —1)" fir N=0,1,2,3,4,7,10,15
~ 2n(n+1)
Losung 22:
6 B 6 B 6 1
a) 5—4z b —4dzg+4zy—4z  5—dz {— 4(z — zp)
5— 420

6 = (4(z— 2 = 6 - 4" &
5—4ZOZ< 5 — 4z > z; 5= a1 %)
Berechnung des Konvergenzradius:

6 - 4k(5 — 420)k+2
6 - 4k+1(5 _ 4ZO)k+1

= lim

k—o0

r= lim
k—o0

. 5—420
B 4

Af41
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Die Konvergenzbedingung der geometrischen Reihe wird bestétigt:

4(z — 2 5 —4z )
5.
Man beachte: x = 1 ist Polstelle von f.
31 5 3 5—3 V34

Der Konvergenzradius fiir ZOZZZ: r:’Z—ZZ :‘ 1 = Y
b 6

) = f(z) =do+ diz + dax® + dza® + - --

5 —A4x

=6 = (5—41’)<d0+d1$—|—d21’2—|—d31‘3+)
= 5d0 —|— (5d1 — 4d0)l’ —|— (5d2 — 4d1)x2 —|— (5d3 — 4d2)l‘3 —|— s

Koeffizientenvergleich:

6
:>6:5d0,0:5dk—4dk_1 = d():g,

6 /4\"
1 5\5) |
kggo64k+1_

:(5)

Alternativrechnung mit der Rekursionsformel (Methode identisch):

. . )
Konvergenzradius: r= lim = .

Da ¢(0) # 0, besitzt f in zo = 0 eine Potenzreihenentwicklung

1 ok
f(l’):ngdkx

mit Konvergenzradius r > 0 und die Koeffizienten dj lassen sich nach der
Rekursionsformel aus dem Cauchy-Produkt berechnen:

k—1
aodo =1 s aodk = — E djak_j
=0
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mit

- 5 4 5 4
I>:Zakxk:6_6m = a(]:g,al:——,ak:O,kZZ

1
Man erhélt damit dy=— = -,

Losung 23:

) 6 \ = 24 1 _ f(@)
a) Aus fi(z) = (5 49&) ~ Gy O 9@ = Ty T o

Damit ergibt sich die Potenzreihe von g durch differenzieren der Potenzreihe

von f:
!/
1 [ 6-4F . =\ k4Rt 1
g(z) = 21 (Z W(ﬂf o) ) = ;W(SB—%) :
Der Konvergenzradius stimmt mit dem von f {iberein.
Probe:
’ ay ’ k- 4k=1(5 — dxg)kt?
r = lim = lim
k—o0 (077N ] k—o0 (5 — 4x0)k+1(k: + 1)4k
= lim |———| = = |9 — —
koo | (k+1)4 4 4

b) Im Inneren des Konvergenzintervalls darf die Potenzreihe gliedweise differen-
ziert werden. Setzt man die Potenzreihe und ihre zweite Ableitung in die Dif-
ferentialgleichung ein, so ergibt sich

o0 o0

Z ark(k — 1)z = Zakxk
k=2 k=0

= Zakk(k—l)xk_Q—Zaka: —Z apyo(k +2)(k+1) —ap)2® =0.
k=2 k=0 k=0

Aus dem Koeffizientenvergleich mit der Nullfunktion ergibt sich folgende Re-
kursionsformel zur Berechnung der ay:
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Qg

(k+2)(k+1)

ak+2(k + 2)(1{5 + ].) — Qf = 0 = Ak+2 =

Hier unterscheidet man

oo — G2k _ B2k—2 W0
FRT 0k +2)2k+ 1) (2k +2)(2k + 1)2k(2k — 1) (2k +2)!
und
a S Q2k—3 R S
Tk 12k (2k + 1)2k(2k — 1)(2k — 2) (2k + 1)1
1

Die Anfangswerte ergeben y(0) = ag =1 = ag, = m

und
y'(0) =a; =0 = agy1 =0 also

o0

Lo
COSh(I) = Z m.ﬁ
k=0
als Losung der Differentialgleichung. Der Konvergenzradius in z = z? ergibt
sich durch
L R L2 ) L B
=t o] = i | = i o2k ) o

Dies ist dann auch der Konvergenzradius fiir x.

Losung 24:

a) Mit der Summenformel der geometrischen Reihe erhélt man fiir

-3

<l <& )§‘<1(:)|x|<2
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Der Konvergenzradius r = 2 bestétigt sich auch rechnerisch iiber die Koeffizi-

_]_ n
enten as, = (1) und ag, 1 = 0:

22n+1
B B 1 B 1 _y
 lim sup v/|a o L1 B 1 -
k—o0 i nh_)rglo : 92n+1 nh—>nc}o 21+1/(2n)
b) Da

(T (=1
(arctany’ (3 ) = 4+:c2 kz 22k+1

0

ergibt gliedweise Integration der Reihe

]')k 2k+1 __ - (_]')k 2k+1
arctan <2> ¢+ Z (2k + 1)22k+1 " ZO 2k + D)2+

denn fiir die Integrationskonstante gilt C' = arctan 0 = 0. Der Konvergenzra-
dius r = 2 stimmt mit dem der abgeleiteten Reihe iiberein.

Setzt man die Randpunkte x = +2 in die Potenzreihe ein, so ergeben sich die
Reihen

k=0
die nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium konvergieren.

Konvergiert eine Potenzreihe in den Randpunkten, so ergibt sich nach dem
Abelschen Grenzwertsatz dort der Wert der stetigen Fortsetzung der Sum-
menfunktion im Inneren.

Also erhélt man hier in den Randpunkten z = 42 den Wert

oo

—1)*
)1 = arctan(+1).

(=DF

c¢) Aus b) folgt Z = arctan(l) = %
k=0

2k +1
4 )
d) Induktionsbeweis fir — f™(x) = # .
6-49.0! 6
n=0: fO)= = = f(z)

(5 —4x)0tl 5 —4x
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P = (1) = () = e

64" (n+1)!
(5 — 4x)n+?
Die Taylor-Reihe stimmt erwartungsgeméfl mit der Potenzreihe aus Aufgabe
22 b) iiberein, d.h Konvergenzradius » = 5/4 und damit keine Konvergenz bei

x=5/4:
= f™(z Lo 6-4" h =6 4"
f([E):z%fn—(')(x—mo) :;m(iﬂ—()) :z%g(g) X

Bild 24 d) f(x) = _0 , Polstelle bei x = 5/4

5— A4z
Losung 25:
a) 1
0.5
- ] 1 2
-.5
-1

b) Da f ungerade ist

0<e<2: —f(r)=—2(2-2) = (=2)2+ (-2)) = f(-2),



©Dr. K. Rothe, Hérsaaliibungsaufgaben zu Analysis II fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften, SoSe 201 745

gllt ay = 0.

Mit den Bezeichnungen des Skriptes ist T'=4 = w =27/T = 7/2

2
4 . [k . (kK
bi>1 = ZF/ f(x)sin (?) dr = /33(2—3:)sm (?) dx
0 0
2 kmx

2
2\ 2 k
bi>1 = 2(1—x) (H) sin (%x)
0
= -2 i 3cos lmr_x 2
n krm 2

Damit lautet die Fourier-Reihe

101

05

0.5

-1.0F

Bild 25 ¢) (i) S,.(z) fiir m=1,3,5
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Bild 25 c¢) (ii) f(z) — S, (z) fiir m =1,3,5

d) Da f stiickweise C''-Funktion und stetig in z = 1 ist, konvergiert die Fourier-
Reihe dort gegen f. Es gilt also

32 L (2n—Dm\ 32 (=)
7 L= (2n — 1)3 2 - = (2n—1)3

n=1 =1

IL=f1)=F1)=

o 1 n—1 3

_) _7T
~ ;(zn—l)s_z_z'

Losung 26:
l,

a)

o\ 8

O .\6

O .

O .

—2.5 2.5 5 7 .5 10 12.5

Bild 26 a) 27-periodische direkte Fortsetzung der Funktion f

b) Mit den Bezeichnungen des Skriptes ist 7' =27 = w=1.

1 1
/f :—/—sinxdx:—cosx
T s

0 2
T

—T

™

/ x) cos(kx) d

sm xsin(kx)

ap>1 =

>1I>—‘
>1|>—*

1
7 | cosz sin(kx) dx

—T

0
/ —sinz cos(kz) dx

0
1
— E/ sin x cos(kx) dx

—Tr

0
— cos z cos(kx)

—T

(=1 — cos(km)) i

1
kT
1
k2 2
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Uber a; kann nach dieser Rechnung nichts ausgesagt werden.
=

0 k=2n—1 (ungerade)

L (=DF
(k2 —1) 2
( ) DG D) k =2n (gerade)

aE>2

1 1
a = — / —sinzxcosz dr = 5 (si112m)|(l7r =0

0

1l 1
bp>1 = —/f(w)sin(kx) de = — / — sinx sin(kz) dz
m m

—Tr

0

1 sin z cos(kz) |° 1
= — | _Tr—i—E/cosxcos(kx) dx

1 in(kx)|° 1_6r b
- L wkn(x) _W+E/sinxsin(k:x)da7 - 2

—T
= bp>2 = 0, {ber b; kann nach dieser Rechnung nichts ausgesagt werden.

1
by = —/—sinxsinxdm = —— (z—sinzcosz)]’ = —=
2m T 2

1 1 2 — 1
Fp(z) == — Ssinz — = ) 2
rle) =2 = gsine =2 Z(2n—1)2n + 1) cos(2nz)

1+
st
S

LA

1\
.5 >~ 10 12.5

o0 O O

Bild 26 c): Partialsummen Sy(z), ..., S3(x)
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d) Da f stiickweise C'-Funktion und stetig in x = 0 ist, konvergiert die Fourier-
Reihe dort gegen f. Es gilt also

0= 1O =F0) = 32> ey

1
Tow ~(2n—-1)2n+1) 2

Losung 27:

a)

20

15

10+

05

L L L Lox
-5 L 5 10 15 20

Bild 27 a):  3m-periodischen Fortsetzung von f

2 2
b) Mit den Bezeichnungen des Skriptesist T =37 = w= 3—7T =3
T
1 T 1 3 1 3 5 9
0
o T/}@)x 3m/ﬂ@173w/ YT T3
0 0 ™
Fir k # 0
1y 1T 1 %
_ —ikwz _ —i2kx /3 _ —i2kx/3
= = dr = — dr — ————
Tk T/ f(@)e . 3 ¢ . i2k7re
0 T
1 , 7 .
- _ 1 — —i2km/3y _— _° 1— —i2km/3
12k ( ¢ ) 2k ( ¢ )

_ L 1— %_ﬂ _|_" %l —
= 2]{,‘71’ COS 3 7 S11n 3 = Yk

S tkwx 2 - l % 2k
= Ff<$>:70+27kek :§+§%(1—e 2k/3)62k/3

k0
k=—o0 k=—00

4
c) @ =2% =3

Fiir k # 0 gilt
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__L _i2k7r/3__L B 2745_7T o 2k’_7T
T-k = okm (1 € )— By (1 COS( 3 ) Zsm( 5 .

Damit erhalt man:
ag>1 = Vet Y-k

B 1 1 2km L 2km

= 9 coS = 7 sin —
B ) 1 2km e 2k
By cos 5 7 sin 5

. 7 | 2km L 2k
= S coS 3 7sin 3

- &%) )

Wir bestétigen dieses Ergebnis, indem wir die reellen Koeffizienten zur Kon-
trolle direkt berechnen:

T 3 3T
2 2 2 4
o= [ f@)do = [ty = [ 1a—
0 0 ™
5 [ o T /o
x
ag>1 = T/ f(z)cos (kwz) de = 3. | cos (T) dx
0 g
1 [2kz\|*" 1 . (2knw
= —sin| — = ——sin | —
T 3 . km 3

T
2 2k
bp>1 = —/ f(z)sin (kwz) dx = sin (_x) dx
= T 3
0

3
s 1 2k ]
= —(cos| — | —
. km 3

d) Mit dem Mathematica Befehl
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Plot[2/3 +
Sum[(-Sin[2%k*Pi/3] *Cos [2%k*x/3] + (Cos[2*k*Pi/3] - 1)x*
Sin[2*xk*x/3] )/k, {k, 1, 30}]1/Pi, {x, -12, 15},
PlotRange -> {-0.2, 1.2}, AxesLabel -> {"x", "y"}]

erhalt man

Bild 27 c¢): Partialsumme S3y(z)

Losung 28:

a) Setzt man den Fourierreihenansatz in die Differentialgleichung
y'(x) = 4y(x) + 11 cos(3x) 4+ 2sin(3z) ein, so ergibt sich

Z —kay sin(kz) + kby cos(kx)

k=1

= 4% +4 Z (ag cos(kx) + by sin(kx)) + 11 cos(3x) + 2sin(3z)
k=1

= 0 = 2ap+ (4az — 3bs + 11) cos(3x) + (4bs + 3az + 2) sin(3x)

+ Z (4day, — kby,) cos(kz) + (4by + kay,) sin(kz)
k=1Ak#3

Aus einem Koeffizientenvergleich ergeben sich damit ag = 0 und

fiir £ > 1 die folgenden 2x2 Gleichungssysteme
4 -3 as \ ([ —11 4 —k ap \ (O
3 4 by | -2 )7 k4 b / \ 0 )~
—_——
:3Ak7&3
die wegen det Ay = 16 + k? regulir sind. Man erhilt so
a3:—2, b3:1, ak:bk:O

Eine Losung der Differentialgleichung (iiberpriifen durch Einsetzen) lautet da-
her:
y(x) = sin(3z) — 2 cos(3z) .
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b) Im Folgenden werden nur die von 0 verschiedenen Koeffizienten angegeben.

(1)

(i)

3 — 4sin(2zx) + 7sin(5x) + 6 cos(3x)
= a9g=6, a3 =606, b2:—4, bs =7

Unter Verwendung der Formeln
sin(u—+wv) = sinucosv+cosusinv, cos(u+v) = cosucosv —sinusinv

lassen sich die trigonometrischen Funktionen umformen:

sin(3x) — cos(2z) = sin 2x cos x + cos 2z sin x + sin® x — cos® x
= b3 =1 , Qg = —1.



