Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg WiSe 2014/15
©Dr. K. Rothe

I"Jbungsaufgaben zu
Analysis 1

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe A:

a) Man multipliziere aus: (2a — 5b)(b+ a) — (4b + 3a)(a — b).
b) Man klammere aus:  7a’bx + 21zy> + Ta’bz? + 219322
¢) Man addiere die folgenden Briiche:

.a b . T 3 L 4dx 2
<1)6+5’ (11):18—34_%’ <m)x—2_x2—4'

d) Durch Potenzrechengesetze vereinfache man die Terme:

(1) /25428 4+ \/144(y22)4, (i) /25y428 + 144(y22)*.

e) Mit Hilfe der binomischen Formeln fasse man folgende Terme zusammen:

(1) 2% — 6zy + 9y, (i) 4a* — 12a%* + 9",  (iii) 147ab — 75b°.
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Aufgabe B:

Was stimmt an folgenden Rechnungen nicht:

a) Fiir ein festes y € IR werde x € IR durch 3z = 5y berechnet

= 10y —6x = 15y — 9z
20y — 12z = 30y — 18z

= 20y + 10zy — 30y* — 122 + 18xy — 622 = 30y + 102y — 30y? — 18z + 18xy — 622
= 10y(2+ 2 — 3y) — 120 + 18zy — 622 = 10y(3 + 2 — 3y) — 18z + 182y — 622
= 10y(24+x—3y) —6x(2+x—3y) = 10y(3+x — 3y) — 62(3 + 2 — 3y)
= (10y —62)(2+ 2 —3y) = (10y —62)(3 +x — 3y)
= 242—-3y = 3+x—-3y
= 2 = 3
b) r = =2
= 22 = —dx
= 2% 4+4r+2 = 2
= 22> +2x+1) = 2
= (x+1)2 =1
= z+1 =1
= x = 0.
¢) 0 < log2
= log2 < log2+log2 =log4
= log (4 . %) < log (8 . %)
= log 4 + log (%) < log8+log (%)
= log(4) - log <1> + (log (1) 2 < log(8) - log (1) + (log (1))2
2 2 2 2
= log(4) (log1 —log2) < log(8) (log1l —log?2)
= —log(2) - log(4) < —log(2)log(8)
N log(2) (log(8) — log(4)) < 0
= (log2)*> < 0
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Aufgabe C:

a) Man schreibe um in eine Summe bzw. ein Produkt:

?

(i) 1-447-104+13F--- 431 = -

k=0
)
. 2 4 8 16 131072 '
(ii) ST = _E
b) Man beweise direkt:
) 1_qn+1
(1) 1+q+q2++q”:1—_q fur q%l,
1
(i) 1+2+3+---—|—n:@.

Aufgabe D:

a) Man gebe alle reellen Zahlen x an, fir die [|3z+4+4| -3 <2zx+3 gilt.

b) Man berechne alle Losungen x € IR, fiir die gilt

@) z+1=/lz—1)p2,

(i) Vz+1)Z=z—1.

Aufgabe 1:

a) Man gebe fiir folgende Aussage die Wahrheitswerttafel an:

(i) A= —-B,
(i) (BeC)vB

b) Man zeige, dass folgende Aussage eine Tautologie ist:

(A B)ANB<(C) < (A=B)ANB=C)ANC=A4).
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Aufgabe 2:

B\ 2
a) Man beweise: fiir alle a,b € IR gilt ab < (%)

(i) indirekt,
(ii) direkt.

b) Man beweise indirekt, dass log, 6 irrational ist.

Aufgabe 3:

Man stelle die folgenden Mengen durch Aufzahlung ihrer Elemente dar
a) A={z €N |23 -32> —2+3>0},
1
b) B = ER\{3} | ——=5+7=27,
o= {rem ) g )
1
c) C:{ZBGZ ‘2—7§31<243}.

d) Man bilde die Mengen A\ C, B\ C, BUC, AnC.

Aufgabe 4:
Gegeben seien die Mengen
a) A=[-1,0] x [-1,1],
b) B={(x,y) € R* : ||+ |y| < 1},

¢) C={(v,y) €R* : 22 +y> <1}

Man stelle folgende Mengen graphisch dar: A, B, C;, AUC, AnC, C\ B.
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Aufgabe 5
a) Man bestimme alle z € IR fiir die gilt: 2 < |3 — 2|z]|.

b) Man entscheide, welche der folgenden Funktionen injektiv, surjektiv und bijektiv sind
und zeichne die zugehorigen Funktionsgraphen:

(i) fi: [-4,4 =1[0,5], fi(z)=[3-2z,

(ii) f2: [1,00[=[0,00[, fa(z) =Inz,
(iii) f3 [/, /4] = [-1,1],  f3(x) = cos? z — sin’ x,
(iv) fi:]=1L1[—= [-1,1], fa(z) =2

¢) Eine Funktion heifit gerade, wenn f(z) = f(—x) gilt, bzw. ungerade, wenn f(—z) =
—f(z) gilt. Welche der folgenden Funktionen sind gerade bzw. ungerade (man zeichne
die Funktionsgraphen):

(i) fs(z) = cosx + 2% 427

(i) folx) = (z—2)°+

Aufgabe 6:

Man beweise fiir alle n € IN durch vollstandige Induktion

3 5 2n—1 1
<

1
24 6 m ~\Bn+l
¢) ap:=(n—1)°+n’+ (n+1) ist durch 9 teilbar.

Aufgabe T7:

a) Zur Berechnung von

n k’2
[
k=2

finde man eine Formel (notfalls durch Probieren) und beweise diese (ggf. durch
vollstéandige Induktion).

b) Fiir die Binomialkoeffizienten mit n,m,k € IN und k£ < m < n weise man folgende

Beziehungen nach:
n\ (mY\_(n) [ n—k
m E )\ k m—k |
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Aufgabe 8:

a) Man bestimme fiir die Zahlen 119301 und 43010 den ggT und das kgV

(i) unter Verwendung des Euklidischen Algorithmus,
(ii) mit Hilfe der Primfaktorzerlegung.

b) Man iiberpriife, ob folgende Mengen nach unten bzw. oben beschrankt sind und be-
stimme gegebenenfalls Infimum und Supremum

(i) M =[0,20[N[10, 0],

3 n’
(ii) Mg—[1,7[u{x€IR|:c—3n+1,n€]N}.

Aufgabe 9:

Man untersuche die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und bestimme ggf. den Grenz-

wert:

n3+3n?+3n+2

n = 4n? 11n —V4n? — 3 bn = )
¢ Vint o 1in = Vin ’ \/ 8n3 +4n? + 2

n?+3 nd+42 i dn+5\""
Cp = - ) n )

n—1 n?24+4n 4dn

(=) + 157! n+i"
n 9 n - C .
¢ 10 - 4nt2 — 3. 7t / 3n (eC)

Aufgabe 10:

Man untersuche die folgenden rekursiv definierten Folgen auf Konvergenz und bestimme

ggf. den Grenzwert:

5 — 3a,
a) a1:1, Ant+1 = 4 s
b2 +8
b) by =3, by = 2>
6
13
=2 n = y
C) C1 y Cn+l 6—c,

d) d1:27 dn-i-l: V6+dn-
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Aufgabe 11:

Gegeben sei die Funktion f : IR — R mit  f(r) = 2*—~2—6, sowie die Folge (Tn),cIN> die
sich aus dem Newton-Verfahren zur Nullstellenberechnung von f mittels Startwert xo > 3
ergibt.

a) Man zeige, dass (v,), N gegen eine Nullstelle 2* konvergiert und berechne diese.

b) Man zeige, dass die Folge (lokal) quadratisch konvergiert, d.h. es gibt eine Konstante
c € IR mit
|Zpi1 — 2% < cla, — 27

Aufgabe 12:

Man zeige, dass die rekursiv definierte Folge
ro=a, x1=0b, x,=91,1—20x, o flirn>2
folgende explizite Darstellung fiir n € IN besitzt:
T, = (5a — b)4" + (b — 4a)5" .

Hinweis:  Fiir den Beweis eignet sich die vollstandige Induktion.

Aufgabe 13:

Man untersuche die angegebenen Folgen auf Konvergenz

a) wn:<3” sin(ﬂ), M)T, n e NN,

3n’ 2 n?+1
Ty, COS Yp,
_[ZTo\ _ 3 [ T\ \/§
b) o= (y()) B (4) ’ Tl = (yn+1> B 3yn COS T, ’ ne ]1\]0’
4

Hinwers:  Eine geeignete Norm erleichtert das Leben.
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Aufgabe 14:

a) Man stelle die reelle Zahl z = 2.7182 unter Verwendung der Summenformel der geo-
metrischen Reihe als Bruch dar.

b) Man zeige, dass die Reihe

oo

243 (=1)"
Z n+1

n=0

243 (=1)"
—iiL—ng lim b, = 0.

Warum ist das Leibniz-Kriterium nicht anwendbar?

alterniert und dass fur b,, :=

Aufgabe 15:

R = (=1)n
Gegeben sei die Reihe E —

s —Vn?+3

a) Man zeige, dass die Reihe konvergiert.

b) Wie grof} ist der Fehler maximal, wenn man anstelle des Grenzwertes S der Reihe die
Partialsumme Sy verwendet?

¢) Ab welchem Index k unterscheiden sich die Partialsummen
(="
S, =
‘ nZ:; n?+3
vom Grenzwert S der Reihe um weniger als 0.017

d) Wie lauten die ersten zwei Nachkommastellen des Grenzwertes S7
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Aufgabe 16:

Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

a) i (13121;)” ’

)4+8+12+16+20+
Y6711 16 21 " 26 ’

4 g(nil_n—li—l)'

Aufgabe 17:

a) Gegeben seien die folgenden Mengen:

9
Dy = 17,10[, D, = [—4,4]u{1 n

—2n
D3_{($>GIR2
Y

Fiir jede Menge gebe man die Menge ihrer Haufungspunkte D’ bzw. inneren Punkte
D an, und klire, ob die Menge abgeschlossen oder offen ist?

nG]N},

O§y§1—x2}.

b) Man berechne die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren

(i) lim Infe| — e,

2
—1
(i) lim —

==+ \/x + 1




10 Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg

Aufgabe 18:

a) Man zeichne die durch

o) s (1)

gegebene Funktion und iiberpriife, ob sie in g = 0 stetig erganzt werden kann.

b) Man zeichne die durch

2?2 +2r+3 fir z<—1
g(z) =

2 fir > -1
gegebene Funktion und untersuche mit Hilfe des e-9-Kriteriums, ob sie in zp = —1
stetig ist.
Aufgabe 19:

a) Man bestimme eine stetige Funktion f : IR — IR mit den Eigenschaften f(2) =5 und
1 fir —co<ax<—1,
flx)y=¢ -1 fir —1<z<1,
2z fir 1<z< o0
und zeichne die Funktion. Ist f auch differenzierbar?

b) Fiir die Funktion f mit

ar+b, "<z

f(x):{sina:, T <T

bestimme man a,b € IR, sodass f in xq = 7 stetig differenzierbar wird und zeichne f.

¢) Man berechne die Tangentengleichung zu f(z) = Inz im Punkt xy = 1 und fertige
eine Zeichnung an.
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Aufgabe 20:

a) Man berechne die erste Ableitung der folgenden Funktionen

i) f(x) = (52*)*, i) g(z) = 2 —sinhzcoshz .
b) Man berechne die ersten beiden Ableitungen der folgenden Funktionen:

i) h(z) = , i) k(x) = In(cos x) .

¢) Man berechne die ersten drei Ableitungen der folgenden Funktionen:

Du(z) =Tz —-1)(2*+z+1), ii)v(z)=+v2-3z.

Aufgabe 21:

Gegeben sie die Funktion
f*R —- R

4
T o f(x):x?’—x—g—i-cos:c.

Man zeige mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass die Funktion mindestens drei Nullstellen
besitzt und mit Hilfe des Satzes von Rolle, dass sie hochstens drei und damit dann genau
drei Nullstellen besitzt.

Aufgabe 22:
Man berechne das Taylor-Polynom vom Grad 3 fiir die durch
f(CC) _ esin(er%)
gegebene Funktion zum Entwicklungspunkt zy = — T uind schiitze den Approximationsfehler

£0) =Ty (0:—%)

mit Hilfe der Restgliedformel von Lagrange nach oben ab.
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Aufgabe 23:

a) Man berechne die folgenden Grenzwerte

T
sin (x — —> +1 3 6
- 2 D
(i) lim ——3 o () lim = =S
b) Nur die Ableitung ¢'(z) = —a? + 62 — 8 ist von der reellwertigen Funktion g be-

kannt. Man gebe die Monotoniebereiche von g an und klassifiziere alle Extremwerte.
Anschliefend begriinde man, welcher der unten angegebenen Funktionsgraphen g; mit
dem von g iibereinstimmt.

1 // /2‘ - 3 4\\5\ 6 —1 ;¥I/ > 3 4 s 6
At
Funktion ¢y Funktion g
\J N N
\ ST // 5
/
) \ /

N o ")
-5 , S~ T T “f \\\ //

Funktion g Funktion g,

Aufgabe 24:

Gegeben sei die durch
f(z) =1In

T+ —
x
definierte reellwertige Funktion.

Man diskutiere die Funktion f. Dazu bestimme man im Einzelnen: Definitionsbereich,
Symmetrie, liné f(z), Verhalten im Unendlichen, Nullstellen, Monotonieverhalten, Extre-
T—r

ma, Konvexitdt und Wendepunkte. Abschliefend skizziere man den Graphen von f.



