Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg SoSe 2008
Dr. K. Rothe

Anleitungsaufgaben zu

Differentialgleichungen 11

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:

a) Man bestimme den Typ der folgenden partiellen Differentialgleichungen:

(1) w, +v’u, = 3z + 4y — 6u + 5,
(i) ugy + yzuz = e + 2% + 97,

) ul, + 2%uy, = 1+ 22 + 3y + du + Su, + 6uy,
(iv) In(ug + uy) + up +uy =1,

o (5)-(-2)

b) Man zeige, dass folgende Funktionen harmonisch sind:

(iii

(1) w(z,y) =2" - 3ay”
(il) us(z,y) =32y —y°
(iil) ws(z,y) ="+ 2) + 6R(z) mit z =z +iy € C .

Aufgabe 2:
Man berechne die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen

a) Upe — yPu = —yz +y°,
b) g, = 31* + 3y,

C) Upy = 2YlUy.
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Aufgabe 3:
Man berechne mit Hilfe von Exponentialansétzen reelle Losungen der folgenden Differenti-
algleichungen:

a) u(z,t) = e fiir  uy = U +u,

az+PBy+vz

b) u(x,y,z) =e fir gy + Uy + Uy — 2u, +u=0.

Aufgabe 4:
Man 16se die Anfangswertaufgabe

duy, — Tuy, =y*, u(z,0) =2
und zeichne die Losung.

Hinweis:  Durch eine geeignete lineare Transformation

£ = ax+ Py
n = yxr+dy

mit ad — By # 0 transformiere man die Differentialgleichung auf eine gewohnliche Diffe-
rentialgleichung.

Aufgabe 5:
Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung:

a) 3ux—|—x2uy—u2,:0,

b) xu, + (x +y)u, =0.

Aufgabe 6:
Man bestimme eine Losung der Anfangswertaufgabe

3(” - y)ZU,m — Uy = 07 U(O, y) =Y

a) mit Hilfe der Charakteristikenmethode und

b) mit Hilfe eines Summenansatzes u(z,y) = f(z) + g(y).
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Aufgabe T7:
Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem fiir die Burgers-Gleichung

u +uu, =0 fir (z,t) € R x (0,00) mit wu(z,0) = wup(z).

a) Man berechne die allgemeine Losung mit Hilfe der Charakteristikenmetode.
b) Man l6se die Aufgabe fiir die Anfangsdaten

(i) wo(z) =2(x+1) und

(i) wolr) = 2(1 - ),

zeichne die charakteristischen Grundkurven und gebe den Zeitpunkt 7" an, bis zu dem
sich die Losung eindeutig berechnen lasst.

Aufgabe 8:
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung erster Ordnung

Uy + 20U, = Y .

a) Man berechne die allgemeine Lésung.

b) Man bestimme mit dem Ergebnis aus a) die Losung, die der Anfangsbedingung
u(0,y) = 1+ 3* geniigt.

¢) Man fiihre die Probe fiir die berechnete Losung aus b) durch.

d) Man bestimme mit dem Ergebnis aus a) die Losung, die der Anfangsbedingung
u (a;, z? + 1) = 3z genugt.

Aufgabe 9:
Man bestimme den Typ der folgenden partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
und skizziere im IR? gegebenenfalls die Gebiete unterschiedlichen Typs:

a) Uy + 4y, — TU, = 2y,
b) XUy + Aty + YUy, + (932 + yz)u =3,

C) Uy + Uy + 2Uyy — Uy + 2Uy + TUy +FYu, —u =17
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Aufgabe 10:
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung;:
14 4 11
= Uz — oy + = Uy +2v5u, — \/3uy +3u=ux

a) Man bestimme den Typ der Gleichung und

b) transformiere sie auf Normalform.

Aufgabe 11:
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

22Uy + 2XYUgy + y2uyy =0.

a) Man bestimme den Typ der Differentialgleichung,
b) berechne die Charakteristiken,
c¢) transformiere die Differentialgleichung auf Normalform und

d) bestimme ihre allgemeine Losung.

Aufgabe 12:
Man berechne durch einen Separationsansatz der Form u(z,y) = f(z)-g(y) eine Losung der
Anfangsrandwertaufgabe

Au = 0, x € (0,m), y>0,
u(z,0) = —sinbnzx, x € [0,
n
uy(z,0) = 0,
u(0,y) = 0, y=0,
u(m,y) = 0.

und begriinde damit, warum keine stetige Abhéangigkeit von den Anfangsdaten vorliegt, die
Aufgabe also nicht korrekt gestellt ist. Anschliefend zeichne man die Losung fiir n = 11.
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Aufgabe 13:
Man lose die Randwertaufgabe
Au = 0, <<l O0<y<?2,
u(x,0) = sin(6rx), 0<z<1
u(z,2) = 3sin(2rz),
u(0,y) = 0, 0<y<2
u(l,y) = 0.

durch einen Separationsansatz der Form u(x,y) = f(z) - g(y) und zeichne die Lésung.

Aufgabe 14:
Fiir den Kreisring 1 < 2°+y? < 16 16se man das Dirichletsche Problem (in Polarkoordinaten)

P2 Up + 17U FUp, =0, 1<r <4,
u(l, ) = 3 +sin(5¢) ,
u(4,9) =0,

und zeichne die Losung.

Aufgabe 15:
Fiir den Kreisring 1 < 22 + y? < 4 16se man das Problem (in Polarkoordinaten) mit ge-

mischten Randdaten
r2uTT+ruT+u<p<p =0, 1<r<?2,

u(l,¢) =0,

5 195
ur(2,0) = 3 + 1 cos 3y,

zeichne die Losung und gebe sie auch in kartesischen Koordinaten an.

Aufgabe 16:
Man berechne die Losung des folgenden Dirichlet-Problems im Halbkreis

r2urr+7“ur+uW:O fir 0<r<6 und O0<p<m,
uw(r,0) =0 und w(r,m)=0 fir 0<r <6,
u(ﬁ,w)z’go—g‘—g fir 0<ep<nm

und bestimme den maximalen und minimalen Funktionswert von .
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Aufgabe 17:
Man zeige, dass bei der Telegraphengleichung

Upp — Ugy + 4us +4u =0

mit folgender Randbedingung

u(0,t) = cost

ein Produktansatz der Form u(z,t) = X (z) - T'(t) zu keiner Losung fiihrt.

Aufgabe 18:
Man berechne die Losung der Anfangswertaufgabe

Uy — Upp = —4T, reR,t>0,
uw(z,0) = 1, relR,
u(z,0) = cosx, ze€lR

und bestétige die Losung durch Einsetzen in die Anfangswertaufgabe.

Hinweis: Man bestimme zunéchst eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung in
Polynomform und verwende anschlieBend das Superpositionsprinzip.

Aufgabe 19:
Gegeben sei die inhomogene Wellengleichung mit homogenen Anfangsbedingungen:

U — Cuyy = f(z,t)  mit  u(z,0) = 0 = wu(zx,0).

1
Man zeige, dass die Funktion — wu(z,t) = 2—/ f(&, 1) d(&, 1) die Anfangswertaufgabe 16st,
c

D
wobei das Abhéngigkeitsdreieck D gegeben ist durch

e{($)en

0<7<t Nax—clt—71)<&<z+c(t—T) }
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Aufgabe 20:
Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe
Uy = Ugy fir O0<x<1,0<t,
u(0,t) = 0 = u(l,t) fir t>0,
u(z,0) = wp(z) =0
w(z,0) = wvo(z) := 2*(x—1) fir 0<x<1.

a) Man berechne die Losung unter Verwendung der d“Alembertschen Losungsformel und
b) iiber den Produktansatz u(x,t) = X (x) - T'(t) nach Fourier.

¢) Man zeichne die Losung.

Aufgabe 21:
Man lése die Anfangswertaufgabe fiir die Wellengleichung im IR?:
x
Uy — Asu = 0, x=[vy | €eR®, t>0,
z

u(x,0) = ug(xz) := 0, w(x,0) = v(x) == x—y+ 22,

unter Verwendung der Liouvilleschen Losungsformel

u(x,t) = 0 i/ up(x + ctn) do +4i/ vo(x + ctn) do

ot \ 4r T
S S

mit der Einheitssphire S im IR* und dem Normalenvektor n auf S.

Anschlieflend bestétige man durch eine Probe, dass die gefundene Losung die Anfangswert-
aufgabe erfiillt.

Aufgabe 22:
Man berechne die Losung der Anfangswertaufgabe
Uy = Uy, fur z €IR und t >0,
u(r,0) = e fir z€eR.

mit Hilfe eines Produktansatzes.
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Aufgabe 23:
Man  berechne die Losung der Anfangsrandwertaufgabe fiir die folgende
Wiarmeleitungsgleichung mit Hilfe eines Produktansatzes:

Uy = Uyy fir 0<x<2,
0<t<T,
w(0,t) = 0 fir 0<t<T uo()
uw(2,t) = 0
1
u(z,0) = wp(z) fir 0<zx<2.
b —
0 1 2
Bild 23  Anfangsfunktion wu
Aufgabe 24:

Man  berechne die Losung der Anfangsrandwertaufgabe fiir die folgende
Wirmeleitungsgleichung mit Hilfe eines Produktansatzes:

Uy = Au fir (x,y) €]0,1[ x1]0,2[, 0<t,
u(0,y,t) =0 =u(l,y,t) fur ye [0,2], 0<t,
u(z,0,t) =0 =u(x,2,t) xe [0,1], 0<t,
u(z,y,0) =  Tsin(27x)sin(my) fur (xz,y) € [0,1] x [0,2]

+(3sin(mz)
—4sin®(7z)) sin(3my/2)

Wie verhélt sich die Losung fiir ¢ — oo?

Aufgabe 25:
Man berechne die Losung der Anfangsrandwertaufgabe der Warmeleitungsgleichung unter
Verwendung der Fouriermethode

2x
U = Upe + — fiir O<z<m, 0<t,
T

1, 3n/8<x<bHm/8
u(2,0) = wuo(x) ::{ 0 sor{st /

u(0,t) = —t, u(m,t)=t fir 0<¢.
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Aufgabe 26:
Gegeben seien die Dreiterm-Rekursion fiir die Bessel-Funktionen

Jeor(a) — %Jk@)  Jea(z) = 0 (%)

und Testwerte fur z = 2
Jo(2) = 2.238907791e — 01,

J1(2) = 5.767248078¢ — 01 ,
Jin(2) = 2.304284758¢ — 08 ..

a) Man berechne Jj;(2) aus den néherungsweise gegebene Werten von Jy(2) und J;(2)
mittels der sich aus (%) ergebenden Vorwértsrekursion und begriinde die Abweichung
vom tatsachlichen Wert.

b) Man berechne Jy;(2) aus Ji5(2) = 0 und Ji4(2) = 1072° mittels der sich aus (x)
ergebenden Riickwartsrekursion.

Die berechneten Werte sind dabei zu normieren durch

Aufgabe 27:
Man schreibe ein Programm zur Auswertung des Polynoms

p(z) = Z cra®
k=0
an der Stelle x mit Hilfe des Clenshaw-Algorithmus und teste dies fiir z = 9 am Beispiel

p(r) =2 +32° + 3z + 1.

Aufgabe 28:
Man lose die folgende Randeigenwertaufgabe mit Hilfe eines Produktansatzes der Form

u(z,y) = X(z) - Y(y)
“Au = A, (z,y) €]0,7[x]0, 27]
u(@,0) = 0=u(0,y),
uy(z,2m) = 0= uy(m,y)

Anschlieflend gebe man die zehn kleinsten Eigenwerte an und zeichne die Eigenfunktion zum
zweitkleinsten Eigenwert.



