Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg WiSe 2003/04
Dr. K. Rothe
Anleitungsaufgaben zu

Differentialgleichungen I

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Aufgabe 1:

Man 16se die folgenden Differentialgleichungen durch Trennung der Variablen (Separation):

a) 2y —3y =4,
/

b) g_y2_4:07
x
/ 2

c) L.
Y )

Aufgabe 2:

Man lose die folgenden Differentialgleichungen unter Verwendung der Variation der Kon-
stanten:

Aufgabe 3:
Durch Substitution 16se man folgende Differentialgleichungen:
a) 2%y — 3wy — 2%y =0 fiir x#0,

b) 2zy —y* —2y+ 22 =0 fir 2#0 mit y(1)=0
c)y =" —1 mit y(l)=-1.

Aufgabe 4:

Man bestimme den Typ der folgenden Differentialgleichungen und berechne die allgemeine
Losung:
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a) ¥ — 6y + 30y = —227° — 3272,
Hinweis: Es existiert eine Losung der Form C'z®.

b) 3¢% + 2zy + cos(z +y°) + (2% + 2y cos(z +y*) + 1)y =0,
Hinweis:  Es reicht die Losung in einer impliziten Gleichung darzustellen.

c) y + 23y + (5a* — 22 —5/4)y° = 0.

Aufgabe 5:

Ein Tank enthalte 2000 Liter Wasser, in dem 60 kg Salz gelost sind. Beginnend mit der Zeit
to = 0 sollen standig pro Minute 15 Liter Salzlosung abflielen, aber auch 15 Liter Wasser
mit einem Salzgehalt von 3 kg zuflieen, mit anschlieSender sofortiger Durchmischung.

a) Wie grof} ist der Salzgehalt m(t) in kg im Tank zur Zeit ¢ > 07

b) Auf welchem Niveau stabilisiert sich der Salzgehalt im Tank?

Aufgabe 6:

Man bestimme die Losungen der folgenden Anfangswertaufgaben und zeichne sie:

a) y' = 5 mit y(0) =0 und ¥'(0) = —1,
b) ¥ =y mit y(0) =1 und ¥'(0)=1.

Aufgabe T:

Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
Yy =2y—6x+3, y0)=1.
a) Man berechne mit Hilfe des Eulerschen-Polygonzug-Verfahrens mit
h = 0.1 eine Naherung fiir y(0.5).

b) Man fithre 5 Schritte des Verfahrens der sukzessiven Approximation aus und berechne
yP1(0.5) als Niherung fiir y(0.5).

¢) Man lése die Anfangswertaufgabe und berechne y(0.5).

d) Man gebe von der Potenzreihe von y(z) zum Entwicklungspunkt zy = 0 den Abschnitt
bis zur Ordnung 5 an, vergleiche diesen mit 3 (z) bis yI° () aus Teil b) und zeichne
diese Funktionen im Intervall [0, 0.5].
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Aufgabe 8:

a) Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
y=a*+y* , y0)=0.

Man zeige die Existenz und Eindeutigkeit der Losung dieser Aufgabe fiir 0 < z < 0.5
mit dem Satz von Picard-Lindelof.

b) Man zeige mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass fiir die Losung der Anfangswertaufgabe
y =cos(zy) , y(0)=2 fir ze€]l0,1]
gilt: y(z) > 1.

Aufgabe 9:

Fiir das folgende lineare Differentialgleichungssystem berechne man die allgemeine Losung:

4 4
T3
y = t L‘f y mit x#0
2x —
x

Hinweis: Es gibt eine Losung in Polynomform je Komponente.
Aufgabe 10:

Man 16se die Anfangswertaufgabe

T = br—2y—4z , x(0)=1,
Z = —4dxr—2y+5z , z(0)=5.

Aufgabe 11:

Man bestimme die allgemeine reelle Losung des Differentialgleichungssystems

0 1 00
,_ o o 1o

Y= 1o o o1 |¥
4 -2 -2 3

Aufgabe 12:

Man bestimme die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems
Y, = =31+ Tys —3ys — 4
yy = —4y+ Ty —2ys — 1
y; = —3y1+3y2+ys+4.
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Aufgabe 13:

Fiir das folgende Differentialgleichungssystem mit Blockdiagonalmatrix bestimme man ein
reelles Fundamentalsystem:

4000 0 0
1500 0 0
, _looe6o0o 0 0
Y = 1oo0o16 0o o [Y
0000 5 1/2
0000 —5 4

Aufgabe 14:

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

yf) = Y
yll = Y2
yé = Y3

ys = 4dyo —2y1 — 2ys +3ys — 2" (4 = 7).

a) Man schreibe das System um in eine Einzelgleichung hoherer Ordnung,
b) bestimme ein reelles Fundamentalssystem und

¢) berechne die allgemeine reelle Losung.

Aufgabe 15:

Man bestimme mit dem Reduktionsverfahren ein Fundamentalsystem von

6 10
y”——y'+—2y=0.
xXr s

Hinweis: Es gibt eine polynomiale Losung u(z) = azx? + bz + c.
Aufgabe 16:

Man gebe die Gleichgewichtspunkte der folgenden Differentialgleichungssysteme an, unter-
suche sie auf Stabilitat, bestimme ihren Typ und skizziere das zugehorige Phasenportrat:

a) & =4x+ by, y = —bx — 4y,
b) t=y—3x+9, y=x—-3y—11.
Aufgabe 17:

Man bestimme die allgemeine Losung von
y'+y —2y=2—4dzx.

Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung soll dabei

a) mit Hilfe eines speziellen Ansatzes,
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b) iiber Variation der Konstanten und

¢) durch die Methode der Greenschen Funktion

berechnet werden.

Aufgabe 18:

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
T = (z—-1(y*+2y+2),
y = (y+1ay.

Man bestimme alle reellen stationédren Losungen (Gleichgewichtspunkte) und untersuche
deren Stabilitdtsverhalten mit (lokaler) Klassifikation.

Aufgabe 19:
Gegeben sei das folgende Differentialgleichungssystem
h = —23/2 )

Yy = 2y +3y3.

a) Man berechne alle stationdren Punkte y* € IR" des Differentialgleichungssystems.

b) Man untersuche das Stabilitdtsverhalten aller stationdren Punkte nach Stabilitdtssatz

IIT des Lehrbuches.

¢) Man untersuche das Stabilitatsverhalten aller stationdren Punkte mit Hilfe der Metho-
de von Ljapunov, wobei eine Ljapunov-Funktion V in der Form V (y) = ay? + by +cy}
gesucht werden soll.

Aufgabe 20:

Gegeben sei das folgende lineare Zweipunkt-Randwertproblem:

Yvi = oy~ Ty +ys, y1(0)+y1(b)+3 = 0,
vy = —Tyr+ Y2 — s, y2(0) + y2(b) —2 = 0,
Ys = Y1~ Y2+ Tys, y3(0) +ys(D)+1 = 0.

a) Man formuliere das Randwertproblem in Matrizenschreibweise und
b) bestimme die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems.

c¢) Fiir welche b € IR ist die Randwertaugabe eindeutig losbar?
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Aufgabe 21:

a) Gegeben ist die Minimierungsaufgabe: ~ Minimiere das Funktional
9
/4y +9(y)? + 12yy + 1 dt
0

fiir alle C'—Funktionen y mit y(9) = 4/9.

(i) Man stelle die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung auf,
(ii) bestimme die natiirliche Randbedingung und

(ili) lose die zugehorige Randwertaufgabe.

b) Man l6se die Randwertaufgabe

y' —5y —6y+6=0 mit y(0)=6 und /(1) =18¢"—2/e.

Aufgabe 22:

Man bestimme die Greensche Funktion des linearen Randwertproblems zweiter Ordnung

y(t) = h(t), 1<t<2
y(1)=0, w2 =0
und 16se damit die Randwertaufgabe fiir h(t) := 2t.

Hinweis:
Die homogene Differentialgleichung besitzt Losungen der Form y(t) = ¢*.

Aufgabe 23:

Man berechne die Eigenwerte und Eigenfunktionen der folgenden Randeigenwertaufgabe

v =2y —Ay=0 mit y(0)=0 und y(2)=0.

Aufgabe 24:

Man untersuche das Mehrschrittverfahren

I (23fj42 — 16 fj11 +5f;)

Yiss =Yt 15

auf starke bzw. schwache Stabilitat und bestimme die Ordnung des Verfahrens.



