Fachbereich Mathematik der Universitat Hamburg WiSe 2001/02
Dr. K. Rothe

Anleitungsaufgaben zu

Analysis III

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Die in Klammern angegebenen Nummern beziehen sich
auf den Aufgabenband 3 von Oberle, Rothe, Sonar

Aufgabe 1: (vgl.17.1.1)

Fiir die folgenden Funktionen f : IR* — IR berechne man die Gradienten und erstelle ein
Bild, auf dem verschiedene Hohenlinien der Funktion angegeben sind. Dies sind Linien, fiir
die f(x,y) = ¢ mit ¢ € R gilt.

a) flz,y)=20+3y, b) flz,y)=Vz*+y>.
Aufgabe 2: (vgl.17.1.2)

Gegeben sei die durch f(z,y) = T definierte Funktion fiir y#£0.
Y

a) Man berechne von f alle partiellen Ableitungen bis zur 2. Ordnung, sowie Af.

b) Die Tangentialebene an den Graphen einer differenzierbaren Funktion f im Punkt
(z°,4°) € D C R? lautet

2= fa%y°) + ful2® y") (@ — %) + £, (2%, y")(y = 4°).
Man bestimme die Tangentialebene fiir das gegebene f im Punkt (z°,4°) = (-1, 2).
Aufgabe 3:

Gegeben sei die Funktion f : IR? — IR mit

fog) xf—fyg alls (z,y) % (0,0)
7 0 Jalls (z,y) = (0,0) .

a) Man tberpriife, ob f im Nullpunkt stetig ist.
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b) Man zeichne die Funktion im Bereich [—1,1] x [—1,1].
¢) Man berechne die ersten partiellen Ableitungen von f

d) und iiberpriife, ob diese im Nullpunkt stetig sind.

Aufgabe 4:

Gegeben sei die Funktion f(z,y) = 2% + y*.

a) Man bestimme die Hohenlinie durch den Punkt (1,1).
b) Man berechne grad f im Punkt (1,1).

¢) Man zeige, dass grad f(1,1) senkrecht auf dem Tangentialvektor der Hohenlinie im
Punkt (1, 1) steht.

d) Man zeichne a)-c).
Aufgabe 5:
Gegeben sei das Vektorfeld
f = (ulz,y),v(@,y)" = (1,22)".
a) Man berechne div f und rot f.

b) Man skizziere das Vektorfeld und einige Stromlinien.

Aufgabe 6:

a) Gegeben sei das Vektorfeld

fx,y,2) = \2® + 2z, —2y —yz — N, y2)" = (fi. fo, f3)7 .

Fiir welche Parameter A € IR ist f wirbelfrei und fiir welche quellenfrei?

b) Gegeben sei f : R®> — IR mit (z,9,2) — f(z,y,2). Man berechne div(grad f) und
gebe ein Beispiel an, mit div(grad f) # 0.

Aufgabe 7:  (vgl. 17.2.1)

Man berechne die Jacobi-Matrizen der durch folgende Zuordnungsvorschriften gegebenen
Funktionen direkt und unter Verwendung der Kettenregel:

r =sint
gt) : te ( y = cost > = (zy, 2%, y*)7,

h(u,v) : (Z)H(;C:Ziv ) — 3xy? + 222 — v,

u T = uv .
o+ ()= (058 )5
v Yz

z =wvsinu
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Aufgabe 8:

Gegeben sei die Funktion

flz,y) =42 +* +82 — 2y +5.

a) Man bestimme die Hohenlinie von f durch den Punkt ° = (—1,3)%. Von welchem
Typ ist der Kegelschnitt?

b) Man berechne die Richtungsableitung Dy f (°) fiir v = (1,1)”/y/2. Fiir welches v mit
l|v]| =1 wird die Richtungsableitung maximal?

Beispiel zu I"Jbungsaufgabe 9:
Das Polynom p(z,y) = —52% + 2zy? ist homogen vom Grad 3, denn

p(tr,ty) = —=5(tx)® + 2(tz) (ty)* = t3(=52> + 2xy?) = t*p(x, ).

Aufgabe 10: (vgl. 17.3.2)
Man berechne das Taylor-Polynom T3(x; °) dritten Grades fiir die Funktion
f(x,y) = cosxsinye™™¥

zum Entwicklungspunkt x° = (0, 0)%

a) unter Verwendung des Taylorschen Satzes,

b) mit Hilfe der Taylor-Reihen der verwendeten elementaren Funktionen in einer Dimen-
sion.

c) Man schitze den Fehler [Ty (x; 2°) — f(x)| im Punkt & = (1,1)” nach oben ab.

Anleitung zur I"Jbungsaufgabe 11:
U=a+btc=c=U—-a—b= f(a,b) = F*(a,b) = s(s — a)(s — b)(a + b — s) = max!
Aufgabe 12: (vgl. 18.1.1)

Man berechne alle stationaren Punkte der folgenden Funktionen und klassifiziere diese:

a) flz,y) =ay+a—2y—2,
b) f(z,y,2) = —In(a® 4+ y* +2° + 1),

c) flz,y) = 2*y* + 4o’y — 2wy® + 42 — Swy +y* — 8w + 4y + 4.

Aufgabe 13:

Gegeben sei die implizite Gleichung  g(z,y) = z* — ye¥ = 0.



a)

b)
c)
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Man zeige, dass fiir jedes € IR genau eine Losung y = f(z) mit y > 0 und
g(z, f(z)) = 0 existiert.

Man zeige, dass f eine gerade Funktion ist und fiir x > 0 streng monoton wachst.
Man fithre zwei Schritte der Fixpunktiteration (18.2.7 Lehrbuch)

a 71
Yn+1 = Yn — (8_Z<x0a yO)) 9(%.%)

aus, um f(x) in der Nahe von (xg,y9) = (0,0) zu approximieren.

Aufgabe 14: (vgl. 18.2.4)

Durch (22 + 3?)? — y(32* — y*) = 0 ist eine Kurve implizit gegeben. Man bestimme

2)
b)
)

)

d

die Symmetrien der Kurve,
die Kurvenpunkte mit horizontaler Tangente,
die singularen Punkte der Kurve,

die Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden y = z und die Kurvensteigung in diesen
Punkten.

Hinweise zu den ﬁbungsaufgaben 14/15:

a)
b)

Die Klassifikation der singuldren Punkte ist nach S.60 moglich.

=24+ y* =0
Steigungsberechnung ist hier durch Auflésen nach y mit anschlieBendem Ableiten
moglich. (Der Satz tiber implizite Funktionen kann in singuldren Punkten nicht ange-
wendet werden.)

Symmetrien:

zur z-Achse:  f(z,y) = f(z, —vy)

zur y-Achse:  f(x,y) = f(—=x,y)

zum Ursprung:  f(z,y) = f(—x,—y)

zur Winkelhalbierenden:  f(z,y) = f(y, )

Asymptotenberechnung fiir Beispiel 18.2.12 ¢)im Buch:

g(a,y) =y*(z 1) +2° =0
Angenommen die Asymptote habe die Form = = ay + b

r(y) = glay+b,y)

= y(ay+b—1)+ (ay +b)°
= a(l+a®)y’ + (3a*b + b — 1)y + 3ab’y + V°

lirin Ir(y)| = lirf la(1+a®)y® + (3a®b+ b — 1)y* + 3ab’y + b*| < +o0
y—£00 y—+oo

=a=0,b=1 = x=1Iist Asymptote.
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Aufgabe 16:

Gegeben sei die Flache 2% +y? + 22 —r? = 0.

a)

b)

Man berechne eine Parameterdarstellung fiir die durch die Flachennormale gegebene
Gerade g.

Man berechne die Lange der Projektion des Normalenabschnittes zwischen der Flache
und der (z,y)-Ebene auf die (x,y)-Ebene.

Man zeige, dass sich f(z,y,2) = 22 +y* + 22 —r? = 0 in einer Umgebung des Punktes
x® = (0,0,7) lokal nach z auflosen laBt, mit z = u(z, y).

Man berechne grad u(z,y).
Man zeige, dass u die partielle Differentialgleichung u*Au = —(u* + 2* + 3?) erfiillt.

Man berechne die Funktion z = u(z,y).

Aufgabe 17: (vgl. 18.3.1)

a)

Man bestimme mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatoren-Regel diejenigen Punkte auf
dem Kreisrand
4y —204+2y+1=0,

die vom Punkt P = (—1,1)T den kleinsten bzw. den grofiten Abstand haben. Dabei
gehe man wie folgt vor:

man formuliere die Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung,

man iiberpriife die Regularitatsbedingung,

man bestimme die Extremalkandidaten,

man klassifiziere die Extremalkandidaten nach der hinreichenden Bedingung
2.0rdnung,

(v) man gebe den kleinsten bzw. den groten Abstand an und zeige, dass es sich um
globale Extrema handelt.

Aufgabe 18: (vgl. 18.3.2)

Man bestimme absolutes Minimum und Maximum der Funktion

fla,y,2) =2

auf dem Schnitt der Kugeloberfliche 2® 4 y* 4 2* = 1 mit der Ebene z = x .

Dabei gehe man wie folgt vor:

a)
b)

man zeige, dass alle zulassigen Punkte die Regularitdatsbedingung erfiillen,

man stelle die Lagrange-Funktion F' auf,
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¢) man bestimme alle stationdren Punkte Py der Lagrange-Funktion F,

d) man untersuche die Hessematrix HF'(Py) auf Definitheit auf dem Tangentialraum
TG(Py).

Hinweise zu ﬁbungsaufgabe 19:

Man rechne z,y, z aus grad f + A\ grad g = 0 aus und setze das in Ergebnis in g = 0 ein. Es
ergibt sich ein Polynom 4. Grades in A, dass mit dem Newton-Verfahren gelost werden soll.

Aufgabe 20: (vgl. 18.4.1)
Zur Berechnung eines Extremums der Funktion
flay)=(@-1)"+2@ -1 (y+1)°+(y+1)" =2 -1)* - 2(y +1)* +1

soll das Newton-Verfahren auf

F(z,y) := (grad f(z,y))" =0
angewendet werden.

a) Man berechne F'(z,y) und die Jacobi-Matrix JF'(z,y).

b) Man stelle das Newton-Verfahren auf und starte es mit = = (1.21,—1.15)". Als
Abbruchkriterium verwende man ||z**! — z¥||,, < 1074

¢) Man klassifiziere das gefundene Extremum.

d) Man erstelle einen Funktionsplot von f im Bereich [-0.2,2.2] x [-2.2,0.2].

Aufgabe 21: (vgl. 19.1.3)

Man zeichne die Schnittfliche D des Kreises 2% +y? < 1 mit der Halbebene y > —x und der
Halbebene x < 0 und berechne den Flacheninhalt sowie den Schwerpunkt der Schnittfliche
D.

Dabei werde eine homogene Massenverteilung p(z,y) = 3 fiir alle (z,y)T € D angenommen.

Aufgabe 22: (vgl. 19.1.4)

a) Fiir die Pyramide D C IR* mit den Eckpunkten
P =(1,1,00", P, =(-1,1,0)7,

Py=(-1,-1,00", P, =(1,-1,0)"

und der Spitze S = (0,0,1)” berechne man das Trigheitsmoment beziiglich der z-
Achse bei homogener Massenverteilung.
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b) Man berechne das Trégheitsmoment des Rohres
x
R = Y e R? 1§$2+y2§4 A 0<z<1
z
mit homogener Massendichte beziiglich der z-Achse unter Verwendung von Zylinder-

koordinaten.

Aufgabe 23: (vgl. 19.1.5)

Man berechne den Flacheninhalt des Rechtecks
R:{<§)em?‘ —1<z4+y<l A 0§x—y§2},

unter Verwendung der Transformation u =z 4y und v =2 — y.
Man tiberpriife dazu alle Voraussetzungen des Transformationssatzes!
Aufgabe 24: (vgl. 19.1.6)
Gegeben sei das Rotationsellipsoid

x

E= y | €eR?| 2?2 +4y* +22 <9

z

Man berechne / 2 +y+22d(z,y,2) unter Verwendung von
E

a) Zylinderkoordinaten und

b) an das Ellipsoid angepasste Kugelkoordinaten.
Aufgabe 25a: (vgl. 19.2.1)
Gegeben seien das Vektorfeld
fly,2)=(y+zo+z0+y)"

und die Kurven

C: [0,1] =R, c,(t)=(t1—t"t")" mit necIN.

a) Man berechne die Kurvenintegrale [ f(x)dw.

Cn

b) Man bestimme ein Potential fiir f und begriinde damit, dass die Kurvenintegrale aus
a) vom Parameter n unabhéngig sind.
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¢) Man berechne die Arbeit [ f(x)dx fir die Bewegung eines Massenpunktes von P; =

(1,1,1)T nach P, = (2,1,0)” mit einer beliebigen Kurve c.

Aufgabe 25b: (vgl. 19.2.2)

Fiir das Vektorfeld f(z,y) = (#%y?,y)” mit (x,y)” € IR? berechne man das Kurvenintegral
¢$. f(zx) dz langs des Halbkreises

(t,0)T , —1<t<1,
c(t) :=
22—t /1-(t—=22T | 1<t<3,

und bestatige fiir dieses Beispiel den Integralsatz von Green.
Aufgabe 26: (vgl. 19.3.3)

Gegeben sei folgender Kegelmantel

X
M = y | €eR? Py <l A z= 22+
z

a) Man berechne die Oberfliche von M unter Verwendung kartesischer oder Polarkoor-
dinaten.

b) Man berechne den Fluss des Vektorfeldes f(x) = (z + vy, y — x, 2*)* durch M.

Aufgabe 27: (vgl. 19.3.6)

Gegeben sei das Vektorfeld f(z,y,z) = (yz — 1,0,z — 1)T. Man berechne den Fluss von f
durch die Oberflache der Halbkugel

i
H = y | €eR? (-2 +9y*+(zx-12*<1 A 1<z
z

a) Man gebe Parametrisierungen der beiden glatten Teilflachen F; und Fy an, die H
beranden.

b) Man berechne / div f d(z,y,2z) sowie den Fluss durch F; und F; und bestétige

H
damit den GauBschen Integralsatz im IR®.

Aufgabe 28: (vgl. 19.3.7)

Ist u(z),x € IR? ein divergenzfreies C'-Vektorfeld, so wird zu einem festen Punkt a € IR?
durch

z y z T
’U(SL’,y, Z) = (/ U2<$U,y, C)dg_/ u3(x,77,a3)d7],—/ ul(x7y> C)dC7 0)

as
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ein so genanntes Vektorpotenzial v(x) definiert, d.h. es gilt rot v = w.

Gegeben seien das Geschwindigkeitsfeld

u(x,y,z) = (z—y,x—z,y—m)T

einer turbulenten Stromung sowie die Flache

x
F= y | €eR} 224+4y2<4 AN z=uay
z

a) Man berechne zu wu, falls moglich, ein Vektorpotenzial v.
b) Man zeichne die Flache F'.
¢) Man berechne auf F' das Integral iiber alle Wirbelstarken

/rot u(x) do .

F

d) Man berechne die Zirkulation j{ u(x) de von w lings der Randkurve 0F von F

OF
und bestitige damit den Integralsatz von Stokes im IR®.



