Ean leﬂung

Numerische Mathemakk :
Zahlenm&(bige \_.65\”\3 ewes Maklem.
Problems it Hilfe des Computers

Historisde B@VYIUKMML%&W’-
a) Mechanische Rechner

"~ Blaise Pascal (1623-1662)
Goﬂ-?v(ecl W. Leibniz (16%4746)

@ Elekivonische Rechner :
Mlan M. Turing (1912 -1354)
Johann v. Newmann (1303 - 1957)

A) Rosanke BEntwicklumg 1950 — hewle
e floaking - point Tepresewtafon
o Tehleronalyse numerdschee Verfahren
Lanczos, Givens | Wilkinsan, ...



Problem (verentadt)

Eane Vof%l%doeue FTunktion & R — R
Vit Onm emer vovgegelenen Stelle xe R
auszuwerken Y = &0,

X Eingqnss Sv'o.@Q , Eimsabe
N Evse\nhis, Resulteat

Prinz P'Lc\\ er Ablom% .

o Engabe wm dew Redhner :
X —> X  Maschinenzahl

° EYSQJZMM%L Wi % durcdh eiven Algoril-knvs

(: endliche Zahl elementaver Rechen =
Qperohonew +, =, *, /7 mut Qes’cge\e%l-er

Ré\h&x%&y) .
{—
’ Nu’“‘eﬂ'scl‘es RQS\G.‘.“;a". : '12 = i(‘i)
° Weitere \/er.(-&,tsdw,,\% ; k\m AN‘.JS{ e




Aufqaben der Numerischen Mathem. :

o Konstulkchon vew A\%(m fmen

. Aha[%e i A(%MH'RMEM Xre.zﬁ%&i
_ Rwduz&;;«l.b: iwflmss
= eiw
= E%%{z\'enz (Andwand )
= Z\Lver[&ss(%rkd’c




1. Tehler (uso;\‘\gse.. '
1A Maschinenzohlen M

memem Covv\pm’cer sind mue endbhidh viele
e Zahlen darstellbar, diese Reifen

Maschinen zahlen .
B&rS'\'d\ ung -

X =

e (X,%'1+XL%'2+...+ xl_%‘") * oF
3 (0.x1x,_...x,_)3* q< “1)
9: Basis, ge N, §71

(zumeist 4=2,10,16 ) |
e: Exponent  ee/ | ewin< €< Cmx

¥+ Zifferm , e {o4,.., 91}
De Ziffemfolge %, ...%_Rupt Mantisse

Zumeist wivd %, # O Verangt (%«‘w X # O)

(Novwalisierte G\ei\:\)unkk-:burs\'e\lugg)
| Mawtissenlange



Beispiel : (Intel, TEC/TEEE -Norm)
ei\\(o,ck 9genau ° %=2 L=
Cmin = "425, Cmoxx = 128

doppet genaw @ §-2, L= 53,
Cmin = — 1021, Emox = 1024

A) Es ¢kt nur endlich viele Maschinenzahlew,
namlidh 2 (9-1) Q,L" (Emox — Cowin +1) + 1

_2_7) ES %{\o’c Keine Rxeue\oi% %vo?)w wnd. Keywe
Meb\'%» Kleinen Maodhnemzahlen,
Xmox = ¢~ (4—%’1‘) vt die grofte |
Kwin = G5 die Kleinste pro. Maodhzahl

9 %yeM = T.Alg. xty, xry, x4 é¢M™

A) Die Maodhinenzahlen sind nickk %fndcoww’rd%’-

|

A & e e EE ]
e b e
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1.2 Absolute u. relative Fehler

Jst X NUMAM% %«"w xeR, 20 hapt

AX := X-X Qbsoluter Tehler 12)
Ex = X = felotiver Fehler —
({,wr X # O)
Be;spiet s
o) X=0M3% 100 ] Ax = 10'
r = : 2
¥ = 0.1232 102 Ex = 0X-40
B) Y= 073113 | B DX = G-40 1
=079 16° ex = 0840
J

Merkvegel: (13)
- Gilk %\m den relakhven ‘S’Mex Ty = - '\0
wit 04 2 (&l <1, ke N, 40 fesiht X ehwa

k korvelde De%{malﬂ% :




Blomkerung, ¢

k= 0%, K Repg - ¥4 , ¥+ 0
3'(= 0)(1 Xk ‘ikﬂ“' *'lOe' ) ’)Z\gﬂ?é Xk+1

= %- %
EX - X
— 0.~ TR OoXK-l-\'” -k
0. XX, --- * 10
= A
Wobea
01 =« x| =10 .

13 Ru.noluhgs fehler

Neben dew :Da"eh{-e\n\ evrh (X — X ) uwnd,
den, Verfohrensfehtern (§— 1) spielen
R\mdm\%{izh\er eive. Wihkge Rolle W dre
MV\-QZRW% 2w es AL%N“'RIM\AD
Rundunagsfebler :  Approximakow einer
(Y“Qtee)\:‘gnﬂ\L x durcdh EA?\AL Maoinew 2ald
¥eM™M. Diestntt iAllg. bei jedec element.
Recheropecakion aud .



Gegjeloem,: K=t (0.% X .. XL Xpaq - - - )%* %e
it X #EO, Cmin £ € £ Cimax
Gesucht ©  EBine zu x fenadhbarte Maschinen =

2ol X e ™M.
Q)Absdme‘den
%= Td,K = -t(o‘xf"x‘-)%*%e
= X = x(1te) | lels< %H o)
dewn : ol T-X S (0.0..0 Xpaq --) Q{e
X X Oy ) g€

i (0. Yuaq Xa - )J,_ e
O % )y &

|..}] = % A

&) Runden -
Y:= le(x) 2 =
(k) 45 Jalle gy < Y2
0.%-- %) ¢ + %e"‘ , Aonst




= L
= X =X (1te) el < 32%4

KLy %, 4o sthe Tdy(x) := (040.-0) ¢
w € < Cpox Amad, : OVE\rﬁow“ {Mr € = Cmox -

Definition (1.5) Die Zahl eps:= L gtt
2“5‘?"? telative Masdinen 3ehaui3 ket .

Beigpiel  (IEC/ IEEE Norm) -
Sgle precision : §=2, L=, eps = 0.6°107
double precision q=2,1=53, eps = 14 4(3‘1196
extended © 9=2, =64, eps = 0510
Gleitpunit -Rechnung

Die Grund opecakionen Sy % A wWerden n kakeveu'

G enauigke; ousga?u"M . hormalistert wnd
o L gtkeﬂen Gerundet .

Be%eidmumg : {l(ﬁtb), {K(”b) , #(Q/ b)




4.7 Arithmetik in Gleitpunkt-Zahlensystemen 155

e(z)
1
3/8 7/16 1/2 5/8 3/4 7/8 1 5/4
«—§—4 - < 9 : ¢ T
Abb. 4.6: Absoluter Rundungsfehler bei Rundung durch Abschneiden
e(z)
ﬁ
1/2 5/8 3/4 7/8 1 5/4
~ hY i
e(z) = =1 &
e(zj=10
e(z) = +1
Abb. 4.7: Absoluter Rundungsfehler bei optimaler Fundurng
p(z)
]
eps ¢+ - ﬁ
\ 1/2 5/8 3/4 7/8 1 5/4
/\ll w \ 5
N
—eps ¢ ' e

Abb. 4.8: Relativer Rundungsfehler bei optimaler Rundung



\ "
Genauigkeit :

{t (axh) = (azh) (1+6)

J(l(a*b) = (axb) (At ) ('\_@)
flalb) = (@/b) (1+3)

wit 161, 1, 18] = eps

1.4 Kondition

Ein matbom. Pablow - 2.B. y= {0 -
fupt gut Konditiowiert | fall; khine
éxh&erm%m der E(w%wq‘adq}w e 2w K,
Andecwngen dn. Reoultot &\LM (b
Wxafkbec Rec(zmwna ! ) |
Awdem{oﬂ/; '.

Schlecht Konditomed ... chaotisch
Quantitativ: (%, 4 #0)

Ay = 4 - 40 = 400 Bx

=: -Aj- - 5.(_7\1 = __&_X '(X_) .
“ K (x) Ox {9 X




12

Definition 1F) Die Grofen

Kas * = 1‘7 'Oﬁ), Koo = X%&(X)
)
Repen absolute u. relative Konditious-
2ahlen. R

Bei mehveven E\'V\%av\?da}en ={(x4,... Xn)
addieren sidh die Tehler, die \ghkvdl, dre

Vedalschung der einzelnen X; hervorgerufen
werdew  (— Avxa,QLbfgis )

Man erhalk
o~ 7 X .
= LA (dbsoluder Fehler)

R 9 - (1.3)
&“* & Z ﬁ;ﬂ) ’6)%; ) - €x; U&-&dld&:)

1= 1

Die %%(X) Xw(bm, garjcielle. Ableitmgen \m«%

Dober wivd. jewells wwr X; ads Variafle omge <
/beﬂw, die omdecen X; {»ﬁr&#i Aind. {%’c(
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D{Q. ZQ,MCV\, K& QBS = (%)%: (x) /MMOL

_ A ’8 _ .

a\»so\.ul-t " Tzlwlwz Kondihouzahlew
%%%Q. Cl?,r E\'V\%DMO{J%V(;?W Xi -

hz‘. “ 9 ! ( Elomertare Opzrau‘wneu)
Frax, = —11)?_ x, T X+XL ¥,

€X1. XL = £x1 ‘\" EXL
E:'7‘4/)(2.% £X1 & E‘XL

=) Multipbikakion. u. Division Sind. qut
Kondihowiede O‘OV.mbW% ehemoo die
Addition wn Zohliaw wat 920‘(,0\;% Vovee: o .

Aber :  Subtralkow v omndhemd
Zodflrn W . w. ubeblider '1reker=
Vestidumg . Aus\oschumg |

(Camcellation ! )




&
BdSE\el (1-10) Y= K%

oxalt : %, = 0.10005 482440 * 10’
X, =0.03997F 342213 * 410°

Y = 0.10005 ¥22410 x A0’
— 0.09997 342213 x 40°

0.00008 14013 F % 40°
= 0.81%0197 * 10!
Redhner wit 3='\0 md L=5

%, = 0.10005 * 40>
%, =0.999%3 * (ot

4 = 0.1000500 x 10°
C - 0.033933 0 * 40°

= 0.00003%0 x 10°
= 0.2000 x 10"




Be.\‘fi el (4.11) QSkalarprode:) °
= Oy ) Y= (3o ta) € R
Y7 v = éx'&gc = XY, T KaYn

Nad, Tormel (13) erhalk man.

Coups ™ é s Vi Exg * 2:: Z"\IT? X €y,

AV\V\Q&\MQ J lix;( J ‘i\jtl = QPS’,

Vor zeicthm. Shmmt wit damen. der
Vor falckoven Aberein

_:Tiqwl = L EepS
AR P G
Y J
Konditons zahl.

Ergebnis:  Die Skodavprodukt - Berechmung
Komuw odlfecht Konditouted sein ) Wewn
mambidh | Zxivg | i, aber > (i)
M wt . Der Grund mt wiedecum :

Aus sd«wc%_‘,




o
KOMJ%K}(A B@isp\‘d?, 3 (le,isdn, Mimhker, ‘86)

— - o =

A F182X 12K 1486.2%9%
314459 265 338 36b. 3873
K= AM213562. |,y = | “2.57492
0.5#721566%3 't 3.6
| 0:3010233351 | 0.000185049,

Numerigcfe Evgebnisse :
TORTRAN Simgle prec. : xyYy = 50.L|‘933 ...

TORTRAN  double prec. &yy = 0.10251_‘.463
MATLAB : <xyy =-0.52%50.- 4071
Exakies Ergebnis :

5"‘"’7 = —0.100653107 - A9 '©
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1.5 Fehleravalyse, Stabilitat

In am%adk% Tollew famt andh dor Eiflwn

Vow R\mdmcbo%ﬂu %ohamdermaﬁa« umtersuclu,
o Smulakon der G\e&\ow\d:o?ecﬂmunﬁ

@ Uheavis\'ervng dec Tehler

"Be;SPie\‘ (4.\7-) Y= s S .
Gl@ﬂzpumldc “Qecﬁnunﬁ :
Y= fLd-¢)
= [QZ- ('He,q)l (M’A‘) ~ s i\f“’“}‘z)] (1+6)
e‘ll To - :DGA’Q’/\{CQ\LQ«‘

fa, Moo Muﬂip@i\(wf\‘wsfe\n\er
& : Subtralkons{ehler

Linear(sierung -
(4 +a) UW&) ~ 1+o+ (3
A+)* = 1+ k
At+d = A+ /2



1R
-
% ~ o (142eatpy +6) = Y ('1+2£b+}\42.f6“>

2,2 & :
= (8) {1 t 2 eatp) - az‘-’-—w'(z%’f)“ﬂ *

+6}
| 41+ gy

8,&::: ( b,_iq, 2“\’:,. €b> o
—blf“"ab’-h*g
Kondibon . Ew\q\!-qmzp feWer

Rumdwngofehler

)
Resk

Dedimtion (113)

Sdn A\%onW\/vwo Qw\@)‘c stabil ; wenn der
Binurs dec Rimdumepfelder ik (Wesehticl.)

O@"f{b?f mt ado dec EW\A%QAN’) der C\Vl%a\oe,{:zwer
‘ a+b"

I EEiv\gabe ! P \ ePS
“4+
\.eRw\Jxmg\, = U :?--b?-'\ “*1)'6‘35

s 1>




19
== A\%oﬂamm at goboil !

] ” “ . .
fur dn , verninfhiges” numevisches
VQr{-akreu hat maw zwel Ahfowdevr\mgem
zw stellen

1) Das Roblem sslite _%M: Kondatiom jert sein,

2) Der numerische Algontfimus sefite
Stabil sen.




