H.J. Oberle Differentialgleichungen II SoSe 2013

6. Die dreidimensionale Wellengleichung

Wir suchen Losungen u(x,t) der folgenden AWA flir die 3-D Wel-
lengleichung

Ut — 02A3u = 0, XER?’, t >0,

uw(x,0) = wug(x), w(x,0) = vo(x), xé€R3. (6.1)

Wir nehmen an, dass (6.1) ein LOsung u besitzt und versuchen,
eine explizite Darstellung zu gewinnen. Durch Umkehrung der
Schlussweise kann man dann EXxistenz und Eindeutigkeit zeigen.

Definition (6.2) Zu xg€R3,t>0, r>0 heiBt
1
Mylu](xg) = — u(xg +rn,t)dw (6.3)
47 Jn|=1
das spharische Mittel von v zum Mittelpunkt xg und Radius r > 0.
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Bemerkung. Das Integral in (6.3) ist das Oberflachenintegral
1. Art uber die Einheitssphare im R3, dw ist das zugehorige Ober-
flachenelement, in Kugelkoordinaten also dw = cos d(p,v); val.
Mathem. fiir Ing. II, (19.3.14).

Natirlich kann man M;[u](xg) auch als Mittel lber die Sphare
mit Radius r darstellen
1
Mr[u](x) = 74 u(x,t) do, do =12 cos(y) d(p, ).
4 712

[x—xol|=r

Satz (6.4) Ist u eine LOsung der 3-D Wellengleichung, so erfiillt
w(r,t) = r M,[u](xg) (bei festem xg) die 1-D Wellengleichung.

Beweis. Wir integrieren die Wellengleichung uber die Vollkugel
Kr(xg) (bei festem t)
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/” ur(x,t)dx = c2/” Au(x,t) dx.

x—xgl[<r x—xq||<r

Auf die rechte Seite wenden wir die erste Greensche Formel
(19.3.19) an (mit f =1 und g = u)

_ 99
| (Fag+(VEVg) dx =  f22do

G ° On
2 8u

= / urt(X,t)dx = c ]{ — do.
|[x—xol|<r [x—xol|=r On

Beide Integrale werden auf die Einheitskugel bezogen:

)
/ we(x,t) dx = / f uee(x, ) dodp
0 Jllx—xoll=p

[x—xol|<r

§
= /OP2 j{wt(xo-l-ﬂn,t)dwdp,
[n|/=1

112



ou
jl|{| “——do = r? ﬁnn_m u(xg + pn, t)|

X—Xp||=r On
=

/ j{ u(xg+ pn,t) dwdp = jl{ —u(XO + rn,t) dw

Infl=1 Inl=1

ot2

Dies mit dem spharischen Mittel ausgedruckt ergibt

[ P Mpueorde = @2 Lanpit). (65)
Differentiation nach r =
2 2
(P M) = (2 DMl (x0) + 1 Ml (x0)).
2 2
N (M) = 5 (r Ml (x0)) g
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Satz (6.6) Die AWA (6.1) besitzt eine eindeutig bestimmte
Losung. Diese ist gegeben durch die Losungsformel nach Liouville

u(x,t) = (£ MegluolG9) + ¢ Mool (),

Joseph Liouville (1809-1882); Paris
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Beweis. Wir zeigen dies fiur eine feste Stelle xg. Nach (5.2)
und (6.4) existieren C2—Funktionen ® und W mit
r Mr[u](xg) = ®(r —ct) + V(r+ct).

Fir » | O ergibt sich hieraus 0 = ®d(—ct) + W(ct), sO dass
d(x) = — V(—x) und damit
r My[u]l(xg) = —WV(—r+ct) + V(r+ ct). (6.7)

Dividiert man diese Gleichung durch r» und lasst dann r | O gehen,
so folgt mit der Regel von d'Hospital

u(xg,t) = 2W/'(ct). (6.8)
Differenziert man (6.7) nach r und nach ¢, so erhdlt man

Drala) + 2O (r M) = 2 +et)

Grenzwertbildung ¢ | 0 ergibt mit (6.8)
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im [ (r0ul) + ;5 (r Melal)] = 200) = ulxo, D)

T . 0 r O
u(xo, ) = Nm [Mrlul 47 o Moful + = = Mr[ul
1 0
— E[ j{ u(xg+rn,0)dw + r j{ Eu(xo—l—rn,O)dw
[n][=1 [n][=1
+ 1 7{ Ut(Xo-l-?“ﬂ,O)dw]
C
n|[=1
1
= i ug(x + ) + 7(Vug(xg + rn),n) + E’UO(XO + )| duw
Inj[=1
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1
u(xo,t) = - 7{[uo(xo—l—ctn)—l—(Vuo(xo—l—ctn),ctm
In[[=1
+ tvg(xg —I—ctn)} dw
= — j{ [g{tug(xo—l—ctn)} + tvo(Xo—I—ctn)] dw

47 ot
[n[|=1

0

= a{t Mct[uO](XO)} + t Mc¢[vo](x0)- L]

Bemerkungen (6.9)

e Fur den eigentliche Beweis muss die obige Schlussweise umge-
kehrt werden; man hat ja zu zeigen, dass durch die Liouvillesche
Formel tatsachlich eine Losung der Wellengleichung gegeben ist.
Die Eindeutigkeit folgt aus der obigen Schlussrichtung.
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e Nach der Liouvilleschen Formel hangt die Losung der dreidim.
Wellengleichung nur von den spharischen Mitteln der Anfangs-
funktionen zu mit der Zeit wachsenden Radien r = c¢t ab.

e Eine von einem beschrinkten Bereich B C R3 ausgehende
Storung (Anfangswerte ug, vg nur in B von Null verschieden)
erreicht einen vorgegebenen Punkt xg ¢ B also erst zu einer
Zeit tg > 0 und verschwindet in xg zu einer festen Zeit t1 > tg
wieder. Dies ist das Prinzip von Huygens, benannt nach Christiaan
Huygens (1629-1695).

e Nach einem Satz von Jacques Hadamard (1865-1963) gilt
das Huygenssche Prinzip nur in Raumen mit ungerader Dimen-
sion. Insbesondere ist die Aussage fur ebene Schallausbreitung
(R?) falsch, wie wir im Folgenden auch zeigen wollen.
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Christiaan Huygens (1629-1695); Den Haag, Paris, London

Jacques Hadamard (1865-1963); Paris

119



120



Die zweidimensionale Wellengleichung.

Betrachten wir die analoge Anfangswertaufgaben fur die Wellen-
gleichung im R2:

’U,tt—CQAQu:O, XERQ, t >0,

u(x,0) = wug(x), w(x,0) = vo(x), x€R2 (6.10)

Man kann die LOosung von (6.10) aus der Liouvilleschen Formel fiir
den R3 ableiten, wenn man annimmt, dass die Anfangsfunktionen
und die LOosung von x3 unabhangig ist. Dies ist die sogenannte
Abstiegsmethode nach Hadamard.

Wir haben die sparischen Mittel zu berechnen

1
Myrlg](x0) = ype HnH:lg(Xo—l-rn,t)dw,

wobei g von der dritten Komponente (zg + rn3) unabhangig sein

soll.
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Wir parametrisieren die Einheitssphare (jeweils obere und untere
Kugelkappe) als Graph der Funktion n3 = i\/l —n% —n3, bzw.

ny = €1, no = &, ng = £J1-€62-¢2 mit €] < 1.
Fir das Oberflachenelement ergibt sich dann nach (19.3.8)

1
— d(£1,65).
\/1 7 o (€1,&2)

und wir erhalten fiir die spharischen Mittel die 2-dim. (!) Integrale

1 g(xg+1&,t)
M, [g](x0) = E/M”Sl Ny de. (6.11)

Hierbei sind nun xg und & im R2. Die L&sungsformel (6.6) nach
Liouville bleibt unverandert bestehen.

dw
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Was ist die praktische Konsequenz dieser Uberlegung?

Im Unterschied zum dreidimensionalen Fall hat man die Anfangs-
funktionen ug und vg Uuber Kreisscheiben mit wachsenden Radien
r = ct zu mitteln.

Eine von einem beschriankten Bereich B C RZ2 ausgehende
Storung trifft nach wie vor zu einer bestimmten Zeit tg > 0 in
xo ¢ B ein. Von diesem Zeitpunkt an macht sich die Storung je-
doch fur allet > tg in xg bemerkbar. Die Storung klingt unendlich
lange nach.. das Huygenssche Prinzip ist damit nicht gultig!
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Wellenformen.

Hierunter versteht man spezielle Losungen der Wellengleichung
2 _ 3
ury — ccAzu = 0, xeR’, t2>0,

die sich in ihrem zeitlichen Verlauf wie harmonische Schwingun-
gen verhalten. Wir benutzen die komplexe Darstellung und den

Ansatz _
uw(x,t) = Ae'%tg(x) (6.12)

und erhalten die PDG
w? g(x) 4+ 2 Ag(x) = O. (6.13)

Ebene Wellen. Hierunter verstehen wir Wellen der Form (6.12)
mit einer feste Ausbreitungsrichtung d € R3, ||d|| = 1, die auf
Ebenen senkrecht zu d konstant sind.
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0 ! d
& =<d, x> :

e

Damit hangt « bzgl. des Ortes nur von ¢ := (d,x) ab, g(x) =
h(£), und wir erhalten aus (6.13) die gewohnliche DGL

2 R'(€) + w?h(€) = 0 (6.14)
mit der allgemeinen LOsung
h(€) = ae tW/OE 4 geilw/e)E
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Berlicksichtigen wir nur den ersten Summanden (den zweiten
erhalt man, wenn man d durch —d ersetzt), so erhalten wir nach
Rucktransformation die ungedampfte ebene harmonische Welle

u(x,t) = Aewlt—{dx)/c) (6.15)

Kugelwellen. Dies sind Wellen, die auf Kugeln um ein Zentrum
(0.E.d.A. der Ursprung) konstant sind. Bzgl. der allgemeinen
Darstellung (5.12) gilt damit g¢g(x) = h(r), wobei r := ||x||» ist.

Da sich der Laplace-Operator fur Ursprungs-symmetrische Funk-
tionen gemaB Lehrbuch (17.1.19) durch Au = 4" (r)+(2/r)d/(r)
darstellen lasst, ergibt sich aus (6.13) die folgende gewohnliche
DGL fir h(r)

W 2
W) + %h’(r) n (Z> W) = o. (6.16)

Die allgemeine Lésung (mit dem Ansatz h(r) = rFe") lautet
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her) = Ce—i@wor 4 P giwor

r r
Berlicksichtigen wir wiederum nur die erste Losung (auslaufende
Welle), so erhalten wir mit (6.12) die spezielle Ldsung

w(x,t) = A giw=lxl/e) (6.17)
x|
Zylinderwellen. Dies sind Wellen, die auf Kreiszylindern

(0.E.d.A. mit der z-Achse als Symmetrieachse) konstant sind.
In Analogie zu den beiden letzten Spezialfallen hat man dann

eine Darstellung g¢(x) = h(r), mit r := \/x% + 3.

Mittels Zylinderkoordinaten erhalt man dann aus (6.13) die
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gewohnliche DGL

1 2
W'(r) 4+ = () + (f) h(r) = 0. (6.18)
r C
Obgleich die DGL derjenigen in (6.16) ahnelt, ist diese nun nicht
elementar integrierbar. Die Transformation y(x) := h(r); =z =

(w/c)r flhrt auf die Besselsche DGL

y(z) + éy’@) +oy@) = o (6.19)

Eine in £ = O reqgulare LOosung ist die Bessel-Funktion nullter
Ordnung Jp(z), vgl. Lehrbuch (13.6.4). Damit wird

W) = Jo(Yr) = 1/cos(8rsing> e
C 7T C
0]

und fur die Zylinderwelle erhalten wir
u(x,t) = At jo(Z /22 + 23). (6.20)
C
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