H.J. Oberle Differentialgleichungen I WiSe 2012/13

5. Parameterabhangigkeit, Stabilitat

Wir betrachten wieder die AWA

y'(t) = f(t,y®)), y{o) = yo (5.1)
und setzen nun voraus, dass f auf einem Gebiet G =1IxD C RP+1
stetig differenzierbar ist.

Die LOsung der AWA ist damit fiir (¢g9,yg) € G nach (4.10)
lokal eindeutig bestimmt. Wir denken uns die LOosung in G ma-
ximal fortgesetzt, vgl. (4.5), und bezeichnen diese Fortsetzung

mit y(¢; to,yo)-

Haufig sind die Anfangsdaten (tg,yg) nur mit einer gewissen Ge-
nauigkeit gegeben. Wir untersuchen in diesem Abschnitt, wie sich
Fehler in diesen Daten auf die Losung auswirken.
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Die folgende Hilfsaussage ist nach dem Ingenieur und Physiker
Thomas Hakon Gronwall (1877-1932) benannt.

Satz (5.2) (Lemma von Gronwall)

Gilt fiir eine auf I :={t: |t—tg| <} stetige Funktionr: I — R
eine Abschatzung der Form

t
r(t) < o+ B / r(7)dT, a>0, 8>0, (5.3)
to
so folgt fiir allet € I : r(t) < a eflt—tol,
Mit dem Gronwall—Lemma lasst sich nun leicht die folgende Feh-

lerabschatzung fur die Losung der AWA beweisen.
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Satz (5.4) (Stabilitat, Fehlerabschatzung)

Fiir Anfangswerte yq,zg € R" seien die Lbsungen y(t;tg,yg) und
y(t;tg,zg) auf dem Intervall |t — tg| < definiert.

L > 0 bezeichne eine Lipschitz—Konstante von f auf einem (kom-
pakten) Quader Q = [tg — 6,tg+ 8] x Q, welcher beide Lésungen
enthalt.

Dann gilt fur |t —tg| < 6:

ly(t; to, y0) — y(t; to, z0)|| < elt=tol |lyg —zq]|. (5.5)

Beweis: Die integrierte AWA

t
y(tito,yo) = Yo +/f(7,y(7;to,yo)) dr
to
liefert mittels Dreiecksungleichung die Abschatzung:
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|y (¢; to,¥0) — y(&; to, zo)||

¢
< |lyo —zol + tf |£(m,y(7; to,y0)) — £(7,y(7; to,20))l||dT
0]

¢
< l|lyo —zol + L'tf ly(7;t0,¥0)) —y(7;to,20))| dr.
0

Dies ist aber gerade eine Abschatzung der Form, wie sie im Lem-

ma von Gronwall auftritt mit »(t) = ||y (¢; to,y0) — ¥ (¢; to, zo)||,
a = |lyo—2zo|| > 0, und B := L > 0. Damit ergibt sich genau
die behauptete Abschatzung. |

Bemerkungen (5.6)

a) Diein obigem Satz gezeigte Abschatzung bedeutet gerade die
Lipschitz—stetige Abhangigkeit der Losung einer Anfangswertauf-

gabe von den Anfangswerten.
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b) Die obige Abschatzung ist allgemein nicht zu verbessern, da
beispielsweise fir die lineare AWA ' = Ly, y(tg) = yo mit L >0
und t > tg die Abschatzung mit Gleichheit gilt. Fur t < tg wird
hierbei jedoch der tatsachliche Fehler erheblich uberschatzt.

c) In Verallgemeinerung des Satzes (5.4) lassen sich auch Fehler
in der rechten Seite f und in der Anfangszeit tg berucksichtigen.

Es seien f, g stetig differenzierbare Funktionen auf einem Quader
(), wobei die folgenden Abschatzungen gelten mogen:

Fur die Losungen y und z der AWPe
y' = f(t,y), y(to) = yo
z' = g(t,z), z(t1) = zo
mit (t0,¥v0), (to,zo) € QO gelten dann
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ly(®) —z()|| < |lyo— zol eXlt=tol 4+ M|ty —to| ellt—tol

O I|t—t
+ - <e [t—tol 1). (5.7)
Der erste Summand beschreibt den Fehleranteil, der in y(t) auf-
grund der Anderung der Anfangswerte auftritt, der zweite Sum-
mand den Fehler, der durch die Variation der Anfangszeit auf-
tritt, und der dritte Summand beschreibt schlieBlich den Fehler,
der durch die veranderte rechte Seite des DGL-Sytems hervorge-

rufen wird.

Ebenfalls von Interesse ist die Frage, wie sich die LOsung einer
Parameter—abhangigen AWA

y'(t) = ft,y,N), y(o) = vyo, (5.8)
in Abhangigkeit von den Parametern A € R™ verhalt.
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Vermoge der Transformation von (5.8) in das aquivalente AWP
y' = f(t,y,z) , y(to) Yo
z = 0 , z(tg) = A

lasst sich dieses Problem jedoch auf den zuvor betrachteten Fall
der Variation der Anfangswerte zuruckfuhren.

(5.9)

Zumeist interessiert man sich uber die recht groben Abschatzun-
gen (5.4), (5.7) hinaus fiir die konkrete Berechnung der GroBen

19, 0
— vy (¢, to, und ——y(t;to, .
Dt y(t; to,¥Yo) Dy y(t; to,yo)

Diese Daten lassen sich als die (absoluten) Konditionszahlen
fur die Abbildung (tg,y0) — y(¢;tg,ypo) interpretieren.

Die EXistenz der hierbei auftretenden partiellen Ableitungen ist
unter den folgenden Voraussetzungen sichergestellt.
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Satz (5.10) (Variationsgleichungen)

Die rechte Seite f sei eine Cl—Funktion auf einem Gebiet G =
I xDcCR*l ¥ sei eine auf einem kompakten Intervall Ip C I
erkldarte Losung der DGL y' = f(¢t,y).

a) Es gibt einen Streifen um y

Se = {(ty) 1 telo Aly-y®)I<e} € G, e>0,
so dass die Losungen y(¢;tg,yo) der AWA (5.1) fiir alle Anfangs-
werte (tg,yg) € Se auf ganz Iy erklart sind.

b) Die Losung y(t;tg,yg) ist eine Cl—Funktion (beziiglich aller
Variablen) auf dem Innern I§ x S2.

c) Die so genannten Variationen (auch Propagationsmatri-
zen)

0,
W(t; tg) = 8—y(3y<t;tO’YO) € R(n’n)>
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9,
w(t; tg) = a—m)’(t;to,YO) e R"

lassen sich als Losungen der folgenden linearen AWA erhalten
W/(t;tg) = fy(t,y(t;to,y0)) W(t;tg), W(to,to) = In
w/(t,tg) = fy(t,y(t;to,y0)) w(t;tg), w(to;to) = —f(to,yo0)-

Bemerkung: Eine einfache Herleitung der Variationsgleichungen
erh3lt man, wenn man voraussetzt, dass y(t; to, yo) sogar eine C2—
Funktion auf I§ x SQ ist. Aus der DGL

0
a}/'(t,to,y()) — f(t,Y(t,tO,YO))

folgt durch partielle Differentiation nach yg mit Hilfe der Ketten-

regel:
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o ,0 0
t:to, = fy(¢; to, - —— v (¢; to, .
Do (8t y(t: to, ¥0)) y(t; 0, ¥y0) (8yo y(t: t0,¥0))

Vertauscht man nun nach dem Satz von Schwarz auf der lin-
ken Seite die partiellen Ableitungen, so erhalt man gerade die
erste Variationsgleichung fiir die matrix W (¢,tg). Die zugehorige
Anfangsbedingung ergibt sich ebenso durch Differentiation der
Identitat y(tg;to,yo) = yp nhach yp. I
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