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Vorwort zur Thematik

Die Vorlesung ,,Hohere Analysis® beschéftigt sich fast ausschliefllich mit der

Integrationstheorie fiir Funktionen mehrerer Variablen.

In der Vorlesung wird die Theorie in folgendem Umfang und folgender Reihenfolge entwickelt:

(1)

Ein erstes kiirzeres Thema ist die Integration lings Kurven, die eng mit der Stammfunk-
tionsbildung bei Vektorfeldern und 1-Formen auf R verbunden ist. Dieses Kapitel bewegt
sich damit in gewisser Weise zwischen der Integrationstheorie in einer und in mehreren
Variablen.

Ein Schwerpunktthema der Vorlesung ist der mafitheoretische Zugang zur Integration.
Dieser liefert eine sehr weitgehende Integrationstheorie fiir Funktionen mehrerer Variablen
und fithrt zum iiberlegenen Lebesgueschen Integralbegriff, zu allgemeinen Konzepten von
Volumina und Flacheninhalten sowie zu wichtigen Integralsétzen.

Der letzte grofle Themenkomplex der Vorlesung beschiéiftigt sich mit Untermannigfaltig-
keiten des RY (dies sind, grob gesprochen, regulire nieder-dimensionalen Flichen), mit
dem Kalkiil der Differentialformen (eines speziellen Typs von Abbildungen) und schlief3-
lich mit der Integration von Differentialformen iiber Untermannigfaltigkeiten und weiteren
Integralsatzen.
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Kapitel 1

Kurvenintegrale und
Stammfunktionen

1.1 Kurvenlinge, (Um-)Parametrisierung nach der Bogenlinge

In diesem ersten Abschnitt der hoheren Analysis werden Kurven als Objekte eigenstindigen
Interesses untersucht. Zunichst wird die Lange einer Kurve und damit ihre wohl grundlegendste
einzelne Kennzahl eingefiihrt:

Definition (Totalvariation, Kurvenlinge). Seien I ein Intervall und X ein normierter
Raum iibert K.

(I) Die (Total-) Variation Vari(f) einer Funktion f: I — X dber I wird erkldrt als
m
Varj(f) := sup { Z Hf(ti)_f(ti—l)HX :m € Ny, to<ti<ta<...<ty in I} S [0, OO] R
i=1
und im Fall Var;(f) < oo nennt man f eine Funktion von beschrinkter’ Variation

auf I oder kurz eine BV-Funktion auf I.

(IT) Eine stetige Funktionen c: I — X bezeichnet man als Kurve, Weg oder Pfad in X und
modifiziert fiir solche Funktionen die gerade eingefiihrte Terminologie: Man nennt

L(c) := Var(c) € [0, o0]

die Linge der Kurve c und bezeichnet ¢ im Fall L(c) < oo als Kurve endlicher Linge
oder rektifizierbare Kurve.

Bemerkungen (zu Totalvariation und Kurvenlénge).

(1) Bei der Totalvariation Vary(f) und der Kurvenlédnge L(c) handelt es sich per Definition um
das Supremum {iiber die Lénge aller Streckenziige, deren Ecken im Durchlaufsinn auf Bild( f)

'Das Symbol K wird in diesen Notizen stets als Platzhalter fiir einen der beiden vollstindigen Kérper R, C
verwendet.

2Tatsichlich ist es treffender, von endlicher statt von beschrinkter Variation zu sprechen. Nichtsdestotrotz
sind die letztere Sprechweise und das Kiirzel BV allgemein iiblich, so dass es sich empfiehlt, dieser Konvention zu
folgen.



KAPITEL 1. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

beziehungsweise Bild(c) liegen. Man spricht dabei auch von ins Bild einbeschriebenen Stre-
ckenziigen und erkennt die Kurvenlénge L(c) im Licht dieser Interpretation als geometrisch
sinnvolle Lénge des (eventuell mehrfach durchlaufenen) Bildes von ¢. Die Variation Vary(f)
wurde allgemeiner fiir unstetige f erklért und beriicksichtigt neben der Lénge von Bild(f)
zusétzlich auch solche Léangen, die in Unstetigkeitsstellen von f in gerader Linie , iiberflogen®
werden.

Fiigt man zu tg < t; < to < ... < tjp—1 < ty, in [ zusétzliche Zwischenstellen hinzu, geht

alsozuty <t <ty <...<tm_1 <tminlImitm >mund {to,t1,...,tm} C {to.t1,..., 17}
iiber, so gilt geméfl der Dreiecksungleichung

Z [f(t)—f(tim)]la < Z I1f(E)—f (1)l
i=1 i=1

die Lange des zugehorigen Streckenzugs wird also bei Verfeinerung der Zwischenstellen
hochstens grofler. Diese ,,Monotonie bei Verfeinerung® ist beim Arbeiten mit der Definition
des Ofteren niitzlich und ist letztlich auch die Erklarung dafiir, dass in dieser die Bildung
des Supremums reicht und nicht etwa ein anderer Grenzprozess erforderlich ist.

Grundeigenschaften der Totalvariation und der Kurvenldnge werden hier teils fiir beide
Bildungen, teils nur fiir die allgemeinere Variation angegeben. Fiir Intervalle I, J, Stellen
a <ty < bin I, normierte Rdume X, ), Funktionen f, f: I — X und g: f(I) — Y sowie
eine Kurve c: I — X gelten

(a) der Konstanzsatz
Vary(f) =0 <= f ist konstant auf I,

(b) die Halbnormeigenschaften (mit Konvention 0-00 = 0)

Varr(sf) = |s|Var(f) fiir s € K und Vary(f+f) < Var;(f) + Varr(f),
(c) die Zerlegungsadditivitét
Vary(f) :Varlgt*(f)JrVar[Zt*(f) bzw. L(c|[a7b}) :L(C|[a7t*]) +L(c|[t*7b])

(wobei L(c|( a b)) = L(c|[a b]) mit stetigem ¢ durch Hinzunahme/Weglassen von a und b
nicht beeinflusst wird, wihrend sich die Variation unstetiger Funktionen &ndern kann),

(d) die Parametrisierungsinvarianz
Var;(f o7) = Vary(f) bzw. L(coT) = L(c)

fiir surjektive, monotone Parametertransformationen 7: J — I (die aufgrund der Sur-
jektivitéit, der Monotonie und der Intervall-Eigenschaft von I automatisch stetig sind),
(e) die untere Schranke

Varpy (f) = [ £(0)=f(a)llx,

die die gerade Verbindung als die kiirzeste identifiziert,

6



1.1. Kurvenlinge, (Um-)Parametrisierung nach der Bogenlinge 7

(f) die Dehnungs-Abschétzungen und oberen Schranken
Var;(f) < (Lip f) Lange(I) und allgemeiner Vary(go f) < (Lip g) Var;(f),

wobei Lip f und Lip g die optimalen Lipschitz-Konstanten von f und g bezeichnen und
im Fall nicht Lipschitz-stetiger Funktionen als co zu verstehen sind.

Ein wichtiger Spezialfall von (3f) ist die Isometrieinvarianz
Vary(ho f) = Var(f) bzw. L(hoc) = L(c)

fiir Isometrien h: f(I) — Y bzw. h: ¢(I) — Y (d.h. fiir Abbildungen h mit ||h(z)—h(x)|y =
|Z—z| x fiir alle z,z € f(I) bzw. z,Z € ¢(I)). Diese Eigenschaft ergibt sich durch Anwen-
dung von (3f) auf die Abbildungen g := h und ¢ := h~! mit Lipschitz-Konstante 1 und
beinhaltet als weitere Spezialfille die Translationsinvarianz Varj(z+f) = Varz(f) fiir
r € X, die Rotationsinvarianz Var;(Tf) = Var;(f) fiir lineare Isometrien® T: X — X
und die diese zusammenfassende Bewegungsinvarianz Var;(z+7f) = Var;(f) fir z € X
und lineare Isometrien 7': X — X.

(4) Im allgemeinen kann eine Kurve kompakte Teilintervalle beliebig kleiner positiver Lénge
auf unendlich lange Stiicke im Bild abbilden. Ein typisches Beispiel ¢: R — R ist durch

c¢(0) := 0 und c(t) = tcos+ fiir ¢ # 0 gegeben; es gelten dann Y 1 ‘c(%)—c((ifnﬂ)! =

Yt (et are) 2, oo fiir alle m € N und folglich L(c| g ) = L(c|(g)) = oo fiir alle

i=m \ir ' (i+D)m/) 0

6 € R+, die Beispielkurve ¢ hat also lokal bei 0 unendliche Linge.

FEin gewisses Defizit des gerade gegebenen Beispiels besteht darin, dass die Beispielkurve ¢
in R Teile ihres Bildes immer wieder durchléuft. In hoheren Dimensionen ist dies fiir den
demonstrierten Effekt aber keineswegs notwendig, und als anschaulicheres Beispiel kann man
die zugehorige Graphenkurve v: R — R? mit () = (¢,¢(t)) fiir t € R heranziehen; auch
bei dieser gilt L(W[o,é}) = L(’y|(075)) = oo fiir alle 6 € R<y.

Zur konkreten Berechnung der Kurvenlidnge — jedenfalls im differenzierbaren Fall — ist
folgendes Resultat sehr niitzlich:

Satz (Darstellung der Kurvenlinge als Riemann-Integral). Seien a < b in R und X ein
normierter Raum. Dann ist jede C*-Kurve* c: [a,b] — X rektifizierbar mit

b
L(c) = / 1)l dt. (+)

Bemerkungen (zur Integralformel fiir die Kurvenlénge).

(1) Um die Formel (x) physikalisch zu interpretieren, kann man sich vorstellen, dass ¢(t) die
Position eines Teilchens zur Zeit ¢t angibt und die Abbildung ¢ dementsprechend die gesamte
Bewegung dieses Teilchens iiber alle Zeiten ¢ € [a, b] beschreibt. Die Ableitung ¢/(¢) entspricht

3Im Fall X = K" ist aus der linearen Algebra bekannt, dass die linearen Isometrien X — X gerade den
orthogonalen bezichungsweise unitéiren Matrizen in IKN X" entsprechen.

4Die C!-Eigenschaft auf dem kompakten Intervall [a, b] ist hier so zu verstehen, dass die rechtsseitige Ableitung
c'(a), die linksseitige Ableitung ¢’(b) und auf (a, b) natiirlich die iibliche beidseitige Ableitung ¢’ existieren und
sich insgesamt eine stetige Ableitungsfunktion c': [a,b] — X ergibt.

7



8 KAPITEL 1. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

dann dem Geschwindigkeitsvektor, ||¢/(t)||x der skalaren Geschwindigkeit zur Zeit ¢ und die
Kurvenléinge der Linge der zwischen den Zeitpunkten a¢ und b insgesamt zuriickgelegten
Wegstrecke. Bei dieser Interpretation besagt (x) nichts anderes, als dass man die Lénge der
Wegstrecke durch Integration der skalaren Geschwindigkeit berechnen kann.

(2) Der Satz bleibt allgemeiner fiir Stickweise-Cl-Kurven c: [a,b] — X mit beschrinkter Ab-
leitung richtig, also fiir stetige Abbildungen ¢ € C%([a,b], X) mit ¢ € C'((a,b) \ S, X) und
Sup(q )\ s ||¢'llx < oo fiir eine endliche Menge S von , Knickstellen“. (Dabei kann man auf
SU{a,b} beliebige Werte von ||¢/|| festsetzen kann, um wie in der urspriinglichen Definition
des Integrals einen auf ganz [a, b] definierten Integranden zu erhalten. Tats#chlich sind diese
Werte aber irrelevant und ihre Festlegung nicht wirklich nétig.)

Noch allgemeiner kann man Kurven ¢ € C°(I, X), €I P\fs1,52,5m} € CL(I\{s1,52,...,8,},X)
auf beliebigen Definitionsintervallen I und mit (potentiell) unbeschrinkter Ableitung ¢’ er-
lauben. Dann folgt zwar i.A. nicht mehr die Rektifizierbarkeit von ¢ auf I, aber die For-
mel (x) bleibt in der Form L(c) =7, f:i"*l ||/ (t)]| x dt mit moglicherweise uneigentlichen
Riemann-Integralen auf der rechten Seite richtig, wobei sy als der linke und s,41 als der
rechte eventuell uneigentliche Randpunkt von I zu verstehen ist.

(3) Im wichtigsten Fall X = R reduziert sich (x) zu

b b
L(c)—/ yc’(t)dt—/ VAP0 et d

Beispiel (zur Berechnung der Kurvenléinge mit der Integralformel). Fiir die Parabel P: R — R?
mit P(t) := (¢, 1t?) und P'(t) = (1,¢) fiir t € R erhélt man

b b 1 1
L(P|(0b)):/ I(l,t)ldtz/ V1+t2dt:§bm+§Arsinhb,
) 0 0

wobei die Berechnung des Integrals (enteder direkt oder nach Substituation ¢ = sinh ) mit Hilfe
von partieller Integration und ,,Verschlucken“ der Ursprungsintegrals gelingt.

Um den vorausgehenden Satz zur Kurvenlénge zu beweisen, soll eine Charakterisierung des
Riemann-Integrals benutzt werden, die in der Analysis II nicht im Detail besprochen wurde und
hier nachgetragen wird. Um die Charakterisierung bequem formulieren zu kénnen, wird erst ein
zugehoriger Begriff gepréigt (der {ibrigens auch im folgenden Abschnitt noch niitzlich sein wird):

Definition (Limes der Zwischensummen bei gegen Null strebender Zerlegungsfeinheit). Seien
a < bin R und f: [a,b] — K eine beschrinkte Funktion. Dann heifit n € K der Limes
der Zwischensummen Y ;" f(7;)(t;—t;—1) von f iber [a,b] bei gegen Null strebender
Zerlegungsfeinheit max;c(1 2 .. m) (ti—ti—1), wenn es zu jedem & > 0 ein & > 0 mit folgender
Eigenschaft gibt: Fir alle m € IN, alle Zerleqgungen a =ty <t1 <ty < ... <tm-1 <tm =0b von
[a,b] mit maxjeqy . my(ti—ti-1) < 0 und alle Zwischenstellen 71 € (to,t1), 72 € (t1,t2), ...,
Tm € (tm—htm) gilt
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Bemerkung (zum Limesbegriff bei Zwischensummen). Statt mit ¢ und ¢ kann der Limesbe-
griff der vorausgehenden Definition auch mit Folgen charakterisiert werden. Dass der Limes
mit Wert 7 existiert bedeutet, dass fiir alle Folgen (my)renw in IN, (to.k, tisks t2ks - - - bingsk ) kelN,
(TlgkaTZ;k7~~-aka;k>k61N mit a = top < tip < ... <ty = bund Ty € (tO;k;tl;k)7 RN
Tk € (g —13ks tmy;k) aus der Konvergenz limy o0 maX;e (19, m, 3 (tisk — ti—1;1) = 0 der Zerle-
gunsfeinheiten die Konvergenz limy_,oo > % f(Tik) (tik—ti—1:6) = 1 der zugehdrigen Zwischen-
summen folgt.

Satz (Charakterisierung des Riemann-Integrals mit beliebigen Zwischensummen).
Seien a < b in R, n € K und f: [a,b] — K eine beschrinkte Funktion. Genau dann ist f ber

[a,b] eigentlich Riemann-integrierbar mit fff = n, wenn n der Limes der Zwischensummen
Yoty f(mi)(ti—ti—1) bei gegen Null strebender Zerlegungsfeinheit ist.

Der Beweis der Charakterisierung ist vollig elementar, gestaltet sich in den Details aber
etwas technisch. Der Vollstdndigkeit halber wird die Argumentation hier ausgefiihrt:

Beweis der Zwischensummen-Charakterisierung. Es reicht, den Fall K = R zu behandeln, denn der Fall K = C folgt
daraus durch Aufspaltung in Real- und Imaginérteil.

Zum Beweis der Riick-Richtung sei n der Limes der Zwischensummen -7, f(7;)(t;—t;—1) bei gegen Null strebender
Zerlegungsfeinheit. Zu einem beliebigen ¢ € R0 kann dann eine Zerlegung a = to < t1 < ... < tm = b von |a, b] fixiert
werden, so dass fiir alle Zwischenstellen 71 € (to,%1), ..., Tm € (tm—1,tm) stets |77 -, f(n-)(ti—t,-_l)| < ¢ gilt (denn
tatséchlich gilt dies ja sogar fiir alle Zerlegungen ab einer gewissen Feinheit § und alle Zwischenstellen). Da f(7;) fiir
7; € (ti—1,t;) beliebig nahe an ¢; :==sup(,, , ;) f kommen kann, folgt hieraus insbesondere > 1" ¢;(t;—ti—1) < n+e. Weil
> ci(ti—ti—1) die Obersumme zur Oberfunktion g zu f auf [a, b] mit g = ¢; auf (t;_1,%;) (und beliebigen Werten g(t;))
ist, ergibt sich auch fiir das Oberintegral *f: f von f die Abschitzung *fab f < n+e. Aufgrund der Beliebigkeit von ¢ ist
damit *f; f < n gezeigt, und mit einer vollig analogen Argumentation sieht man fiir das Unterintegral *f: f > n ein. Per
Definition bedeutet dies, dass f {iber [a,b] Riemann-integrierbar ist und f; f =n gilt.

Zum Beweis der Hin-Richtung existiere ff f =mn, und € € Rxq sei wieder beliebig. Nach Definition des Riemann-
Integrals existieren dann eine Zerlegung a = zo < 21 < ... < &¢g—1 < ¢y = b von [a, ] und eine Oberfunktion g zu f auf
[a,b] mit g = c¢; auf (zj_1,z;) und mit Obersumme I%(g) = Z;zl cj(zj—xj—1) < mte. Sei nun M := supy, p [f| < oo, und
sei §* € Rso mit 6*¢M < e gewéhlt. Im néichsten Schritt wird fiir alle Zerlegungen a = tg < t1 < ... < tm = b von [a, b] der
Feinheit maxie{l,Q,...,m}(ti_ti—l) < 6* und alle Zwischenstellen 71 € (to,t1), --., Tm € (tm—1,tm) eine Abschétzung fiir
die zugehorigen Zwischensummen nachgewiesen. Dabei hilft die Beobachtung, dass es in dieser Situation hochstens (£—1)
Intervalle des Typs (¢;—1,t;) gibt, die eine oder mehrere der zuvor fixierten Stellen z1,x2,...,zy_1 enthalten, wihrend alle
anderen Intervalle (t;_1,t;) in einem Intervall des Typs (xj_1, ;) enthalten sind, was die Abschatzung f(7;) < ¢; mit sich
bringt. Bezeichnet h eine Hilfsfunktion mit h = f(7;) auf (¢;—1,t;), so gilt also auf héchstens (/—1) Intervallen der Lénge
hochstens §* nur die Abschidtzung h < g+2M (denn h < SUP[q,b] f=Mund g > f > —M), wihrend auf dem Rest von
[a, b] (eventuell mit Ausnahme der Stellen t; selbst) die bessere Abschitzung h < g gilt. Dies impliziert

S fE)ti—tio1) =15 (h) < T5(g)+20% ((=1)M < n+3e.
=1

Mit einer analogen Argumentation findet man auflerdem ein §+ € R0, so dass fiir Zerlegungen a =tg <t1 < ... <tm =0
der Feinheit < 8+ und Zwischenstellen 7; stets > .v, f(73)(t;—t;—1) > n—3e gilt. Ist die Feinheit sogar < § := min{d*, d«},
so gilt also [np—>_7"; f(74)(ti—ti—1)|] < 3e. Aufgrund der Beliebigkeit von ¢ ist damit nachgewiesen, dass  der Limes von
S f(Ti)(ti—ti—1) bei gegen Null strebender Zerlegungsfeinheit ist. O

Definition & Bemerkung (zum Riemann-Integral Vektor-wertiger Funktionen). Der
Limes der Zwischensummen Y ;- f(7;)(ti—ti—1) bei gegen Null strebender Zerlegungsfeinheit
kann analog fiir beschrinkte Funktionen f: [a,b] — X mit Werten in einem mormierten
Raum X erklirt werden (wozu man in der Definition lediglich den Betrag durch die Norm zu
ersetzen hat) und bietet eine kanonische Mdglichkeit, das Riemann-Integral auch in diesem Fall
zu definieren: Man nennt f Riemann-integrierbar, wenn der Limes in X existiert, und schreibt
dann fff € X fiir seinen Wert. Im wichtigsten Fall X = K~ ist diese Bildung dquivalent zur

9



10 KAPITEL 1. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

komponentenweisen Bildung des Integrals, d.h. firr RN -wertiges f = (f1, f2, ..., fn) gilt

/ </ fb/ fz,...,/ >€]KN

(falls eine Seite der Gleichung definiert ist).

Nach diesen Vorbereitungen erfolgt jetzt der Beweis des vorletzten Satzes:

Beweis des Satzes tiber die Darstellung der Kurvenldnge als Riemann-Integral. Zu einem fixier-
ten € € R~ wihlt man zuerst ein § € Rsq, so dass einerseits fiir alle Zerlegungen a = xg <
x1 <23 < ...<xm=">bvon [a,b] und alle Zwischenstellen & € (zg,z1), ..., & € (xp_1,x¢) die
Implikation

b
e ) <6 = | [ Hcl(t)llxdt—ZHC (€ (=) < 2

gilt und andererseits fiir alle x, 7 € [a, b] die Implikation
T—2] <0 = ||d(Z)-C(2)]|x <c.

Die Moglichkeit, ein solches ¢ zu wihlen, ist zum einen durch die zuvor bewiesene Charakterisie-
rung des Riemann-Integrals und zum anderen die gleichméfige Stetigkeit der stetigen Funktion
¢ auf dem Kompaktum [a, b] garantiert.

Als Nachstes folgt der Hauptteil des Arguments, wobei die gerade erfolgte Wahl von § erst in
einem Moment wieder eine Rolle spielen wird. Aus der fritheren Bemerkung (3f) und dem Schran-
kensatz erhilt man direkt die Abschitzung L(c) < (Lipc)(b—a) = (max(,y [|¢']|x) (b—a) < oo
und somit die Rektifizierbarkeit von c¢. Nach Definition von L(c) ldsst sich jetzt eine Zerlegung
a=ty<t; <ty<...<tpy=>bvon [a,b] mit

—€<ZH c(ti-1)llx < L(e)

wihlen. Da die auftretende Summe bei Verfeinerung der Zerlegung hochstens grofler wird, kann
ohne Einschrinkung max;ec(y o, . m}(7i—2i-1) < § angenommen werden, und insbesondere gilt
mit obiger Ungleichung auch

T3 = |Le) = Y- et el | <

=1

Seien jetzt 7 € (to,t1), ..., Tm € (tm—1,tm) beliebig fixiert. Geméfl Schrankensatz und Wahl von
6 gilt |[[c(ti)—c (T)ts] = [c(tim1) =/ (Ti)tica] 2 < (supge,_, ) €=/ (7)) (ti—tizn) < e(ti—tio1)
fiiralle: € {1,2,...,m}. Mit der Dreiecksungleichung und der umgekehrten Dreiecksungleichung
ergibt sich hieraus

m

c(ti-1 Hx—ZHC 7i)llx (ti—ti1)

SZ||C(ti)—0(ti—1)—0/(7i)(z’ i—1)|lx < Z (ti—ti—1) = (b—a)e.
i=1 P

10



1.1. Kurvenlinge, (Um-)Parametrisierung nach der Bogenlinge 11

Schliellich garantiert die Wahl von § auch

T3 P

b m
/ I/ @)l dt =Yl (7i)llx (ti—tio1)| < e,
a i=1

und insgesamt erhélt man
b
'L(c) — / Il ()|l dt‘ <T1+To+ T35 < (2+b—a)e.

Wegen der Beliebigkeit von ¢ ist damit die Behauptung L(c) = f; |l (¢) || x dt nachgewiesen. [

In vielen Zusammenhéngen ist die genaue (Parametrisierung einer) Kurve c¢: I — X, vor
allem die Durchlaufgeschwindigkeit ||, nebenséchlich. Das eigentliche Objekt des Interesses ist
nur das Bild der Kurve ¢, eventuell samt Durchlaufsinn, und dies ist ja auch genau das, was
man in X = R? hiiufig durch eine Skizze des Bildes und Pfeile verdeutlicht. Mit anderen Worten
liegt es oft nahe, Kurven mit gleichem Bild (und Durchlaufsinn) als dquivalent zu betrachten.
Der genaue Begriff einer solchen Aquivalenz wird nun geprigt:

Definition (Umparametrisierung von Kurven). Seien I und J Intervalle, X ein normier-
ter Raum sowie c: I — X und ¢: J — X Kurven in X. Gilt entweder ¢ = coT fiir eine surjektive,
monotone Abbildung 7: I — J oder ¢ = cor fiir eine surjektive, monotone Abbildung 7: J — I,
so heiflen ¢ eine Umparametrisierung von ¢ und 7 die zugehirige Parametertransforma-
tion. Bei wachsendem T spricht man von einer Orientierung-erhaltenden und bei fallendem
T von einer Orientierung-umkehrenden Umparametrisierung und Parametertransformation.

Bemerkungen (zur Umparametrisierung von Kurven).

(1) Als surjektive, monotone Abbildungen zwischen Intervallen sind die betrachteten Parame-
tertransformationen 7 automatisch stetig. Anders als in groflen Teilen der Literatur wird fiir
7 aber nur schwache Monotonie gefordert. Dies fiithrt einerseits dazu, dass der néchste Satz
in wiinschenswerter Weise fiir beliebige rektifizierbare Kurven formuliert werden kann, aber
andererseits auch dazu, dass solche 7 Konstanzintervalle haben kénnen und die Umkehrab-
bildung 7! nicht existieren muss. Die explizite Nennung der beiden Kompositionsreihenfol-
gen ¢ = cot und ¢ = co7 in der Definition stellt sicher, dass die Umparametrisierung trotz
dieser Problematik zumindest eine symmetrische Relation zwischen Kurven vermittelt.

(2) Ist ¢ eine Umparametrisierung von ¢, so haben die Kurven ¢ und ¢ dasselbe Bild (das im
Orientierung-erhaltenden Fall auch im selben Durchlaufsinn durchlaufen wird) und dieselbe
Liange, sie sind aber i.A. mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten parametrisiert.

(3) Genau genommen liefert das oben definierte Konzept der Umparametrisierung keine tran-
sitive Relation und deshalb keine Aquivalenzrelation auf Kurven. Dieses Problem besteht
allerdings nur, wenn die betrachteten Kurven mit zwischenzeitlichem ,,Stehenbleiben® in
verschiedenen Punkten durchlaufen werden. Genauer denke man an eine injektive Kurve ¢
in X und zwei Umparametrisierungen ¢ o 7, ¢o 7 von ¢, so dass 7 einen Wert zo € ¢(I)
und 7 einen Wert 7o € ¢(I) auf einem Konstanzintervall positiver Linge annehmen, die
jeweils andere Transformation diesen Wert aber nur einmal realisiert. In dieser Situation
sind ¢o 7 und ¢o 7 formal keine Umparametrisierungen voneinander, obwohl man sie mit

11



12 KAPITEL 1. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

Blick sowohl auf die geometrische Situation als auch auf die Transitivitit gerne als solche
betrachten mochte. Man kann dieses Problem beseitigen, indem man eine Kurve ¢ auch dann
Umparametrisierung einer Kurve ¢ nennt, wenn es nur eine weitere Kurve ¢ und surjekti-
ve, monotone Parametertransformationen 7 und 7 zwischen Intervallen mit ¢ = ¢ o 7 sowie
¢ = coT gibt. Fiir dieses Konzept der Umparametrisierung im etwas weiteren Sinne lisst
sich dann tatséchlich zeigen (zum Beispiel, indem man auf solche ¢ wie im néchsten Satz
reduziert), dass es eine Aquivalenzrelation zwischen beliebigen Kurven vermittelt. Fiir alles
Folgende ist diese Verfeinerung der Definition aber tatséchlich irrelevant, und es reicht, mit
Umparametrisierungen im etwas engeren Sinn der obigen Definition zu arbeiten.

Wie oben erkliirt, interessiert man sich statt fiir einzelne Kurven oft fiir (Aquivalenz-)Klassen
von Kurven, die durch Orientierung-erhaltende Umparametrisierungen auseinander hervorge-
hen. Um in solchen Klassen einen ausgezeichneten Repréasentanten angeben zu kénnen, wird als
Néchstes eine besonders kanonische Parametrisierung von Kurven(klassen) definiert. Im Wesent-
lichen handelt es sich dabei um Parametrisierungen mit konstanter Durchlaufgeschwindigkeit 1:

Definition (Parametrisierung nach der Bogenlinge). Sei I ein Intervall, sei X ein nor-
mierter Raum, und sei c: I — X eine auf kompakten Teilintervallen von I rektifizierbare Kurve
mn X.
(I) Eine Funktion A: I — R heifit Bogenlingenfunktion zu c, wenn
L(Cl[mb]) = A(b)—A(a) fir alle Stellen a < b in I
gilt.
(IT1) Die Kurve ¢ heifst nach der Bogenlinge parametrisiert, wenn
L(c|[a7b]) =b—a fiir alle Stellen a < b in I
gilt.
Bemerkungen (zur Parametrisierung nach der Bogenlinge).

(1) Die Bogenlidngenfunktion zu einer gegebenen Kurve c ist (nur) bis auf Addition einer reellen
Konstante eindeutig. Dies ergibt sich direkt aus der Definition.

(2) Offensichtlich ist eine Kurve ¢: I — X genau dann nach der Bogenlédnge parametrisiert,
wenn die identische Abbildung I — R ,¢ — t (bzw. jede Abbildung I — R ,¢ — t+const)
eine Bogenlangenfunktion zu c ist. Mit der Darstellungsformel fiir die Kurvenldnge und dem
HDI sieht man zudem, dass die Parametrisierung nach der Bogenlénge fiir eine (Stiickweise-)
Cl-Kurve c: I — X gerade Einheits-Durchlaufgeschwindigkeit ||¢'||x = 1 auf (dem Definiti-
onsbereich von ¢’ in) I bedeutet.

Nach diesen Vorbereitungen kann gezeigt werden, dass eine Aquivalenzklasse von Kurven
(im Sinn Orientierung-erhaltender Umparametrisierungen wie zuvor) unter schwachen Voraus-
setzungen einen nach der Bogenlénge parametrisierten Reprisentanten enthélt.

Satz & Definition (Existenz einer Umparametrisierung nach der Bogenlinge). Seien I
ein Intervall, X ein normierter Raum und c: I — X eine Kurve in X. Ist ¢ auf kompakten Teil-
intervallen von I rektifizierbar, so gibt es eine stetige Bogenlingenfunktion \ zu ¢ und eine nach
der Bogenlinge parametrisierte Umparametrisierung ¢ von c, die aus ¢ durch die Orientierung-
erhaltende Parametertransformation X\ gemdf$ ¢ = ¢oX auf I hervorgeht. Man nennt ¢ die (bis
auf Parameterverschiebung eindeutige) Umparametrisierung von ¢ nach der Bogenlinge.

12



1.1. Kurvenlinge, (Um-)Parametrisierung nach der Bogenlinge 13

Beweis. Sei ein beliebiges t, € I fixiert. Aus der Zerlegungsadditivitit der Kurvenldnge folgt,
dass durch die Festlegungen A(t) := L(c|[t*7t]) fir t € Iy, und A(t) := —L(c|[t7t*]) fir ¢ < I,
eine monoton wachsende Bogenlédngenfunktion A\: I — A(I) gegeben ist, die auf ihr Bild A(])
natiirlich auch surjektiv abbildet. Entscheidend ist nun der Nachweis der Stetigkeit von A. Dazu
seien zunéchst beliebige Stellen a < bin I>4, und € € R fixiert. Wegen gleichméfliger Stetigkeit
von ¢ auf dem Kompaktum [a,b] gibt es ein § > 0, so dass fiir t,t € [a,b] mit [t—t| < § stets

le(t)—c(t)||x < € gilt. Nach Definition der Kurvenlédnge gibt es zudem ¢y < t; < t2 < ... < tp,

in [a, b] mit

D llelti)—cltion)llxe > Liclay) — ¢,

i=1
wobei t1—tg < § angenommen werden kann (denn die Nidherungssumme an die Kurvenldnge
wird durch Einfiigen zusétzlicher Stellen hochstens grofier). Es folgt

A(t1)=Aa) = L(clfg,1) = L(€lgy) — Ll )

< e+ le(t)—c(to)llx + Y le(t) —c(ti)lx = Llely, 5) < 2¢,
=2

weil aus 0 < t1—tp < 0 und der Wahl von § die Abschéitzung ||c(t1)—c(to)||x < e folgt, und
weil L(C|[t1,b}) per Definition mindestens so grofl wie >, ||c¢(t;)—c(ti—1)||x ist. Da A monoton
wachsend ist, reicht dies zum Nachweis rechtsseitiger Stetigkeit von A auf I>;,. Die Nachweise
der linksseitigen Stetigkeit von A auf I>;, und der rechts- und linksseitigen Stetigkeit von A auf
I<;, verlaufen analog. Insgesamt ist A auf ganz I stetig, nach dem Zwischenwertsatz ist A(I) ein
Intervall, und somit ist A\ eine zuléssige Parametertransformation. Nun wird ¢: A\(I) — X fur
s € M(I) durch
c(s) :==c(t) fir ein t € I mit \(t) =s

festgelegt. Dies ist wohldefiniert, weil im Fall A(t1) = A(t2) mit t; < ta stets L(c|[t1’t2]) =
A(t2)—A(t1) = 0 und damit auch c(t;) = c(t2) gilt (und tatséchlich die Konstanzintervalle von
A und ¢ iibereinstimmen). Offensichtlich gilt coX = c. Fiir 51 = A(¢1) < s2 = A(t2) gilt wegen
Monotonie stets ¢; < ta, und dann folgt mit |[c(s2)—¢c(s1)||lx = ||c(t2)—c(t1)||x < L(C|[t1,t2}) =
A(t2)—A(t1) = s2—s1 Stetigkeit von ¢, so dass ¢ als Kurve und Orientierung-erhaltende Umpara-
metrisierung von ¢ bezeichnet werden darf. Uber die Parametrisierungsinvarianz der Kurvenlinge
folgt mit L(c| [51,52}) = L(c|[t17t2]) = A(ta)—A(t1) = s2 — s1 weiter, dass ¢ nach der Bogenlénge
parametrisiert ist. ]

Verfahren (Berechnung der Bogenlingen-Umparametrisierung). Um die Umparame-
trisierung einer gegebenen C'-Kurve c: I — X nach der Bogenlinge konkret zu berechnen,
bestimmt man, soweit maoglich, sukzessive . . .

(1) eine Bogenlingenfunktion \: I — R zu ¢ durch Integralberechnung

A(t) :/||c'(t)||xdt firtel

(wobei jede Stammfunktion \ zu ||| eine Bogenlingenfunktion zu c¢ ist und man alle solchen
durch Addition reeller Konstanten zu diesem A erhdlt),

(2) eine Umkehrabbildung \~': \(I) — I zu X\ (oder, falls A\ Konstanzintervalle hat, zumin-
dest eine Rechtsinverse A=t mit A\(A™Y(s)) = s fiir s € A(1)),

13



14 KAPITEL 1. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

(3) die im Wesentlichen eindeutige Umparametrisierung ¢ von ¢ nach der Bogenlinge als
o(s) = c(A"Y(s)) fiir s € A(I).

Auch wenn ¢ durch elementare Funktionen gegeben ist, kann hier aber keinesfalls ein elementares
Ergebnis garantiert werden. Sowohl die zu bildende Stamm- als auch die Umkehrfunktion lassen
sich in vielen Fdllen nicht elementar angeben.

Beispiel (Bogenlingen-Umparametrisierung von Kreislinien). Fiir r,w € R>¢ und zg,y0 € R
sei eine Kurve ¢: — R? durch

c(t) == (zo+r cos(wt), yo+rsin(wt)) firte R
gegeben. Dann verlduft obiges Verfahren wie folgt:

(1) Wegen || = rw erhilt man eine Bogenlingenfunktion A als A\(t) = rwt+sg mit Integra-
tionskonstante sp € R (die man fiir die meisten Zwecke auch gleich Null setzen kann).

(2) Durch Auflssen nach t ergibt sich die zugehorige Umkehrfunktion A= als A71(s) = %0,

TWw

(3) Einsetzen fithrt auf die Bogenldngen-Umparametrisierung ¢ von ¢ mit

c(s) =c(A(s)) = (:co+r cos S_TSO,ijLr sin S_TSO) firseR.

1.2 Kurvenintegrale

Definitionen (absolute und orientierte Kurvenintegrale). Sei a < b in R, seien X, )Y
und Z normierte Riume, sei c: [a,b] — X eine Kurve in X, und sei f: ¢([a,b]) — ) eine
beschrinkte Funktion auf der Spur von c. Unter Verwendung von Zwischensummen zu m € IN,
zu Zerlegungen a =ty < t; < to < ... < ty—1 < tmym = b von [a,b] und zu Zwischenstellen
T1 € (to,t1), T2 € (t1,t2), ..., Tm € (tm—1,tm) trifft man folgende Festlegungen, bei denen die
Grenziiberginge analog zu den in Abschnitt 1.1 definierten zu verstehen sind:

(1) Eumistiert der Limes der Zwischensummen ;- f(c(m))||e(ti)—c(ti—1)|lx bei gegen Null stre-
bender Zerleqgungsfeinheit in Y, so heifst sein Wert das absolute Kurvenintegral von f
tiber ¢ und wird mit

/Cf(x) ||df'3HX:/( oc HdCHX—/ Fle@®) [de®)|x € Y

(2) Seix: YxX — Z eine bilineare, stetige Abbildung. Existiert der Limes der Zwischensummen
Sty fle(m)) * [e(ts)—c(ti—1)] bei gegen Null strebender Zerlegungsfeinheit in Z, so heift
sein Wert das orientierte Kurvenintegral von f iber ¢ beziiglich des Produkts * und

wird mit
/Cf(a:)*dx:/ oc*dc—/f )+ de(t) €

Bemerkungen (zu Spezialfillen des absoluten Kurvenintegrals).

bezeichnet.

bezeichnet.

14



1.2. Kurvenintegrale 15

(A) Spezialisiert man die Definition auf eine rektifizierbare Kurve ¢ in X und den konstanten
Integranden f = 1 mit Werten in ) = R, so erhélt man mit

/ 1 [ldelx = L(c)

C

das Konzept der Kurvenlange zuriick. Dies ist insoweit plausibel, dass beide Seiten der Glei-
chung iiber die gleichen Nidherungssummen definiert sind. Um einzusehen, dass in diesem
Fall auch zwischen der Supremumbildung aus der Definition der Kurvenldnge und der Li-
mesbildung aus der Definition des Kurvenintegrals kein Unterschied besteht, braucht man
aber noch ein Zusatzargument oder demnéchst folgende Theorie.

(B) Im wichtigsten Fall X = R bildet man das absolute Kurvenintegral praktisch immer
beziiglich der 2-Norm und verwendet analoge Notationen mit |dz|, |d¢|, |[de(t)| anstelle von
[dz(|x, [lde]lx, [|de(?)] x-

Bemerkungen (zu Spezialfillen des orientierten Kurvenintegrals).

(C) Im Fall X =Y = Z = C und mit der komplexen Multiplikation als Produkt * ergibt sich
das komplexe Kurvenintegral
/ h(z)dz € C,
(&
das fiir Kurven ¢ in C und C-wertige Funktionen h einer komplexen Variablen erklért ist.
Dieser Integralbegriff ist in der Funktionentheorie, der Theorie von Funktionen komplexer
Variablen, von zentraler Bedeutung.

(D) Im Fall ¥ =Y = R, Z = R mit dem Euklidischen Skalarprodukt - des R als Produkt
* ergibt sich das orientierte Kurvenintegral

/V(m)-de]R

c

eines Vektorfelds V: D — RY auf D C RY iiber eine Kurve c: [a,b] — D.

(E) Im Fall X = RN, ¥ = (RV)" = L(RY,R), Z = R mit der Auswertung (-, -) von
Linearformen auf Vektoren als Produkt * ergibt sich das Kurvenintegral

/CA = /C<A(a;),dx> eR

einer sogenannten 1-Form A: D — (IRN)* auf D C RY iiber eine Kurve c: [a,b] — D.

Die fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung wichtigsten Spezialfille (D) und (E) entspre-
chen einander durch Transponieren, genauer durch A = VT, wenn man Linearformen in (RV)”
wie iiblich mit den diese darstellenden Zeilenvektoren in R1*¥ identifiziert (so dass die Auswer-
tung (-, -) nichts anderes ist als die Matrix-Multiplikation eines Zeilenvektors aus R mit
einem Spaltenvektor aus RY = RV*1).

Bemerkung (zu Kurvenintegralen mit Belegung). Ist eine beschrinkte Belegung w: [a,b] — R einer Kurve c: [a,b] — X

gegeben, so erkldrt man das absolute Kurvenintegral fab(f oc)wl|de|| x einer beschréankten Funktion f iiber ¢ beziiglich der
Belegung w als Limes von Y 7" | f(c(7))w(7;)|lc(ts)—c(ti—1)||x bei gegen Null strebender Zerlegungsfeinheit. Das orientierte

Kurvenintegral ff(f o ¢) * wdc beziiglich der Belegung w ist analog zu verstehen. Wenn w nicht nach ¢ faktorisiert, sind
diese Bildungen echte Verallgemeinerungen der zuvor gegebenen Definition.

15



16 KAPITEL 1. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

Eigenschaften (von Kurvenintegralen). Seien a < b in R, seien X, X , YV und Z normierte
Réume iiber K, sei c: [a,b] — X eine Kurve in X, seien f,g: ¢([a,b]) — Y beschrinkte Funk-
tionen, und sei *: Y x X — Z eine K-bilineare und stetige Abbildung. Dann gelten folgende
Eigenschaften von Kurvenintegralen, die fiir den Spezialfall der Kurvenlinge grofitenteils schon
bekannt sind, und bei denen hier unterstellt wird, dass alle beteiligten Integrale (bei Ungleichun-
gen) oder zumindest die Integrale auf der rechten Seite (bei Gleichungen) a priori existieren:

(0) Komponenten-Regel (im Fall Y = KV fiir K¥-wertiges f = (f1, f2,..., f~))

[ 7@ sl - < [ 5@ e, [ 2@ sl [ ivt) udan) ,

(1) Linearitét im Integranden (fiir s,s € K)
[ st @59 sl = s [ 50 [dalle +5 [ o) [dale,
/[sf(:r)+§g(x)] x dr = s/f(a:) * do +§/g(:17) x d

[

(2) Zerlegungsadditivitit (mit a < t, <b)

b Ty b
/ (f 0.0) ldeflx = / (f o0) ldelx + / (f o) el
b ty b
/a(foc)*dc:/a (foc)*dc—i—/t*(foc)*dc,

(3) Parametrisierungsinvarianz (beim orientierten Kurvenintegral aber keine Invarianz un-
ter Orientierungsumkehr; beim orientierten Integral ist die Orientierung damit relevant)

/c @) el = / f(@) ldallx
/c fla)+dz = Ox(r) / (@) *dz

fiir surjektive, monotone Parametertransformationen 7: [a, 5] — [a,b] mit Or(r) := 1 im
Orientierung-erhaltenden und mit Or(7) := —1 im Orientierung-umkehrenden Fall,

(4) Monotonie des absoluten Kurvenintegrals im Integranden (fiir f, g mit Werten in ) = R)

f < g auf e([a,b]) = / f(@) [ldz]lx < / o(x) ldzlx

C

(5) Dreiecksungleichung (auch fundamentale Abschétzung oder Schrankensatz genannt)

| [ ah
| [sreas| <. [ir@yaste < & s 151y )1

c([a,b])
mit der Operatornorm K, des Produkts *, d.h. der kleinstmdoglichen Konstante K, in der
Produktabschétzung ||y x x|z < Ki||ly||y||z| x, fiir konkrete Produkte % meist mit K, =1,

x dz su L(c),
yﬁfc”ﬂ iyl HXS( . Hf\ly) (©)

c([a,b

16



1.2. Kurvenintegrale 17

(6) Isometrieinvarianz des absoluten Kurvenintegrals (fiir eine Isometrie h: ¢([a, b)) — X)

/ (@) dE] 5 = /f ) lldellx

Translationsinvarianz des orientierten Kurvenintegrals (fiir zp € X)

flz—xo) xdz = /f(x) * do

xro+c

und Skalierungsverhalten (fiir s € K\ {0})

| 2(E) laalle = 1l [ ste) sl [ 1) var=s [ 1@ wa

All diese Eigenschaften lassen sich recht problemlos an den Definitionen und den zugehérigen
Zwischensummen ablesen. Beim Nachweis der Zerlegungsadditivitét ist zusatzlich zu argumentie-
ren, dass Verfeinerung an der Zwischenstelle ¢, die Zwischensummen nur geringfiigig verdndert.

Zur konkreten Berechnung von Kurvenintegralen dienen folgende Formeln:

Satz (Darstellung der Kurvenintegrale als Riemann-Integrale). Sei a < b in R, seien X,
Y und Z normierte Riume, sei c: [a,b] — X eine Cl-Kurve in X, sei f: c([a,b]) — Y eine
stetige Funktion, und sei x: Y X X — Z bilinear und stetig.

(I) Bei vollstindigem Y ezistiert das absolute Kurvenintegral

/f Hd:le—/f DIl @ldt|e .

(IT) Bei vollstindigem Z existiert das orientierte Kurvenintegral

b
/f(ﬂf)*dl‘:/ flet)*d(t)dt|e Z.

Beweisskizze. Die Existenz der Riemann-Integrale auf den rechten Seiten wird hier als bekannt
vorausgesetzt, im Wesentlichen wird das dafiir relevante Argument aber im Beweis des nachfol-
genden Satzes ausgefiihrt. Der Beweis der Formeln und damit auch der Existenz der Integrale
auf der hnken Seite verlauft weitgehend analog zum in Abschnitt 1.1 gegebenen Beweis der For-
mel L(c f |/ (t)]| x dt fiir die Kurvenléinge und gestaltet sich sogar etwas einfacher, da jetzt
beide Selten als Limites bei gegen Null strebender Zerlegungsfeinheit betrachtet werden kénnen.
Tatséchlich kann die Differenz

c(m))lle(ts)—c(ti-)llx =D Fle@@))le/ (7a) | a (ti—ti-1)
=1

der fiir Teil (I) relevanten N#herungssummen genau wie im fritheren Beweis iiber den Schran-
kensatz abgeschitzt werden, wenn nur die Terme f(c(7;)) gleichzeitig durch sup, ) |f o ¢ < oo
kontrolliert und herausgezogen werden. Man erhélt damit, dass diese Differenz bei ausreichend
kleiner Zerlegungsfeinheit beliebig klein wird, und insgesamt ergibt sich die Behauptung des Teils
(I). Teil (IT) behandelt man ganz analog mit Hilfe der entsprechenden N#herungssummen. [J

17



18 KAPITEL 1. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

Bemerkungen (zur den Darstellungsformeln fiir Kurvenintegrale).

(1) Wie die entsprechende Formel fiir die Kurvenlédnge bleiben auch die Darstellungsformeln des
vorausgehenden Satzes fiir nur Stickweise-C'-Kurven c richtig. Bei unbeschrinktem ¢’ sind
die rechten Seiten dabei wieder im Sinn uneigentlicher Integrale zu interpretieren.

peziell fiir nach der Bogenlange parametrisierte -Kurven c: |a,b] — und stetige
2) Speziell f h der Bogenl isi C-K b X und steti
f:c([a,b]) — Y besagt Teil (I) des Satzes

b
/ F() |ldallx = / Fle(t))dt (wobei b = atL(c) gilt)

In den Ubungen soll gezeigt werden, dass die letzte Formel sogar fiir beliebige nach der Bo-
genlénge parametrisierte Kurven c: [a,b] — X ohne irgendeine Differenzierbarkeitsannahme
gilt; dies erfordert allerdings eine erneute und technisch etwas anspruchsvollere Argumenta-
tion mit Ndherungssummen.

Auch die Existenzaussage des vorigen Satzes ldsst sich verallgemeinern; sie gilt allgemein fiir rektifizierbare Kurven,
ohne dass man eine Differenzierbarkeitsannahme an diese benotigt:

Satz (Existenz von Kurvenintegralen iiber lediglich rektifizierbare Kurven). Sei a < b in R, seien X, Y und Z normierte
Riume, sei c: [a,b] — X eine rektifizierbare Kurve in X, sei f: c¢([a,b]) — Y eine stetige Funktion, und sei schlieflich
*: Y X X — Z bilinear und stetig. Dann existiert bei vollstindigem Y das absolute Kurvenintegral [, f(z) ||dz|x € Y, und
bei vollstindigem Z existiert das orientierte Kurvenintegral fc flx)yxdz € Z.

Beweisskizze. Es reicht, die Existenz des ,,normalen“ Riemann-Integrals f; f(c(t))dt € Y und des orientierten Kurveninte-
grals f; f(c(t))  de(t) € Z nachzuweisen, denn der Fall des absoluten Kurvenintegrals f‘f f(e®)) ||de(t)]] € Y kann mittels

Umparametrisierung nach der Bogenldnge und der in der vorausgehenden Bemerkung (2) erwihnten Ubungsaufgabe darauf
zuriickgefithrt werden.

Zuerst wird das Integral f: f(c(t)) dt behandelt, das im hier betrachteten Y-wertigen Fall in Abschnitt 1.1 iiber Zwi-
schensummen definiert wurde. Es bezeichne Ws die Menge aller Werte solcher Zwischensummen -7, f(c(m;))(ti—ti—1)
zu Zerlegungen a = top < t1 < t2 < ... < tm = b der Feinheit kleiner als ¢ und zu Zwischenstellen 7; € (¢;—1,t;).
Zu gegebenem ¢ € Ry ldsst sich wegen gleichméBiger Stetigkeit von foc auf [a,b] jetzt § € Rso so wéhlen, dass fiir
s,5 € [a,b] mit [S—s| < 2§ stets ||f(c(3))—f(c(s))|ly < e gilt. Fiir Werte w,w € Ws von Zwischensummen wird nun
|lw—wl|ly < e(b—a) begriindet. Dazu ist es praktisch, w = 12(g) und @ = I4(g) in der naheliegenden Weise als elementare
Integrale von Treppenfunktionen g,g: [a,b] — Y zu schreiben. Fiir jedes t € [a,b] (aufler, eventuell, endlich vielen Sprung-
stellen) gelten dann g(t) = f(c(s)) und g(¢) = f(c(3)) fir gewisse 5,5 € [a,b] mit |s—t| < §, [§—t| < ¢, so dass sich wie
behauptet [[w—wl|ly < (sup(q ) [[9—9lly)(b—a) < e(b—a) ergibt. Damit ist gezeigt, dass zu jedem € € R0 ein § € R0 mit
diam W5 < e(b—a) existiert. Um die Existenz des Integrals zu sichern, reicht es nun, fiir Folgen (0;)ren (von Zerlegungs-
feinheiten) in R0 und (wg)ren (von Zwischensummenwerten) in Y mit wy, € Ws, fiir alle k € IN und limg_, o0 0 = 0 zu
verifizieren, dass limg_, o, wi € ) existiert (denn durch Argumentation mit Teilfolgen ist dann auch klar, dass der Wert
des Limes nicht von den betrachteten Folgen abhiéingt). Die zuvor nachgewiesene Eigenschaft der Ws bedeutet aber nichts
anderes, als dass solche Folgen (wg)ren Cauchy-Folgen in Y sind, mit der Vollsténdigkeit von Y folgen daher die Existenz

des Limes limg_, o, wg und des Integrals ff fle(®))dt in Y.

Das orientierte Kurvenintegral f;’ f(e(t)) * de(t) ldsst sich mit einer sehr dhnlichen Argumentation behandeln, bei der
man natiirlich mit der Menge Ws der Werte von Zwischensummen » 7", f(c(7;)) * (c(t;)—c(t;—1)) zu Feinheiten kleiner
0 arbeitet. W&hlt man 6 genau wie zuvor, so erhélt man fir w,@ € Ws jetzt die Abschitzung [|[w—w|z < KieL(c)
mit der Operatornorm K, des Produkts *; dies ergibt sich daraus, dass auch hier — aber iibrigens nicht® beim absoluten
Kurvenintegral — der Wert w = 18 (g*dc) := Z:;é fle(mi)) *(c(t;)—c(t;—1)) als elementares Integral einer Treppenfunktion
g mit g = f(c(3)) auf (t;—1,t;) und analog w = I (g * dc) geschrieben werden kann. Somit gibt es also zu jedem ¢ € R
ein § € R mit diam W5 < KyeL(c). Ausgehend von dieser Abschitzung und der Vollstindigkeit von Z ergibt sich die
Existenz des Integrals genau wie zuvor. O

’Naherungssummen Y~ f(c(7:))||e(t:)—c(ti—1)|| an das absolute Kurvenintegral kann man i.A. nicht als ele-
mentare Integrale einer Funktion g mit g = f(c(7:)) auf (t;—1,¢;) auffassen. Der Grund hierfiir ist, dass der Wert
solcher Summen auch von Zerlegungsstellen t; abhéngt, bei denen der Wert von g sich nicht dndert, solche Stellen
in der Funktion g aber nicht kodiert sind.
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1.3. Stammfunktionen zu Vektorfeldern und 1-Formen 19

1.3 Stammfunktionen zu Vektorfeldern und 1-Formen

In diesem Abschnitt wird die Frage behandelt, unter welchen Umstédnden Stammfunktionen zu
Vektorfeldern und 1-Formen existieren und wie sie gegebenenfalls berechnet werden kénnen. Als
Erstes wird dazu das Konzept der Stammfunktion im Fall von Vektorfeldern prézisiert:

Definition (Stammfunktionen zu Vektorfeldern). Sei D offen in RN. Man bezeichnet
f: D — R als Stamm- oder Potentialfunktion eines Vektorfelds V: D — RY auf D, wenn
f auf D total differenzierbar ist und V das Gradientenfeld von f ist, also Vf =V auf D gilt.

Unter einer 1-Form, daran sei hier erinnert, versteht man eine Abbildung A: D — (IRN )>k
von einem Definitionsbereich D C RY in den Dualraum (RY )* := L(RM,R), den Raum der
(stetigen) Linearformen auf R”. Insbesondere kann die totale Ableitung f’: D — L(RN, R)
einer R-wertigen Funktion f: D — R auf offenem D C R” als 1-Form auf D aufgefasst werden,
und wird bei dieser Betrachtung vorzugsweise als Differential df := f’/ von f bezeichnet. Da
1-Formen A auf D € RN mit Vektorfeldern V auf D identifiziert werden kénnen, lisst sich das
Konzept der Stammfunktion in die Sprache von 1-Formen iibertragen, und man erhéalt:

Definition (Stammfunktionen zu 1-Formen, exakte 1-Formen). Sei D offen in RY.
Man nennt f: D — R eine Stammfunktion einer 1-Form A: D — (IRN)*, wenn f auf D total
differenzierbar ist und A das Differential von f ist, also df = A auf D gilt. Besitzt eine 1-Form
auf D eine Stammfunktion, so bezeichnet man sie als exakt (auf D).

Das néchste grundlegende Resultat ermoglicht es, bekannte Stammfunktionen zu Vektor-
feldern und 1-Formen zur Berechnung ihrer (orientierten) Kurvenintegrale zu nutzen. Mit den

folgenden Sétzen wird klar werden, dass auch dariiber hinaus ein enger Zusammenhang zwischen
der Stammfunktionsfrage und der orientierten Integration iiber Kurven besteht.

Satz (HDI fiir Kurvenintegrale). Sei D offen in RY, und sei f € CY(D) die Stammfunktion
eines Vektorfelds V beziehungsweise einer 1-Form A auf D. Dann gilt

/V(ac) -dz = f(c(b))—f(c(a)) beziehungsweise /A = f(c(b))—f(c(a))

fiir alle Stickweise-Cl-Kurven c: [a,b] — D in D (d.h. ab jetzt immer ¢ € C%([a,b], D) mit
ce CY((a,b)\ S,RY) und SUP(q,p)\s |¢'| < 00 fiir eine endliche Menge S von ,Kmnickstellen®).

Beweis. Aus den Darstellungsformeln des Abschnitts 1.2, der Kettenregel und dem ,,normalen“
HDI ergibt sich

b b b
/ V(z) - de = / V(e(t) - (1) dt = / Vf(e(t)) - () dt = / (f o o) (t) dt = F(c(b))— f(c(a))
beziehungsweise
b b b
/ A= / (A(e(t)), (1)) dt = / (@f(e(t)), (1)) dt = / (f 00/ (t)dt = F(e(b))—f(c(a))

(wobei die Integrale trotz Definitionsliicken von ¢ in eventuellen Knickstellen Sinn machen). O
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20 KAPITEL 1. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

Bemerkung (zum HDI fiir Kurvenintegrale). Der HDI fiir Kurvenintegrale bleibt allgemeiner
fiir die Integration iiber beliebige rektifizierbare Kurven c: [a,b] — D in D richtig. Dies sieht
man durch gleichméfiige Approximation solcher allgemeinen Kurven ¢ mit Streckenziigen ein:

Beweis zur Bemerkung. Es reicht zu zeigen, dass zu V wie im Satz, nur rektifzierbarem c: [a,b] — D und beliebigem
€ > 0 eine Stiickweise-C'-Kurve s: [a,b] — D mit unveréindertem Ausgangs- und Endpunkt s(a) = c(a), s(b) = ¢(b) und
| [, V(z)-dz — [, V(z)-dez| < 2cL(c) existiert. Ist dies gezeigt, so ergibt sich zusammen mit [, V(z)-dz = f(s(b))—f(s(a)) =
f(c(b))—f(c(a)) (nach bereits gezeigter Version des Satzes fiir s) auch |f(c(b)) — f(c(a)) — [, V(z)-dz| < 2¢L(c), und mit
der Beliebigkeit von € und L(c) < oo folgt die Behauptung [ V(z)-dz = f(c(b))—f(c(a)) auch fiir nur rektifizierbares c.

Zur Konstruktion von s fixiert man eine beschriinkte konvexe Menge K C RY mit ¢([a,b]) C K und findet wegen der
gleichméBigen Stetigkeit von V' auf K ein v > 0, so dass fiir z,Z € K mit [T—z| < v stets |V (Z)—V(z)| < ¢ gilt. Weiterhin
gibt es wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von ¢ auch ein § > 0, so dass fiir ¢, € [a,b] mit [t—t| < § stets |c(f)—c(t)] < 7
eintritt. SchlieBlich sei eine beliebige Zerlegung a = zo < z1 < ... < x¢ = b von [a, b] der Feinheit < ¢ fixiert, und s sei eine
Stiickweise-C!-Parametrisierung des Streckenzugs von zg iiber die Stiitzstellen x1,x2,...,x—1 nach z, mit s(z;) = c(x;)
fiir alle j € {0,1,2,...,4—1,4}. Seia =tg < t1 < ... < tm = b mit {zo,z1,...,2¢} C {to,t1,...,tm} eine beliebige
Verfeinerung der fixierten Zerlegung, und fiir < € {1,2,...,m} bezeichne j; € {1,2,...,£} den Index mit t; € (zj,_1,%;,].
Dann folgt per Teleskopsumme 3, _ . (s(t;)—s(ti—1)) = s(z;)—s(z;-1) = c(z;)—c(z;j—1) = 32;, _;(c(ti)—c(ti—1)) (wobei
Z] =j fiir die Summe iiber alle Indizes ¢ mit j; = j steht), und insgesamt ergibt sich

> Vielw,)- (s(ti)—s(ti-1)) = ZV(C(% (c(ts)—c(ti-1)) -
i=1

Jetzt werden fiir beliebige Zwischenstellen 7; € (t;—1,t;) C (z;,—1,%;;) die getroffenen Wahlen von § und 7 ausgenutzt.
Einerseits ergibt sich aus |r;—xzj,| < § erst |c(1;)—c(z;)| < 7, dann |V (c(73))—V (c(zj;))| < € gilt. Andererseits folgen aus
|j, —xj,—1] < 6 erst |c(xj,)—c(xj,—1)| < v und dann, da s(7;) auf der in K enthaltenen Strecke von c¢(xj; —1) nach c(z;,)
liegt, auch |s(7;)—c(zj,)| < v und [V (s(73))—V(c(z4,;))| < e. Anwendung der so erhaltenen e-Abschétzungen auf den beiden
Seiten der zuvor hergeleiteten Gleichheit ergibt

(7))~ (s(t)—s(ti 1)) — Zw(n (e(t)—c(t; 1<s(2| 11|+Z|c(t )\)swc).

Schliefflich existieren die orientierten Kurvenintegrale fs V(z)-dz und fc V(z)-dx, letzteres geméf dem abschlieenden
Existenzsatz des Abschnitts 1.2, und sind die Limites der gerade abgeschétzten Zwischensummen bei gegen Null strebender
Zerlegungsfeinheit. Da die vorausgehenden Uberlegungen Zerlegungen beliebig kleiner Feinheit einschlieflen, ergibt sich im

Limes die noch benétigte Hilfsbehauptung
’/V(x)-dx — / V(z)-dz
S (&

Satz (Stammfunktionen und Wegunabhingigkeit von Kurvenintegralen). Sei D offen
in RY, und sei V€ CO(D,RN) ein stetiges Vektorfeld beziehungsweise A € C° (D, (]RN)*) eine
stetige 1-Form. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

< 2eL(c). O

(I) V beziehungsweise A besitzt eine Stammjfunktion auf D.

(IT) Kurvenintegrale von V bezichungsweise A sind wegunabhdngig, d.h. es gilt

/V(x) cdz = /V(a;) -dz beziehungsweise /A = /A

fiir alle Stickweise-Cl-Kurven c: [a,b] — D und ¢: [’d,g] — D in D mit gleichen
Endpunkten ¢(a) = c(a), ¢(b) = c(b).

(III) Kurvenintegrale von V bezichungsweise A iiber geschlossene Kurven verschwin-
den, d.h. es gilt

/ V(z)-dx=0 beziehungsweise /A =0
g
fiir alle Stiickweise-C'-Kurven 7: [a,b] — D in D mit y(b) = v(a).
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1.3. Stammfunktionen zu Vektorfeldern und 1-Formen 21

Sind die Aussagen (1), (II), (II1) erfillt und ist D zusammenhdngend, so kann man die bis auf
eine additive Konstante eindeutige Stammfunktion f zu' V' beziehungsweise A als unbestimmtes
Wegintegral berechnen, d.h. fir x € D ist

f(z) = / V(y) + dy + const beziehungsweise flz) = / A + const,

Cx

wobei kg € D ein beliebig fizierter Punkt in D und c, eine beliebige Stiickweise-Cl-Kurve von g
zux in D ist (und eine solche Kurve ¢, existiert auch, weil offene zusammenhingende Teilmen-
gen von RY auch wegzusammenhdingend und Streckenzug-zusammenhingend sind). Ist D nicht
zusammenhdngend, so hat die Stammfunktion zumindest auf jeder Zusammenhangskomponente
von D die vorausgehende Form des unbestimmten Wegintegrals.

Vektorfelder mit einer der dquivalenten Eigenschaften des Satzes sind auch als konserva-
tive Vektorfelder bekannt, vor allem denkt man bei der Pragung dieses Begriffs aber an die
Eigenschaft (III).

Beweis. Die Implikation (I) = (III) sowie die Aussagen iiber die Eindeutigkeit und Form der
Stammfunktion ergeben sich direkt aus dem vorigen Satz.

Um die Implikation (IIT) = (II) einzusehen, bildet man aus den Wegen ¢ und ¢ mit gleichen
Endpunkten den zusammengesetzten, geschlossenen Weg [a—b,b—a] — D mit ~(t) := c(t+b)
fiir t € [a—b,0] und ~y(¢t) := ¢(b—t) fiir t € [0,b—a]. Mit der Zerlegungsadditivitdt und der Para-
metrisierungsinvarianz orientierter Kurvenintegrale folgt (weil 7{[a—b,0] Orientierung-erhaltende
Umparametrisierung von ¢ und 7{[075—5? Orientierung-umkehrende Umparametrisierung von ¢
ist)

O:AV(x)-dm:/:b(Voy)d’y—i-/Ob_a(Voy)dfy:/CV(a:)-d:v—/EV(:c)-dx

beziehungsweise Analoges fiir die 1-Form A. Damit ist klar, dass die Kurvenintegrale iiber ¢ und
¢ iibereinstimmen miissen.

Es bleibt zu zeigen, dass (I) aus (II) folgt. Der Einfachheit halber wird dies nur fiir den Fall
von 1-Formen durchgefiihrt, mit Vektorfeldern liele sich aber natiirlich auch argumentieren.
O.E. sei D als zusammenhéngend angenommen, zg € D sei fixiert, und f sei wie im Satz durch
das unbestimmte Wegintegral definiert. Aufgrund der Voraussetzung (II) hidngen die Integrale
dabei nicht von den gewéhlten Kurven c, ab, so dass ein solches f wohldefiniert ist. Bei festem
a € D liegt nun fir x € D mit |[x—a| < 1 die gerade Verbindungsstrecke von a zu x in D
und wird durch s: [0,1] — D, t — a+t(x—a) parametrisiert. W&hlt man ¢, als den Weg, der
sich durch Durchlaufen von erst ¢, und dann s ergibt, so folgt mit der Definition von f, der
Darstellungsformel des Abschnitts 1.2 und der fundamentalen Abschéitzung fiir Integrale

|[f(x)=f(a)—(A(a), z—a)| =

/SA — (A(a), 7—a)
1

/ [(A(cH—t(:c—a)),a:—a) — <A(a),x—a>] dt

0

< (s 1A-A@ g ) ol
Bild(s)
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22 KAPITEL 1. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

Da Bild(s) in der abgeschlossenen Kugel mit Radius |x—a| um a enthalten und A stetig ist,
ergibt sich aus dieser Abschéitzung

i @) =1 (@)= (Aa), 2—a)

z—a |1;—a|

=0,

d.h. f ist an der Stelle a total differenzierbar mit f/'(a) = A(a). Insgesamt ist f also auf ganz D
total differenzierbar mit df = A, und A besitzt f als Stammfunktion. O

Ungiinstigerweise lassen sich alle drei dquivalenten Bedingungen des letzten Satzes nicht
ohne Weiteres priifen, die Frage, wie man konkret iiber die Existenz von Stammfunktionen
entscheidet, ist also im Moment noch offen. Eine weitreichende Antwort wird jedoch im néchsten
grundlegenden Satz folgen, sie bendtigt aber noch eine Bildung mit Ableitungen:

Definition (Rotationsmatrizen, duflere Ableitungen, geschlossene 1-Formen). Sei x
ein innerer Punkt von D C RY.

(I) Ewistiert fiir ein Vektorfeld V: D — R"™ die Jacobi-Matriz DV (x) € RN*N in z, so
definiert man die Rotationsmatriz RotV(z) € IRQQ;H]Y von V in x als den doppelten
antisymmetrischen Anteil von DV (x), d.h.

Rot V(x) :== DV (z) — DV (z)T.

(I) Euistiert fiir eine 1-Form A: D — (RN)" die totale Ableitung A'(z) € L(RYN, (RN)*) in =,
so definiert man die duflere Ableitung dA(z) € £§Sym(]RN,]R) von A in x als den dop-

pelten antisymmetrischen Anteil von N, aufgefasst als Element des Raums Egsym(]RN ,R)
der (stetigen) antisymmetrischen R-Bilinearformen RN x RV — R, d.h.

(dA(2);v,w) = (N (2)v, w) — (N (2)w,v) = (OuA(z),v) — (DyA(z), w) fiir v,w € RY .
Gilt dA = 0 auf ganz D, so bezeichnet man die 1-Form A als geschlossen.

Definition (Sternférmigkeit). Sei A eine Teilmenge eines K- Vektorraums. Man nennt zg € A
einen Sternpunkt fir A, wenn fir jedes x € A die Strecke {xo + AN(xz—x0) : A € [0,1]} von x
nach x in A enthalten ist. Die Menge A heifst sternférmig, wenn es einen Sternpunkt fir A
gibt.

Nach diesen Vorbereitungen kann der bereits angekiindigte, wichtigste Satz dieses Vorle-
sungskapitels formuliert werden.

Hauptsatz (Kriterien fiir die Existenz von Stammfunktionen). Sei D offen in RY, und
sei V€ CY(D,RN) ein stetig differenzierbares Vektorfeld beziehungsweise A € Cl(D, (IRN)*)
eine stetige differenzierbare 1-Form auf D.

(I) Notwendiges Kriterium: Besitzt V' bezichungsweise A eine Stammfunktion auf D, so
gilt Rot V = 0 beziehungsweise dA =0 auf D.

(II) Hinreichendes Kriterium/Poincaré-Lemma: Ist D sternformig und gilt RotV =0
beziehungsweise dA = 0 auf D, so besitzt V' beziehungsweise A eine Stammfunktion auf
D.
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Bemerkung (zur den Kriterien fiir die Existenz von Stammfunktionen). Bei sternférmigem
D besagen beide Teile des Hauptsatzes zusammen, dass die sogenannten Integrabilitidtsbe-
dingungen

RotV =0 auf D beziehungsweise dA=0auf D

ein zugleich notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer Stamm-
funktion zu V € CY(D,RY) beziehungsweise A € cY(D, (]RN )*) sind. Komponentenwei-
se ausgeschrieben lauten die Integrabilitdtsbedingungen 9;V; = 9;V; auf D beziehungsweise
(0;A, e;) = (O;A, e5) auf D fiir alle 7,5 € {1,2,..., N} (wobei eq, eg, ..., en die kanonische Basis
des RN bezeichnet), und mit anderen Worten gelten die Aquivalenzen

V' Gradientenfeld auf D <= V rotationsfrei auf D,
A exakt auf D <= A geschlossen auf D .

Tatséchlich ist Teil (I) des Hauptsatzes im Wesentlichen bereits aus der Analysis bekannt
und wird nach kurzem Sortieren der Begriffe offensichtlich:

Beweis zu Teil (1) des Hauptsatzes. Im Fall V =V f, dass V eine Stammfunktion f besitzt, ist
die Hesse-Matrix DV = D(V f) = Hf von f bekanntlich symmetrisch, und ihr antisymmetrischer
Anteil Rot V = DV DV verschwindet auf D.

Im Fall A = df, dass A eine Stammfunktion f besitzt, gilt (A'(z)w,v) = (Odf(x),v) =
[0w(f)(@)]v = f"(z)(v,w) fiirz € D, v,w € RY, wobei f” die totale Ableitung zweiter Ordnung
von f ist. Aus der bekannten Symmetrie der Bilinearform f”(z) folgt dann dA =0 auf D. [

Um Teil (I) des Hauptsatzes herzuleiten, setzt man — was sich nach dem vorigen Satz
aufdrangt — die gesuchte Stammfunktion als unbestimmtes Wegintegral an und verifiziert, dass
sie tatsdchlich die gewiinschte Ableitung hat:

Beweis zu Teil (I11) des Hauptsatzes. Nach Translation lidsst sich o.E. annehmen, dass 0 € D ein
Sternpunkt fiir D ist. Man definiert f: D — R durch

1 1
f(x) ::/0 V(te) - zdt beziehungsweise f(x) ::/0 (A(tx),z)dt

fir x € D. Es folgt eine Rechnung mit der Definition der Richtungsableitung, Differentiation
unter dem Integral (hier erlaubt, da DV beziehungsweise A’ auf D beschrinkt ist), den Produkt-
und Kettenregeln und dem HDI. AuBerdem gehen, jeweils beim Ubergang von der ersten zur
zweiten Zeile der Rechnung, die Integrabilitdtsbedingungen ein, gemifl denen die antisymmetri-
schen Anteile verschwinden und DV beziehungsweise A’ symmetrisch ist. Fiir z € D, w € RV
ergibt sich tatsdchlich

1 1
D f () = % » /0 V (t(at-sw)) - (z+sw) dt = /0 DV (tz)tw -z + V(t) - w] dt
1 1
= /0 [DV (tz)x - tw + V (tx) - w] dt = /0 %(V(tw) ctw)dt =V (z) - w

beziehungsweise dquivalent

d

1 1
O/ (A(t(z+sw)), (z+sw))ydt = [ [(N(ta)tw,z) + (A(tz), w)] dt
$=VJ0o 0
= 1A’t t A(t dt = 1dAt tw) dt = (A
= [ (W ta)o.tu) + (Ata)w)] de = [ i), b}t = (Aa).w).
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24 KAPITEL 1. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

Da die erhaltene Ableitung stetig von x abhingt, ist hiermit totale Differenzierbarkeit von f
mit Vf = V beziehungsweise df = A auf D gezeigt und f als die gesuchte Stammfunktion
identifiziert. O

Bemerkung und Beispiel (Ableitung der Argumentfunktion). Die Voraussetzung
der Sternformigkeit von D in Teil (II) des Hauptsatzes (dem Poincaré-Lemma) kann abge-
schwiicht, aber keineswegs ganz fallen gelassen werden. Ein typisches und wichtiges Beispiel,
an dem dies deutlich wird, ist die sogenannte Ableitung der Argumentfunktion

. R2 2 (_yv :E)
©: R*\ {0} = R?, (z,y) — g

Man rechnet nach, dass das Vektorfeld © den Integrabilitdtsbedingungen Rot © = 0 auf ganz
R?\ {0} geniigt, kann sich aber auch iiberlegen, dass es keine Stammfunktion zu © auf ganz
R? \ {0} gibt. Tatsichlich ist jede sogenannte Argumentfunktion auf offenem D c R?\ {0},
d.h. jede stetige Auswahl eines Polarwinkels zu den Punkten in D, eine Stammfunktion zu ©
auf D. Auf ganz R? \ {0} (und manchen anderen nicht sternférmigen Gebieten) existiert aber
keine Stammfunktion. Die entscheidende Problematik erkennt man anhand des sogenannten
Hauptzweigs der Argumentfunktion

Arg: R?\ (R<o x {0}) = (=7, 7), (rcosep, rsing) — ¢,

denn Arg nimmt knapp oberhalb der negativen z-Achse Werte knapp kleiner als m und knapp
unterhalb der negativen z-Achse Werte knapp grofler als —m an und kann deshalb nicht stetig
auf ganz R?\ {0} fortgesetzt werden. In ganz fihnlicher Weise scheitert die Fortsetzung auch bei
anderer Auswahl der Polarwinkel. Daher existieren auf ganz R?\ {0} wie bereits erwithnt keine
Argumentfunktion und keine Stammfunktion zu ©. Etwas mehr zu diesem Themenkreis und zur
Klasse der offenen Mengen D, auf denen die Existenz einer Argumentfunktion und generell von
Stammfunktionen gesichert ist, folgt unten und in den Ubungen.

Nachdem die Stammfunktionsfrage auf Seite der Theorie weitgehend beantwortet ist, wird
nun ein naheliegendes Verfahren zur konkreten Berechnung von Stammfunktionen beschrieben:

Verfahren (Berechnung von Stammfunktionen zu Vektorfeldern und 1-Formen). Um tber
die Eristenz einer Stammfunktion zu einem gegebenen C'-Vektorfeld V beziehungsweise zu ei-
ner gegebenen C'-1-Form A auf D zu entscheiden und diese Stammfunktion gegebenenfalls zu
berechnen, ...

(1) priift man als Erstes immer, ob die Integrabilititsbedingungen Rot V = 0 beziehungs-
weise dA = 0 auf D erfillt sind. Sind diese Bedingungen ndmlich verletzt, so gibt es keine
Stammfunktion und man kann sich jede weitere Rechnung sparen. Sind sie erfillt, so ...

(2) berechnet man, soweit nitig, Stammfunktionen f; der Komponentenfunktionen V; be-
ziehungsweise A; beziiglich der zugehdrigen FEinzelvariablen x;

/Vl(x) dzy bzw. /(A(m),el>dx1 =: fi(x) + Ci(x2,x3,24...,2N),

/Vg(x) dzo bzw. /(A(:L‘),e2>d:v2 =: fo(x) + Co(x1, 23,24 ..., 2TN),

/VN(as) dey bzw. /(A(a:),eN>d:cN =: fn(z) + Cn(21,22,,...,ZN_1),
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1.3. Stammfunktionen zu Vektorfeldern und 1-Formen 25

wobei die Integrationskonstante bei der x;-Integration von allen anderen Variablen, aber
eben nicht von x; abhdingt. Es gilt nun, die C; mit diesen Abhdngigkeiten so zu bestimmen,
dass alle Ergebnisse f1(x)+Ci(z2,z3,24...,2N8) = fo(x)+Co(x1,23,24...,2N) = ... =
In(@)+Cn (21,29, , ..., xN_1) dbereinstimmen (was bei erfillten Integrabilititsbedingungen
maglich ist).

(3) Das gemeinsame Ergebnis der Integrationen liefert dann eine Stammfunktion zu V
beziehungsweise A — und zwar global auf einem sternférmigem Definitionsbereich D, auf
einem nicht sternformigem D eventuell nur lokal.

Zum Abschluss dieses Kapitels wird noch aufgezeigt, dass der Hauptsatz auch auf allgemei-
neren Definitionsbereichen D gilt. Dies erfordert allerdings etwas begrifflichen Aufwand.

Ausblick (Stammfunktionen auf allgemeineren als sternférmigen Definitionsbereichen).
Die Voraussetzung der Sternférmigkeit in Teil (II) des vorausgehenden Hauptsatzes, also im
Poincaré-Lemma, ist unnotig stark und kann zu einer schwécheren, in vielerlei Hinsicht op-
timalen, rein topologischen Bedingung abgeschwicht werden: Tatséchlich sind die Integrabi-
litdtsbedingungen auch dann hinreichend fiir die Existenz einer Stammfunktion, wenn der
offene Definitionsbereich D C RY nur einfach zusammenhingend ist, das bedeutet per
Definition, dass jeder geschlossene Weg c: [a,b] — D (durch Schleifen in D) homotop zu
einem konstanten Weg ist, und dies wiederum ist so definiert, dass es zu ¢ eine Homotopie
genannte stetige Abbildung H: [0,1] X [a,b] — D mit H(0, -) = c auf [a,b], mit H(1, -) = const
auf [a,b] und mit H(-,b) = H(-,a) auf [0,1] gibt. Anschaulich kann man sich diesen Begriff
so vorstellen, dass jede geschlossene Kurve ¢ = H(0, -) durch die geschlossenen Kurven
H(A, -) mit A € (0,1) zu einer konstanten Kurve H(1, -) = const stetig deformiert werden
kann, ohne dabei D zu verlassen. Mit noch etwas anderen Worten kann jede ,,Schlinge® ¢ in
D zusammengezogen werden. Einfacher Zusammenhang ist weder stérker noch schwécher als
Zusammenhang, sondern vielmehr ein davon unabhéngiger Begriff: Teilmengen von IR sind stets
einfach zusammenhéngend; der Begriff trivialisiert sich also in diesem Fall. Fiir Mengen D in
der Ebene R? bedeutet einfacher Zusammenhang, dass D keine ,, Locher” aufweist, die in D um-
laufen werden konnen, im Anschauungsraum R? gestaltet sich das Konzept aber schon subtiler,
denn R? ohne einen Punkt ist einfach zusammenhiingend, R? ohne eine Gerade dagegen nicht.

Beweis des Poincaré-Lemmas auf nur einfach zusammenhingendem, offenen D C RY. Sei V € C1(D,RY) ein rotations-
freies Vektorfeld beziehungsweise A € C! (D7 (]RN) *) eine geschlossene 1-Form auf D. Nach dem Satz iiber Stammfunktionen
und Wegunabhéngigkeit geniigt es zu zeigen, dass das orientierte Kurvenintegral von V' beziehungsweise A iiber alle geschlos-
senen Stiickweise-C1-Kurven c: [a,b] — D verschwindet. Sei dazu H : [0, 1] X [a, b] — D eine Homotopie, die eine solche Kurve
¢ = H(0, -) mit einer konstanten Kurve H(1, -) bei H(-,b) = H(-,a) verbindet. Bei ausreichender Differenzierbarkeit der
Homotopie H, zum Beispiel im C2-Fall, lieBe sich nun direkt eine Rechnung dhnlich der unten Folgenden ansetzen. Da H aber
im Allgemeinen nur stetig ist, wird eine Approximation von H nétig, die hier durch Streckenziige implementiert wird. Weil
das Bild von H kompakt und D offen ist, folgt als Erstes § := dist(Bild(H), R \ D) > 0. Wegen gleichméBiger Stetigkeit von
H gibt es ein K € N, so dass fiir \, A € [0,1] und ¢, ¢ € [a, b] mit [\=\|+[t—t] < % stets |[H(\, £)—H(\, t)] < % eintritt. Insbe-
sondere kann fiir jedes ¢ € {1,2,..., K—1} die geschlossene Kurve H(%7 . ) durch einen iiber [a, b] parametrisierten geschlos-
senen Streckenzug c¢;, i approximiert werden, so dass SUP[q,p] |ci/K—H(%, ){ < % gilt (dazu [a, b] in Intervalle der Linge
< % zerlegen und die Werte von H(%, . ) in Zerlegungsstellen durch Strecken verbinden). Vereinbart man noch cg := ¢ und

c1 2= H(1, -),sokann man fir: € {1,2,..., K—1, K} und X € [1;(1 , %} durch ey += 1)k T(AK—i+1)(¢c; gk —C(i—1)/K)
eine geschlossene Stiickweise-C'-Kurve cy : [a, b] — RN mit SUP[q4,p] {C)\—H()\, . )| < %5 erhalten. Insgesamt ist ¢y damit fiir
jedes X € [0, 1] definiert, verhilt sich konsistent zu den friitheren ¢/ und verliuft ganz in D. Fir ¢ € {1,2,..., K—1,K}

und A € (‘5 %)

ergibt sich durch Rechnung mit Ketten-/Produktregeln, den Integrabilitdtsbedingungen und dem HDI
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26 KAPITEL 1. Kurvenintegrale und Stammfunktionen

jetzt \
i L Ve de= [V ee ]

= K/Eb [(DV oex)(cijr—cii-1y/K) * A+ (Voen) (¢ x—cli_1)/r)]

= K/ab [(DV o ex)e) - (ciy—ci1)y/i) + (Voex) (¢ —cli—1y/x)]

b
= K/ [(Voex) - (eiyrw—ci-1)/x)])

a

= KV(ea (b)) - (ciyx (b)—c(i—1y/x (b)) — KV (ca(a)) - (¢;/x (a)—c(i—1)/K (a)) =0

4l
ar Je,

Da das Parameter-abhéingige Integral geméfl einem Satz der Analysis stetig vom Parameter A € [0, 1] abhéingt, hat somit
f6>\ V(z) - dz beziehungsweise fCA A fur alle A € [0,1] denselben Wert; das kann man mit dem Konstanzsatz aus dem

beziehungsweise analog

Verschwinden der Ableitung nach A € [0,1] \ {07 %, %, ey %, 1} (trotz eventueller Nicht-Differenzierbarkeit fiir die
endlich vielen Parameterwahlen A = %) schliefSen. Insbesondere folgt
/V(x) cdx = / V(z)-dz =0 beziehungsweise /A = / A=0
c H(1,-) c H(1,-)
fiir die beliebig vorgegebene Kurve ¢ = cg, weil c; = H(1, -) konstant ist. Wie eingangs erldutert, ist hiermit nachgewiesen,
dass V ein Gradientenfeld beziehungsweise A exakt ist. |
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Kapitel 2

Allgemeine Maf3}- und
Integrationstheorie

Einleitung: Das Mafiproblem

Dieses Kapitel beschaftigt sich, ganz grob gesprochen, mit Konzepten des Messens von Mengen,
insbesondere mit Messungen

e des k-dimensionalen Inhalts von Teilmengen von RYmit 0<k<NecNN
und spezieller mit Messungen

e der Anzahl der Elemente einer Menge (k = 0),
e der Lénge einer Kurve (k = 1),
des Inhalts einer Fliche (k = 2)

e oder des Volumens eines Raumbereichs (k = 3).

Die Messung ordnet Teilmengen von RY dabei eine (moglicherweise unendliche) nichtnegative
Kennzahl zu. Als mathematisches Modell bieten sich somit Abbildungen

w: P(RN) = [0, oc]

auf der Potenzmenge P(R”) von RY, also der Menge aller Teilmengen von RY, an. Folgende
Grundeigenschaften von p erscheinen plausibel:

1(0) =0,
(Mengen-)Monotonie: p(A) < u(A) fir A, A € P(RY) mit A C A,
Additivitst': p(AU A) = p(A) + p(A) fir disjunkte A, A € P(RN).

Additivitit bei abzihlbarer? Vereinigung, genannt o-Additivitét:
(U2, Ai) = D000, u(A;) fiir disjunkte® Ay, Ag, As, ... € P(RY),

!Genauer sollte man von Additivitét bei endlicher Vereinigung oder kurz von endlicher Additivitét sprechen.

2 Additivitiat bei dberabzihlbarer Vereinigung ist fiir & > 0 keine sinnvolle Forderung: Dann soll namlich
einerseits u({z}) = 0 fiir alle Einermengen {z} mit 2 € RY gelten. Andererseits soll es aber auch Mengen
A€ P(RN) mit u(A) > 0 geben. Da jedes A disjunkte Vereinigung von Einermengen ist, wiirde iiberabzéhlbare
Additivitédt zu einem Widerspruch fithren.

3Das Adjektiv ‘disjunkt’ wird hier und im Folgenden stets im Sinn von ‘paarweise disjunkt’ gebraucht.

27



28 KAPITEL 2. Allgemeine Mah- und Integrationstheorie

e Translationsinvarianz?: y(x+A4) = u(A) fir € RY und A € P(RY),

e Rotationsinvarianz®: u(TA) = p(A) fir T € O(RY) und A € P(RY).

Dabei sind Monotonie und Additivitdt als Spezialfille in o-Additivitidt enthalten, und Trans-
lations- und Rotationsinvarianz werden zusammenfassend als Bewegungsinvarianz bezeichnet.

Leider kann man fiir & = N und als Folge davon auch fiir £ € {1,2,..., N—1} nicht alle
diese Anforderungen an k-dimensionale Inhalte aufrechterhalten. Dies zeigt folgendeer Satz von
G. Vitali (~1905):

Satz (iiber die Unldsbarkeit des Maf3problems). Es gibt keine o-additive und translations-
invariante Abbildung p: P(RY) — [0, 00] mit 0 < ([0, 1]N) < 00.

Beweis. Aus der Annahme, dass es doch ein solches p gibt, wird ein Widerspruch hergeleitet.
Dazu rechnet man zuerst mit o-Additivitat, Translationsinvarianz und Monotonie nach:

p(0.2M) = 3 p(+0. M) = > p(0,0)N) < 2Vu((0,1]Y) < .

z€{0,1}V ze{0,1}V

Jetzt sei A ein Reprisentantensystem des Faktors RY /QY mit A c [0,1]V, d. h. die Teilmenge
A von RY wird durch Auswahl eines Reprisentanten in [0, 1]N aus jeder Restklasse z+QY mit
x € RN gebildet. Dann ist (q+A),eqn eine abzihlbare Familie disjunkter Mengen mit

0,1V ¢ | (g+4).
qeQ™

Unter Verwendung von Monotonie, o-Additivitdt und Translationsinvarianz folgt

0<u([0,1%) < > ulg+A) = D uA),

qeQV qeQV

und deshalb muss p(A) > 0 gelten. Andererseits ist

0,282 |J  (a+4),

7€QNn[0,1)N

und man erhéilt
00 > u([O,2)N) > Z wu(A).
q€QNn[o,1)"
Da auf der rechten Seite der letzten Formel unendlich viele gleiche Summanden stehen, folgt
p(A) =0, und der gewiinschte Widerspruch ist erreicht. O

Die Menge A im vorigen Beweis wird mit Hilfe des Auswahlaxioms gebildet, und tatséchlich
sind auch andere Mengen, die zu derartigen Widerspriichen fithren, &hnliche pathologische Kon-
struktionen und koénnen nicht explizit angegeben. Ein weiteres Resultat in dieser Richtung geht
auf S. Banach und A. Tarski (~1924) zuriick, wird hier ohne Beweis angegeben und verschirft
die Situation, insofern, dass in Dimensionen 3 oder hoher schon endliche Additivitéit, nicht erst
o-Additivitét ein Problem darstellt:

“Dabei ist z+A := {z+a : a € A}.
SO(RYN) bezeichnet die Gruppe der orthogonalen (N xN)-Matrizen bezichungsweise der linearen Isometrien

von RY auf sich, wozu insbesondere Rotationen und Spiegelungen zihlen. Die Notation TA := {Ta : a € A}
steht fiir das Bild von A unter (Multiplikation mit/Anwendung von) 7.
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2.1. Allgemeine Mafle (auf o-Algebren) 29

Satz (iiber das Banach-Tarski-Paradoxon). Seien A und A beliebige beschrinkte Teilmengen
mit nicht-leerem Innern in RN mit N > 3. Dann gibt es ein m € N, Teilmengen Ay, Ao, ..., An
von RN, Vektoren x1,xa,...,2m € RN und lineare Isometrien Ty, Ty, ..., T, € O(RY), so dass
A =J", A; die disjunkte Vereinigung von Ay, As, ..., Apm und A= Uit (zi+T;A;) die disjunk-
te Vereinigung von x1+11 A1, xo+15As, ..., xm+TmAp, ist. Insbesondere gibt es fiir N > 3 keine
endlich additive und bewegungsinvariante Abbildung p: P(RN) — [0, 00] mit 0 < u(EiV(O)) < 0o
(denn auf zwei disjunkten Einheitskugeln A = Eiv(x) UE{V(y) mit |y—x| > 2 miisste p einerseits
den doppelten, andererseits denselben Wert wie auf der Einheitskugel A = Ejlv(O) selbst haben).

Speziell fiir N = 3 und den angesprochenen Fall A = E?(O) und A = Ei’ () L'JE?(y) zeigt der
hier nicht ausgefiihrte Beweis des Paradoxons iibrigens, dass m = 5 gewéhlt werden kann.

Es gibt zwei Wege zur Umgehung des Mafiproblems und der Problematik pathologischer,
mit dem Auswahlaxiom gebildeter Mengen: Man kann ...

e entweder den Definitionsbereich von p einschrinken und statt auf ganz P(RY) nur auf
gewissen Teilsystemen .7 C P(R™) arbeiten, die aber dennoch alle “verniinftigen” Mengen
enthalten,

e oder die Forderung der o-Additivitat abschwichen zu o-Subadditivitiit:
p(U2, Ap) <5000, u(A,) fiir alle Ay, Ao, As, ... € P(RY).

Im Folgenden wird im Wesentlichen der erste (und iiblichere) Weg beschritten. Es gibt aber
Zusammenhénge zwischen den beiden Vorgehensweisen, weshalb der zweite Weg in Abschnitt
2.4 noch einmal angesprochen wird.

AuBlerdem erweist es sich als sinnvoll, eine Theorie zu entwickeln, die auch die Messungen
von Wahrscheinlichkeiten erlaubt. Hierbei soll fiir eine Menge A von moglichen Zufallser-
eignissen die Kennzahl p(A) € [0, 1] die Wahrscheinlichkeit angeben, dass eines der Ereignisse
aus A eintritt. Allerdings sind Mengen von Ereignissen im Allgemeinen keine Teilmengen von
RY, und Bewegungsinvarianz von g macht in diesem Kontext keinen Sinn. Deshalb wird im
Folgenden eine allgemeine Theorie o-additiver Abbildungen

p: o — [0, 00]

auf Teilmengen .7 von P(2) mit einer beliebigen Grundmenge Q entwickelt. Im Vordergrund
steht zumeist aber der Modellfall des k-dimensionalen Inhalts von Teilmengen von RY.

2.1 Allgemeine Mafle (auf o-Algebren)

Bevor nun eine prézise Definition und erste Eigenschaften der beschriebenen Messvorschriften
w: o/ — [0,00] angegeben werden, wird zunéchst die passende Klasse von Definitionsbereichen
o/ C P(Q) eingefiihrt:

Definition (o-Algebren, Messridume). Sei ) eine Menge. Fine Teilmenge </ der Potenz-
menge P(Q) von Q heifit eine o-Algebra iiber 0, wenn gelten:

o ) c.,
e o/ ist abgeschlossen unter Komplementbildung, d.h. fir A € &/ ist stets auch Q\ A € o,
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30 KAPITEL 2. Allgemeine Mah- und Integrationstheorie

e o/ ist abgeschlossen unter abzihlbarer Vereinigung, d.h. fir Ay, Ao, As,... € o ist stets
auch |72 A; € o .

Ist o/ eine o-Algebra iber 2, so heifit das Paar (2,.9/) ein Messraum, die Mengen in of
werden auch (< -)messbare Mengen und die Mengen in P(Q)\ o nicht-(<7 -)messbare Mengen
genannt.

Bemerkungen (zu o-Algebren). Elementare Beobachtungen sind:

(1) Jede o-Algebra o7 iiber ) ist abgeschlossen unter abzéhlbarem Durchschnitt, und es gilt
stets Q) € o7 .

(2) {0,Q} und P(Q) sind (die extremen Beispiele von) o-Algebren iiber .

(3) Ist (#%)icr eine Familie von o-Algebren iiber Q2 (mit beliebiger Indexmenge 1), so ist ;<
wiederum eine o-Algebra iiber 2.

Definition (erzeugte o-Algebren). Sei & eine beliebige Teilmenge von P (). Nach der vori-
gen Bemerkung ist der Durchschnitt aller o-Algebren of iiber Q, fir die & C of gilt, selbst eine
o-Algebra. Man nennt diese o-Algebra die von & erzeugte o-Algebra und bezeichnet sie mit
o(&).

Bemerkung. Nach Definition ist & C 0(&) und es gilt die Implikation
o/ o-Algebra mit & C o/ = o(&) C o .
In diesem Sinne ist o(&") die kleinste o-Algebra, die & enthilt.
Es folgt die bereits ausfiihrlich motivierte Definition von Messvorschriften p: o/ — [0, ool
Definition (Mafle, Maflriume). Sei (2, «7) ein Messraum. Eine Abbildung
p: o — [0, 0]

heift ein Maf3 auf (,47), wenn (@) = 0 gilt und p im folgenden Sinne o-additiv ist: Fiir
disjunkte Ay, As, As, ... € & gilt stets

#<QA> =§umi>.

Ist p ein Maf$ auf (2,97), so heifst das Tripel (2, <7, p) ein MafSraum.

Definition (Wahrscheinlichkeitsmafle). Ist (Q,.o, u) ein MafSraum mit u(Q) = 1, so heifit
w ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ und (Q, o/, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung (zu Linearkombinationen von Maflen). Ist (u;);cr eine beliebige Familie von Maflen
auf (Q, ), und (w;)ies eine Familie von Parametern in [0, o], so definiert die Vorschrift®

(Z%‘Mi) (A) := Z%M(A) fir Aec o
iel el
ein weiteres Mafl ) ., w;p; auf (2, .27). Dabei wird die in der Mafltheorie stets sinnvolle
Konvention 0 - co := 0 =: oo - 0 unterstellt.

5Eine moglicherweise iiberabziéhlbare Summe Zie ; a; nichtnegativer Zahlen a; kann und soll hier als
sup { Y icp @i Eist endliche Teilmenge von I } verstanden werden. Ein endlicher Wert kann sich dabei aber
nur ergeben, wenn alle bis auf hochstens abzéhlbar viele Summanden Null sind.
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2.1. Allgemeine Mafle (auf o-Algebren) 31

Beispiele (von elementaren Maflen auf der ganzen Potenzmenge). Fiir eine beliebige Menge €2
lassen sich verschiedene Beispiele von Maflen auf (€2, P(£2)) problemlos angeben: Man definiert
zuerst

1 fallsze A

e das Dirac-Ma8 ¢, zu = € Q durch §,(A) := L 4(x) := { 0 fallsz ¢ A

fir A € P(2). Mit der vorigen Bemerkung bildet man daraus (wobei stets A € P(2))
o das ZéhlmaBl § := ) 6, das {(A) = #A = Anzahl der Elemente von A erfiillt und
dem 0-dimensionalen Inhalt aus der Einleitung entspricht,
e das Nullmaf 0-¢ mit (0-£)(A4) =0,

oo falls A# 0

e das oco-MaB 0o - £ mit (00 - £)(A) = { 0 fallsA=0

e und allgemeiner zu jeder Familie (wy)zeq von Parametern in [0, 00] ein diskretes Maf3
W= Y cqWedy mit w({z}) = wp und wW(A) = > cqws. Ist Y0 cqwy = 1, s0 ist w ein
diskretes Wahrscheinlichkeitsma$.

Man priift leicht nach, dass diskrete Mafie (und folglich alle vorausgehenden Beispiele) sich
nicht nur c-additiv, sondern sogar itiberabzihlbar-additiv verhalten. Ein Beispiel eines Mafles
auf (Q,P(Q)), das die letzte stéirkere Eigenschaft nicht mehr hat, ist (bei {iberabzéhlbarem ()

0 falls A endlich oder abzahlbar

e das Uberabziihlbarkeitsmaf R(A) := { oo falls A iiberabgihlbar

Alle hier angegebenen Beispiele von Maflen sind sehr elementar und erfordern weder die Ein-
schrinkung auf ein Teilsystem von P(§2) noch iiberhaupt die Entwicklung ernsthafter Theorie.
Die Konstruktion von interessanteren Maflen wie dem k-dimensionalen Inhalt mit & > 0 ist aber
etwas aufwendiger und wird deshalb erst im néchsten Abschnitt erfolgen.

Nichtsdestotrotz werden jetzt schon einige Operationen mit Maflen und und allgemeine Ei-
genschaften eingefiihrt.

Definitionen & Bemerkungen (zur Fortsetzung und Einschrinkung von Maflen). Seien
(Q, ) ein Messraum und X € P(2). Dann ist

A|X ={ANX : Ae o}

eine o-Algebra iber X, genannt die Spur-o-Algebra von o/ auf X. Mafle auf </|X kann man
stets auf of erweitern:

I) Ist p ein Maf auf (X, o7|X), so erhilt man daraus ein Maf pu° auf (Q, /) durch
p I
pP(A) == u(AN X) fir Ae o .
Ist X € o, soist /| X = o/ NP(X) und es gelten zusditzlich:
(II) Die Einschrinkung pu| ,x eines Mafes p auf (0, o) ist ein Map auf (X, o/[X).
(III) In (1) ist das p° ist eine Fortsetzung von p, also MO|@/|X = u.
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32 KAPITEL 2. Allgemeine Mah- und Integrationstheorie

(IV) Ist p ein MafS auf (2, .27), so erhilt man ein weiteres MafS 1x -p auf (,97) durch
(Ix-p)(A4) == p(ANnX) fir A € o, mit anderen Worten ist 1x-p = (Mlmx)o die
Fortsetzung der Finschrinkung von . Der Hintergrund der Schreibweise 1x - wird im
spateren Abschnitt 2.6 klarer.

Satz (iiber Stetigkeitseigenschaften von Maflen). Sei (Q,.o7, ) ein Mafiraum und seien
Ay, Ay Ag, ... e .

(I) Dann gilt
{(Ua) = mr(U)

(I1) Ist u(A;) < oo fiir ein i € IN, so gilt auferdem

(7))

i=1
Bemerkungen (zu den Stetigkeitseigenschaften).

(1) Im Falle einer aufsteigenden Folge A; C Ay C A3 C ... vereinfacht sich die erste Aussage
zu M( U2, Ai) = limy,— 00 1(Am).

(2) Und im Falle einer absteigenden Folge A; D As D A3 D ... mit u(A;) < oo fiir ein i € IN
gibt die zweite Aussage ,u( Niz, Ai) = limy—y00 (Am)-

(3) Die Notwendigkeit der Voraussetzung p(A;) < oo im zweiten Teil erkennt man am Beispiel
(Q, o, ) = (IN,P(IN),&) mit A; ={m €N : m >i}.

Beweis des Satzes. Man betrachtet die disjunkt gemachten Mengen
i—1
j=1
Mit der o-Additivitdt von p erhélt man
o0 o0 m m
o(Um) =3z = tim, 3 i = tim ().
1= 1= 1= 1=

Da Ji~, B = Ui, 4; fiir alle m € INU {oo} gilt, zeigt diese die erste Behauptung. Die zweite
Behauptung ergibt sich durch Anwendung der ersten auf die Komplemente 4;, \ A;, wenn ein
ip € IN mit p(A;,) < oo fixiert wird. O

2.2 Das Lebesgue-Maf} (auf der Borel-o-Algebra)

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit dem Problem des N-dimensionalen Inhalts von Teilmen-
gen von RY, also mit dem Fall &k = N der Kapiteleinleitung. Wie zuvor erliutert, soll der
N-dimensionale Inhalt durch ein Maf auf einer “grofien” o-Algebra iiber R modelliert werden,
die alle “verniinftigen” Mengen enthélt. Die Definition eines solche Mafles muss gewissermafien
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2.2. Das Lebesgue-Maf (auf der Borel-o-Algebra) 33

alle Formeln fiir Inhaltsberechnungen (von Dreiecken, Quadern, Pyramiden, Kreisen, Kugeln
und allen anderen geometrischen Figuren) enthalten und kann deshalb nicht so einfach hinge-
schrieben werden. Unter den verschiedenen moglichen Konstruktionsverfahren wird hier eines
vorgestellt, das die Messvorschrift zunéichst nur auf einem Halbring, einem “kleinen” Mengen-
system, definiert und dann abstrakt auf eine o-Algebra fortsetzt:

Definition (Halbringe’). Sei Q2 eine Menge. Eine Teilmenge H der Potenzmenge P(S) heifit
ein Halbring iber ), wenn gelten:
e eH,
e zu A, B € H gibt es stets ein m € N und disjunkte Hy, Hs,...,H,, € H mit A\ B =
U;ll H;,
o H ist abgeschlossen unter endlichem Durchschnitt, d.h. fiir A, AeH gilt stets AN AecH.

Bemerkung. Jede o-Algebra iiber 2 ist auch ein Halbring

iiber €.
Beispiel und Definition. Fiir a,b € RY wird im Folgen-
den a < b notiert, wenn a; < b; fir i = 1,2,...,n gilt. Sind B
a,b € RN mit a < b, so wird der halboffene Quader [a, b)
als H,

[a, b) = [al,bl) X [az,bg) X ... X [aN,bN) A

={zeRY :a<z<b}cRV. H, T Hj

definiert. Mit diesen Bezeichnungen, von denen spéter auch Abb. 1: A\ B = H, U H, U Hy

naheliegende Abwandlungen verwendet werden, ist
In = {[a,b) : a,b € RY mit a < b}

ein Halbring iiber RY. Im Folgenden wird vor allem dieser Halbring der halboffenen Quader
relevant sein.

im Halbring Z,

Definition (Pramafle). Sei H ein Halbring tiber Q). Fine Abbildung
n: H — [0, 0]

heift ein Primafl, wenn n(0) = 0 gilt und n im folgenden Sinne o-additiv ist: Fir disjunkte
Hy,Hy, Hs,...€ H mit \J;2| H; € H gilt stets

77(;@&) = zio;??(Hi)-

Bemerkung (zu PramafBien und Maflen). Pramafie und Mafle unterscheiden sich nur durch die
Bauart des Definitionsbereichs (weshalb man hier auch | J;2, H; € H explizit voraussetzen muss).
Daraus ergibt sich:

o Jedes Maf ist auch ein Pramafl und

e jedes Pramaf, das auf einer o-Algebra definiert ist, ist bereits ein Ma8B.

"Die Terminologie “Halbring” wird durch den folgenden Sachverhalt motiviert: Als (Mengen-)Ringe bezeich-
net man Mengensysteme, die zusétzlich zu den Eigenschaften des Halbrings abgeschlossen unter symmetrischer
Differenz AAB := (A\ B) U (B \ A) sind. Dies ist insofern konsistent mit dem Begriff des algebraischen Rings,
dass Mengen-Ringe mit der symmetrischen Differenz als Addition und dem Durchschnitt als Multiplikation die
Struktur eines kommutativen Rings im Sinne der Algebra aufweisen.
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34 KAPITEL 2. Allgemeine Mah- und Integrationstheorie

Auf den halboffenen Quadern aus Zy ist anschaulich klar, wie man den N-dimensionalen
Inhalt zu definieren hat:

Satz & Definition (Lebesguesches Pramafl). Durch
N

AV ([a,0)) =[] —a:)  fiir [a,b) € I .

i=1

wird ein Pramaf AV : Ty — [0, 00] definiert. Man nennt A das (N -dimensionale) Lebesgue-
Prdmajs.

Zum Beweis des Satzes ist folgendes Lemma iiber Halbringe niitzlich:

Lemma. Sei H ein Halbring. Zu £ € IN und A, A1, Ao, ..., Ay € H gibt es stets ein m € N und
disjunkte Hy, Ho, ..., H,, € H mit

¢ m
A4, =JH
j=1 i=1

Beweis des Lemmas. Man beweist das Lemma durch Induktion nach ¢ € IN. Detaillierter soll
dies in einer Ubungsaufgabe ausgearbeitet werden. O

Beweis des Satzes. Man zeigt sukzessive:

(1) Endliche Additivitit: Fiir disjunkte Q1,Q2, ..., Qs € Iy mit Ule Qj € Iy gilt

¢ ¢

w(Ua) =@,

j=1 j=1

(2) o-Superadditivitit: Fiir disjunkte Q1,Q2,Qs3, ... € Iy mit U;’il Qj € Iy gilt
W)=Y 2@,

j=1 j=1

(3) o-Subadditivitit: Fiir beliebige Q1,Q2,Q3, ... € Iy mit |72, Qi € In gilt
W) <@
i=1 i=1

Aus (2) und (3) ergeben sich die gewiinschte o-Additivitdt von A und somit die Behauptung
des Satzes. Die Beweise von (1), (2) und (3) folgen:

e Nachweis von (1): Durch Verfeinerung der Zerlegung und Hinzufiigen leerer Quader kann man
auf den Fall

(Qj)je{lﬂ,ml} = ([alm—lvalm) = [aQ;vz—laasz) XX [G’NWN—l?aN?’YN)),YG{LQ 77777 kN

reduzieren, wobei ¢ = kVV ist und a;0 < a;1 < aj2 < ... < a;r in R fiir i = 1,2,..., N gelten.
In dieser Situation gilt
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2.2. Das Lebesgue-Maf (auf der Borel-o-Algebra) 35

‘
U Qj = [al;o,al;k) X [a2;o,a2;k) XX [aN;O,aN;k)7
j=1

und man rechnet die endliche Additivitéit (1) mit dem
allgemeinen Distributivgesetz folgendermafien nach:

N Abb. 2: Verfeinerung einer

AN ( [a1;0> al;k) X [az;(), ag;k) X...X [aN;o, aN;k)> = H(ai;k_ai;(]) Quaderzerlegung

i=1
N N N
= H E (@i, = iy, —1) = E H(aim_aimfl)
i=1 ;=1 ve{1,2,....k}N i=1

/\N([al;’h—l’al;’ﬁ) X [aQ;’Yz—lva?;’Yz) XX [aNWN*l?aN;’YN)) .

I
(]

~ve{1,2,....k} N
e Nachweis von (2): Seien Q1,Q2,Qs3, ... € Iy disjunkt und

Q:=JQey.

j=1

Zu jedem ¢ € IN liefert das vorausgehende Lemma iiber Halbringe ein m € IN und disjunkte
H, Hs, ... ,H, €Iy mit

¢ m
o\Je=H:
j=1 i=1
Es folgt, dass Q1,Qo,...,Q¢, H1, Ho, ..., Hy,, alle disjunkt sind mit

4 m
Q=JeuH:.
j=1 i=1

Wegen der endlichen Additivitét (1) gilt also

fiir alle £ € IN, und Grenziibergang ¢ — co zeigt

AV(@Q) =D AN(Qy).
Jj=1

e Nachweis von (3): Seien Q1,Q2,Qs3, ... € Iy mit |J;2; Q; € Zy. Dies bedeutet, dass sich
J@i=[ab) und Q=] b)
i=1
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36 KAPITEL 2. Allgemeine Mah- und Integrationstheorie

mit a < b und a; < b; in RY schreiben lisst. Sei jetzt € € R. Dann gibt es ein b < bund zu
jedem i € N ein a; < a;, so dass

e

AN (la, b)) > /\N<U QZ) —e und  AV([an b)) < AV(Qi) + 5

i=1
gelten. Es ist

[a,8] € |J @i < | (@, by),
=1 =1

also bilden die (d;,b;) eine offene Uberdeckung des Kompaktums [a, b], die nach Definition der
Uberdeckungskompaktheit eine endliche Teiliiberdeckung ((6,-j, b,-j))j:1 o o enthélt. Setzt man

Aj = (@, b

i;) Nla,b) € Iy fiir j =1,2,...,¢, so ldsst sich gemifl dem Lemma iiber Halbringe

mg
Aj\(AlLJAQU...UAj,l) = U Hj;k
k=1

mit disjunkten Hj,1, Hja, ..., Hjim, € Iy schreiben. Mit der endlichen Additivitéit (1) folgt®

m;
Z)‘N(Hj;k) < AN(AJ)
k=1
Wegen
[a, b) = U Aj = U H]J(;
j=1 j=1k=1
gibt die endliche Additivitat aulerdem
AV ([a,0)) =D AN (Hjp)
j=1k=1

(e L my l
)\N<UQZ-> <AV([a,0)) +e =D ) AV(Hjp) +e <> AV(A)) +¢
i=1 j=1 k=1 j=1
<SS AV(@, b)) +e <y M)+ S +e= M(Q) +2¢
; ([, ;) ; (Qi) ;22 2 (Q:)
Da € € R~ beliebig war, folgt die Behauptung von (3). O

Bemerkung (zum Beweis, dass AV ein Prima8 ist). Die obige Vorgehensweise zum Nachweis
der o-Subadditivitit (3) wird als 5;-Trick bezeichnet und ist in der Maftheorie oft niitzlich.

8Tatsichlich muss man zur Anwendung von (1) noch A;\;-?, Hj.x als endliche Vereinigung disjunkter Mengen
aus Zn schreiben kénnen. Auch dies ist gemifi dem Lemma aber moglich.
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2.2. Das Lebesgue-Maf (auf der Borel-o-Algebra) 37

Wie schon angekiindigt, soll AV nun vom Halbring Zy auf eine Zy enthaltende o-Algebra
fortgesetzt werden. Dazu verwendet man folgenden Satz iiber die Fortsetzung eines Priamafles
zu einem Maf3 auf der erzeugten o-Algebra.

Satz (Maf3fortsetzungssatz). Seien ) eine Menge und n: H — [0, 00] ein Prdamaf auf einem
Halbring H tiber 2. Dann gelten folgende Aussagen.

(I) Existenz einer Fortsetzung: Es gibt ein Maf$ 1 auf (2,0(H)) mit pu|,, = 1.
(IT) Eindeutigkeit der Fortsetzung: Bei o-endlichem n gibt es héchstens ein solches Mafs p.

Der Beweis dieses Satzes wird erst im spéteren Abschnitt 2.4 erfolgen.

Bei der Formulierung von Teil des Satzes (II) ging bereits die folgende Definition ein, die
unten noch genauer diskutiert wird:

Definition (endliche und o-endliche Mengen und Mafle). Seien Q eine Menge und n ein
Pramaf auf einem Halbring H ber Q.

e FEine Menge H € H heifst n-endlich, wenn n(H) < oo gilt.

e Fine Menge A € P(Q) heifst n-o-endlich, wenn es n-endliche Hy, Ho, H3,... € H mit
AC U;)il H; gibt.

o Ist Q selbst n-(o-)endlich, so nennt man n ein (o-)endliches Pramaf$ oder, falls H
sogar eine o-Algebra ist, ein (o-)endliches Majf3.

Bemerkungen (zum MafBfortsetzungssatz und der Voraussetzung der o-Endlichkeit).

(1) Als entscheidende Anwendung garantiert der Maffortsetzungssatz die Fortsetzbarkeit
des Lebesgue-Primafes AV zu einem Maf} auf (RY, o(Zy)). Dieses Maf} ordnet Mengen
in 0(Zy) einen sinnvollen N-dimensionalen Inhalt zu und 16st im Fall k = N das in
der Einleitung des Kapitels beschriebene Problem des k-dimensionalen Inhalte von
Teilmengen von RY. Es verbleibt allerdings das Problem, die o-Algebra ¢(Zy) und die
in diesem Sinne behandelbaren/messbaren Mengen besser zu verstehen. Dieses Restproblem
wird in Folge angegangen.

(2) Im Fall k < n lisst sich fiir das Problem des k-dimensionalen Inhalts auf RY keine o-
Endlichkeit erwarten. Deshalb ist dieser Fall nicht mit dem Maf3fortsetzungssatz zu
behandeln und wird auf den spiteren Abschnitt 2.11 verschoben.

(3) Insgesamt sollte man die o-Endlichkeitsvoraussetzung in Teil (II) des Satzes als techni-
sche Voraussetzung einordnen. Nichtsdestotrotz kann auf diese Voraussetzung nicht ver-
zichtet werden, wie man an folgenden beiden Beispiel(klass)en erkennt: Erstens wird durch
o-Endlichkeit ausgeschlossen, dass H gar nicht ganz € trifft, also (Jycy H # 2 ist und
p auf (Teilmengen von) Q \ (Jycq H beliebig gewéhlt werden kann. Zweitens liegt auch
beim Null-Préma = 0 auf dem Halbring H = {{z} : = € Q} U {0} der Einermen-
gen iiber einer iiberabzdhlbaren Menge 2 keine o-Endlichkeit vor. Auch dieser Fall, in
dem das NullmaB und das Uberabzihlbarkeitsmafl zwei verschiedene Fortsetzungen auf
o(H) = {A € P(2) : Aoder 2\ A hochstens abzihlbar} geben, wird in Teil (II) des

Satzes durch die Voraussetzung der o-Endlichkeit ausgeschlossen.
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38 KAPITEL 2. Allgemeine Mah- und Integrationstheorie

Als Nichstes folgt die angekiindigte Untersuchung von o(Zy). Diese kann in einem topo-
logischen Rahmen, der hier kurz angerissen wird, erfolgen. Man kann Topologien aber auch
vermeiden und im Folgenden stets an einen metrischen Raum €2 oder eine Teilmenge € von R"
denken, dann mit dem System 7T aller im tiblichen Sinn offenen Teilmengen von 2.

Eingeschobene Definition (Topologien, topologische Riume). Sei Q) eine Menge. Man nennt eine Teilmenge T
von P(Q) eine Topologie auf Q und (2, T) einen topologischen Raum, wenn gelten:

e PeT und QeT,
e T ist abgeschlossen unter endlichem Durchschnitt, d.h. fiir O,U € T ist stets auch ONU € T,

e T ist abgeschlossen unter beliebiger Vereinigung, d.h. aus O; € T fir alle i in einer beliebigen Indexmenge I folgt
stets | J;c; Oi € T .

Die Mengen in T nennt man dann die (T -)offenen Mengen und die Mengen A € P(Q) mit Q\ A € T die (T-)
abgeschlossenen Mengen.

Bemerkung (zu topologischen Rdumen). Trotz der formalen Ahnlichkeit der Definitionen erfahren Topologien in der
Mathematik eine génzlich andere Interpretation als o-Algebren. Man nutzt eine Topologie, um mit Hilfe von Umgebungen
viele Konzepte der Analysis zu verallgemeinern: Beispielsweise machen Inneres, Aufieres, Rand, Abschluss und Kompaktheit
von Mengen, Konvergenz von Folgen und Stetigkeit von Funktionen allgemein in/zwischen topologischen Ridumen Sinn.

Definition (Borel-o-Algebra). Sei (2, T) ein topologischer Raum. Die von den offenen Men-
gen erzeugte o-Algebra o(T) diber Q wird mit B(Q) bezeichnet’ und heifit die o-Algebra der
Borelschen Teilmengen von Q) oder kurz die Borel-o-Algebra iiber 2.

Zunéchst sei jetzt eine technische Beobachtung eingeschoben, die spéter niitzlich sein wird.
Eine Vorstellung von B(2) vermittelt erst die darauf folgende Serie von Bemerkungen.

Bemerkung (zur Borel-o-Algebren auf Teilmengen). Ist (€2,7) ein topologischer Raum und
versieht man eine Teilmenge X von Q mit der Spurtopologie 7|X :={ONX : O € T}, so ist
B(X) gleich der Spur-o-Algebra B(2)|X. Folglich gilt B(X) = B(Q2) N P(X) genau dann, wenn
X selbst in B() ist.

Beweis der Gleichheit B(X) = B(2)|X. Da definitionsgemi8 jede Menge aus 7|X die Form ONX mit O € T C B(R) hat,

gelten 71X C B(Q)|X und B(X) = o(T|X) C B(Q)|X. Zudem enthilt die o-Algebra {B € B(Q2) : BN X € B(X)} aus
einem &hnlichen Grund wie zuvor erst 7 und dann auch B(2). Deshalb gilt auch B(Q)|X C B(X). O

Bemerkungen und Beispiele (zu/von Borel-Mengen).
(1) Per Definition ist 7 C B(£2), mit anderen Worten: Jede offene Menge ist Borelsch.

(2) Da o-Algebren unter Komplementbildung abgeschlossen sind, gilt auch: Jede abgeschlos-
sene Menge ist Borelsch.

(3) Da o-Algebren unter abzihlbarem Durchschnitt und abzéhlbarer Vereinigung abgeschlossen
sind, folgt weiter: Abzdhlbare Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen, genannt F-
Mengen, und abzihlbare Durchschnitte von offenen Mengen, genannt Gg-Mengen, sind
Borelsch.

(4) Aus dem gleichen Grund sind auch F,5-Mengen und Ggs,-Mengen, d.h. abziéhlbare Durch-
schnitte von Fy-Mengen und abzéhlbare Vereinigungen von Gs-Mengen, die analog zu ver-
stehenden F,5,- und Gs,5-Mengen sowie weiter iterierte Bildungen alle stets Borelsch.

9Die Notation B(f) ist etwas ungenau, da B(Q) nicht nur von 2, sondern auch von 7 mafigeblich abhingt.
Meist ist die zugrunde liegende Topologie 7 jedoch aus dem Kontext klar.
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2.2. Das Lebesgue-Maf (auf der Borel-o-Algebra) 39

(5) Im Falle Q = R" sind somit alle “verniinftigen” Mengen (und viele mehr) Borelsch. Insbe-
sondere sind halboffene Quader wie in der Definition von Zy sowohl F, als auch Gs und
damit Borelsch, d.h. es gilt Zy C B(RY). Als Nichstes wird diese Inklusion noch verschiirft:

Satz (iiber die Erzeugung der Borel-o-Algebra von RY). Halboffene Quader erzeugen die Borel-
o-Algebra iber RN, d. h. fiir den zu Beginn des Abschnitts definierten Halbring Iy dber RN gilt

o(Iy) = B(RY).

Beweis. Es reicht,

In Co(T) und T C o(In) (%)
zu zeigen. Sind diese Inklusionen néamlich gezeigt, so gelten nach der Bemerkung zur erzeugten
o-Algebra auch o(Zy) C o(T) und o(7T) C 0(Zn), also o(Zn) = o(T) = B(X).

Zum Beweis der ersten Inklusion in () betrachtet man einen halboffenen Quader [a,b) € Zn
mit ¢ < b in RY. Man schreibt

oo

la,b) = m (a1—21,b1) x (aa—21,b3) x ... x (an—1,by)
i=1

als abzihlbaren Durchschnitt offener Mengen und erhilt [a,b) € o(T).
Zum Beweis der zweiten Inklusion in (*) sei O eine nicht-leere offene Menge in RY. Dann
hat 2 € O positiven Abstand dist(z, RY \ O) € R~ zum Komplement von O. Fiir ¢ € O N QY

sei rq 1= ﬁdist(q, RV \ O) € Rxp und

Qq = [ql—rq,ql—f—rq) X [qg—rq,qz—i—rq) X ... X [qN—Tq,qN—H“q) €ln.

Es reicht nun,

0= |J Qqeo(Ty)

qeoNQN

zu verifizieren. Zum Beweis dieser Gleichheit iiberlegt man
einerseits, dass der Abstand der Punkte in @), von ¢ maxi-
mal'? rq\/ﬁ = %dist(q, RN\ O) betrigt, diese Punkte also
noch in O liegen. Andererseits argumentiert man wie folgt:
Zu jedem z € O liisst sich ein zugehoriges ¢ € O N QYN mit
(14+2V/'N) |z—q| < dist(x, RV \ O) finden. Man erhilt dann Abb. 3: Zwei Quadrate des Typs

die Abschétzung Qg in einer offenen Menge in R?
1 1
rg = dist(¢, RN \ 0) > —=[dist(z, RV \ O) — |xz—ql|] > |z—q|,
1= St R 0) 2 [dis(s. RV 0) ~ [o—g]) > [o
und folglich gilt € Q. O

Bemerkungen (zu Varianten des letzten Satzes). Dieselbe Beweisidee zeigt:

(1) In jedem separablen!! metrischen Raum wird die Borel-o-Algebra vom System aller offenen
(oder auch aller abgeschlossenen) Kugeln erzeugt.

OFiir x € Qq gilt ja lr—q = /SN, (1-0)? < /XN, (r)? = rV/N.
"Definition: Ein topologischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzihlbare, dichte Teilmenge enthilt. Dabei
heiflt eine Teilmenge eines topologischen Raumes dicht, wenn ihr Aufleres die leere Menge ist.
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40 KAPITEL 2. Allgemeine Mah- und Integrationstheorie

(2) Uber Intervallen I in R gilt o(Z; NP(I)) = B(I).

Nachdem ¢(Zy) als die Borel-o-Algebra B(R) identifiziert wurde, wird nun endlich die
schon mehrfach angekiindigte Fortsetzung des Lebesgue-Pramafies zu einem Maf§ durchgefiihrt:

Korollar & Definition (Lebesgue-Maf}). Es gibt ein eindeutig bestimmtes Mafl LV auf
(RN, B(RY)), das auf Inx mit dem Lebesqueschen Primaf AN iibereinstimmt. Man nennt £~
das (N -dimensionale) Lebesgue-Maj3 (auf Borel-Mengen in RY).

Beweis. Da RN = J°, [~k, k)" die Vereinigung der AN-endlichen Quader [—k, k)™ ist, ist AV
ein o-endliches Pramaf. Nach dem MaBfortsetzungssatz kann AV somit auf genau eine Weise
zu einem Mafl £V auf (RY,0(Zy)) mit £V Iy = AN fortgesetzt werden. Gemif dem vorigen

Satz ist o(Zy) = B(RN). O

Man erwartet natiirlich und zu Recht, dass .2V die schon in der Einleitung des Kapitels
erwihnte Bewegungsinvarianz aufweist, die Rotations- und Translationsinvarianz zusammen-
fasst. Fiir den Moment werden aber nur die Translationsinvarianz und zusétzlich ein natiirliches
Skalierungsverhalten von .~ nachgewiesen, der Beweis der Rotationsinsvarianz bietet sich in
einem anderen Kontext an und wird auf den spéteren Abschnitt 2.11 vertagt.

Satz (iiber die Translationsinvarianz von Z%N). Seien A € B(RY) und x € RY. Dann ist
r+A € B(RN), und es gilt
LN (x+A) = 2N (A).

Beweis. Sei x € RV fiir den restlichen Beweis fixiert. Man priift nach, dass
B, :={AcB®R"Y) : z+A € B(R")} c BRY).

eine o-Algebra ist, die alle offenen Mengen enthélt. Mit der Bemerkung zur erzeugten o-Algebra
folgt daraus B, = B(R"), also z+A4 € B(RN) fiir alle A € B(R").

Durch .Z,(A) := ZN(z+A) fiir x € B(RY) kann jetzt eine Abbildung .%,: B(R™) — [0, 0]
definiert werden. Man rechnet nach, dass .%, ein Maf ist, und findet fiir [a,b) € Zy:

N N

Ze([a,0)) = AN (2+[a, ) = [ [ ((witbi)—(witas)) = [[(bi—a:) = AV ([a,D)).

i=1 =1

Also stimmt .%, auf Zy mit AV {iberein, und gemif dem Eindeutigkeitsteil des MaBfortsetzungs-
satzes folgt %, = ZN. Dies ist die Behauptung. O

Analoge Argumente ergeben zwar nicht die Rotationsinsvarianz von .2, aber iibrigens schon
die von B(RY).

Satz (iiber das Skalierungsverhalten von .#V). Seien A € B(RY) und r € Rxo. Dann ist
rA € B(RN), und es gilt
LN (rA) = NN (4).

Beweis. Fiir r € R~ beweist man dies weitgehend analog zum vorigen Satz mit dem Hilfs-Maf}
L. (A) :==rNZN(rA). Im Fall r = 0 ist nur £~ ({0}) = 0 zu zeigen, und dies ergibt sich aus
der fiir alle ¢ € R+ giiltigen Abschéitzung

2N ({o}) < 2N ([0,)) = AV([0,6)") = V. O
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Mit #hnlichen Argumenten lisst sich folgende universelle Eigenschaft von .#V nachweisen:

Satz (iiber die Eindeutigkeit von .Z). Jedes translationsinvariante Map auf (RN, B(RY))
mit 1((0,1)) < oo hat die Form p = v N mit einem v € R>o. Insbesondere ist £V das
einzige durch N ((0,1)Y) = 1 normierte, translationsinvariante Maf auf (RN, B(RN)) (und
auch das einzige durch ZN(0,1)) =1, ZN((0,11V) =1 oder £V ([0,1]Y) = 1 normierte).

Beweisskizze. Man iiberlegt sich zunéchst (ein dhnliches Argument kam schon in der Einleitung
dieses Kapitels vor), dass mit u((0,1)") auch v := u([0,1)") endlich ist. Durch Zerlegung
von |0, 1)N in kiky- ... -ky maBgleiche Teilquader ergibt sich dann, dass p und v.Z" auf allen
Quadern der Form [0, ﬁ) x [0, 1?12) X ...x [0, %) mit k; € IN iibereinstimmen. Daraus folgt die
Ubereinstimmung von g und v £ auf allen Quadern [a, b) mit a < bin Q" . Diese Quader bilden
einen Halbring, der B(R”Y) erzeugt. Gem#fl dem Eindeutigkeitsteil des MaBfortsetzungssatzes
gilt deshalb die Gleichheit p = v.Z" auf allen Mengen in B(RY). O

Die Vorgehensweise zur Konstruktion des Lebesgue-MaBes .2V lisst sich auf andere Mafie
iibertragen. Beispielsweise funktioniert sie auch fiir folgende Klasse von Maflen auf Intervallen in
R (die geméfl Abschnitt 2.12 tatséchlich schon alle ,,gutartigen“ Mafle auf Intervallen enthilt).

Satz & Definition (Lebesgue-Stieltjes-Mafle). Seien I ein offenes Intervall in R und
F: I — R eine nichtfallende Funktion. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Mafi L4 auf
(I,B(I)) mit

ZLL[a,b)) = F(b—)—F(a—)  fira<binl.
Man nennt £} das Lebesgue-Stieltjes-Mafi zu F (auf Borel-Mengen in RY).
Bemerkungen (zu Lebesgue-Stieltjes-Maflen).

(1) Die linksseitigen Grenzwerte F'(a—) und F(b—) existieren fiir monotones F stets in R. Ist
F linksseitig stetig, so kann man sie durch die Funktionswerte F'(a) und F'(b) ersetzen.

(2) GeméB den Stetigkeitseigenschaften von Maflen erhélt man fiir a < b in I auch

Zi((a,0)) = F(b=)=F(at), Zp((a,b]) = F(b+)=F(a+), Zp(la,b]) = F(b+)=F(a-).
Beispiele (von Lebesgue-Stieltjes-Maflen). Zwei Beispiele im Falle I = R sind:
(1) Fiir F(x) := yz+€ (mit v € Rxq, £ € R) ist £4 = v Z? ein Vielfaches des Lebesgue-Mafes.
(2) Fiir F =1, ist'? £} = 6, das Dirac-MaB zu p € R.

Beweisskizze zum Satz tiber die Existenz der Lebesgue-Stieltjes-Mafle. Man zeigt zunéchst, dass
A([a, b)) :== F(b—)—F(a—) ein Pramaf A" auf dem Halbring H := {[a,b) : a < bin I} iiber
I definiert. Dazu verfihrt analog zum Fall des Lebesgue-Primafles, kann die Argumentation im
vorliegenden 1-dimensionalen Fall teils sogar vereinfachen und benétigt nur beim Nachweis der
o-Subadditivitét folgende einfache Zusatzbeobachtung: Zu [a,b) € H und € € R~ gibt es immer
ein b € [a,b) mit F(b—) > F(b—)—¢ und folglich Ak ([a, b)) > AL([a,b))—e.

Da man das offene Intervall I als abzdhlbare Vereinigung von Intervallen aus H schreiben
kann, ist )\}F ein o-endliches Pramafl. Geméfl dem Maf}fortsetzungssatz besitzt )\11v also genau eine
Fortsetzung zu einem Maf auf (I, 0(#)), und es bleibt nur o(H) = B(I) zu zeigen. Letzteres folgt
aber aus der Gleichheit o(Z;NP (1)) = B(I) der fritheren Bemerkung (2) und den Beobachtungen
HCZiNPI) Co(H) (wobei H und Z; NP(I) sich iiberhaupt nur bei von oben beschrinktem
I um die Intervalle unterscheiden, die bis an den rechten Randpunkt von I heranreichen). [

12Genauer gesprochen ist .Z# die Einschrinkung des Dirac-Mafles §, von P(R) auf B(R).
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2.3 Nullmengen und Vervollstindigung von Maflirdumen

Definition (Nullmengen). Sei (2, <7, 1) ein Mafiraum. Eine Menge M € o heifit (u-) Null-
menge, wenn (M) =0 gilt.

Grundeigenschaften (von Nullmengen). Sei (2, %7, ) ein Mafiraum.

(1) Modifikation durch eine Nullmenge dndert das Mafl nicht, d.h. fir A € & und eine pu-
Nullmenge M € o gilt
H(AUM) = p(A) = p(A\ M).

Beweis. Wegen Monotonie ist u(M \ A) = 0, und per Additivitét ergibt sich u(AU M) =
w(A) + p(M\ A) = u(A). Genauso folgt pu(A) = u(A\ M) +pu(ANM) =pu(A\ M). O

(2) Abzihlbare Vereinigungen (J;2; M; von p-Nullmengen M; € 7 sind p-Nullmengen.

Beweis. Fiir endliche Vereinigungen ergibt sich dies induktiv aus (1). Mit einer Stetigkeits-
eigenschaft aus Abschnitt 2.1 folgt u( U2, MZ) = lim,;,— 00 ,u( Uz, Ml) =0. a

Speziell fiir das Lebesgue-MaB .V sind alle endlichen und alle abzihlbaren Teilmengen von
RY Nullmengen. Es gibt aber auch iiberabzihlbare Lebesgue-Nullmengen:

Beispiele (von Lebesgue-Nullmengen).

(1) Jeder echte affine Unterraum von R¥, also jeder k-dimensionale affine Unterraum von
RN mit k£ < N, ist eine .#"V-Nullmenge.

Teilbeweis. Man bemerkt zuerst, dass ein Unterraum abgeschlossen, also Borelsch ist. Da
ein k-dimensionaler Unterraum mit & < NV stets in einem (N —1)-dimensionalen Unterraum,
einer Hyperebene, enthalten ist, ldsst sich 0.E. k = N—1 annehmen. Tatséchlich wird jetzt
aber nur eine Achsen-Hyperebene H = {z € RY : 2, = 0} mit v € {1,2,..., N} behan-
delt. Fiir allgemeine Hyperebenen folgt die Nullmengen-Eigenschaft mit der Translations-
und Rotationsinvarianz von £, wobei der Beweis fiir letztere noch aussteht und erst im
spéateren Abschnitt 2.11 nachgetragen wird.

Zur Behandlung von H sei i € IN beliebig. Aus
LNHN=,)") < AWV{z e [-i,)Y : 0<z, <e}) = (20)V e

fiir alle £ € R~ schlieft man, dass H N [—1, i)N eine .ZV-Nullmenge ist. Nach Grundeigen-
schaft (2) ist dann auch H selbst eine .#V-Nullmenge. O

(2) Fiir N > 2 liefert (1) natiirlich Beispiele iiberabziihlbarer .#”-Nullmengen (denn jeder
Unterraum positiver Dimension ist iiberabzihlbar). Es gibt aber auch iiberabzihlbare
Z1-Nullmengen, und konkret ist die Cantor-Menge der mittleren Drittel eine solche;
dies wird in Rahmen der Ubungen gezeigt.

Oft erkennt man eine Menge T als pu-Nullmenge, weil T' C M fiir eine bereits bekannte u-
Nullmenge M € o gilt. Genau genommen ist dieser Schluss aber nur dann erlaubt, wenn man
Messbarkeit T' € &/ nachweisen kann. Bei nicht messbarem 7' ¢ &/ — und das kann durchaus
vorkommen — ist x(7") dagegen gar nicht definiert, und 7 ist keine p-Nullmenge im obigen Sinn.
Fiir MaBle, bei denen dieses Messbarkeits-Problem gar nicht auftritt, fiihrt man zunéchst eine
Terminologie ein.
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Definition (vollstindige Mafle und Maflirdume). Man nennt einen Mafraum (Q, 7, )
vollstindig und p ein vollstindiges Maj auf (Q, o), wenn jede Teilmenge einer u-Nullmenge
zu o/ gehort (und damit selbst eine pu-Nullmenge ist).

Ist ein Maf} p nicht vollstandig, so lasst sich obiges Problem nicht-messbarer Teilmengen von
Nullmengen einfach dadurch beheben, dass jede Teilmenge einer pu-Nullmenge per Definition zu
einer messbaren Menge erklédrt wird. Der folgende Satz sagt, dass dieses naheliegende Vorgehen
tatséchlich zu einer Fortsetzung von p zu einem Maf} auf einer grofleren o-Algebra fithrt:

Satz & Definition (Vervollstindigung von Mafien und Mafiriumen). Sei (2, .o, u) ein Majf-
raum. Dann ist

M, :=={AUT : T ist Teilmenge einer p-Nullmenge und A € 7.}
eine o-Algebra iber Q, es gilt &/ C M,,, und die Vorschrift
H(AUT) := u(A) fiir A € & und jede Teilmenge T einer u-Nullmenge

definiert ein vollstindiges Maf$ [t auf (Q, M) mit [i| , = p. Man nennt M,, die o-Algebra
der p-messbaren Mengen und bezeichnet i als Vervollstindigung von u beziehungsweise
(Q, My, 1) als Vervollstindigung von (2, .47, 11).

Bemerkung (zur Minimalitéit der Vervollstindigung). Ist (Q,&Z i) irgendein vollstandiger
Mafraum mit &/ C & und |, = p, so gilt M, C & und ﬁ|Mu = 1. In diesem Sinne ist
Tt die eindeutig bestimmte Fortsetzung von u zu einem vollstéindigen Maf auf dem kleinstmogli-

chen und natiirlichen Definitionsbereich M,,.

Beweis des Satzes. Man verifiziert problemlos, dass &/ C M, gilt und M, abgeschlossen unter
abzihlbarer Vereinigung ist. Um zu sehen, dass M, abgeschlossen unter Komplementbildung ist,
schreibt man das Komplement von AUT € M, mit A € & und T' C M mit einer p-Nullmenge
M als
Q\(AUT) = [Q\(AUM)] U [M\(AUT)] eM,.
— —

c o cM

Damit ist M, eine o-Algebra.
Weiterhin ist zu zeigen, dass 7& wohldefiniert ist. Besitze also M € M, zwei Darstellungen

AUT=M=AUT
mit A, Ae o, T C M, T C M und mit p-Nullmengen M und M. Dann gilt
AUMUM=AUMUM
und mit Grundeigenschaft (1) folgt
(A = wW(AUMUM) = p(AUMUM) = pu(A).

Folglich ist die Definition von f(M) unabhéngig davon, ob man die Darstellung M = AU T
oder die alternative Darstellung M = AU T betrachtet.

Schliefllich erfolgt der Nachweis, dass fr ein Maf ist, relativ problemlos mit den Grundeigen-
schaften (1) und (2). O
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44 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Ausgehend von einem Pramafl n auf einem Halbring H kann man den Maf3fortsetzungssatz
aus Abschnitt 2.2 und die Vervollstdndigung hintereinanderschalten. Man setzt also zuerst n zu
einem Maf p auf o(#H) und dann p zu einem vollstandigen Mafl zi auf M, fort. Speziell fiir das
Lebesgue-(Pri-)Maf priigt man folgende Terminologie fiir den so erhaltenen Mafiraum:

Definition (vervollstindigtes Lebesgue-Maf3). Die Vervollstindigung von (RN, B(RY), £N)
bezeichnet man mit (]RN,MN,W). Dabei nennt man MY = Myn die o-Algebra der
Lebesgue-messbaren oder £N -messbaren Teilmengen des RN, und 2N heifst das (ver-
vollstindigte) Lebesgue-Maj (auf messbaren Mengen in RYN). Oft schreibt man fiir das Maf
LN auf (RN, MN) dennoch kurz 2N und bringt die Notation N nur dann zum Einsatz, wenn
eine prizise Unterscheidung vom Lebesgue-Mafs 2N auf (RN, B(RN)) erforderlich ist.

Bemerkung. Die Sitze aus Abschnitt 2.2 zur Translationsinvarianz und zum Skalierungsver-
halten von .ZV auf (RY, B(RY)) iibertragen sich auf .V auf (RY, M¥). Mit Hilfe der Mini-
malitdt der Vervollstindigung kann man auflerdem eine Eindeuti@tsamssage13 iibertragen. In
Abschnitt 2.12 wird noch ein ,,schénerer* Eindeutigkeitssatz fiir £V formuliert.

Bemerkungen (zu nicht-Lebesgue-messbaren und nicht-Borelschen Teilmengen von RY).

(1) In Anbetracht der Translationsinvarianz von % folgt aus dem in der Einleitung des
Kapitels angegebenen Satz iiber die Unlosbarkeit des Mafliproblems die strikte Inklusion
M ; P(RY), also die Existenz nicht-Lebesgue-messbarer Mengen in R", fiir jedes
N € IN. Eine Analyse des fritheren Beweises zeigt, dass tatséchlich die dort mit dem Aus-
wahlaxiom konstruierte Menge A nicht in M® ist. Solche Beispiele nicht-messbarer Mengen
heiflen Vitali-Mengen in RY.

2) Tatsichlich gilt auch die strikte Inklusion B(R™) € MY, also insgesamt
=

BRY) & MY S PRY),

fiir jedes N € IN. Um dies nachzuweisen, kann man fiir N > 2 eine Menge in M*" \ B(R")
als A x {0}¥~! mit einer beliebigen nicht-Borelschen Teilmenge A von R, beispielsweise
einer Vitali-Menge A, konstruieren'®. In nur einer Dimension gestaltet sich die Konstruk-
tion einer Menge in M1\ B(R) etwas raffinierter, tatsiichlich erhilt man eine solche aber
beispielsweise als Urbild einer nicht-Borelschen Teilmenge von [0, 1] unter der sogenannten
Cantor-Funktion; man vergleiche mit den Ubungen.

(3) Tatséchlich kann man zeigen, dass MY gleichmichtig zu P(R) und B(RY) gleichmichtig
zu R ist. In diesem Sinn enthélt MY nicht nur mehr, sondern sogar viel mehr Mengen
als B(RY). Der Beweis dieser Aussagen beruht aber auf fortgeschrittener Mengenlehre und
iibersteigt den Rahmen der in der Vorlesung behandelten Mafitheorie.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird festgehalten, dass man ganz zum Lebesgue-Mafl auch
Lebesgue-Stieltjes-Mafle vervollstandigen kann:

13Es handelt sich um folgenden Sachverhalt: Ist (R”, .27, 1) vollstéindiger Mafiraum und sind < und p transla-
tionsinvariant mit B(RY) € & und u([0,1)") =1, so ist MY C &/ und pln =LV

4 An dieser Stelle wird auf eine Bemerkung aus Abschnitt 2.2 zuriickgegriffen, gemi8 der B(Rx{0}¥~!) =
BRY) N PRx{0}V71) gilt.
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Definition (vervollstindigte Lebesgue-Stieltjes-Mafle). Seien I ein offenes Intervall in R
und F': I — R eine nichtfallende Funktion. Man schreibt (I, M}, £}) fiir die Vervollstindigung
von (I, B(I),Z}) und nennt L4 das (vervollstindigte) Lebesque-Stieltjes-Maf zu F.

2.4 AuBere Mafle, Carathéodory-Konstruktion, Beweis des Maf-
fortsetzungssatzes

Der schon frither erwihnte, zweite Zugang zur Mafltheorie arbeitet mit Abbildungen auf der
ganzen Potenzmenge und basiert mafigeblich auf dem folgenden Begriff.

Definition (duflere Mafle). Eine Abbildung
a: P(2) — [0, 0]

heift ein dufBeres Maf iiber Q, wenn a(D) = 0 gilt und « in folgendem Sinn monoton und
o-subadditiv ist:

o Fir A,AeP(Q) mit AC A gilt stets a(A) < aA).
o Fir beliebige Ay, Ag, As, ... € P(Q) gilt

<UA> Z; a(4;).

Aus einem adufleren Maf3 lisst sich stets ein Mafl gewinnen:

Definition (Carathéodory-Kriterium fiir Messbarkeit). Sei « ein dufSeres Maf iber 2. Eine
Menge A € P(Q) heifst a-messbar, wenn sie beliebige Testmengen T' additiv zerlegt, wenn also

a(T)=a(TNA) +a(T\ A)
fiir alle T € P(Q) gilt. Man bezeichnet das System der a-messbaren Teilmengen von Q mit M.

Satz (von C. Carathéodory, ~1914). Sei « ein duferes Mafs iber Q2. Dann ist M, eine o-Algebra
iiber Q, und | st ein vollstindiges Maf auf (2, My).

Beweis. Zunéchst wird wie folgt gezeigt, dass M, abgeschlossen unter endlichen Mengenopera-
tionen ist. Sind A4, A € M, und ist T" € P(2) eine beliebige Testmenge, so ergibt sich aus der
Messbarkeit von A (erster und dritter Schritt) und von A (zweiter Schritt)

a(T) = a(TNA)+a(T\A) = a(TNANA)+a((TNA\A)+a(T\A) = a(TNANA)+a(T\(ANA)),

wobei der dritte Schritt benutzt, dass T\ (AN A) durch A in [T\ (ANA)]JNA = (TNA)\ A und
[T\ (ANA)]\ A = T\ A zerlegt wird. Damit ist ANA € M,, nachgerechnet, und M, ist beziiglich
endlichem Durchschnitt abgeschlossen. Man sieht leicht, dass M, beziiglich Komplementbildung
und folglich auch beziiglich endlicher Vereinigung abgeschlossen ist.

Verifiziert man noch, dass M, auch unter abzihlbarer Vereinigung disjunkter Mengen ab-
geschlossen ist, so folgt, dass M, eine o-Algebra ist (denn fiir beliebige Mengen B; € M, ist
dann auch (J;2) B; = U2, [BiN (Q\ Bi—1) N...N (Q2\ Ba) N (2 By)] € M,). Weist man
auferdem o-Additivitdt von a|,, nach, so folgt sofort, dass «|,, ein Maf} ist.
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46 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Konkret bleibt also zu zeigen, dass fiir disjunkte Aq, Ao, A3, ... € M, stets

A= G A e M, und a(A) = ia(Al)

i=1 i=1

gelten. Dazu seien T € P(2) und k € IN. Mit der a-Messbarkeit der A; erhiilt man

(TmUA) —aTﬂA1)+a<TﬁlLJ2A>

=a(TNA)+a(TnNA) —i—a(Tﬁ UAZ->
=3

k
Za (T'NA,)
=1

Da gemifl dem ersten Beweisschritt Ule A; € M, gilt, folgt hieraus

k

a(T)=a<T\OAi> +a<TﬂLkJAi> > o(T\A)+ > a(Tn4).

i=1 i=1 i=1
Durch Grenziibergang k — oo ergibt sich

a(T) > a(T\ A) —l—ia(TﬂAi) >a(T\A)+a(TNA)>aT),
=1

wobei die letzten beiden Ungleichungen Konsequenzen der o-Subadditivitdt von « sind. Aus
dieser Ungleichungskette liest man einerseits A € M, und mit der speziellen Wahl T" = A
andererseits a(A) = Y .2, a(A;) ab.

SchlieBlich ergibt sich die Vollstéindigkeit des Mafiraums (2, Mq, |, ) aus den Beobach-
tungen, dass fiir Teilmengen A von Nullmengen a(A) = 0 gilt, und, dass A € P(Q2) mit a(A) =0
stets in My, liegt (denn a(T'NA) =0 und o(T) < a(TNA)+a(T\A) =a(T\A) <«(T)). O

Umgekehrt liefert der néchste Satz ein allgemeines Verfahren zur Konstruktion duflerer Mafle
durch abzahlbares Uberdecken, mit dem man jedes Maf} zu einem dufleren Maf fortsetzen kann.

Satz (iiber die Carathéodory-Konstruktion). Sei . ein beliebige Teilmenge von P(§) mit
0 e &, und sei n: ¥ — [0,00] eine beliebige Abbildung mit n(0) = 0. Dann definiert die
Festlegung

:inf{Zn(Sj) :Sje S und A C USj} fir A € P(Q)
=1 =1

(mit der Konvention inf ) = co) ein duferes Mafi n* dber Q mit n*|, < n. Ist n ein Primaf
auf einem Halbring H iber Q, so gilt sogar n*|,, = 1, und jede Menge aus H ist n*-messbar,
d.h. H C My und folglich o(H) C M,

Der Beweis folgt in Kiirze.
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Bemerkungen (zur Carathéodory-Konstruktion).

(1) Fiir n: ¥ — [0, 00] mit 7(#)) = 0 und jedes Mengensystem &7 mit . C &/ gilt

(1) =n""
In diesem Sinn &ndert eine wiederholte Anwendung der Carathéodory-Konstruktion nichts.

Beweis. Die Ungleichung ‘>’ ergibt sich, wenn man in der Definition von (n*|ﬂ)* benutzt,
dass n* ein dufleres Maf ist. Ausgehend von n*|, < 7 erhdlt man auflerdem (n*|ﬂ)* <

(77*| y)* < n* und damit die umgekehrte Ungleichung ‘<’. O

(2) Ist n ein PramaB auf einem Halbring #, so kann man sich in der Definition von n* auf die
Betrachtung disjunkter S; beschrénken. Dies sieht man, indem man die disjunkt gemachten
Mengen §j =55\ (S1US2U...USj_1) wie frither als Vereinigung disjunkter H;; € H
schreibt und 7(S;) > Y"1 n(H, ;) abschitzt.

(3) Ist n: o/ — [0,00] mit () = 0 monoton und o-subadditiv auf einer o-Algebra 7, wie es
insbesondere im Fall eines Mafles n auf (€2, .o/) eintritt, so ldsst sich die Definition von n*
vereinfachen zu

n*(A) =min{n(A) : Ac o/, AC A}.
Fiir duBere MaBle n iber 2 (dann &/ = P(2)) trivialisiert sich n* = 1 natiirlich.
Der Beweis dieser Bemerkung ist Thema der Ubungen.

Eine technische Besonderheit aller mittels Carathéodory-Konstruktion erhaltenen dufleren
Mafle kann mit der folgenden Begriffsbildung beschrieben werden:

Definition (regulire duflere Mafle). Sei a ein dufSeres Maf§ iber Q und # C M,. Dann
nennt man « ein #-requlires dufleres Maj3, wenn fir alle A € P(Q) gilt:

a(A) =inf{a(R) : Re # und A C R}.
Als reguldres dufleres Majf$ bezeichnet man ein M-reguldres dufseres Maf o

Bemerkung (zur Regularitit (bei) der Carathéodory-Konstruktion). Aus obigen Bemerkun-
gen (1) und (3) folgt, dass das &duflere Mafl n* des Satzes stets

7(A) = (n*b(y))*(/x) — min{n*(S) : S€o(F)und AC S} fiir alle A € P(Q)

erfiillt. Ist 7 zumindest ein Pramaf} auf einem Halbring H = ., so ist das per Carathéodory-
Konstruktion erhaltene duflere Mafl n* wegen o(H) C M, also stets o(H)-reguléir und
damit insbesondere regulér.

Beweis des Satzes tiber die Carathéodory-Konstruktion. Monotonie von n* und die Ungleichung
n*|» < n ergeben sich direkt aus der Definition von n*.

Als erster echter Beweisschritt wird o-Subadditivitdt von #* mit dem 5-Trick nachgewiesen.
Seien dazu Ap, Az, As... € P(R2), wobei ohne Einschrinkung n*(A4;) < oo fiir alle i € IN ange-
nommen werden kann. Es gibt dann zu beliebigem ¢ € Ry stets §;; € % mit A; C U]Oil Si i

und
[oe)

* €
> n(Sig) <0 (Ad) + 5
j=1
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Wegen U2, 4i C U1 i folgt
r(Ua) < Sasi) < X [+ 5] = wran e
i=1 ij=1 i—1 i1

Wegen der Beliebigkeit von € € R~ ist n* somit o-subadditiv, also ein dufleres Maf.

Ist 1 ein Pramaf} auf einem Halbring H, so erhélt man die n*-Messbarkeit einer beliebigen
Menge A € H wie folgt: Seien T' € P(Q) und S1, 82, S3,... € Hmit T C (J32, S;. Mit der Halb-
ringeigenschaft von H kann man dann S;\ A = (J;%, H, ; fiir disjunkte Hy ;, Ha j, . .. yHpm, 5 €H
schreiben. Mit der Additivitit von n und der Definition von n* (angewandt fiir die Uberdeckun-
gen von T'N A durch die S; N A und von T'\ A durch die H; ;) erhélt man erst

0 e’} oo My
Do) =D 0(S;NA) + Y n(Hig) = n (TN A) +9"(T\ A).
Jj=1 Jj=1 j=11i=1

Da die S; eine beliebige Uberdeckung von T durch Mengen aus H bilden, folgt per Definition
von n* dann
n(T)zn (TNA) +n°(T'\ A).
In Anbetracht der Subadditivitéit von n* zeigt dies die n*-Messbarkeit von A.
SchlieBlich ist, weiter im Fall eines Pramafes n auf einem Halbring H, noch n*(A4) > n(A)

fiir A € ‘H nachzuweisen. Nach Definition der Carathéodory-Konstruktion und der zugehérigen
Bemerkung (2) geniigt es dazu, fiir disjunkte S1,S2,S53,... € H mit A C U S; gerade

Z n(S;) =

=1

zu zeigen. Zum Beweis dieser Ungleichung schliefit man zunéichst aus der Definition des Halb-
rings, dass S; N A € H sowie S; \ A = Uzzjl H; ; fiir disjunkte Hy j, Haj,..., Hpy, j € H gelten.
Mit der o-Additivitat von n ergibt sich dann wie benotigt

5o =3 (1550 4+ Y a(t)) = 3on(s;014) = () 0

Mit den in diesem Abschnitt behandelten Sitzen lasst sich der erste Teil des MafBlfortset-
zungssatzes aus Abschnitt 2.2 problemlos beweisen:

Beweis des Existenzteils des MafSfortsetzungssatzes. Sei n: H — [0, 00| ein Pramafl auf einem
Halbring H iiber 2. Gemé&fi dem Satz iiber die Carathéodory-Konstruktion ist ™ ein &ufleres
Maf mit n*|,, = 7 und o(H) C M,+. Nach dem ersten Satz dieses Abschnitts ist dann n*an*
und erst recht n*| o (H) eine Fortsetzung von 7 zu einem MaSf. O

Um den zweiten Teil des Maffortsetzungssatzes zu beweisen, wird zusétzlich folgendes Ein-
deutigkeitslemma fiir duflere Mafle verwendet:

Eindeutigkeitslemma. Sein: H — [0, 00] ein o-endliches Primaf auf einem Halbring H dber
Q. Fir jede Fortsetzung pn von n zu einem Maf auf (2, 9/) mit H C o/ C M, gilt p* = n*.
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Beweis. Der Satz iiber die Carathéodory-Konstruktion gibt u* < n* und u*|,, =n=n"|4.
Als Néchstes zeigt man n*(A) < p(A) fir alle A € & mit n*(A) < oo. Fiir solches A und
€ € Ryq gibt es 51,5,53,... € H mit A C U;il S; und

> on(S) < (A) +e.

J=1

Es wird nun angenommen, dass die S; disjunkt sind (denn andernfalls kann man sie geméfl
Bemerkung (2) zur Carathéodory-Konstruktion disjunkt machen). Mit der o-Additivitit von n*
auf den messbaren Mengen A, S; € M+ erhédlt man

w(Usia) <o (Usia) =Y as)-n <e.
j=1 j=1 j=1
Aufgrund von JjZ, Sj € o(H) C o folgt

n(A4) < ZZU(SJ‘) =M<©15j) :M(A)+ﬂ<65j\A> < u(A)+e.

=1

Wegen der Beliebigkeit von e, muss also n*(A4) < u(A) gelten. Unter Verwendung der o-
Endlichkeitsvoraussetzung folgt n*(A) < p(A) fir alle A € o/, und mit Bemerkung (1) zur
Carathéodory-Konstruktion erhdlt man schlielich n* = (n*| )" < p*. O

Beweis des Eindeutigkeitsteils des Maffortsetzungssatzes. Sein: H — [0, 0o] ein fixiertes o-end-
liches Pramafl auf einem Halbring H {iber €2, und sei u eine Fortsetzung von 7 zu einem Mafl
auf (2,0(H)). GeméB dem Satz {iber die Carathéodory-Konstruktion gelten p = p* |, und
o(H) € M,~. Die Anwendung des vorausgehenden Lemmas mit &/ = o(H) zeigt p* = n*.
Insgesamt gilt also p = n*| et und p ist durch n eindeutig bestimmt. O

Fiir messbare Mengen beziiglich eines Mafles p und eines &ufleren Mafles o wurden sehr
ahnliche Bezeichnungen eingefiihrt: Die o-Algebra M,, der p-messbaren Mengen (im vorigen
Abschnitt im Rahmen der Vervollstindigung definiert) und die o-Algebra M, der a-messbaren
Mengen (iiber das Carathéodory-Kriterium definiert) sind nur dadurch unterscheidbar, dass
einmal ein Maf, einmal ein &uBeres MaB als Index auftritt. Diese Ahnlichkeit ist beabsichtigt und
wird nun dadurch gerechtfertigt, dass die beiden Konzepte messbarer Mengen im Wesentlichen
tibereinstimmen: Ist einerseits « ein &ufleres Maf, so wurde p := a,, schon als vollsténdiges
Maf} erkannt, und M, = M, gilt trivial. Geht man andererseits von einem o-endlichen Maf u
aus, so besagt der néchste Satz, dass fiir a := p* ebenfalls M, = M, gilt.

Satz (,,u*-Messbarkeit gleich u-Messbarkeit®). Sei u ein o-endliches® Maf§ auf (Q,.%7)
und p* das mittels Carathéodory-Konstruktion gebildete dufere Maf. Dann ist (€2, M, u* |Mu*)

die Vervollstindigung von (2, o/, 1), d.h. es gelten M= = M,, und ,u*|MH* =T.

5 Auf die o-Endlichkeitsvoraussetzung kann nicht verzichtet werden: Der Mafraum (Q,4,€|,,) mit der o-
Algebra & :={A € P(Q) : Aoder 2\ Aist abzéhlbar} und dem Zahlmaf ¢ ist vollsténdig, also Mg = /.

Aber fiir das duere Ma8 (£|_,)" = & ist M¢ ganz P(£2) und damit bei iiberabzihlbarem 2 echt grofler als <.
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Beweis des Satzes. Gemifl dem ersten Satz dieses Abschnitts ist (2, My», u*| 4 ) ein vollstindiger Maraum, und nach
u

dem Satz iiber die Carathéodory-Konstruktion gelten &/ C M+ und p*|_, = pu. Mit der Bemerkung zur Minimalitét
der Vervollstindigung folgen daher M, C M = und p* Im, = #. Um die umgekehrte Inklusion M« C M, zu zeigen,

betrachtet man ein A € M« und reduziert mit Hilfe der vorausgesetzten o-Endlichkeit auf den Fall u*(A) < oo. Die
frithere Bemerkung (3) liefert erst ein A € & mit A C A und p*(A) = u(A) = p*(A) und in Folge auch ein M € &/ mit

A\AC M und p*(A\ A) = (M) = p*(M). Mit dem Carathéodory-Kriterium fiir Messbarkeit und der Endlichkeit von
u*(A) ergibt sich

0= " (A) — " (4) = p*(A\ A) = p* (M)

Damit ist A = (A\M)U(ANM) € M, denn A\ M = A\ M ist in &/, und AN M ist Teilmenge der pu-Nullmenge M. [

Insgesamt ergibt sich aus den Resultaten dieses Abschnitts die folgende Korrespondenz zwi-
schen den beiden (schon in der Einleitung angesprochenen) Zugéngen zur MaBtheorie:

Korollar (Korrespondenz zwischen Maflen und dufleren Maflen). Fiir jede Menge ) ist
die Carathéodory-Konstruktion (0, <7, u) — p* eine Bijektion von den o-endlichen, vollstindi-
gen Maprdumen iiber Q auf die o-endlichen'S, requliren duferen Mafle iber Q. Die Umkehrung

dieser Bijektion ist die Finschrinkung o — (Q, M, O‘|Ma)'

Beweis. Aus den vorausgehenden Séitzen ergibt sich, dass die angegebenen Abbildungen wohl-
definiert und zueinander invers sind. Im Einzelnen ist p* nach dem Satz {iber die Carathéodory-
Konstruktion und den folgenden Bemerkungen ein regulires dufleres Mafl mit p*| , = p. Damit
ist klar, dass p* die o-Endlichkeit von p erbt, und nach dem letzten Satz gilt M,» = M, = &/
(weil p vollsténdig ist). Umgekehrt ist (€2, Ma, @], ) nach dem ersten Satz des Abschnitts ein
vollstandiger Mafiraum, der die o-Endlichkeit von « erbt, und wegen der Regularitét von o und

(04|Ma)* gilt (a]p, )" = O
Zum Abschluss dieses Kapitels sei noch festgehalten:

Korollar & Definition (dufleres Lebesgue-Ma83). Die aus dem Lebesgue-Primaf und dem
(vervollstindigten) Lebesque-Maf gebildeten dufseren Majse ()\N)*, (.,Z”N)* und (.,?N)* stimmen
iiberein, und die o-Algebra ihrer messbaren Mengen ist M. Man nennt das tibereinstimmende
dufere Maf das (N -dimensionale) dufSere Lebesgue-Majs.

Beweis. Aus dem Eindeutigkeitslemma dieses Abschnitts entnimmt man (g N )* = (AN )*, und
aus dem letzten Satz folgt M oy = MY Aufgrund der letzten Gleichheit kann das Lemma

erneut angewandt werden, um auch (.Z N )* = (.Z N )* einzusehen. O

2.5 Messbare Funktionen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit messbaren Funktionen, die, ganz grob gesprochen, mess-
bare Mengen in einem Messraum in messbare Mengen in einem anderen Messraum iiberfiithren
und damit die Messraum-Struktur(en) respektieren. Als Wertebereich werden dabei des Ofteren
die erweiterten reellen Zahlen

R :=[~00,00] = RU {—00, 0}

6 Riir suBere MaBe wurde o-Endlichkeit, genau genommen, noch nicht definiert, deshalb hier die zu (Pré-)MaBen
analoge Definition: Eine dufleres MaBl « iiber €2 heifit o-endlich, wenn es E1, F2, E3,... € P(Q) mit a(F;) < o0
fir alle i € N und (J;2, Es = Q gibt.
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2.5. Messbare Funktionen 51

auftreten, die als topologischer!” Raum mit zugehériger Borel-o-Algebra B(R) aufgefasst werden
und fiir die ab jetzt immer die Konventionen 0 - (£00) := 0 =: (£o00) - 0 unterstellt werden.

Definition (messbare Funktionen). Seien (2, 97) und (X,.) Messrdume. Eine Funktion
f:Q— X heifst (o/,.7)-messbar, wenn f~1(S) € & fiir alle S € .7 gilt.

Bemerkungen (zur Messbarkeit von Funktionen).

e Gelegentlich notiert man fiir («7,.%)-messbares f: Q — X auch f: (Q, &) k- (X,7).

e Mit der Notation f~1(.%) := {f1(S) : S € ./} kann die Bedingung aus der Definition
der (o7,.)-Messbarkeit zu f~1(.#) C & verkiirzt werden.

e Dass man in der Definition mit Urbildern f~1(S) von S € .#, nicht etwa mit Bildern f(A)
von A € & arbeitet, liegt unter anderem daran, dass Urbilder sich besser mit Mengen-
operationen vertragen: Zum Beispiel gilt stets f~1(S1 N S2) = f~1(S1) N f~1(S2), aber im
Allgemeinen nur f(A; N As) C f(A1) N f(Asg). Tatséchlich ist mit . auch f~1(.%) stets
eine o-Algebra, die sogenannte Urbild-o-Algebra von . unter f.

Bezeichnungen (fiir messbare Funktionen). Fiir Funktionen f:  — X mit topologischem
Zielraum X benutzt man folgenden Abkiirzungen:

(1) Anstelle von (&7, B(X))-messbar schreibt man kurz </-messbar. Ist x4 ein Maf auf (2, &),
so vereinbart man als Abkiirzung fiir M,-messbar die Bezeichnung p-messbar'®.

(2) Ist Q ebenfalls ein topologischer Raum, so heiflen die (B(Q2), B(X))-messbaren Funktionen
auch Borel-messbare Funktionen, Borelsche Funktionen oder kurz Borel-Funktionen.

(3) Fiir Lebesgue-messbares Q C RY, mit anderen Worten also fiir Q € MY, nennt man
(MN|Q, B(X))-messbare Funktionen Q — X auch #~-messbar oder Lebesgue-messbar.

Bemerkungen (zu messbaren Funktionen).
(1) Konstante Funktionen f: Q — X sind stets (7, .7)-messbar.

(2) Eine charakteristische Funktion 14:  — R mit A € P(f) ist genau dann o/-messbar, wenn
A € o gilt, wenn also A selbst <7-messbar ist.

(3) Den Nachweis der (.7 )-Messbarkeit von f kann man sich oft betrichtlich erleichtern,
wenn man einen Erzeuger & mit o(&) = . kennt. Zeigt man dann némlich nur f~1(&) C 7,
so folgt schon (<7, .7)-Messbarkeit von f.
Zum Beweis dieser Behauptung zeigt man die allgemeine Gleichheit f~1(c(&)) = o(f~(&)) (denn dann bleibt
FU() als die von f~1(&) erzeugte o-Algebra in &). Die Inklusion ,, D¢ der Gleichheit ergibt sich daraus, dass die

o-Algebra f~1(c(&)) mit f~1(&) auch o(f~1(&)) enthilt. Die (hier eigentlich benéstigte) Inklusion ,C“ ergibt sich,
weil {S € P(X) : f~1(S) € o(f~1(&£))} eine o-Algebra ist, die & und damit auch o(&) enthiilt. O

T Tatséchlich kann man R sogar als metrischen Raum auffassen, beispielsweise mit der bei Konvention
arctan(+oo) := +% durch d(z,y) := |arctany—arctanz| fiir z,y € R definierten Metrik d auf R. Die Topo-
logie von R ergibt sich dann als System der beziiglich dieser Metrik offenen Mengen. Dieselbe Topologie erhilt
man aber auch aus etwas anderen Metriken, weshalb man auf R tatsichlich nur die Topologie, aber keine Metrik
als kanonisch betrachtet.

18Ubrigens ist pu-Messbarkeit per Definition dasselbe wie Ti-Messbarkeit beziiglich der Vervollstindigung 7.
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52 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

(4) Insbesondere lédsst sich der vorige Punkt auf Erzeuger der Borel-o-Algebra anwenden und
liefert beispielsweise folgende Aussage: Wenn fY((a,x]) € & fiir alle a € Q gilt, so ist
f: € — R schon &/-messbar.

(5) Kompositionsregel: Fiir («7,.7)-messbares f: Q@ — X und (,%)-messbares g: X — )
ist die Komposition go f: Q — Y stets (&7, % )-messbar.

Bemerkungen (zu Borel-Funktionen und Lebesgue-messbaren Funktionen). Fiir topologische
Réume 2, X und ) ergeben sich aus den vorausgehenden Bemerkungen einige Folgerungen:

(1) Ist f: Q — X stetig, so ist fiir jede offene Menge O in X das Urbild f~(O) offen in Q.
Deshalb ist jede stetige Funktion f: 2 — X eine Borel-Funktion.

(2) Fiir Borel-Funktionen f: @ — X und g: X — Y ist auch go f: Q@ — ) stets Borel-Funktion.

Ist p ein Maf iiber Q mit B(Q2) C M, (zum Beispiel .£%, eines der spiter eingefithrten Radon-
MafBe oder eine Einschréinkung eines solchen auf eine seiner messbaren Mengen), so gilt zudem:

(3) Jede Borel-Funktion f: Q@ — X ist u-messbar.
(4) Fiir p-messbares f: Q — X und Borelsches g: X — Y ist go f: Q — ) stets p-messbar.

(5) Dagegen ist fiir stetiges f: RY — RY und .Z"-messbares g: RV — R die Komposition
go f im Allgemeinen nicht'® #~-messbar.

Tatséichlich sind auch stiickweise stetige Funktionen sowie alle ,, verniinftigen* und praktisch
relevanten Funktionen Borel-Funktionen und damit py-messbar. Auflerdem zeigen die Kompo-
sitionsregeln, dass Summen, Linearkombinationen, Produkte, Quotienten, Maximum,
Minimum, etc.?’ von endlich vielen Borelschen beziehungsweise p-messbaren Funktionen, so-
weit definiert, wieder Borelsch beziehungsweise p-messbar sind. Dass Messbarkeit von
Funktionen zudem bei Grenziibergéngen erhalten bleibt, wird in diesem Abschnitt noch gezeigt.

Es folgt eine einfache und zugleich extrem niitzliche Begriffsbildung der Maftheorie:

Definition (fast-iiberall bestehende Eigenschaften). Sei (2, 7, 1) ein Mafsraum, und fiir
jedes x € Q sei eine von x abhdngige Eigenschaft oder Aussage E(x) gegeben. Man spricht
davon, dass E(x) fir p-fast-alle x € Q gilt, wenn {x € Q : E(x) gilt nicht.} eine i-Nullmenge
ist. In gleicher Bedeutung sagt man auch, die Figenschaft E gelte p-fast-iiberall auf ).

Bemerkung (zu fast-iiberall bestehenden Eigenschaften).

e Die Definition wird héufig auf Aussagen des Typs f(z) x g(z) mit x€ {=,<,>, <, >, #}
und Funktionen f,g: 2 — R angewandt. Insbesondere bedeutet eine u-fast-iiberall auf €2
giiltige Gleichheit f = g, dass {z € Q : f(z) # g(z)} eine r-Nullmenge ist.

9Fiir N > 2 sicht man dies, wenn man f(z) := (21,0,0,...,0) und g := 1 4 oy~-1 mit einer Vitali-Menge A
in R wiihlt, denn dann ist (go f)"'({1}) = Ax R¥ ! ¢ MY Im Fall N = 1 sieht man es an f := (id4+F)~" mit
der Cantor-Funktion F' und g := 174y mit einer nicht-Lebesgue-messbaren Menge A, so dass f(A) Teilmenge
der Cantor-Menge ist.

20Fs geht bei all diesen Operationen um Kompositionen des Typs g o (f1, f2, ..., far), bei denen f1, fo,..., fm
mittels einer Borel-Funktion g: R"Y — R zusammensetzt werden. Um o/-Messbarkeit der Komposition zu folgern,

weist man mit Hilfe eines geeigneten Erzeugers von B(EM) (wie {O1xO2x ... X0 : O; offen}) nach, dass aus
o/ -Messbarkeit der f; die o/-Messbarkeit von (f1, f2, ..., fum) folgt, und wendet dann die Kompositionsregel an.
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2.5. Messbare Funktionen 53

e Ein weiterer wichtiger Spezialfall ist die u-fast-iiberall Konvergenz f; k—> f von
—00

Funktionen fj: 2 — & gegen eine Grenzfunktion f: Q — X.
Als erstes Beispiel-Resultat zu fast-iiberall bestehenden Eigenschaften wird festgehalten:

Proposition. Sei (2,97, ) ein Mafsraum, und f,g, fr: @ — X seien Funktionen in einen
topologischen Raum X .

o (ilt u-fast-iiberall f = g auf Q mit p-messbarem g, so ist f ebenfalls p-messbar.

o Ist X sogar metrischer Raum, sind die fi alle u-messbar, und tritt p-fast-iberall auf
Konvergenz fi. k—> f ein, so ist f ebenfalls p-messbar.
—00

Beweis. Der Beweis der ersten Aussage ist einfacher als der der zweiten (und bei metrischem X
sogar ein echter Spezialfall). Deshalb wird nur die zweite Aussage behandelt. Fiir

G:={x€Q : fi(x) konvergiert bei k — oo gegen f(x)}

ist nach Voraussetzung 2\ G eine fi-Nullmenge und damit insbesondere G € M,,. Sei nun O
offen in X. Fiir z € G gilt dann

f(z) €0 <= Fi,k € N: VL € Nxy: dist(fo(z), X\ O) > 1,

7

und dies ldsst sich zu

[c Sue OlNe ]

anrro)=anlJ N {yex : dist(y,x\0) > 1})

i=1k=14=k

offen in X

umschreiben. Wegen der u-Messbarkeit der f; liest man G N f~1(0) € M,, ab. Als Teilmenge
einer y-Nullmenge ist auch f~1(0)\ G € M,, messbar, daher ist f~1(0) € M, fiir jede offene
Menge O in X gezeigt. Da die offenen Mengen B(X') erzeugen, folgt die behauptete (M, B(X))-
Messbarkeit von f. O

Bemerkung. Allgemeine Aussagen iiber p-messbare Funktionen gelten analog fiir .«/-messbare
Funktionen beziiglich beliebiger o-Algebren &/, wenn man pu-fast-iiberall bestehende durch
iiberall bestehende Eigenschaften ersetzt. Formal kann man dies durch Anwendung von ,,u-
Resultaten“ auf ein MaBl ;1 mit M, = & einsehen; konkret kann man dazu p = £|_, mit dem
ZahlmaB & wéhlen (bei dem es ja keine-nichttrivialen Nullmengen gibt und deshalb tatséchlich
M,, = 4 ist). Insbesondere ergibt sich somit aus der Proposition, dass punktweise Limites von
Borel-Funktionen (mit Werten in einem metrischen Raum) wieder Borelsch sind.

Aus den fritheren Folgerungen und der Proposition ergibt sich, dass alle praktisch relevanten
Operationen mit Folgen von Borel-Funktionen beziehungsweise p-messbaren Funktionen wieder
Borel-Funktionen beziehungsweise p-messbare Funktionen ergeben. Beispielsweise sieht man das
fiir die Operationen sup und lim sup ein, indem man sie folgendermafien in punktweise Limites
umschreibt:

sup fr = lim max{fi, fo,..., fx} und limsup fr = lim < sup fk> .
keEN k—o0 k—o00 M= \ k€N>,

Analog begriindet man die Erhaltung von Messbarkeit bei inf und lim inf sowie bei Reihen.

Als Néchstes wird eine Definition messbarer Treppenfunktionen gegeben und die (monotone)
Approximation durch solche diskutiert.
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Definition (Treppenfunktionen). Sei (,.%7) ein Messraum, und sei g: Q — R eine o -
messbare Funktion. Man nennt g eine (< -) Treppenfunktion, wenn g hichstens abzihlbar
viele Werte annimmt. Nimmt g nur endlich viele Werte an, ist also endliche Linearkombination
charakteristischer Funktionen, so heifit g eine (< -) Treppenfunktion mit endlich vielen Stufen.

Verfahren (Standard-Ausdehnungsprozedur der Integrationstheorie). Eine sehr hiufi-
ge Vorgehensweise der Integrationstheorie basiert auf der Verwendung von Treppenfunktionen
und verlduft wie folgt: Man beweist eine Aussage iiber o -messbare Funktionen (oft im Zusam-
menhang mit Integrierbarkeit und Integralen und bei linearem Auftreten der Funktion), indem
man sie schrittweise verifiziert,

erst fiir charakteristische Funktionen 14 zu A € <,

e dann fir o -Treppenfunktionen g: Q@ — R>o (mit endlich vielen Stufen), die man als
endliche oder unendliche Linearkombinationen charakteristische Funktionen darstellt,

e dann fiir nichtnegative <7 -messbare Funktionen f: Q — [0,00] mit dem nichsten Lemma,

o schliefilich fiir messbare Funktionen f: Q — R durch Zerlegung f = fi—f_ in Positiv-
und Negativteil,

o und eventuell noch fir RM -wertige messbare Funktionen f: Q — RM durch Betrachtung
der Komponentenfunktionen.

Auch im weiteren Verlauf der Vorlesung wird noch einige Male so vorgegangen. Der Ubergang
von Treppenfunktionen zu nichtnegativen Funktionen basiert dabei oft auf:

Lemma (zur Approximation nichtnegativer, messbarer Funktionen durch Treppenfunktionen).
Sei (2, 47) ein Messraum, und sei f: Q — [0,00] eine nichinegative, o7 -messbare Funktion.
Dann gibt es eine Folge von < -Treppenfunktionen gi: @ — R>o mit endlich vielen Stufen, so
dass g1 < g2 < g3 < ... gilt und gy, kjo f punktweise auf Q konvergiert.

Zum Beweis wahlt man die g konstant auf gewissen Zwischenniveaumengen von f. Im
Finzelnen gibt es etliche Vorgehensweisen, eine solche ist Thema der Ubungen.

Als Beispiel fiir eine Anwendung der Standard-Ausdehnungsprozedur und des Lemmas wird
eine erwdhnenswerte Beobachtung iiber den Zusammenhang zwischen Lebesgue- und Borel-
Messbarkeit festgehalten. Tatséichlich unterscheiden sich diese Konzepte — wie ja auch MY
und B(RY) — nur um Nullmengen:

Satz. Sei (Q,.97, ) ein Mafraum. Eine Funktion f: Q — R ist genau dann p-messbar, wenn es
ein o/ -messbares g: Q0 — R gibt, so dass p-fast-iberall g = f auf Q gilt. Man nennt ein solches
g einen of -messbaren Reprdsentanten von f.

Insbesondere ist f: A — R mit A € MY genau dann £V -messbar, wenn es eine Borel-
Funktion g: A — R g¢ibt, so dass LN -fast-iiberall g = f auf A gilt. Man nennt ein solches g
einen Borel-Reprdisentanten von f.

Beweisskizze. Die Implikation ,, <= ¢ folgt direkt aus der letzten Proposition. Die umgekehr-
te Implikation ,, = “ beruht darauf, dass jede M,-messbare Menge sich nach Definition der
Vervollstdndigung nur um eine z-Nullmenge von einer «7-messbaren Menge unterscheidet. Aus
dieser Beobachtung ergibt sich Behauptung fiir charakteristische Funktionen und damit auch
fiir Treppenfunktionen; man vergleiche mit Fuinote 24 im néchsten Abschnitt. Fiir nichtnega-
tives f wendet man jetzt das vorige Lemma (mit M, anstelle von /) an und macht die so
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2.5. Messbare Funktionen 55

erhaltenen M, ,-Treppenfunktionen g, durch Modifikation auf f-Nullmengen zu 2/-messbaren
gr mit 0 < g1 < g9 < g3 <...auf Q. Wegen Monotonie konvergieren die g, punktweise gegen
eine [0, oo]-wertige Funktion g, die p-fast-iiberall auf 2 mit f iibereinstimmt. Aufgrund der letz-
ten Proposition ist ¢ als Limes der ¢, ebenfalls .o/-messbar, und damit ist die Behauptung fiir
nichtnegatives f gezeigt. Fiir allgemeines f folgt sie problemlos durch Zerlegung f = f1—f_. O

Wie schon zuvor diskutiert, ist Stetigkeit unter der schwachen Annahme B(2) C M, eine
deutlich stéirkere Anforderung an eine Funktion f: Q — X" als p-Messbarkeit, und gleichméfige
Konvergenz ist eine deutlich stirkere Anforderung an eine Funktionenfolge als ihre Konvergenz
p-fast-iiberall. Nichtsdestotrotz stellen die folgenden S&tze von Lusin und Egoroff verbliiffend
enge Beziehungen zwischen diesen Begriffsbildungen her: Grob gesprochen, ist geméfl dem Satz
von Lusin jede pu-messbare Funktion fast stetig, und gem&fl dem Satz von Egoroff ist
jede p-fast-iiberall konvergente Folge fast gleichmiflig konvergent. Entscheidend ist
natiirlich das Wort ,fast“, das hier ,,bis auf Mengen kleinen Mafles“ bedeutet. Eine prézise
Fassung der Sétze folgt:

Satz (von Lusin, ~1912). Seien Q eine offene oder abgeschlossene Teilmenge von RN und
=N, oder sei allgemeiner u ein Radon-Maf (dieser Begriff wird in Abschnitt 2.12 definiert)
auf einem fiir solche zuldssigen topologischen Raum (). Sei zudem X ein metrischer Raum, der
eine abzdihlbare dichte Teilmenge enthdilt, und sei f: Q — X eine u-messbare Funktion. Dann
gibt es zu jedem & € R~ eine abgeschlossene Teilmenge As von Q0 mit

fla, stetig und u(Q\As) < 9.
Im Fall p(2) < oo kann As zudem kompakt gewdhlt werden.

Bemerkung (zum Satz von Lusin). Die Stetigkeit von f| A, im Satz von Lusin impliziert nicht,
dass die auf ganz () definierte Funktion f an irgendeiner Stelle in 2 oder As stetig sein muss.
Dies sieht man schon fiir g = .~ am Beispiel der Borel-Funktion f = 1g. Im Fall X = RM
kann man aber tatséchlich (was hier nicht bewiesen wird) f| 4, stetig auf ganz € fortsetzen, d.h.

stetige Funktionen gs: Q@ — RM™ mit g5 = f auf As konstruieren.

Beweisskizze. Zuerst wird der Fall p(2) < oo behandelt. Wegen der Abzéhlbarkeitsvorausset-
1

zung lisst sich A fiir jedes ¢« € IN durch abzéhlbar viele Kugeln vom Radius 5; iiberdecken.
Aus der Kugeliiberdeckung ergibt sich eine Zerlegung von X’ in abzihlbar viele disjunkte Borel-
Mengen Y;1,Yi2,Yi3,... vom Durchmesser < % Die Urbilder B;; := f~(Yi;) € M, bilden
(weiter bei festem i) eine disjunkte Zerlegung von 2, und gemif einer Regularititseigenschaft
von Radon-MaBen 4 (die in den Ubungen im Wesentlichen schon bewiesen wurde) findet man
abgeschlossene Teilmengen A; ; von Q mit 7i(B;; \ A; ;) < 27776, Da Q als abzihlbare Verei-
nigung kompakter Mengen geschrieben werden kann (fiir offenes oder abgeschlossenes Q ¢ RV
klar und bei Radon-MaBen spéter leicht einzusehen), ldsst sich ohne Einschrinkung annehmen,
dass die A; ; kompakt sind. Unter Verwendung der Endlichkeitsvoraussetzung p(€2) < oo folgt
limy oo /L(Q \ U?:l Ai,j) = IU,(Q \ U;il Ai,j) = Z]Oil ﬁ(Bi,j \Ai,j) < 27%), und daher gibt es zu
jedem ¢ € IN ein k; € IN mit ,u(Q \ Uf;l Ai,j) < 2715, Fiir

oo k;
As = () 4

i=1j=1
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folgt p(Q\As) <> 02, M(Q \ Uf;l Az}j) < 0. Jetzt betrachtet man fiir jedes i € IN eine Funktion
fi auf Uf;l A; j, die auf den A;; # (0 jeweils konstant einen beliebig gewéhlten Wert in Y; ;
annimmt. Nach Konstruktion sind die f; stetig und konvergieren gleichméfig auf der kompakten
Menge A; gegen f. Nach dem Satz tiber die Stetigkeit der Grenzfunktion ist f|,  stetig.

Zu Behandlung des Falls p(Q) = oo iiberlegt man sich, dass sich @ = (J;2; Q¢ mit pu-
endlichen, offenen Mengen €2, schreiben lésst, wobei jeder Punkt von €2 in hoéchstens zwei der
Mengen Q, enthalten ist (fiir u = #”~ klar; Radon-MaBe p haben diese Eigenschaft allgemein).
Nach dem schon Bewiesenen gibt es dann kompakte Ay C Qp mit p(Qy\ Ap) < 2745, so dass f l 4,
stetig ist. Fiir As := ;= A folgt u(2\ As) < J, und wegen der Bedingung, dass jeder Punkt
von ) zu hochstens zwei Qy gehort, ist Ay := (J,2, A¢ abgeschlossen sowie f| A, Stetig. O

Satz (von Egoroff/Jegorow?!, ~1911). Sei (Q, .27, 1) ein Mafraum mit u(Q)) < oo, sei X ein
metrischer Raum, und die Funktionen fi: Q0 — X seien u-messbar. Liegt p-fast-iberall auf 2
Konvergenz fj, k—) f vor, so gibt es zu jedem & > 0 ein As € &/ mit

— 00

T v f gleichmdif$ig auf A und w(Q\ As) < 0.
—00

Beweis. Geméaf3 der Proposition dieses Abschnitts tibertragt sich die yu-Messbarkeit der fi auf f.
AuBerdem wird ohne Einschrinkung angenommen, dass (2, .97, 1) vollstindig ist. Fiir 4,5 € IN
sei

o
Aij= [z e dx(fulz), f(2)) < } € o .
l=j
Dann gilt stets A; ; C A; 11, die Menge, auf der fr — f punktweise konvergiert, ist genau
N2y UjZy Aij, und deshalb ist Q\J7Z, A; ; fiir jedes i € IN eine p-Nullmenge. Wegen u(Q2) < oo
folgt lim, 00 (02 \ A4i ;) = 0, und es gibt zu jedem i € N ein j; € IN mit u(Q\ 4; ) < 27%. Fiir

As = ﬁ Ai,ji € o
=1

erhélt man p(2\ As) < J, und nach Konstruktion ist die Bedingung

dx(fe, [) < % auf As

bei gegebenem i € IN fiir alle £ € IN>;, erfiillt. Insbesondere liegt gleichméBige Konvergenz
fr — fauf Q\ As vor. O

2.6 Das Maflintegral

In diesem Abschnitt wird die Integration messbarer Funktionen beziiglich beliebiger Mafle ein-
gefithrt und mit diesem allgemeinen Integralbegriff das ein zentrales Ziel des aktuellen Vorle-
sungskapitels erreicht. Im Vordergrund steht dabei stets das Lebesgue-Integral, d.h. die Integra-
tion beziiglich des Lebesgue-MaBes 2.

Wie die Definition des Riemann-Integrals baut auch die Definition des allgemeinen Maf-

integrals auf elementaren Integralen von Treppenfunktionen auf — mit dem entscheidenden
Unterschied, dass nun viel allgemeinere Treppenfunktionen erlaubt werden (kénnen):

21Bs handelt sich um zwei verschiedene Transkriptionen desselben russischen Namens. Beide sind gebriuchlich.
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Definition (elementares Integral von Treppenfunktionen). Sei (Q,.o/, ) ein MafSraum.
Das (elementare p-)Integral ciner o - Treppenfunktion g: Q — R iiber Q wird definiert als

/Q gdp =Y tu(g ) = 3 tulg )+ S tulel(1)

teR t€[0,00] t€[—00,0]
(wobei g~1(t) natiirlich fiir das Urbild g=1(t) := {x € Q : g(x) =t} steht).
Bemerkungen (zur Versténdnis der Summen in der vorigen Definition).

(1) Da «/-Treppenfunktionen hochstens abzéhlbar viele Werte annehmen, sind hchstens abzéhl-
bar viele Summanden der obigen Summen von Null verschieden.

(2) Die beiden Teilsummen ,c(y o tu(g~(t)) € [0,00] und > te[—00,0] tu(g~(t)) € [—00,0]
(mit eventuell unendlichen Werten) sind stets definiert. Das Integral und die Gesamtsumme
> ert (g1 (t)) werden nur dann als definiert betrachtet, wenn bei der Addition der beiden
Teilsummen nicht der Ausdruck co—oo auftritt.

(3) Insgesamt hat damit fQ g du entweder einen Wert in R oder ist undefiniert vom Typ co—oc.

Definition (Integrale, Integrierbarkeit, Summierbarkeit). Sei (2, %7, u) ein Mafiraum,
und sei f: Q — R eine beliebige Funktion. Eine < - Treppenfunktion g: Q — R heifst (u-)
Oberfunktion zu f, wenn g > f auf Q gilt und das elementare p-Integral |, g dp definiert ist.
Analog heifst g eine (p-) Unterfunktion zu f, wenn g < f auf Q gilt und ngdu definiert ist.
Man nennt

/ fdp :=inf { / gdu : g ist u-Oberfunktion zu f} cR
Q Q

(mit Konvention inf ) = o) das (w-) Oberintegral von f (iber Q) und

/ fdp :=sup { / gdp : g ist p-Unterfunktion zu f} eR
A Q

(mit Konvention sup() = —o0) das (u-) Unterintegral von f (diber Q). Aufbauend hierauf

. . . . . . *
bezeichnet man f als (p-)integrierbar (iber ), wenn f zumindest p-messbar® ist und [, f dp
mit *fQ fdp dbereinstimmt, und in diesem Fall heifst der gemeinsame Wert

/Qfdu =—79fdu—*/ﬂfdu€1R

das (p-)Integral von f (iber Q). Schlieflich heifit ein (u-)integrierbares f mit endlichem Wert
des Integrals auch (u-)summierbar®

22In vielen Lehrbiichern wird an dieser Stelle .7-Messbarkeit von f vorausgesetzt, was fiir nicht-vollstandige
MaBe wegen & ; M,, eine stiarkere Forderung ist und zu einem weniger allgemeinen Integralbegriff fithrt. Meist
ist dieser Unterschied aber unwesentlich, da man zur Vervollstindigung oder dem aus Abschnitt 2.5 bekannten
«7-messbaren Reprisentanten einer p-messbaren Funktion iibergehen kann.

2Der Begriff der Integrierbarkeit wird in Teilen der Literatur nur fiir solche Funktionen verwendet, die zu
einem endlichen Integralwert fithren. Hier werden solche Funktionen aber entsprechend der Definition summierbar

genannt, wohingegen bei integrierbaren Funktionen auch unendliche Werte des Integrals zugelassen werden.
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58 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Bemerkungen (zu Integrierbarkeit und Integralen).

(1) Das Oberintegral und das Unterintegral existieren fiir beliebige Funktionen f und erfiillen

Zlfdﬂz*/gfdu

in R. Um Integrierbarkeit eines p-messbaren f zu zeigen, reicht also der Nachweis der
umgekehrten Ungleichung.

(2) Treppenfunktionen (mit definiertem elementaren Integral) sind Ober- und Unterfunktionen
zu sich selbst. Deshalb sind sie integrierbar, und ihr Integral stimmt mit ihrem elementaren
Integral iiberein — was die Verwendung identischer Notation fiir elementare Integrale und
Integrale erst rechtfertigt.

(3) Insbesondere sind charakteristische Funktionen 14 mit A € o/ stets u-integrierbar mit

/nAdu:MA).
Q

Allgemeiner gelten [, 14dp = fi(A) fir A € M, und *fQ Tadp = p*(A) fir alle A € P(Q).

(4) p-Integrierbarkeit und p-(Ober-/Unter-)Integrale stimmen mit den entsprechenden Konzep-
ten fiir die Vervollstindigung 7 iiberein?*. Daher kann man sich stets auf die Behandlung
von Integralen beziiglich vollstédndigen Maflen beschrénken.

Notationen (fiir Integrale).

(1) Ist X € o eine messbare Teilmenge von Q und ist f auf einem Definitionsbereich D mit
X C D C Q definiert, so vereinbart man fir die Integration tiber die Teilmenge X die
abkiirzende Notation

/ fdp
X

fiir das eigentlich mit den Einschrdinkungen von f und p zu bildende Integral fX flx d/ﬁlmx-
Entsprechend spricht man von p-Integrier-/ Summierbarkeit von f dber die Teilmenge X .

(2) Gleichbedeutend mit [ f dp werden die Notationen [ f(x)dp(z) und [y f(x)dpz verwen-
det. Bei diesen wird der Integrand nicht als Funktion f, sondern durch einen Funktionsterm
f(z) angegeben und die (Integrations-) Variable = explizit bezeichnet.

(3) Im wichtigsten Fall von Lebesgue-Integralen, also Integralen beziglich des Lebesgue-Mafses
LN wird manchmal nur kurz ,dz‘ statt ,d.LNx* notiert.

2% Beweis. Sei f: Q — R beliebig. Da pu-Oberfunktionen auch fi-Oberfunktionen mit gleichem Wert des elemen-
taren Integrals sind, gilt *fﬂ fdn < *fQ fdu. Um die umgekehrte Ungleichung herzuleiten, betrachtet man eine f-
Oberfunktionen g zu f. Sind 1, t2, t3,... € R die abzihlbar vielen Werte, die g annimmt, und B; := g~ (t;) € M,
die zugehorigen Niveaumengen, so gibt es &/-messbare A; C B; mit p(A;) = (B;), und M := Q\ U2, Ai € o
ist eine p-Nullmenge. Folglich ist § := 0o - 1 + > 5o, til 4, eine p-Oberfunktion zu f mit

[ g =0 u(ar) + Y tin(a) = Y- tim(B) = [ g,
Q im1 i=1 2
Deshalb gilt auch *fQ fdu < *fQ fdm, und p-Oberintegrale sind dasselbe wie i-Oberintegrale. Analog oder durch

Ubergang zu —f verifiziert man Entsprechendes fiir Unterintegrale. Da pu-Messbarkeit und 7i-Messbarkeit per
Definition gleichbedeutend sind, folgt die Gleichheit der Integrale und der Integrierbarkeitsbegriffe. O
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2.6. Das Mafintegral 59

Grundeigenschaften (von Mafintegralen). Seien p, u; Mafle auf (9,.27), seien r,s € R und
w; € [0, 0c] Parameter, und seien f,g: 2 — R beliebige Funktionen.

(1) Identitat: Gilt u-fast-iiberall f = g auf Q mit p-intergrierbarem g, so ist f ebenfalls p-

integrierbar mit
/ fdp= / gdu.
Q Q

(2) Monotonie im Integranden: Sind f und g beide p-integrierbar und gilt p-fast-iiberall

f < g auf Q, so folgt
/fdué/gdu-
Q Q

Durch Anwendung auf die Funktionen —|f| < f < |f| folgt aus dieser Regel die Dreiecks-

ungleichung
[ < [ irian
Q Q

fiir p-integrierbares f (wobei u-Integrierbarkeit von |f| in Anbetracht des ndchsten Satzes
automatisch vorliegt und deshalb nicht explizit vorausgesetzt werden muss).

(3) Sind f, g beide p-summierbar und gilt p-fast-iiberall f < g auf , so hat man die Aquivalenz
/ fdu= / gdu <= f = g gilt p-fast-iiberall auf €2.
Q Q

(4) Linearitit im Integranden: Fiir p-integrierbare f und g ist?® rf+sg auch p-integrierbar

mit
/(rf+sg)du=7“/fdu+5/gdu,
Q Q Q

vorausgesetzt die Summe auf der rechten Seite ist nicht vom Typ co—oc.

(5) Linearitidt im Maf}: Ist I eine beliebige Indexmenge und ist f fiir alle i € I stets p;-
integrierbar und zudem o7~ oder zumindest (ZZG Wi ui)—messbar, so ist f auch (Zze Wi ,ui)—

integrierbar mit
/Qfd<zwz‘uz‘> = Zwi/ﬂfdﬂia

iel iel
vorausgesetzt die Summe auf der rechten Seite ist nicht vom Typ oco—oco. Ist I hochs-

tens abzihlbar?®, so ist die zusétzliche Messbarkeitsvoraussetzung an f hierbei automatisch
erfiillt und muss nicht explizit gefordert werden.

¥Da rfﬂ fdu+ sfﬂ gdp nach Voraussetzung nicht vom Typ co—oo ist, wird einer der beiden Werte co und
—oo sowohl von rf als auch von sg nur auf einer i-Nullmenge angenommen, und insbesondere bilden die x € €2,
fiir die rf(x)+sg(z) undefiniert vom Typ co—oo ist, eine -Nullmenge. Die behauptete Aussage ist giiltig, wenn
man fiir diese x die Werte r f(x)+sg(x) in beliebiger Weise festlegt.

26Bei iiberabzihlbarem I allerdings kann man auf die Voraussetzung der (ZZ e Wi ,ui)—Messbarkeit von f nicht
verzichten. Dies zeigt das Beispiel I = Q = R, & = o({{z} : © € R}), pto = 0|y, 4 = D ycp e = & In
dem M, = P(R) und jede Funktion p.-messbar, aber wegen M, = & jede charakteristische Funktion eines
iiberabzdhlbaren A C R mit iiberabzéhlbarem Komplement nicht p-messbar ist.
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60 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

(6) o-Additivitit im Integrationsbereich: Sind Xi, Xo, X3,... € & disjunkte messbare
Mengen und ist f fiir alle ¢ € IN stets p-integrierbar iiber X;, so ist f auch p-integrierbar

iiber [ J;2; X; mit
fdu = / fdu,
Jo T2

€N
vorausgesetzt die Summe auf der rechten Seite ist nicht vom Typ co—oc.

Ein einfacher, doch oft niitzlicher Spezialfall dieser Eigenschaft ist die Regel

/]lAfd,u:/fdu fir Ae o .
Q A

Beweise der Grundeigenschaften. Ohne Einschriankung sei (€, 7, u) vollsténdig.

Zuerst wird die Eigenschaft (4) nachgewiesen, wobei auf Beweise einfacher Multiplikations-
regeln verzichtet und nur der Fall r = s = 1 behandelt wird. Vorerst seien f und g Treppenfunk-
tionen, fiir die die Summe der elementaren Integrale [, fdu+ [, g dp definiert ist. Im Fall, dass
p-fast-iiberall f € R und g € R gilt, also unendliche Werte nur auf Nullmengen angenommen
werden, ergibt sich mit der Definition des elementaren Integrals und der o-Additivitdt von pu
(wobei stets alle bis auf abzéhlbar viele Summanden verschwinden)

/f+g dp=> tu((f+9)"' (1)

teR
— Z Z (a+B8) u(f~ (a) Ng™1(B))
teR (o, 8)cR2
a+p=t
=Y oS u(f ) Ht—a))+ > B> pu(fHt=8)ng ' (B))
acR  teR PER  tER
=" au(f~a) + > BulgH(B))
acR BeR

:/Qfd,u—i-/ggdu.

Treten dagegen bei f oder g unendliche Werte auf einer Menge positiven Mafles auf, so ist
von den beiden GroBen pu(f~1(00))+u(g7t(c0)) und u(f~(—00))+u(g~t(—o0)) eine positiv
und eine gleich Null (denn der Fall zweier Nullen wurde gerade behandelt, und im Fall zweier
positiver Zahlen wire [, fdu+ [, gdp vom Typ co—o0). Die zwei noch méglichen Fille laufen
aber darauf hinaus, dass entweder beide Seiten von fQ(f+g) dp = fQ fdu+ ngd,u gleich oo
oder beide Seiten gleich —oo sind. Somit gilt die letzte Gleichheit elementarer Integrale fiir
alle Treppenfunktionen f und g, fiir die die rechte Seite definiert ist. Mit der Definition des

Oberintegrals folgt hieraus
/(f+g)du S/ fdu+/ gdu
Q Q Q

fiir beliebige Funktionen f und g, solange die rechte Seite definiert ist. In Kombination mit
der entsprechenden Ungleichung fiir Unterintegrale ergibt sich wie behauptet [,(f+g)du =

Jo fdu+ [ogdu.
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Zum Beweis der Eigenschaft (2) sei M = {z € Q : f(z) > g(z)} € . Da p-fast-iiberall
J < g gilt, ist M eine p-Nullmenge. Zu einer beliebigen Oberfunktion i zu g bildet man nun
die Treppenfunktion h mit h = h auf Q \ M und h = oo auf M. Dann ist h eine Oberfunktion
zu f mit thd,u = Johdp. Insgesamt folgt aus dieser Uberlegung [, fdu < 'f, gdp, und
wegen der vorausgesetzten Integrierbarkeit von f und g kénnen die Oberintegrale in der letzten
Ungleichung durch Integrale ersetzt werden. Damit ist die Eigenschaft (2) verifiziert.

In der Situation (1) ist u-Messbarkeit von f bereits bekannt (Proposition aus Abschnitt 2.5).
Die Eigenschaft (1) ergibt sich dann aus der beim Nachweis der Eigenschaft (2) verwendeten
Ungleichung fiir Oberintegrale und der analogen Ungleichung fiir Unterintegrale.

Schlieflich wird die Aquivalenz aus (3) gezeigt: Die Riick-Implikation ist gemif der Eigen-
schaft (1) klar. Fiir die Hin-Implikation betrachtet man My := {z € Q : f(z)+1 < g(z)} € &
fiir kK € IN. Dann gilt u-fast-iiberall g > f —i—%]l u,, auf €, und geméB den schon bekannten Regeln
(2) und (4) folgt

/diu>/ﬂ(f+}glle)du=/Qfdu+;M(Mk).

Im Fall [, fdu = [, g dp muss folglich — die Integrale haben wegen der Summierbarkeitsvoraus-
setzung ja einen endlichen Wert — p(Mj) = 0 sein. Damit ist |-y My = {z € Q : f(z) < g(z)}
eine p-Nullmenge, und f > g gilt u-fast-iiberall auf €). Da die umgekehrte Ungleichung per Vor-
ausetzung gilt, stimmen f und g sogar u-fast-iiberall auf Q tiberein. Also ist die Eigenschaft (3)
gezeigt.

Bei der Behandlung der Eigenschaft (5) wird wieder auf den Nachweis einer einfachen Mul-
tiplikationsregel verzichtet und nur der Fall w; = 1 fiir alle ¢ € I behandelt. Sei zunéchst f
eine «/-Treppenfunktion, fiir die bei Y, [ fdu; alle (elementaren) Integrale existieren und
die Summe nicht vom Typ co—oo ist. Dann ergibt sich

L1a(Zw) =S ntr ) =X et @) =% [ ran

iel teR i€l i€l R icl

samt Existenz des (elementaren) Integrals auf der linken Seite einfach durch Vertauschung der
Summen, die wegen des Ausschlusses von ,,0o—o0* sinnvoll und erlaubt ist. Als N#chstes wird
ein allgemeines p;- und (ZZE I ,ul-)-messbares f, weiterhin mit wohldefinierten Integralen und
wohldefinierter Summe in ), ; fQ fdu;, behandelt. Ist die Indexmenge I endlich und ist fiir
1 € I jeweils g; eine beliebige Oberfunktion zu f mit fQ gi du; < 0o, so ist auch g := min;ey g;
eine zuldssige Oberfunktion zu f mit

/fd<ZMz>_/gd<Zﬂz> Z/gdﬂz<2/gzdﬂz
iel el icl icl
Infimumbildung beziiglich der endlich vielen g; ergibt wegen der Existenz von fQ fdu; dann
/fd(ZNz)_ /fdﬂz
1€l el

In Kombination mit der entsprechenden Ungleichung fiir das Unterintegral folgen (Zze I ,ui)—
Integrierbarkeit von f und die behauptete Gleichheit. Bei unendlichem I scheitert die voraus-
gehende Argumentation allerdings daran, dass inf;c; g; keine Treppenfunktion mehr sein muss.
Mit einem alternativen Vorgehen, das im Vorgriff auf den néichsten Satz bereits die Existenz von
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62 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Jo f+ d( Yicr Mi) fiir die nichtnegativen, (Zze I ,u,i)—messbaren Funktionen fi verwendet, kann
man aber auch unendliche I einschlieflen. Hierzu beobachtet man

/di<2m> :Z/diﬂz'SZ/Qf:tdlii

el el il

fiir alle ( Yier ,ui)—Unterfunktionen g zu f1 und erhélt daraus durch Supremumbildung beziiglich

g die Ungleichungen
/ind<2ui> < Z/indﬂi~

el el

Durch Argumentation mit Oberfunktionen ergeben sich auch die umgekehrten Ungleichungen,
also insgesamt [o f+ d( D ;i) = Dier Jo [+ dpi. Die Eigenschaft (4) fiir f = fi—f_ liefert
dann auch allgemein (Y, )-Integrierbarkeit von f mit [o, fd(> ;e i) = Yier Jo f dis-

Nun wird noch die ergidnzende Behauptung in (5) zu automatischer ( Yicr wiui)—Messbarkeit
bei hochstens abzéhlbarem I hergeleitet. Sei dazu f fiir alle ¢ € I jeweils p;-messbar, und sei B €
B(R). Per Definition gilt dann f~1(B) € M,,,, also f~1(B) = A,UT; mit A; € &, T; C M; € <,
pi(M;) = 0, fiir alle i € I. Mit der Abzéhlbarkeit von I folgt f~'(B) = (U;c; 4i) U (Nyer T3)
mit Uiel A; e o, ﬂielTi C miel M; € &, Ziel wi,ui(ﬂ;'il Ml) =0, also f_l(B) S MZie]"Jiﬂi'
Somit ist f wie behauptet (>, wjp;)-messbar.

Zum Beweis der Eigenschaft (6) sei X = |J;2; X; € & die Vereinigung der disjunkten
X; € o/. Im Fall einer «7-Treppenfunktion f mit wohldefiniertem Term » 2, [ X, fdu ergibt
sich mit der Definition des elementaren Integrals und der o-Additivitéit von p direkt

[ rau=Stuxns ) =3 S eucxin o)=Y [
X i=17Xi

teR =1 ¢cR

samt der p-Integrierbarkeit von f iiber X. Fiir beliebige Funktionen f wird nun gezeigt, dass
bei definierter rechter Seite stets

*/deuég*/xifdu

gilt. Hierfiir kann *in fdup < oo fiir alle 4 € I angenommen werden. Zu beliebigem ¢ > 0 gibt es
dann fiir jedes i € IN eine o7 | X;-Treppenfunktion ¢g; mit g; > f und in gidu < *in fdu+27%.
Die g; ergeben durch die Festlegung g(z) := g;(z) fiir z € X; eine o/| X-Treppenfunktion g mit
g > f, und mit deren Hilfe folgt

fdu</gdu= /ngZ /gidu< /fdu+€-
/X X ; X; ; X; ; X;

Wegen der Beliebigkeit von ¢ > 0 erhilt man die behauptete Ungleichung fiir Oberintegrale.
Fine analoge Ungleichung gilt fiir Unterintegrale, und die Kombination der beiden liefert die
Eigenschaft (6) in der behaupteten Allgemeinheit. Alternativ lisst sich die Eigenschaft (6) auch
als Spezialfall der Eigenschaft (5) mit w; = 1, p; = 1x,-p und >, ;p; = Lx-p lesen, wenn
man noch ;| x, = #| |y, und Jo fdupi = in fdu; = in f du sowie Entsprechendes mit X
anstelle X; bemerkt. ]
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2.6. Das Mafintegral 63

Definition (Gewichtung). Sei (Q, .7, 1) ein Maffraum. Fiir u-integrierbares f: Q — R erkldrt
man die Gewichtung f-p: o/ — R von p mit f durch

(f-p)(A /fdu fiir A € o .

In diesem Kontext nennt man p das Grundmaf$ und f die Gewichts- oder Dichtefunktion.

Um das Grundmaf schon bei der Benennung einer Dichtefunktion explizit anzugeben, be-
zeichnet man eine solche Funktion gelegentlich als p-Dichte, speziell fiir = £V als Lebesgue-
Dichte und fiir p = € als Z&hldichte.

Bemerkung (zur Gewichtung von Maflen). Gilt f > 0 auf 2, so ist f - u gemif der vorausge-
henden Grundeigenschaft (6) ein Maf auf (£2,.27), man spricht daher auch vom gewichteten
MaS8 f-p. Fiir allgemeines p-integrierbares f: 2 — R kann die o-additive Abbildung f-u auf ./
sowohl positive als auch negative Werte annehmen. Man spricht dann von einem (gewichteten)
signierten Mafl.

Die Gewichtung 1 x -y mit einer charakteristischen Funktion 1 x zu X € 7 als Dichte stimmt,
wie in Abschnitt 2.1 schon angekiindigt, mit der dort durch Einschrinkung und Fortsetzung
beschriebenen Operation iiberein.

Als Nichstes wird gezeigt, dass nichtnegative (und nichtpositive) p-messbare Funktionen
immer p-integrierbar sind. Nimmt ein p-messbares f sowohl positive als auch negative Werte
an, so kann man f = fi—f_ in seinen Positivteil f; := max{f,0} und seinen Negativteil
f— = max{—f,0} zerlegen. Nach Grundeigenschaft (4) berechnet sich das p-Integral von f

dann als
/fdu /f+du /f .

aber nur solange rechts nicht der Ausdruck co—oo auftritt. Dass der ,,Fall co—oo“ tatsichlich
der einzige Nichtexistenzfall fiir Integrale messbarer Funktionen ist, garantiert der
néchste Satz:

Satz (iiber Integrierbarkeitskriterien fiir messbare Funktionen). Sei (Q, <7, 1) ein Maf-
raum, und f: Q — R sei u-messbar.

(I) Gilt f >0 (oder f < 0) auf Q, so ist f stets p-integrierbar mit Integralwert [ fdp in
[0, 0] (oder in [—o0,0]).

(ITI) Die Funktion f ist genau dann p-integrierbar, wenn eines der beiden (gemdf (I) stets
definierten) Integrale [, f+ dp und [, f— dp endlich ist.

(III) Die Funktion f ist genaw dann p-summierbar, wenn das Integral [ |f|dp endlich ist.

Beweis. Ohne Einschrénkung sei (€2, .o/, ) vollstdndig. Zum Beweis von (I) betrachtet man im
Fall f > 0 fiir beliebiges s € R~ die nichtnegative «7-Treppenfunktion g; mit

f(z) falls f(z) € {0,00}
Dann ist g, eine Unterfunktion zu f, und sg, ist eine Oberfunktion zu f. Deshalb folgt

/fdug/sgsd,u:s/gsd,ugs/fdu.
Q Q Q *JQ
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Durch Grenziibergang s N\, 1 erhilt man

Z)fdus*/gfdu,

also p-Integrierbarkeit von f. Die Aussage fiir den Fall f < 0 folgt durch Ubergang zu — f.
Zum Nachweis von (IT) zeigt man die beiden Implikationen der behaupteten Aquivalenz: Ist
einerseits eines der Integrale fQ f+dp und fQ f— dp endlich, so ist f nach der Voriiberlegung mit
Grundeigenschaft (4) p-integrierbar. Liegt andererseits ein p-integrierbares f vor, so unterschei-
det man zwei Fille: Im Fall [, fdu < oo gibt es eine Oberfunktion h zu f mit [, hdp < oco.
Mit der Definition des elementaren Integrals folgt fQ hydp < oo, und da hy eine Oberfunkti-
on zu fy ist, erhélt man [, fi dp < oo. Im Fall [, fdu > —oo zeigt ein analoges Argument

Jo f-du < 00.
Bei der Aquivalenz in Teil (III) des Satzes folgt die Hin-Implikation aus dem fiir Teil (II)

gegebenen Argument und der Beobachtung

[intau= [ seaus [ 1an.

Die Riick-Implikation ist mit dieser Formel und der Voriiberlegung zum Satz ebenfalls klar. [

Im Folgenden werden Integrale beziiglich speziellen (Klassen von) Maflen, zunéchst beziiglich
diskreten Maflen, diskutiert. Dieser erste Fall ist in der Integrationstheorie aber nur am Rande
von Interesse, denn die Integrale vereinfachen sich tatséchlich zu Summen:

Beispiele (zu Integralen beziiglich diskreter Mafle). Fiir eine beliebige Menge Q und eine be-
liebige Funktion f: Q — R gelten:

(1) f ist d,-integrierbar beziiglich Dirac-Maflen J, zu x € Q mit
/ fdé, = f(z).
Q
(2) f ist &-integrierbar beziiglich dem Zahlmafl £ auf Q mit

| rae=3 s,

e

vorausgesetzt die Summe rechts ist nicht vom Typ co—oo.

(3) f ist w-integrierbar beziiglich einem diskreten Mafl w := » o w6, (zusammengesetzt aus
Punktmassen w, € [0, 00]) mit

| do=Y wf),
Q e

vorausgesetzt die Summe rechts ist nicht vom Typ oco—oo0.

Die wichtigsten MaBintegrale sind beziiglich dem Lebesgue-Mafi ZV gebildete Lebesgue-
Integrale. Insbesondere ist das Lebesgue-Integral beziiglich .#! im folgenden Sinn eine echte
Verallgemeinerung des Riemann-Integrals:
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2.6. Das Mafintegral 65

Bemerkungen (zu Riemann- und Lebesgue-.#1-Integralen). Sei a < b in R.

(0)

Da einzelne Punkte .#!-Nullmengen sind, gilt fiir .#!-messbares f: [a,b] — R stets

fdet = fdet = fdet = fdet,
[a,b] (a,b) [a,b) (a,b]

und die an Riemann-Integrale erinnernde Notation f(f fazt = | (ap 4L ! macht Sinn.
Fiir Lebesgue-Stieltjes-Mafe ZI} mit stetigem F verhélt sich dies analog.

Ist eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R iiber [a,b] Riemann-integrierbar, so ist
sie auch Z!-integrierbar iiber [a,b] mit gleichem Integralwert

b b
/ fdzt = Riemann—/ f.

Dies ergibt sich sofort aus folgender Beobachtung: Die Ober- und Unterfunktionen der Rie-
mannschen Theorie sind auch in der Lebesgueschen Theorie zulédssig, und deshalb sind das
Lebesguesche Ober- und Unterintegral zwischen dem Riemannschen Ober- und Unterinte-
gral eingeschachtelt.

Es gibt viele .Z'-integrierbare Funktionen, die nicht Riemann-integrierbar sind,
beispielsweise existieren fol 1gdZ! = 0 und fol Ip\qdZ" =1 (sogar als elementare £~
Integrale), aber 1q und 1R\ q sind nicht Riemann-integrierbar iiber [0, 1].

Tatséchlich ldsst sich Riemann-Integrierbarkeit im Rahmen der Lebesgueschen Integrations-
theorie sogar besser und ziemlich abschliefend verstehen:

Satz (Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit). Fine beschrinkte Funktion
f:[a,b] = R ist genau dann Riemann-integrierbar diber [a,b], wenn sie an £'-fast allen
Stellen von [a,b] stetig ist.

Beweis. Seien Sy die Menge der Stetigkeitsstellen und Uy die der Unstetigkeitsstellen von f
in [a, b]. Fiir k € IN sei zudem Sy, die Menge der = € [a, b] mit max{f(x),limsup,_,, f(y)} <
min{ f(z), liminf, ., f(y)}—i—%, und es sei Uy i, := [a, b] \ Sy . Dann sind die Uy, abgeschlos-
sen, und Sy = (o Sy und Uy = (Jpq Uy sind Borel-Mengen. Mit diesen Notationen
werden nun die beiden Implikationen der behaupteten Aquivalenz einzeln gezeigt.

Fiir die Hin-Implikation verwendet man ein Widerspruchsargument: Angenommen, es ist
ZLYUy) > 0. Dann ist auch L' (Uysy) > 0 fiir ein k € IN. Weil f Riemann-integrierbar
ist, gibt es eine Riemannsche Oberfunktion A zu f und eine Riemannsche Unterfunkti-
on g zu f mit f;h < f(fg + %zl(uf,k). Fiir £!-fast-alle € Uy und genauer fiir al-
le z € Uy auBer den endlich vielen Unstetigkeitsstellen von g und h gilt aber h(z) >
max{ f(z),limsup,_,, f(y)} > min{f(z),liminf, . f(y)}+7 > g(z)+7, und deshalb ist
ff h> | ; g+ 32" (Upy) (wobei Ubereinstimmung der elementaren Riemann- und Lebesgue-
Integrale verwendet wurde). Damit ist ein Widerspruch erreicht. Also muss £ (Us) = 0 sein.

Fiir die Riick-Implikation sei M := sup,y |f| < oo, und k € IN sei beliebig fixiert. Da Uy
und damit auch Uy nach Voraussetzung & L_Nullmengen sind, ist ¢/ 't k> wie in den Ubungen
schon gesehen, in einer offenen Menge von .#!'-Maf <% enthalten. Die offene Menge kann
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66 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

als Vereinigung offener Intervalle geschrieben werden, und, weil Uy 5, abgeschlossen und dann
auch kompakt ist, gibt es eine endliche Uberdeckung U r C ngl I; mit offenen Intervallen
I; und XI(Ule I;) < 1. Das Komplement von U§:1 I; in [a,b] hat die Form (J", [s;, t;]
mit disjunkten [s;,t;] in Syp. Man iiberlegt sich nun, dass ein § € R gibt, so dass fiir
Intervalle J C (JI; [s;,t;] der Linge <0 stets sup; f < inf; f++ eintritt. Wire dies namlich
falsch, so giibe es Folgen (2, )nen und (Zp)new in Ui~ [si, t;] mit limg, o0 |Zn—2p| = 0 und
liminf, o f(zy) > limsup,,_, o f (’f@—&—%; diese hitten einen gemeinsamen Hiufungspunkt
in ;X [si, t;], der im Widerspruch zur bisherigen Konstruktion auch in Uy liegen miisste.
Also gibt es das behauptete d, und nach Zerlegung von [s;, ¢;] in Intervalle der Lange <¢ kann
man eine Riemannsche Oberfunktion h zu f aus den Suprema von f auf den Teilintervallen
und eine Riemannsche Unterfunktion g zu f aus den Infima von f auf den Teilintervallen
konstruieren, so dass fst; h <]/ st; g+ “_TS’ gilt. Setzt man noch g := —M und h := M auf
U§:1 I;, so ist g auf ganz [a, b] definiert und Riemannsche Oberfunktion zu f, und h ist dort
Riemannsche Unterfunktion. Durch Zusammensetzen der Abschéitzungen auf [s;, ;] und der
Abschitzung h < g+2M auf der Menge ngl I; vom L!'-Maf <% ergibt sich insgesamt

f; h < ff g+ 22+ 2L Dak € N beliebig war, ist damit Riemann-Integrierbarkeit von f
iiber [a, b] gezeigt. O

(4) Existieren das “normale” #!-Integral und das uneigentliche Riemann-Integral (iiber ein un-
beschrinktes Intervall oder fiir einen unbeschrénkten Integranden), so stimmen sie ebenfalls
iiberein. Kiirzungseffekte konnen aber dazu fithren, dass das uneigentliche Riemann-Integral
einen endlichen Wert annimmt, wihrend das .Z!-Integral undefiniert vom Typ co—oo ist.

(5) In #hnlicher Weise verallgemeinern .#4-Integrale Riemann-Stieltjes-Integrale und das .ZV-
Integral iterierte Riemann-Integrale.

Nach (1) ist klar, dass konkrete Berechnungen von .#!-Integralen mit den von Riemann-
Integralen bekannten Techniken und Rechenregeln durchgefithrt werden kénnen. Die Berech-
nung von .#V-Integralen (und anderen mehrdimensionalen Mafintegralen) kann in vielen Fillen
hierauf zuriickgefiithrt werden. Eine erstes Resultat hierzu, das allerdings nur in sehr speziellen
Situationen anwendbar ist, sieht wie folgt aus:

Satz (Formel fiir radiale Integration). Fir0 <r < R < co und jede L -messbare Funktion
¢: (r,R) = R gilt (wobei beide Integrale existieren oder keines)

R
[ el a2 @) = Now [ sle)e™ a2 @)
Br(0)\B-(0) r

mit N-dimensionalen Kugeln B.(z) = BY(z) = {y € R" : |y—z| < r} und dem Volumen
wy = 2N (BY(0)) der N-dimensionalen Einheitskugel.

Beuweisskizze (nach Standard-Ausdehnungsprozedur). Man verifiziert die Behauptung zuerst fiir
¢ = 1gp) mit r < a <b < R durch Berechnung der Integrale auf beiden Seiten: Aufgrund von
o(|z]) = L (o)\BY (0) (z) erhdlt man links £V (B} (0) \ BY(0)) = wyb" —wnal, rechts ergibt
sich Nwy f; oN 1A 2 (o) = wybYN —wna®, und damit ist die Behauptung fiir ¢ = L4 gezeigt.

Betrachtet man allgemeiner ¢ = 14 mit A € B((r, R)), so kann man beide Seiten der Behaup-
tung als Mafle (in A) verstehen, die geméfl dem schon Gezeigten auf dem Erzeuger Z; N"P((r, R))
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2.6. Das Mafintegral 67

von B((r, R)) iibereinstimmen. Nach dem Maflfortsetzungssatz gilt die Behauptung daher allge-
mein fiir ¢ = 14, und mit Grundeigenschaft (4) folgt sie fiir alle B((r, R))-Treppenfunktionen ¢
mit endlich vielen Stufen.

Ist ¢: (r,R) — [0,00] eine .#!-messbare Funktion, so lisst sich ¢ gem# Abschnitt 2.5
(Satz iiber den Borel-Reprisentanten und Approximationslemma) von unten durch eine .Z!-
fast-iiberall konvergente Folge von B((r, R))-Treppenfunktionen gx: (r, R) — R>0 mit endlich
vielen Stufen approximieren. Es folgen die Konvergenzen gi(0)o" ! — ¢(0)o" ! fiir £'-fast-
alle o € (1, R) und gi(|z|) — ¢(|z|) fiir LN -fast-alle’” z € BY(0) \ BY(0). Ein Konvergenzsatz
des folgenden Abschnitts 2.7 stellt Konvergenz der zugehorigen Integrale sicher und erlaubt die
Ubertragung der Behauptung von den g, auf ¢.

Final folgt die behauptete Version des Satzes durch Zerlegung ¢ = ¢4 —¢_. g

Anwendungen (der Formel fiir radiale Integration auf Integrale von Potenzfunktionen).

(1) Fiir s € R gilt

s+N

1
sdgN =N / S+N71dgl — )
/B{V(O) g (@) oy ¢ (0) 00 fir s < -N

Now  fiir s > —N
0
(2) Fir s € R gilt

Nwpn .. ‘
e firs< —-N

1

o fiir s > —N
/ ol 42 (@) = Ny [ 0 1a () - {°" oo
RN\B{(0)

—s—

(3) Aus (1) und (2) folgt

/ |lz* 42N (z) = 00 fir alle s € R.
RN

(4) Da [ N 0) z2d LN fiirallei € {1,2,..., N} den gleichen Wert hat (wie sich aus der Invarianz
des Lebesgue-Mafles und des Lebesgue-Integrals unter Koordinatenpermutationen, einem
einfacher einzusehenden Spezialfall der spéter in Abschnit 2.11 gezeigten Rotationsinvarianz,
ergibt), erhilt man aufferdem

1

x?d,?NJ: = — 22 d e (z) = N furi e {1,2,...,N}.
Jg 2202V @ = [ P02 = { )

Statt R-wertigen Funktionen, wie sie bisher betrachtet wurden, kann man auch komplexwer-
tige und vektorwertige Funktionen integrieren:

) ein

Definition (Integrale C-wertiger und vektorwertiger Funktionen). Sei (2,27, u
): Q2 —C

Majraum. Das (p-)Integral einer p-messbaren C-wertigen Funktion f = Re(f)+i Im(
erkldrt man als

/Qfdu=—/Qﬂie(f)du+i/ﬂlm(f)du€®,

27 An dieser Stelle wird implizit benutzt, dass fiir jede .Z*-Nullmenge M die Menge {x € RY : |z| € M} eine
2N _Nullmenge ist. Dies folgt aus dem vorigen Beweisschritt, zuniichst fiir Borelsches M und dann auch allgemein.
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68 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

und das (u-)Integral einer p-messbaren KM -wertigen Funktion f = (f1, fa, ..., far): @ — KM
definiert man darauf aufbauend als

/Qfduz </Qf1du,/ﬂf2du,-..,/QfMdu> c KM

Dabei wird das Integral in beiden Fillen nur dann als definiert betrachtet und f als p-summaierbar
bezeichnet, wenn alle rechts auftretenden Integrale definiert und endlich sind.

Bemerkungen (zur Integration IKM-wertiger Funktionen).

(1) Die Integralbegriffe fiir C - und R2M-wertige Funktionen stimmen bei Identifikation C = R?
durch a+ib = (a,b) iiberein.

(2) Praktisch alles bisher Behandelte gilt fiir Integrale C- und K™ -wertiger Funktionen
analog. Zusitzlich seien hier nur zwei Punkte angemerkt: Zum einen gilt die Dreiecksun-
gleichung mit der Euklidischen Norm von C oder K (und tatsichlich auch mit anderen
Normen) ganz analog. Zum anderen héingen Integrale CM-wertiger Funktionen C-linear vom
Integranden ab, d.h. die Grundeigenschaft (4) gilt in diesem Fall sogar fiir Faktoren r, s € C.

2.7 Konvergenzsitze fiir Integrale

In der Integrationstheorie (und im weiteren Verlauf der Vorlesung) tritt hidufig die Frage auf,
ob man aus einer Konvergenz fj k—> f von Integranden auf Konvergenz [, fi du k—) Jo fdu
— 00 — 00

der zugehorigen Integrale schlieffen kann. Mit anderen Worten handelt es sich dabei um die
Frage, ob Vertauschungen von Limes und Integral gerechtfertigt sind und MafBintegrale ste-
tig vom Integranden abhéngen. Diese Fragen lassen sich einfach mit ,,Ja“ beantworten, wenn
(Q, o, ) ein endlicher Mafiraum und die Konvergenz fj k:)o f mit p-messbaren f, f: @ - R

sogar gleichmdfig auf  ist. Dies zeigt man genau wie in der Riemannschen Integrationstheorie

durch direkte Abschétzung | [ fi dp — [o fdul < [o | fe—fldp < p(Q) supq | f—f] P 0. Dass
—00

die Gleichméfigkeits- und die Endlichkeits-Voraussetzung in diesem ,trivialen Konvergenzsatz

schon fiir 1 = £ unverzichtbar sind, zeigen folgende Gegenbeispiele mit Zackenfunktionen:

Beispiel. Sei fi: R — [0, 00| definiert durch

(D) frlz) = k(A=[1—kz|)+ k-
oder Jr aus (I) L | fr aus (II)
P k

3
(D) fiulw) = k~2(k—x])s. M

In beiden Fillen konvergiert f, punktweise auf R gegen 0 bei k — oo, aber [, f; d.Z =1
konvergiert nicht gegen 0. Bei (I) sind auBerdem die Triger der fj gleichméBig beschriankt und
man kann dieses Beispiel genauso gut auf der .#!-endlichen Menge [0,2] betrachten, wihrend
bei (II) die Konvergenz gleichméBig ist.

Im Folgenden wird untersucht, was sich trotz solcher Beispiele iiber stetige Abhéngigkeit
des Integrals vom Integranden aussagen ldsst. Als Erstes sei dazu festgehalten, dass im Fall
nichtnegativer Integranden zwar nicht Stetigkeit, aber Unterhalbstetigkeit generell vorliegt:
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Lemma (von Fatou). Sei (2, .27, u) ein Mafraum, und die Funktionen fi: Q — [0, 00] seien
u-messbar. Dann gilt

liminf/ fedp 2/ (liminffk) du .
k—00 (¢} QO k—00
Es werden zwei alternative Beweise des Lemmas ausgefiihrt:

1. Beweis mit dem Satz von Egoroff. Ohne Einschrénkung sei p vollsténdig, und vorab sei fest-
gehalten, dass f;, := infyew., fo gegen die messbare Funktion f := liminf;_,., f; konvergieren.

Zuerst wird der Fall behandelt, dass p(2) < oo gilt und die f, sowie f nur endliche Werte
in R>o annehmen. Nach dem Satz von Egoroff gibt es dann Mengen A; C Ay C A3 C ... in
a7, so dass fiir jedes i € IN die Konvergenz fk — f auf A; gleichméBig ist und u(Q\ 4;) < %
gilt. Insbesondere konvergiert [ A, Jrdp fir b — oo gegen i) A, fdp, und Q\ U2, A; ist eine
u-Nullmenge. Deshalb ergibt sich mit einer Stetigkeitseigenschaft des gewichteten Mafles f-u die
Ungleichungskette

liminf/fkd,u,z lim/ fkdu:/ fdu — fdu:/fdu
k—oo  Jo k—oo Ay Ay 1—00 Uz, A Q

und somit die Behauptung.

Mit einem Standard-Argument iibertrigt man die gezeigte Aussage als N#chstes auf den
Fall, dass g nur o-endlich ist (wobei fi, f weiterhin nur endliche Werte annehmen).

SchlieBlich wird der allgemeine Fall betrachtet, wobei ohne Einschriankung angenommen
werden kann, dass p vollstdndig ist und lim infy_, fQ frdp < oo gilt. Somit gibt es ein kg € IN
mit fQ fk dp < oo fiir alle & € N>y, und aus der Existenz endlicher Obersummen folgt, dass alle
Qp:={xeQ: ﬁ;(az) > 0} mit k € N>y, und folglich auch €, := U,‘?:ko Q. jeweils p-o-endliche
Mengen sind. Auf €2, kann der vorige Schritt fiir die Funktionen min{ fx, M} und min{f, M}
mit beliebigem M € IN angewandt werden und ergibt

liminf/fkd,uzliminf/ min{fk,M}d,uz/ min{f,M}d,u:/min{f,M}du,
k—oo  Jo k—oco Jq, Q. Q

wobei im letzten Schritt einging, dass f = limg_,o fk auf Q\ Q, verschwindet. Mit {f<M} :=
{zr € Q : f(zr) < M} und analogen Notationen, den Beobachtungen {f < M} C {f < M+1}
und U3 {f < M} = {f < oo} sowie erneut der Stetigkeitseigenschaft von f-u, lisst sich die
Ungleichungskette fortsetzen durch

M—o0

.2/{f§M}fdu+Mu({f=oo}) — /{f<oo}fdu+oou({f=oo})=/9fdu-

Insgesamt folgt somit die Behauptung des Lemmas im allgemeinen Fall. O

2. Beweis durch direkte Betrachtung von (Super-) Niveaumengen. Sei p vollstindig. Auflerdem
sei f := liminfy_,o fr > 0, und h: Q@ — R>( sei eine p-Unterfunktion zu f. Dann gilt h =
o2 til g, fiir t; € R>o und disjunkte A; € o7, Fiir fixiertes ¢ € R> setzt man

o

Aig= [z € Ai : fulw) = (1—e)ts}

l=k
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70 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

und erhélt A; , C A; 41 sowie Jpo; Aix = A; gemiB der Wahl von f und h. Insgesamt folgt
m m m
thg}ng Jodp > 11]££f; /Ai k fredu > (1—¢) llgloglf;tm(fli,k) = (1—¢) ;tiN(Ai)
fiir alle m € IN. Mit den Grenziibergéngen m — oo und € N\ 0 ergibt sich

liminf/fkd,u,Z/hdu.
k—oo  Jo Q

Die letzte Ungleichung iibertrégt sich von p-Unterfunktionen A zu f mit Werten in R>¢ auf
beliebige u-Unterfunktionen h zu f. Weil das Integral der nichtnegativen messbaren Funktion f
stets existiert, ergibt sich durch Supremumsbildung also

liminf/fdeZ/fd,u, O
k—oo JO Q

Wichtiger noch als die allgemeine Unterhalbstetigkeitsaussage des Lemmas ist aber die Er-
kenntnis, dass Stetigkeit relativ oft sichergestellt werden kann:

Hauptsatz (Konvergenzsitze fiir Integrale). Sei (Q, <7, u) ein Mafraum, die Funktionen
fr: Q — R seien p-messbar, und es liege p-fast-iberall die Konvergenz f, k—> f wvor. Dann
—00

lim/fdeZ/fdu,
k—oo Q Q

vorausgesetzt eine der folgenden Zusatzbedingungen ist erfillt:

folgt Konvergenz der Integrale

(I) (Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz)

0<fi<fo<fzs<... u-fast-iberall auf €,

(IT1) (Satz von Lebesgue iiber dominierte/majorisierte Konvergenz)
Ifel <g w-fast-iberall auf

fiir alle k € N mit u-summierbarer Majorante g (d.h. g ist u-messbar mit fQ gdp < 00),

(III) (Konvergenzsatz von Vitali) u(2) < oo, u-fast-iberall fr, f € R auf Q und (fi)ren
gleichgradig p-integrierbar tber , wobei letzteres bedeutet, dass zu jedem € € Rsqg ein
6 € Rso mit der Eigenschaft (B € & , n(B) <6 = supgen [ |ful du < &) existiert.

Bemerkungen (zu Varianten der Konvergenzssétze).

(1) Das Lemma von Fatou und der Satz {iber monotone Konvergenz bleiben richtig, wenn
man statt Nichtnegativitdt der fi nur voraussetzt, dass u-fast-iiberall fr > g durch ein
p-messbares g mit fQ g— du < 0o abgeschéitzt werden kann.

(2) Der Satz iiber dominierte Konvergenz gilt auch dann, wenn nur p-fast-iiberall |fx| < gx
mit von k abhdingigen Majoranten g abgeschéitzt werden kann, aber p-fast-tiberall g — g
konvergiert und die Konvergenz [, gx diw — [, gdp der Integrale der Majoranten bereits
sichergestellt ist.
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2.7. Konvergenzsétze fiir Integrale 71

Beweis des Satzes. Unter der Zusatzvoraussetzung (I) ist u-fast-tiberall f < f auf Q, und
deshalb folgt limsupy .., [o fedp < [ fdp. Andererseits gilt liminfy oo [ fedp > [ fdp
gemifl dem Lemma von Fatou.

In der Situation (II) gelten |f| < g und 29—|fx—f| > 29—|fx|—|f| = 0 jeweils u-fast-iiberall
auf €. Mit Fatou folgt

/29du§ lim /(2g—|fk—f|>dus/2gdu,
Q k—oo Q Q

und mit der Dreiecksungleichung ergibt sich

'/ﬂfkdu—/gfdu]s/Q|fk—f|duk;>OO-

Damit ist die behauptete Konvergenz der Integrale auch unter (II) bewiesen.

Zur Behandlung der Voraussetzung (I1I) sei p 0.E. vollstindig. Man {iberlegt sich zuerst bei
festem k € IN, dass limy_,oo pu({z € Q:|fr(z)| > £}) = 0 (wegen fast-iiberall endlicher Werte und
Stetigkeitseigenschaft) und | (€9 | fu (@) >x ) | fx| dp < 1 fiir ein ausreichend grofes ¢, € IN (geméiB
gleichgradiger Integrierbarkeit mit ¢ = 1) gelten. Damit gilt [, [ f|dp < 14+6,4(Q) < oo, und
Jo frdp € R ist iiberhaupt wohldefiniert. Ein &hnliches Argument, bei dem die gleichgradige
Integrierbarkeit der fr mit dem Lemma von Fatou auf f iibertragen wird, zeigt Wohldefiniertheit
von fQ fdu € R. Zum Nachweis der eigentlichen Konvergenzaussage sei € € R~ beliebig. Fiir
das zugehorige 6 € R~ mit der vorausgesetzten Eigenschaft liefert der Satz von Egoroff ein
As € o, so dass limy_soo sup 4, [fr—f] = 0 und pu(Q2\ As5) < J gelten. Gemafl der Eigenschaft
von ¢ ist damit insbesondere fQ\ As | fe| dp < e fiir alle £ € IN, und mit dem Lemma von Fatou

folgt fQ\ A |f|du < e. Alles in allem ergibt sich aus diesen Beobachtungen

’/kadﬂ—/ﬂfdu‘ < ’L\A6fkdn’+ /Aé(fk—f)dﬂ'Jr‘/Q\Aéfdu’
< [ Ueldn p@supli-f+ [ 1flde <3z
O\ A As Q\A;s
—_———

—0
k—oo

fiir ausreichend grofies k € IN. Damit ist die behauptete Konvergenz gezeigt. O

Korollar (iiber Funktionenreihen). Sei (2, o7, 1) ein Maf$sraum. Fir nichtnegatives p-messbares
fr: Q@ — [0, 00] gilt stets

g;/ﬂfdeZ/ﬂ<§fk) du. O

Korollar (Absolutstetigkeit des Integrals). Sei (Q, «, u) ein Mafiraum. Fir ji-summierbares
f:Q = R gibt es zu jedem € € Rxq ein § € Rso, so dass fiir alle B € o7 gilt:

W(B) < § — /B\f|du<s.
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72 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Beweis. Sei fi := min{|f|, k}. GeméB dem Satz iiber dominierte Konvergenz mit Majorante | f]|
gibt es ein k € IN mit

[ai-fan<s.
Q

Wiéhlt man jetzt ¢ := 57, so gilt im Fall u(B) < § stets

g
[t [ feaus [ 1= du < by + 5 <. =

In Anbetracht des vorigen Korollars stellt sich der Satz iiber dominierte Konvergenz tibrigens

als Spezialfall des Konvergenzsatzes von Vitali heraus.

Korollar (iiber stetige Abhingigkeit von Parametern). Seien (2,97, u) ein Maffraum,
P ein metrischer (Parameter-)Raum und f: Q x P — R eine Abbildung. Ist dann einerseits
f(x,-): P = R fiir pu-fast-alle x € Q0 eine stetige Funktion und andererseits f(-,p): Q@ — R
fiir alle p € Q eine p-summierbare Funktion, die p-fast-iberall |f(-,p)| < g fir eine von p
unabhdngige p-summierbare Majorante g erfillt, so ist

P—-TR,p— /Qf(x,p) dp(z)

eine stetige Funktion.

Beweis. Nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz gilt fiir p, — p in P stets

fim [ fap) duta) = | f(o.p)ano).

k—o0

Damit hingt das Integral Folgen-stetig, also stetig von p € P ab. O

Héngen Integranden differenzierbar von einem Parameter ab und existiert eine Parameter-
unabhéngige und summierbare Majorante fiir die Ableitung, so erhilt man genau wie in der
Riemannschen Integrationstheorie auch die differenzierbare Abhingigkeit des Integrals
von Parametern. Diese Aussage wird hier aber nicht im Detail ausformuliert.

2.8 Produktmafle und der Satz von Fubini

In diesem Abschnitt wird das Produkt zweier MaBrdume (X, .o/, p) und (),.”,v) iiber dem
kartesischen Produkt X'x) als neuem Grundraum erkldrt. Dazu gilt es, geeignete Produkt-
Operationen mit o-Algebren und Maflen zu definieren. Vorbereitend werden aber zunéchst etwas
einfachere Bildungen fiir Halbringe und Pramafle behandelt:

Definition & Satz (Produkte von Halbringen und Pramaflen). Seien X und ) beliebige
Mengen, of C P(X) und ¥ C P(Y) beliebige Mengensysteme. Dann setzt man

xS ={AxS : Ac o und S € S} C P(AxY).

Sind o/ und . Halbringe, so ist auch o/ X.% ein Halbring, und sind auflerdem p: o/ — [0, 0]
und v: . — [0,00| Primafe, so definiert die Festlegung

(uxv)(AxS) == p(A)v(S) fir alle A€ of und S € .

ein Primaf uxv: o x. — [0,00], das als Produktprdmaf$ von p und v bezeichnet wird.
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2.8. Produktmafe und der Satz von Fubini 73

Notation (fiir Schnitte). Fir G C XxY, x € X und y € Y vereinbart man die Schreibweisen

Gi={yeY: (z,y) €G}CY,
Gy ={reXx:(r,y eGCX.
Speziell fiir Mengen von Produktgestalt AxS € o/ x. C P(X %)) ergeben sich damit die Gleich-

heiten

V(2(AXS)) = La(z) v(9) und 1((AxS)y) = u(A) Ls(y)
fiir alle x € Y beziehungsweise y € ).

Beweis des Satzes. Der Beweis der Halbringeigenschaft von &/ x.% ist eine abstrakte Variante
des fritheren Nachweises, dass Zs ein Halbring ist, und wird deshalb nicht explizit ausgefiihrt.

Fiir das Produktpramafl puxv ist nur o-Additivitdt zu verifizieren. Dazu betrachtet man
A Ay, As A, ... € &7 und S, 51, 59,53, ... € .7, so dass die A;x.S; disjunkt sind und

AxS = J(4ixS))

=1

gilt. Mit der vorausgehenden Notation und dem Korollar zu Funktionenreihen in Abschnitt 2.7
ergibt sich (wobei 1 irgendeine Fortsetzung von p zu einem Mafl bezeichnet und die Existenz
einer solchen durch den Maflfortsetzungssatz gesichert ist)

(130)(Ax8) = p(A) 1(S) = [ 1a(@)1($) @) = [ v(o(4x9) dfto)
:/X (G AxS)d,u /Z (AixSy)) di(x)
_i/x((AxS Z/m S;) dfi(x)

=1
=D ul(A) v(Si) =D (uxv)(AixS;). O
=1 =1

Produkte von Halbringen und Pramaflen sind aber nur ein erster Schritt auf dem Weg zu
den wichtigeren Produktbildungen bei o-Algebren und bei Maflen. Tatséchlich ist fiir zwei o-
Algebren o7 und .¥ das einfache Produkt o x. im Allgemeinen keine o-Algebra®®, weshalb
man zur von o X.¥ erzeugten o-Algebra iibergeht:

Definitionen (Produkt-o-Algebren, Produktmafle). Seien (X, <) und (¥,.7) Messrdume.
e Man nennt die o-Algebra
GRS =0 xS) CPAXXY)

tiber X x) die Produkt-o-Algebra von </ und .

ZTatsichlich ist o7 x.7 sogar nur dann eine o-Algebra, wenn & = {B, X} oder .¥ = {0, Y} gilt. Andernfalls ist
o X nicht abgeschlossen beziiglich Komplementbildung, da sich Komplemente von nichttrivialen kartesischen
Produkten nicht wieder als kartesische Produkte schreiben lassen.
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e Sind p ein Maf$ auf (X, o) und v ein Maf$ auf (¥,.7), so heifst das mit Hilfe der Ca-

rathéodory-Konstruktion gebildete Maf

(nev) == (uxV)"| o

auf (XxY, 4 R.7) das Produktmafl von u und v.

Bemerkungen (zu Produkt-o-Algebren). Seien (X, <7) und (),.%) Messrdume.

(1)

Sind & ein Erzeuger von & und .% ein Erzeuger von .¥, so ist &Xx.%# ein Erzeuger von
o/ ®.%, mit anderen Worten gilt also 0(&x.%) = 0(&)R0(F).

Beweis. Aus &x.7 C o(&)xo(.F) folgt sofort o(&x.F) C o(0(&)xo(F)) = o(&)Ra(F).
Zum Nachweis der Umkehrinklusion zeigt man erst, dass {A € P(X) : AXF € o(&X.F)}
fiir festes F' € # eine o-Algebra iiber X ist, die mit & auch o(&) enthilt. Somit gilt
0(&)x.F C o(Ex.F), und zusammen mit der analogen Regel 0(&)xo(F) C o(a(&)x.F)
folgt 0(&)®0(F) = o(0(&E)xo(F)) Co(o(E)XF) C o(EXF). O

Schnitte messbarer Mengen sind messbar, genauer gelten fiir G € /®.7, x € X und
y €)Y stets ,G € % und Gy, € .

Beweis. Bei {G € P(XXY) : ,G € S firallex € X, Gy € & fur alle y € Y} handelt es
sich um eine o-Algebra tiber X'x), die &7 x.¥ und folglich auch &/®.¥ enthilt. O

Ist (£,G) ein weiterer Messraum und f: XxY — Z eine (#®.7,¥)-messbare Funktion, so ist f(z, -): Y — Z mit
x € X stets (7, 9)-messbar, und f(-,y): X - Z mit y € Y ist (&, ¥)-messbar.

Beweis. Fir G € 9 ist f(z,) 1(G) = z(f~1(G)) € # und f(-,y) " 1(G) = (f~HQ))y € #. O

Bemerkungen (zur Definition des Produktmafes).

(3)

Die aus Abschnitt 2.4 bekannten Eigenschaften der Carathéodory-Konstruktion garantieren
(uV)(AxS) = (uxv)(AxS) = u(A)v(S) fir Aec & und S € .Y

und F®S = o(dxS) T M(,xy) Aus dem ersten Satz des Abschnitts 2.4 (zur Ein-
schrinkung von &dufleren Maflen auf ihre messbaren Mengen) erhélt man deshalb, dass p®v
tatséchlich ein(e Fortsetzung von puxv zu einem) Maf auf (X' %), 7 ®.7) ist.

Fiir o-endliche Mafle i, v ist uxv ebenfalls o-endlich, und dann ist die Fortsetzung von puxv
zu einem Maf} auf (X' x), & ®.7) gemifl dem MafBfortsetzungssatz auch eindeutig bestimmit.
Im Allgemeinen ist die Verwendung von Produktmafien nur in dieser o-endlichen Situation,
in der auch Eindeutigkeit vorliegt, sinnvoll.

Ein Hauptgrund fiir die Bedeutung von Produktmaflen liegt darin, dass Lebesgue-Mafle

von Produktstruktur sind und genauer das Lebesgue-Ma8 .Y mit N > 2 das Produktmaf
nieder-dimensionaler Lebesgue-Mafle ist:
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2.8. Produktmafe und der Satz von Fubini 75

Satz (Produkte von Lebesgue-Maflen). Seien k,¢ € IN.

(I) Fiir Produkte von Borel-o-Algebren®® und Lebesgue-Mafen auf Borel-Mengen gelten

BR")@B(R") = B(R*) und Phopt = ghtt.

II) Bei den o-Algebren Lebesgue-messbarer Mengen gilt
g g gen g
k V4 k+¢
MEPRQM ;Cé M ,

und das vervollstindige Lebesque-Map L*T¢ auf MFTE (fiir das, wie friiher vereinbart,
die gleiche Notation wie fir das Lebesgue-Maf$ auf Borel-Mengen verwendet wird) ist die
Vervollstindigung

Phg Pt = gkt

des Produktmafes L*@.L" auf MF@ME. Insofern unterscheidet sich M*+t von MFo M
nur durch Nullmengen.

Beweis zu Teil (I) des Satzes. Aus der elementaren Beobachtung ZjxZ; = Zj,, und der vor-
ausgehenden Bemerkung (1) ergibt sich B(R*)®B(RY) = o(Z1.)®0(Z;) = 0(TixLy) = 0(Tpye) =
B(RF*4). Die Produktformel .Z*®.2* = Z*** folgt mit dem Eindeutigkeitsteil der MaBfortset-
zungssatzes aus der Ubereinstimmung von A*x\¢ und A+ auf 7, xZ, = Theve- ]

Beweis zu Teil (II) des Satzes. Man zeigt zuerst, dass MFExME € MFFE und als Konsequenz
/\/lk®/\/lé MF+E gelten: Sind A € MF und Ae M gegeben, so gibt es Borel-Mengen B und
B, eine Z* -Nullmenge T' € MP* und eine .Z*-Nullmenge T € M’ mit A = BUT und A= BUT.
Es folgt
AxA= (BxB) U(BxT)U(TxB)U(TxT)e M-t
—

Borel-Menge jk”-Nullmenge

(wobei man die angegebenen Mengen mit Teil (I) des Satzes als eine Borel-Menge und eine
L*+ Nullmenge identifiziert). Dass M* x M sogar eine echte Teilmenge von M*+¢ ist, erkennt
man anhand der mit einer Vitali-Menge A € P(RF) \ MF¥ gebildeten Beispielmenge Ax{0}".
Tatséichlich ist dann Ax{0}¢ als Z*+*-Nullmenge in M**+¢ enthalten, kann aber nach der obigen
Bemerkung (2) nicht zu M*x M?* gehoren.

Zum Beweis der Produktformel fiir Lebesgue-Mafle beobachtet man, dass geméf} Teil (1), der
Definition der Vervollstdndigung und den vorausgehenden Argumenten

gk®g€ — $k+€|/\/{k®/\/{f

gilt. Da die beiden Vervollstandigungen .Z*®.2¢ und Z** jeweils vollstiandige Fortsetzun-

gen dieses Mafles sind, kann man mit der Minimalitétseigenschaft der Vervollstdndigung auf
Lhke Pt = LR schlieBen. O

Es folgt das zentrale Resultat dieses Abschnitts, das den wohl wichtigsten und niitzlichs-
ten Satz iiber Produktmafle iiberhaupt darstellt.

29 Allgemeiner bleibt B(X)®B(Y) = B(X xY) fiir Teilmengen X C R* und Y C R’ richtig, wenn X, Y und
X xY mit der Spurtopologie versehen werden. Noch allgemeiner gilt B(X)®B(Y) = B(X xY) auch fiir separable
metrische Rdume X und ) mit der Produkttopologie auf X' x). Fiir beliebige topologische Rdume X und Y gilt
aber im Allgemeinen nur die Inklusion B(X)®B(Y) C B(X' x)); siehe [3, Kapitel IIL.5] fiir Weiteres.
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Hauptsatz (Satz von Fubini(-Tonelli), ~1907). Fir Mafiriume (X, pn), (¥,.,v) mit o-
endlichen Maflen p, v und eine p ® v-integrierbare Funktion f: XxY — R gelten:

(I) Fiir p-fast-alle x € X ist f(z, -): Y — R eine v-integrierbare Punktion, und

X >R, z— /yf(:z‘,y)du(y)

ist p-integrierbar (bei beliebiger Festlegung des Wertes fy f(z,y) dv(y) auf der i-Nullmenge

der x, fir die f(x, -) nicht v-integrierbar ist).

(I) Fiir v-fast-alle y € Y ist f(-,y): X — R eine p-integrierbare Funktion, und

ymﬁw/)(f<x,y>du<w>

ist v-integrierbar (wieder bei beliebiger Festlegung auf der verbleibenden Nullmenge).

(ITI) Es gilt, dies ist die Hauptaussage des Satzes,

[ rawen = [ | [ semam|ae = [ | [ s a)|awm

Ein Beweis des Satzes von Fubini folgt in Kiirze.

Der Satz besagt, dass Integrale beziiglich Produktmaflen sich als ,,geschachtelte®

Integrale beziiglich den beiden Faktoren schreiben lassen. Da-
bei fiihren bei den geschachtelten Integralen die beiden mogli-
chen Reihenfolgen der Integration zum gleichen Ergebnis, und
insofern sind Vertauschungen der Integrationsreihenfol-
ge erlaubt. In der Praxis wird der Satz oft angewandt, um
durch Berechnung geschachtelter Integrale das Produktmaf
messbarer Teilmengen G — die selbst nicht notwendig Pro-
duktgestalt haben miissen — von X' x) zu bestimmen oder
Integrale {iber solche Teilmengen beziiglich Produktmaflen aus-
zurechnen. Dabei kommen Schnitte ,G beziehungsweise G, ins
Spiel:

Korollar (Satz von Fubini auf Teilmengen). Unter den Vor-
aussetzungen des Satzes gelten fiir (u®v)-messbare Teilmengen
G von Xx) die Formeln

Y

.

Abb. 4: Zwei vertikale Schnitte ,G
und drei horizontale Schnitte G,
zu G € B(IRZ):B(IR)G?B(R)

TE)(G) = | PGrantx) = [ Gy vy,

/fdu®v // f(z,y) dv(y) dp(z /Gyffﬂy)dﬂ()dV()

Im Fall G € &/®.% kinnen dabei die (-)s weggelassen werden.

Beweis. Man wendet den Satz mit 14 beziehungsweise 14 f anstelle von f an. O
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Korollar (Satz von Fubini fiir Lebesgue-Mafle). Fiir Lebesgue-Mafle auf RFTt = R¥ xR
gelten die Formeln

2HE) = | 2166 AL @) = | 2NG) 1L W),
RZ

/mWﬁ//mmwmﬂ Awfmwmwm

fiir k, 0 € N, L% messbare Teilmengen G von R¥C und L+ integrierbare f.

Beweis. Man kombiniert das vorige Korollar mit dem in diesem Abschnitt schon behandelten
Satz iiber Produkte von Lebesgue-Maflen. O

Unter den Voraussetzungen des Satzes von Fubini kann man die Forderung der o-Endlichkeit
von u und v im Wesentlichen als technische Annahme verstehen, die in Anwendungen meist®’
erfiillt ist. Entscheidend ist dagegen die Integrierbarkeitsvoraussetzung an f:

Bemerkungen (zur Integrierbarkeitsvoraussetzung bei Fubini). Da (Produkt-)Messbar-
keit von f fast immer erfiillt ist (siehe die néichste Serie von Bemerkungen), schlief3t die Vor-
aussetzung der p@v-Integrierbarkeit von f im Wesentlichen nur den Nichtexistenzfall
oo—oo aus. Nichtsdestotrotz ist diese Voraussetzung wesentlich fiir die Giiltigkeit des Sat-
zes von von Fubini (sowie seiner Korollare), denn das unten folgende Beispiel liefert bereits
fir 4 = v = £ einen Beispielintegranden, fiir den alle iterierten Integrale existieren und einen
endlichen Wert ergeben, aber das p®v-Integral undefiniert vom Typ oo—oo ist.

Fiir das praktische Rechnen bedeutet dies, dass nichtnegative (oder nichtpositive) mess-
bare Integranden unproblematisch sind und man den Satz stets auf solche anwenden darf. Nimmt
ein Integrand f aber positive und negative Werte an, so ist zuerst sicherzustellen, dass
mindestens eines der Integrale fXxy f+d(p®v), fXxy f-d(p®v), fXxy |f| d(p®v)
endlich ist. Diese Endlichkeitsbedingungen verifiziert man dabei, indem man den Satz mit den
nichtnegativen Integranden fy, f_ oder |f| verwendet. Erst danach darf man ihn gegebenenfalls
auf f selbst anwenden.

Beispiel (zur Nicht-Anwendbarkeit von Fubini im Fall ,,co—o0“). Ein warnendes Bei-
spiel im Zusammenhang mit dem Satz von Fubini ist das £2-Integral

2,2
x
f(z,y)dL?(z,y) mit Integrand f(x,y) = —5—5— fir z,y € R.
0,12 (22 4y?)?
Tatséchlich folgt aus der Symmetrie f(y,z) = — f(x,y) direkt, dass dieses Integral nur mit Wert
0 existieren oder undefiniert ,,0o—o00* sein kann. Ubersieht man dies aber und berechnet die
iterierten Integrale, so erhélt man

1,1 1 y 1° 1 . -
/0 /0 f(z,y)dydx = /0 [3524‘1/2] - dr = /0 a2 dzr = [arctanx]mzo =1
T

1 1 1 . 1 1 .
/0 /0 f(afay) drdy = /0 [3324‘?/2] L dy = /0 1+y2 dy = [—arctany]yzo = 1

30Eine gewisse Vorsicht ist aber beispielsweise im Zusammenhang mit den demnichst eingefithrten und nicht
generell o-endlichen Hausdorff-Maflen geboten. Auf diese Mafle kann der Satz nur in solchen Fillen angewandt
werden, in denen man sich auf o-endliche Mengen zuriickziehen kann.
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Nimmt man nur eine dieser beiden Berechnungen vor, so scheinen Rechnung und Ergebnis
zunéchst unverdéchtig. Erst wenn man beide Rechnungen durchfithrt und die nicht iiberein-
stimmenden Ergebnisse erhilt (oder natiirlich, wenn man die Integrierbarkeitsvoraussetzung fiir
Fubini genau priift), wird klar, dass keines der beiden Ergebnisse den Wert des £2-Integrals gibt.
Es muss tatséchlich die Situation vorliegen, in der der Satz von Fubini nicht anwendbar ist:
Das £2-Integral ist undefiniert vom Typ oco—oo.

Als Nichstes folgen einige Bemerkungen zur Produktmessbarkeit, die hier allgemein fiir & ® .-Messbarkeit mit
beliebigen o-Algebren &/ und .# iiber X und ) formuliert werden. Genau wie M* ® M! C MFHL sieht man auch
M @ My C My, fiir allgemeine Mafle p und v ein, daher lassen sich aus diesen Bemerkungen auch Kriterien gewinnen,
die die in der (u®v)-Integrierbarkeitsvoraussetzung bei Fubini enthaltene pu®v-Messbarkeit fiir alle praktisch relevanten
Falle sichern.

Bemerkungen (zu Produkmessbarkeit). Seien (X, %), (V,.%), (W,¥), (£, ) Messrdume.

(1) Ein allgemeines Produkt3! fxg: XxY — Wx Z zweier Abbildungen f: X — W und g: J — Z ist gegeben durch
(Fxg)(,y) := (f(2),9(y)) eWx Z  firzeXundye).

Fiir eine (#7,%)-messbare Abbildung f: X — W und eine (., 5 )-messbare Abbildung g: ) — Z ist dieses Produkt
fXxg stets (#®.7,9 @ H# )-messbar.

Beweis der Messbarkeitsaussage. Aus der Definition von fxg ergibt sich (fxg)™ ' (¥x#) C #x. C H4R®.7. Da
4 x. per Definition ein Erzeuger von ¥®.7¢ ist, folgt (#®.%,9 & )-Messbarkeit von fxg gemifl Bemerkung (3)
zur Messbarkeitsdefinition in Abschnitt 2.5. O

(2) Ist fiir o/-messbares g: X — R und .#-messbares h: ) — R beispielsweise durch

F(y) = 9() +h(y) oder Fay) = % oder F(@,y) = max{g(z), h(y)}

(mit irgendeiner Konvention bei undefinierten Ausdriicken) oder ganz allgemein fiir </-messbares g: X — ]T{k und
.-messbares h: Y — Ee durch

f(z,y) :=b(g(x), h(y)) mit einer Borel-Funktion b: R* xR’ — R

eine Funktion f: XxY — R gegeben, so ist f stets .o/ ®.7-messbar. Diese Regel liefert die Produktmessbarkeit aller
praktisch relevanten Funktionen.

Beweis. Es liegen (#®.7, B(ﬁk)®8(ﬁ£))—Messbarkeit von gxh (vorige Bemerkung) und (B(Ek ><E£)7 B(R))-Messbarkeit

von b vor. Mit der Produktstruktur B(ﬁlC Xﬁe) = B(ﬁk)(@B(ﬁe) der Borel-o-Algebra und der Kompositionsregel aus
Abschnitt 2.5 folgt (&®.7, B(R))-Messbarkeit von f =bo (gxh). O

(3) Fiir &/-messbare fi1, fa,... far: Q@ — R ist auch (f1, f2,..., far): Q — RM stets o/-messbar. Dies wurde bereits in
Fufinote 20 bemerkt, lisst sich aber jetzt systematisch begriinden: Man schreibt (f1, f2,..., far) = (fixfaX ... X far) o
Agf dazu als Komposition der (&, &/ ® &/ ®...® .o/ )-messbaren Diagonalenabbildung ASA{[ Q=M e (z,,... )
und der (#®RFR ..., BR)QB(R)® ... ®RB(R))-messbaren Produktabbildung fi X f2x ... X fas. Dann folgt die «/-

Messbarkeit von (f1, fe, ..., far) direkt aus der Kompositionsregel und B(R)®B(R)® ... B(R) = B(EM).

Beweisskizze zum Satz von Fubini. Es wurde bereits gezeigt, dass Schnitte (Produkt-)messbarer
Mengen messbar sind, dass also fir G € #®.% und x € X stets ,G € . gilt und v(,G) somit
definiert ist. Nun wird durch schrittweise Argumentation erst fiir spezielle, dann fiir immer
allgemeinere Mengen G € o/ ®.% nachgewiesen, dass zudem gilt:

x +— v(zG) ist p-messbar mit (u2v)(G) = /XV(J;G) du(z) . (%)

31Fiir diese Art der Produktbildung ist neben x auch das Symbol x gebriuchlich.
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2.8. Produktmafe und der Satz von Fubini 79

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Schritt 5:

Schritt 6:

Fiir kartesische Produkte G € &7 x.% erhilt man () aus den ersten Uberlegungen zu
Schnitten.

Sei
(XS )y = { UGi G e XS disjunkt} CARVYL .

i=1
Fiir G € (@ x.%), erhélt man (x) aus der Darstellung v(, (U2, Gi)) = Y24 v(2Gi),
der Proposition zur Messbarkeitserhaltung aus Abschnitt 2.5 und dem Korollar zu
Funktionenreihen aus Abschnitt 2.7.

Sei

(A XS ) s :—{ ﬂ G; : G1 D G2 D ... sind pu®v-endlich in (%XY)U} CARYL .
i=1

Fiir p-fast-alle x € X folgt aus (u®v)(G1) < oo und Schritt 2 schon v(,G1) < oo,
und daraus erhilt man V(x(ﬂfil GZ)) = lim; o0 ¥(;G;). Mit der Proposition aus
Abschnitt 2.5 und dominierter (oder auch monotoner) Konvergenz schlieft man auf
die Giiltigkeit von (x) fiir alle G € (& X.%)4s.

Zu jedem p®v-endlichen G € &/ ®.7 existiert eine u®@v-mafigleiche Obermenge G e
(o x.) s (man vergleiche hierzu die Bemerkungen zur Carathéodory-Konstruktion).
Deshalb folgt (x) erst fiir alle p®v-Nullmengen G und dann fiir alle p®v-endlichen
G € @®.7 (denn fiir letztere ist G \ G eine p@v-Nullmenge).

Unter Verwendung der o-Endlichkeit von u®v ergibt sich (k) jetzt fiir alle G € &/ ®.7:
Dazu schreibt man G als abzdhlbare disjunkte Vereinigung endlicher Mengen und
argumentiert dann wie in Schritt 2. Aus Symmetriegriinden gelten analoge Aussagen
fiir die umgekehrte Integrationsreihenfolge, und damit ist der Satz von Fubini fiir
charakteristische Funktionen f = 1g zu G € &/R.% gezeigt.

Die Verallgemeinerung auf beliebige Integranden bewerkstelligt man mit der Standard-
Ausdehnungsprozedur und verwendet dabei das Approximationslemma aus Abschnitt
2.5 und wieder einmal den Satz iiber monotone Konvergenz. O

Durch iterierte Anwendung des Satzes von Fubini gelangt man zur nichsten Folgerung, die
die Berechnung von .Z~N-Maflen und .Z"-Integralen auf N geschachtelte .Z!-Integrale zuriick-
fithrt und viele explizite Integralberechnungen erlaubt.

Korollar (iterierter Satz von Fubini). Die Produktmaf-Operation ® ist assoziativ, auf
Borel-Mengen gilt

Lo, L = 2N

N—mal
und fiir LN -integrierbare f gilt
fdi:/ / / fz1, 29, ..., xn)dLY (z1) AL (o) ... AL (zy). O
RN R RJR
———

N Integrale
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80 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Auf eine ausfiihrlichere Diskussion iterierter Produktmafle und des iterierten Satzes von
Fubini wird hier verzichtet. Stattdessen werden noch ein weiteres Korollar und eine konkrete
Anwendung behandelt:

Eine bekannte Grundidee der Integrationstheorie besteht darin, dass 1-dimensionale Integrale
den Fliacheninhalt unter dem Graphen des Integranden f und allgemeiner N-dimensionale Inte-
grale den (N+1)-dimensionalen Inhalt unter dem Graphen messen. Fiir allgemeinere Mafirdume
ldsst sich die Vorstellung des Inhalts unter dem Graphen durch ein Produktmafl des Subgraphen
Sy verallgemeinern, wobei Sy fiir nichtnegatives f auf A’ als

Spi={(z,y) e XxR : 0<y < f(z)} CX¥ xR,

definiert ist. Genauer erhilt man:

Korollar (Integral als Mafl des Subgraphen). Sei e \/
(X, ,u) ein o-endlicher Mafraum. Fir p-integrierbares
f: X =R sind Sy, und Sy_ stets in M,@B(R), und es gilt

/X fdu=(EeL)(Sy,) - (EL)(Sy ).

Speziell fir LN -integrierbares f: D — R mit D € MY ergibt sich

/ d,ZN:ZNH(Sf+)—$NH(Sf )
D

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f nichtnegativ. Aus Ts, = Ty, \eRxR:0<y<w} © (fxidR)
entnimmt man Sy € M,®B(R). Der Satz von Fubini liefert daher

@280 = [ 2'(:(80) duta)
/gl [0, f(x /f ) dp(z O

Schliefllich folgt die angekiindigte Anwendung:

Anwendung (Berechnung des Einheitskugelvolumens wx mit Fubini). Im Folgenden
wird eine fiir alle N € IN giiltige Formel fiir das Volumen wy = .Z~ (BY) der N-dimensionalen
Einheitskugel BY = B]lv (0) € RY hergeleitet. Das Volumen einer allgemeinen Kugel erhilt man
dann gemi# Translationsinvarianz und Skalierungsverhalten von .Z als 2N (BN (z)) = wyr?.

(0) Fiir N =1 ist B} = (—1,1) und daher w; = 2.

(1) Fiir N = 2 liefert der Satz von Fubini
i = LB = [ 2(B0) 4 (@)
R
! ! =sin
= / L (-V1-22,V/1-22) ) dL (z) = 2/ Vi—z2de =
-1 -1
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2.9. LP-Rédume und Integralungleichungen 81

(2) Fiir N > 3 erhilt man aus £?(B2) = 7r?, dem Satz von Fubini und der Formel fiir radiale
Integration wie folgt eine Rekursionsformel in Zweier-Schritten:

wy =LV BY) = N 232(1(35)) dLN 2 ()
RN—
_ 2(R2 N—=2/.\ _ a2 N-2
= [n? (B? ) 42 2(w) = W/B{V_Q(l 2?) 42N 2 (2)
1
_ 2w
= 7r(N—2)wN_2/ (1—0%)o™N 3 do = N WN-2-
0
(3) Auflésung der Rekursion fiithrt auf die gesuchten Formeln
1 4 .. 2Nkl
O.)N:HTF fiir N =2k, kelN und wN:Wﬂ fir N =2k+1, k € INg
Diese lassen sich zusammenfassend schreiben als
N/2
wy = ———— fiiralle N € N
YT rE+)

mit der sogenannten Gamma-Funktion I' zu
oo
[(z) := / t*le~tadt fiir z € C mit Re(z) > 0.
0

Diese Funktion erfiillt I'(k+1) = k! und kann insofern als eine Verallgemeinerung der
Fakultdten natiirlicher Zahlen verstanden werden. Des Weiteren sei iiber I' nur erwéhnt,
dass die Funktionalgleichung I'(2+1) = 2I'(z) fiir alle z € C mit Re(z) > 0 gilt und

F(%) oyt 2 fooo e ds = /7 ist. Diese Eigenschaften geniigen, um die angegebene Formel
einzusehen. Auf eine weitergehende Diskussion der Gamma-Funktion wird hier verzichtet.
2.9 LP-Riaume und Integralungleichungen

Definition (wesentliche Suprema und Infima). Sei (Q, .o/, ) ein Mafraum, und f: Q —
R sei eine beliebige Funktion. Das (u-)wesentliche Supremum pu-esssupg, f und das (p-)
wesentliche Infimum p-essinfq f von f auf Q sind definiert als

p-esssup f :=min{L € R : f < L gilt p-fast-iiberall auf Q} € R,
Q
,u—essg%nff :=max{L € R : f > L gilt p-fast-iiberall auf Q} € R.
Besteht Klarheit diber das Maf$ u, so schreibt man kirzer esssupgq f beziehungsweise essinfq f.

Bemerkung (zur ,wesentlichen Variante“ der fundamentalen Abschéitzung). Fiir y-integrierbares
f:Q — R gilt stets

w(Q)essinf f < / fdu < p(2)esssup f.
L Q Q
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82 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Definitionen (LP-Normen, LP-Riume). Sei (2, .27, 1) ein Mafiraum, und sei p € [1,00].

o Die LP-Norm | f||1r(q k) € [0,00] einer p-messbaren Funktion f: Q — KM st defi-

niert als )
</ |f|pdu>p falls p < o0
_ Q
)

”fHLP(Q,M;]KM =
p-esssup | f| falls p = oo
Q

e Der (Lebesgque-)LP-Raum LP(Q, .o, u; KM besteht aus allen of -messbaren Funktionen
f: Q — KM mit ||f”Lp(Q7M;]K]W) < Q0.

Notation. Auf das Ausschreiben der Argumente Q, o7, u, KM kann (teilweise) verzichtet wer-
den, wenn der Bezug aus dem Kontext klar ist. Als Alternative zu || f||1p(q) notiert man auch

1F Wl oder nur || £l,-

Bemerkung. Fiir vollstindiges p enthilt £1(Q, .7, u; KM) genau die (u-)summierbaren Funk-
tionen, und die Funktionen in £(Q, <7, pu; KM) heifien (u-)wesentlich beschriinkte Funktionen.

Satz (iiber die Holder-Ungleichung). Sei (2,7, ) ein MafSraum, und seien p,q € [1, 0]
konjugierte Exponenten, d.h. solche mit

-+ -=1.

P q
Fir f € LP(Q, o, ;KM und g € LYQ, o, ;KM st die als punktweises Euklidisches Ska-
larprodukt von f und g gebildete Funktion f- g stets u-summierbar mit

' ez du\ < 1flp llq

(wobei die Normen beziiglich (2, ju; KM) zu bilden sind).

Beweis. Fiir p = 1, ¢ = oo erhélt man mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung des Euklidischen
Skalarprodukts

]/Q<f-g>du' < [15slan< [ irllolan< [ 1ol = 1711 Nl

und der Fall p = oo, ¢ = 1 ergibt sich daraus durch Vertauschung von f und g.
Sei nun p € (1,00). Verschwindet die rechte Seite der behaupteten Ungleichung, so ist eine
beteiligten Funktionen p-fast-iiberall auf Q gleich Null, und die Behauptung gilt trivial. An-

dernfalls kann man nach Ubergang zu W und ﬁ annehmen, dass || f|l, = [lg]lq = 1 gilt und

erhiilt mit der Youngschen Ungleichung??

‘/Q(f-g)du g/Qlfl |g|dus/9<;|fp+;|g|q>du:;\fuz+;||g||g=;+;=1. =

32Die Youngsche Ungleichung besagt ab < %ap—i—%bq fiir a,b € R>o und konjugierte Exponenten p,q € [1,c0].
Sie kann beispielsweise als Stiitzfunktionungleichung h,(a) > hy(ao) + hy(ao)(a—ao) der konvexen Funktion h,

mit hp(a) := a” an der Stelle ag = bt hergeleitet werden.
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2.9. LP-Rédume und Integralungleichungen 83

Bemerkung. Ist ;(Q) < oo, beispielsweise p die Einschrinkung des Lebesgue-MaBes .2V auf
beschrinktes Q C RY, so gilt die Inklusion

LY, o, KM € £P(Q, o, KM fiir p < ¢ in [1,00].

Dies entnimmt man aus folgender Abschéitzung mit der Holder-Ungleichung zu den konjugierten
Exponenten 1 € (1,00] und s := (1—%)*1 € [1,00):

1= ([ 1a-177an)" < (Inall 177 ])" = > 4151,

Satz (iiber die Minkowski-Ungleichung). Sei (£2,.97, 1) ein MafSraum, und sei p € [1, 00].
Fir f,g € LP(Q, o, 1n; KM gilt dann stets f+g € LP(Q, o7, pu; KM) mit

1f+gllp < [1£1lp + llgllp
(wobei die Normen beziiglich (€, ju; KM) zu bilden sind).

Beweis. Die Félle p = 1 und p = oo sind einfach. Fiir p € (1,00) schliefit man zuerst aus
[f+gl? < 2max{[f],[g]})" < 2°(|f + [g") auf [[f+gll, < 2(][fll, + llgllp) < oo und damit auf
f+g € LP. Um die Ungleichung in der behaupteten Form ohne den Vorfaktor 2 nachzuweisen,
schéitzt man mit der Holderschen Ungleichung zu den konjugierten Exponenten p € (1,00) und
q:= I% € (1, 00) wie folgt ab:

1f+glt = /Q gl gl dy

p—1 p—1
S/Qlfllf+9| du+/Q|g| |f+glP~" dp
< Hfllleerglp‘lHq + ||g||pH|f+9|p‘1Hq = (Ifllp + llglip) I f+glB"

Da || f+g|l, < oo gezeigt wurde und sich der Fall ||f+g||, = O trivial erledigt, kann man auf
beiden Seiten durch || f+g\|£_l dividieren und erhilt die behauptete Ungleichung. O

Zusammen mit der einfachen Regel ||sf||, = |s|| fl, fiir s € K folgt aus dem vorigen Satz,
dass die Raume LP lineare Réume und die LP-Normen absolut homogene Abbildungen mit
Dreiecksungleichung sind. Genauer sei festhalten:

Fiir jedes p € [1,00] ist LP(2, o7, p1; KM) ein K-Vektorraum mit Seminorm | - ||,.

Tatséchliche Normen sind die LP-Normen in den meisten Fillen aber (noch) nicht, denn eine
Norm darf nur auf dem Nullelement des Vektorraums den Wert Null annehmen, die LP-Norm
hat aber nicht nur auf der Nullfunktion den Wert Null, sondern auch auf allen Funktionen, die
u-fast-iiberall mit dieser iibereinstimmen. Normalerweise (genauer, immer dann, wenn &7 eine
Nullmenge #() enthiilt) verschwindet die LP-Norm damit auf dem Unterraum positiver Dimension

Ny ={f:Q— KM : fist o/-messbar und verschwindet p-fast-iiberall auf Q} .

Um die LP-Normen dennoch als echte Normen auffassen zu kénnen, behilft man sich wie folgt:

83



84

KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Definition (LP-R#ume und Fastfunktionen). Sei (Q,7,u) ein Mafraum, und sei p €
[1,00]. Der (Lebesgue-)LP-Raum LP(Q, pu; KM) ist der Faktorraum

Lp(Qa,U;]KM) = ['p(Qaﬂuu'a]KM)/N = {f+N,u : feﬁp(QVQ{vM;]KM)}

nach dem im Vortext eingefiihrten (ibrigens nicht von p abhingigen) Unterraum N,,. Die Rest-
Klassen f+N,, € LP(Q, pn; KM) nennt man Lebesgue-Klassen oder (u-)Fastfunktionen.

Bemerkungen (zu Fastfunktionen und LP-R&umen).

(1)

Die Faktorbildung nach dem Unterraum N, kann auch als Faktorbildung beziiglich der
Aquivalenzrelation “Gleichheit p-fast-iiberall” verstanden werden, also als Identifikation
p-fast-iiberall gleicher Funktionen. Da p-messbare Funktionen dann stets mit dem «7-
messbaren Reprisentanten aus Abschnitt 2.5 identifiziert werden, spielt die zugrundegelegte
o-Algebra « fiir LP-Rdume praktisch keine Rolle mehr und wird nicht mehr notiert.

Per Definition ist LP(€2, u; IKM) ein K-Vektorraum, und die Summe zweier Fastfunktionen
sowie die Multiplikation einer Fastfunktion mit einem Skalar sind erklart. Auch etliche wei-
tere Operationen mit £P-Funktionen kénnen auf Fastfunktionen iibertragen wer-
den, da sie nicht von der Wahl von Représentanten abhéngen. Beispielsweise ist dies bei Re-
chenoperationen, Limites von Funktionenfolgen, der Bildung abzihlbarer Suprema/Infima
und auch bei Integralen fQ(b of)du mit einer festen Borel-Funktion b und £P-Funktionen f
der Fall. Im Folgenden werden alle Notationen fiir derartige Operationen auch fiir Fastfunk-
tionen verwendet, und in vielen unkritischen Féllen wird nicht mehr explizit zwischen
Fastfunktionen und Funktionen unterschieden.

Zu beachten ist aber nichtsdestotrotz, dass Auswertungen f(z) in einzelnen Punkten
x € Q (zumindest in solchen mit u({z}) = 0) oder Einschrankungen auf p-Nullmengen fiir
Fastfunktionen f nicht sinnvoll sind.

Fiir zwei Reprisentanten derselben Fastfunktion, also fiir f,g € LP(Q,.o7,p; KM) mit
[N, = g+N,, gilt insbesondere || f||, = ||g]|,- Daher ist die Festlegung || f+N,|lp == || fllp
sinnvoll und macht LP(Q, u; K™) zu einem normierten Raum.

GemiB der Holderschen Ungleichung ist f-g fiir f,g € £L2(Q, o7, pn; KKM) stets p-summierbar,
und durch

<fag>L2(Q,,u;]KM) = /Qf gd,u €K

erhélt man eine positiv semidefinite, symmetrische Bilinearform (Fall K = R) beziehungs-
weise eine positiv semidefinite, hermitesche Sesquilinearform3? auf £2(Q, .o, u; KM). Man
schreibt kurz (f, g)12 statt (f, g)12(0,uKM)-

Natiirlich ist (-, )2 auch auf Fastfunktionen sinnvoll, ist auf L2(Q, u; IK™) sogar positiv
definit und dort ein Skalarprodukt, das sogenannte L2-Skalarprodukt.

Es gilt || f]l2 = /(f, f)12, also induziert das L2-Skalarprodukt die L2-Norm, und die Hélder-
Ungleichung zu p = ¢ = 2 ist gerade die Cauchy-Schwarz-Ungleichung des L2-Skalarprodukts.

33Es sei daran erinnert, dass das komplexe Standard-Skalarprodukt auf CV die Form f-g = Zfil figi mit der

komplexen Konjugation (-) hat.
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Bemerkungen (zu Varianten von £P- und LP-Rdumen).

(1) Analog zu den vorigen Definitionen werden £P- und LP-Réume zum Zielraum R definiert. Fiir f € LP(Q, o, u; ) gilt
dann p-fast-iiberall f € R. Folglich hat jedes f € LP(, u;R) einen R-wertigen Représentanten, es ist LP(Q, u; R) =
LP(Q, u; R) und deshalb bringt R-Wertigkeit keinen echten Gewinn an Allgemeinheit.

(2) Ist © ein topologischer Raum mit B(€2) C &7, so definiert man den lokalisierten Raum E{’Ok(ﬂ, o, 1; TKM) als die Menge
der «/-messbaren f: Q — KM so dass jedes z € Q in einem offenen O mit f|, € EP(O,JA/|O,/L|£¢‘O ;KM ) liegt. Bei
gutartigem  (z.B. fiir einen lokalkompakten Hausdorff-Raum Q) ist es dquivalent, f|, € LP(K,o|K, Bl o\ K s IKM)

fiir jedes Kompaktum K in € zu fordern. Den entsprechenden Raum von Fastfunktionen nennt man Lfok(ﬂ, s KM,

Eine wichtigen Eigenschaften der LP-Riume besteht darin, dass sie (addquat) viele kon-
vergente Folgen besitzen. Dies ist ein entscheidender Vorteil gegeniiber (entsprechenden
Raumen in) der Riemannschen Integrationstheorie und wird nun prézisiert und bewiesen:

Satz (von Riesz-Fischer, ~1907). Sei (Q,./, ) ein Mafraum. Fir alle p € [1,00] ist der
normierte Raum LP(, p; KM) vollstindig, d. h. in LP(Q, u; KM) konvergiert jede Cauchy-Folge.

Beweis. Im Fall p = oo folgt der Satz aus der bekannten Tatsache, dass gleichméflige Cauchy-
Folgen gleichméfig konvergieren.

Sei jetzt p € [1,00), und sei (fx)ren eine Cauchy-Folge in LP. Dann gibt es eine Teilfolge fi,
mit | fr, —fr;llp < 27!, Mit dem Lemma von Fatou und der Minkowski-Ungleichung folgt

Z kaz+1 fk ||p <1,

i+1 fk

und deshalb liegt p-fast-iiberall auf Q Konvergenz » 72, |fr, ,—fr,| < oo vor. GemiB der
Vollsténdigkeit von KM existiert p-fast-iiberall auf Q auch

m—1 )
fo=lim_f, = fr, + lim Z(fki+1_fki) = fu, + Z(fkiJrl_fki)'
1=1 i=1

Fiir beliebiges € € R~ erhélt man aus dem Lemma von Fatou und der Cauchy-Eigenschaft der
fr nun

[ 1fe-rPdu <timint [ (fe-fpdpse gk o),
O 1— 00 e}

also liegt Konvergenz limyg_, oo fr = f in L? vor. O

Bemerkungen (zur Vollstdndigkeit von LP).

(1) LP ist also ein Banachraum, d. h. ein vollstindiger normierter Raum, und L? ist sogar
ein Hilbertraum, d. h. ein vollstindiger Skalarproduktraum.

(2) Die LP-Rdume sind fundamentale Funktionenriume der Analysis und wichtig fiir alle
mathematischen Teilgebiete, fiir die auch Integration eine Rolle spielt.

Zum Abschluss des Kapitels wird eine weitere wichtige und niitzliche Integralungleichung,
die Jensensche Ungleichung (fiir Erwartungswerte), behandelt:
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Satz (iiber die Jensensche Ungleichung). Seien (2, <7, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
®: KM — R U {oo} eine konvexe’* Borel-Funktion und f: Q — KM eine p-summierbare
Funktion. Dann ist fﬂ(q> o f)_du < oo, und es gilt

(/fdu) / of)duy  inRU{oc}.

Bemerkungen (zur Jensenschen Ungleichung).

(1) Fiir einen beliebigen Mafiraum (€2, .97, 1) mit 0 < p(2) < oo ist ( ay i ein Wahrscheinlich-
keitsmaf}; daher gilt die Jensensche Ungleichung allgemeiner in der Form

(o [ 10m) < sy [ 2o 0 am

(2) Es bringt Vorteile, fiir die konvexe Funktion ® in der Jensenschen Ungleichung nicht nur
reelle Werte, sondern auch den Wert oo zuzulassen:

e Ist K eine konvexe Teilmenge von KM, so kann man die Jensen-Ungleichung mit der
konvexen Funktion co-Iya ;¢ anwenden und dadurch einsehen, dass bei py-summierba-
rem f mit (u-fast-iiberall) Werten in K auch der Integralmittelwert u(% Jo fdp
in der konvexen Menge K liegt. Diese Aussage spielt auch bei manchen Beweisen
der Jensenschen Ungleichung ein Rolle; dazu vergleiche unten.

e Ist eine konvexe Funktion ® nicht auf ganz IKM, sondern nur auf einer konvexen Teil-
menge K C KM definiert, so lisst sich die Jensensche Ungleichung auf die konvexe
Fortsetzung @ 1 +00-Lgm\ g anwenden und behdlt fiir Funktionen f mit Werten in
K (und folglich Mittelwert in K') genau die oben angegebene Form.

(3) Ist @ reell-wertig, so ist ® als konvexe Funktion automatisch stetig und damit eine Borel-
Funktion. Wird wie im Satz auch der Wert oo zugelassen, so muss aber in Randpunkten
von ®~!(oc0) nicht notwendig Stetigkeit vorliegen und auf die explizite Voraussetzung der
Borel-Messbarkeit kann nicht ohne Weiteres verzichtet werden.

(4) Alle Dreiecksungleichungen fiir Integrale sind Spezialfille der Jensenschen Ungleichung mit Betriigen oder Normen als

konvexe Funktionen. Auch die mit der Inklusion £? C LP verbundene Ungleichung (sieche die Bemerkung nach der
Holder-Ungleichung) stellt sich als Spezialfall zur konvexen Funktion y +— |y\‘1/p heraus.

Teilbeweis der Jensenschen Ungleichung. Da CM mit R*M identifiziert werden kann, wird ohne
Einschrinkung KK = R angenommen. Ein Basis-Argument zum Beweis der Jensenschen Unglei-
chung funktioniert immer dann, wenn ® an der Stelle a := fQ fdu € RM einen endlichen Wert
®(a) < oo annimmt und dort eine affin lineare Stiitzfunktion in dem Sinn besitzt, dass es ein
w € RM mit ®(y) > ®(a) +w - (y—a) fiir alle y € RM gibt. Man kann dann namlich mit der
Bedingung 1(€2) = 1 und der Linearitéit des Integrals die Rechnung

@(/Qfd#):q»(aww-(/ﬂfdu—a)
= [o@answ- ([ ran= [ adu) = [ (0@ +w-(-a)du< [ o) dn

34 Konvexitét von ® wird auch bei Werten in RU {o0} ,ganz normal“ iiber die Konvexitdtsungleichung definiert,
bedeutet also ®(Az+(1-X\)y) < A®(z)+(1-N)®(y) fiir alle =,y € KM und X € [0,1].
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durchfiihren und erhélt die Jensen-Ungleichung samt [,(®(f))- du < co. Die angenommene
Existenz einer Stiitzfunktion ist dabei fiir konvexe ® € C'(RM R) aus der Analysis bekannt
(dann einfach w = V®(a) wihlen), und mit Hilfe des néchsten Lemmas kann sie allgemeiner
fiir konvexe ®: RM — R U {co} an Stellen a € RM mit & < oo auf einer Umgebung von a
gezeigt werden. Mit einer leichten Modifikation des obigen Arguments erhélt man die Jensen-
sche Ungleichung zudem auch bei Werten in R U {oco} zumindest fiir unterhalbstetige konvexe
®: RM — RU{c}, indem man solche als Supremum affiner Funktionen darstellt. Alles in allem
ergibt sich hiermit die Behauptung des Satzes unter der schwachen Zusatzvoraussetzung, dass
® entweder R-wertig oder unterhalbstetig ist. O

Der Beweis der Jensenschen Ungleichung bei Werten in RU{co} und ohne Unterhalbstetigkeitsvoraussetzung gelingt mit

etwas (mehr) konvexer Analysis, ist aber ein Detail, das iiber den Vorlesungsstoff hinaus geht und hier nur der Vollstindigkeit
halber ausgefiithrt wird. Man beginnt mit einem geometrisch plausiblen Lemma:

Lemma (iiber die Existenz einer Normalenrichtung). Sei K eine konveze Menge in RM . Dann gibt es zu jedem p € IRM\f(
einen Einheitsvektor v € RM mit (x—p) - v > 0 fiir alle x € K (und dasselbe sogar mit >0 falls p ¢ K).

Beweis. Sei K # (). Man unterscheidet die Fille p éf und p € 0K.
Ist p ¢ K, so sei px der néichste Punkt zu p in K. Dann gilt

1
0< < [\Ax+(1—>\)p*—p|2 - \p*—plz’] = 2(z—p«) * (P—D) + Alz—ps|?

fiir alle x € K und A € (0, 1]. Durch Grenziibergang A \, 0 erhélt man erst (x—px):(p«—p) > 0 und dann mit (z—p)-(p+—p) =
(x—p«) + (px—p) + |p+—p|? > 0 die Behauptung fiir v := |z: :Z‘.

Ein Randpunkt p € K kann wegen der Konvexitit von K kein innerer Punkt von K sein und kann deshalb als
p = limg_, 00 pp mit pp € RM \ K geschrieben werden. Aus den gemi dem vorigen Teil des Arguments zugehdrigen
Einheitsvektoren v, € RM lisst sich eine gegen einen Einheitsvektor v € RM™ konvergente Teilfolge auswihlen, und die
Behauptung folgt problemlos. O

Lemma (zur Mittelwertbildung iiber konvexe Mengen). Sei (2, </, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, K sei eine konveze
Menge in RM | und f: Q@ — RM sei p-summierbar. Gilt p-fast-iberall f € K auf Q, so folgt fﬂ fdp e K.

Bemerkung. Insbesondere besagt das Lemma fir @ = K C V = RN mit 0 < Y (K) < oo, dass der Schwerpunkt
;Z’N;(K) fK xdZN (x) einer konvexen Menge K stets selbst in K liegt.

Beweis. Man beweist das Lemma durch vollstdndige Induktion nach M € IN. Fir M = 1 ist K ein Intervall, und die
Behauptung ergibt sich aus in Abschnitt 2.6 behandelten Grundeigenschaften (2) und (3) des MaBintegrals. Somit ist
der Induktionsanfang gemacht, es folgt der Induktionsschluss: Sei M > 2 und das Lemma fiir konvexe Mengen in RM—1
bewiesen. Ist p := fQ fdu in K, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls ist p € ]RM\K, und mit dem Einheitsvektor w des
vorigen Lemmas gilt p-fast-tiberall (f—p) - w > 0 . Auflerdem ist

/Q(f—p)-wdu: (/s;fd,u,—p)-wzo

und deshalb p-fast-iiberall schon (f—p) - w = 0. Somit hat f—p, eventuell nach Abé#nderung auf einer p-Nullmenge, Werte
im (M —1)-dimensionalen orthogonalen Komplement {v}! := {z € R™ : z.v = 0} von v. Da v’ als K-Vektorraum
isomorph zu RM~1 ist und der zugehérige Isomorphismus wegen Linearitiit aus dem Integral gezogen werden darf, gilt
die Behauptung nach Induktionsannahme fiir die Funktion f—p und die konvexe Teilmenge (K—p) N v+ von v+. Es folgt
Jo(f—p)dp € (K—p) Nvt, und aufgrund von u(Q2) = 1 gilt damit auch [, fdu € K. O

Beweis der Jensenschen Ungleichung. Ohne Einschriankung sei IK = R und p vollstédndig.

Man verifiziert die Jensensche Ungleichung zunéichst unter der Annahme, dass fQ |® o f|dp < oo gilt. In diesem Fall
kann ® o f, eventuell nach Abdnderung von f auf einer Nullmenge als R-wertig angenommen werden. Fiir die konvexe
Menge

Ko :={(z,y) e RM xR : y > &(z)} c RM+!

gilt p-fast-iiberall (f, ® o f) € Kg auf Q. Mit dem vorigen Lemma folgt deshalb

d dof)d K
( Qf u,/ﬂ( f) u)e 3,

was offensichtlich eine Umformulierung der Jensenschen Ungleichung ist.
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88 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Im allgemeinen Fall ist zuniichst [(,(®o f)— dp < oo nachzuweisen: Dies gilt trivial, wenn Q_ := {z € Q : ®(f(z)) < 0}
eine p-Nullmenge ist. Hat Q_ dagegen positives u-MaB, so kann das bereits Bewiesene mit @y, := max{®, —k} angewandt
werden, da @ o f auf Q_ beschriankt und somit py-summierbar iiber Q_ ist. Man erhilt

u(fll—) /sz,@k °Hduz q)k(u(fll—) Q_ fd“) = (D(u(fll—) / fd“) z e

Damit gilt supge [o(®r © f)— dp < 0o, und mit Hilfe des Lemmas von Fatou folgt [,(® o f)— du < oo. Es muss somit
entweder fQ |® o fldu < oo oder fQ (® o f)dp = oo gelten. Fiir den ersten dieser Félle wurde die Jensensche Ungleichung
oben bewiesen, im zweiten gilt sie trivial. |

2.10 Fourier-Reihen, Fourier-Transformation

In weitgehender Analogie zum bekannten 1-dimensionalen Fall erklirt man Fourier-Reihen in
mehreren Dimensionen wie folgt:

Definition (Fourier-Koeffizienten, Fourier-Reihen). Zu jedem k = (ky, ko, ..., ky) € ZN
wird ein trigonometrisches Monom ey: RN — C durch

er(x) == elh T — exp(i(k1x1+kexo+ ... +knzN)) fiir x = (x1, 2, ...,xN) € RN

definiert. Fir eine £ -summierbare Funktion f: [0,27)Y — C (oder auch deren in jeder Va-
riablen 2m-periodische Fortsetzung auf ganz RYN) bezeichnet man dann die Zahlen

1 / — 1N N
Cp = ——— feprdz” eC w k€7
g (2m)N [0,2m)N k

als Fourier-Koeffizienten von f und nennt die mit diesen gebildete Reihe

> e

kezN
die (formale) Fourier-Reihe von f.

Wie im 1-dimensionalen Fall kann man die Fourier-Koeflizienten
ck = f-ex

als geeignet normierte L2-Skalarprodukte von f und e, d.h. als Skalarprodukte von f und
er in £2([0,27T)N,MN, (277)_N.$N;C) beziehungsweise L2([O, 27r)N, (27r)_N$N;C) auffassen
(jedenfalls wenn f iiberhaupt in diesem L£2- beziehungsweise L2-Raum liegt; auch sonst ist die
Verwendung der Schreibweise f - ej aber oft noch sinnvoll).

Neben schon bekannte Sétze i{iber das Konvergenzverhalten von Fourier-Reihen tritt nun
folgender allgemeingiiltige (aber auch in einer Dimension noch neue) Sachverhalt:

Satz (klassischer Satz von Riesz-Fischer, ~1907). Die Abbildung
L2([07 27T)N7 (QW)_NXN; C) — £2 (ZN; (D) ) f = (f ° ek’)kEZN
ist ein isometrischer Isomorphismus, insbesondere gelten die Besselsche Gleichung

IFI72 = D 1f el fir f € 12([0,2m)", 2m) "N 2N, €)
kezN
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und die allgemeinere Parsevalsche Gleichung

frg= > (f-ex)g-er) fir f,9 € L*([0,2m)", 2m)~N.2N;C)

kezN

und jedes f € L*([0, om)V, (2m) N LN C) hat die Darstellung f = > . n(f - ex)er als in
L2([o, o)V, (2m) N 2N C) konvergente Fourier-Reihe.

Ausgeschrieben bedeutet die durch den Satz garantierte L2-Konvergenz von 5 wezn (fer)er
gegen f hierbei

=0

m—00 L2

lim Hf— > (frewJen,
=1

fiir eine und dann automatisch®® jede Abzéhlung (k;);en von Z%. Diese Konvergenz wird auch
als Konvergenz der Reihe im quadratischen Mittel bezeichnet.

Der Beweis des Satzes beruht mafigeblich auf der in Abschnitt 2.9 nachgewiesenen Vollstandig-
keit des Raums L? und auf folgenden Basis-Aspekten abstrakter Hilbertraum-Theorie:

Definitionen (Orthonormalsysteme, Orthonormalbasen). Seien H ein Skalarproduktraum,
I eine beliebige Indezmenge und (ex)res eine Familie von Elementen von H.

(I) Man nennt (er)rer ein Orthonormalsystem, wenn ey « ey = Oy fiir alle k,0 € I gilt
(wobei dgp :=1 im Fall k = £ und o := 0 im Fall k # £ ist).

(IT1) Ein Orthonormalsystem (ex)resr heifit vollstandig, wenn fir f € H aus f-ex = 0 fir
alle k € I schon f =0 folgt.

(III) FEin Orthonormalsystem (ex)rer heifst eine Orthonormalbasis, wenn I abzihlbar ist und
jedes f € H die Darstellung Y, ;(f - ex)er = [ besitzt (wobei die Konvergenz der Reihe,
dhnlich wie oben, lim,, oo Hf— Yo (feex,)ex, g = 0 fir eine und damit jede Abzihlung
(k;)iew von I bedeutet).

Damit kann formuliert werden:

Satz. Sei H ein Hilbertraum mit abzihlbarem Orthonormalsystem (ex)ken. Dann konvergiert fir
jedes f € H die Reihe Y oo (f « ex)ex in der Norm von H. Ist das Orthonormalsystem (ex)reN
zudem vollstindig, so konvergiert die Reihe auch stets gegen f, es handelt sich bei (er)ren also
dann um eine Orthonormalbasis.

Beweis. Der ,Satz des Pythagoras®, ||f+g|*> = ||f|I3+lgl/% fir f,g € H mit f-g = 0, liefert
113 = 1= S0y (F - enderlld + 1550y (F + exenly = S0y (F - exdenly = S0y If - e fin
alle n € IN. Damit sind die Partialsummen der Reihe > 72 |f - ex|* beschréinkt, und Konver-
genz dieser Reihe in R ist nachgewiesen. Aufgrund der analogen Formel || Y 7_ (f - ex)exl? =
Sr | frek|? fiir m < nin IN {ibertriigt sich die Cauchy-Eigenschaft auf die Reihe Y52 (f-ex)ex
in H, wegen der Vollstidndigkeit von H konvergiert > 72 (f - ex)er also in H. AuBerdem gilt

35Dieser Automatismus wird auch aus dem Beweis des Satzes klar, dennoch sei der Grund schon festgehalten:

Fiir Abzihlungen (k;)ien, (¢;)jen von ZY, n € N, m,, := max{m € N : {ki,k2,...,km} C {€1,02,...,0,}} und

die Rest-Indexmenge R, := {f1,02,...,¢n} \ {k1,k2,...,km,} liefert Orthogonalitit der e, die Abschitzung
mp 2 n 2 2 n 2

”f_ Zi:l(f'eki)eki L2 = Hf_ Zj:1(f'elj)efg HLz + || ZkeRn (f'ek)ek”Lz > ||f_ ijl(f'elj )eéj HL2' Wegen

limy, oo mpn = 0o folgt aus der Konvergenz der Reihe ,mit k;“ dann die Konvergenz der Reihe ,,mit £;.
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(=20 (f - er)er) ~ec=f-er— >3 (f - ex)dpe = 0 fiir m > £ in N, und mit Stetigkeit des
Skalarprodukts (Cauchy-Schwarz-Ungleichung!) folgt (f— Sopey (f- ek)ek) -eg = 0 fiir alle £ € IN.
Bei vollsténdigem Orthonormalsystem (ey)ren muss damit f— > (f - ex)er = 0 sein. O

Korollare.

(D)

(1)

(111)

In einem Hilbertraum ist ein abzdhlbares vollstindiges Orthonormalsystem nichts
anderes als eine abzdhlbare Orthonormalbasis (denn die Hin-Richtung gilt gemdyfs
dem vorausgehenden Satz, die Riick-Richtung gilt trivial).

Fiir einen Hilbertraum H sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) H besitzt eine abzihlbare Orthonormalbasis.

(2) Es gibt einen Unterraum U von H, so dass U in H dicht liegt und U eine abzihlbare
Basis (im Sinn endlicher Linearkombinationen wie in der linearen Algebra) besitzt.

(3) H ist separabel, d.h. eine abzihlbare Teilmenge A von H liegt dicht in H.

Beweis. (1) = (2): Der von der abzéhlbaren Orthonormalbasis (im Sinn der linearen
Algebra) aufgespannte Unterraum liegt dicht in H.

(2) = (3): Sei (bg)ken eine abzihlbare Basis (oder auch nur ein abzidhlbares Erzeugen-
densystem) von U. Mit U liegt dann auch der von (by)ren aufgespannte Q-Unterraum
A= {ZZLZI by : meN, qi,q2,...,qm € Q} dicht in H, und A ist abzéhlbar.

(3) = (1): Sei A = {ay : k € N} eine abzé&hlbare dichte Teilmenge von H. Durch sukzes-
sive Auswahl des néchsten geeigneten aj findet man k1 < ko < k3 < ... in N, so dass die
Ak, s Qkys - - -, Ok, 5Ok, fur alle m € IN linear unabhéngig sind und denselben Unterraum
wie aj,aq9,...,a, —1,0k, erzeugen. Durch Gram-Schmidt-Orthonormalisierung erzeugt
man aus den ay, ein Orthonormalsystem (e;)ien, so dass auch eq, e, ..., en_1, ey, fir alle
m € IN denselben Unterraum wie ay,ag,...,ak,—1,0k, €erzeugen. Insbesondere enthélt
der vom ganzen Orthonormalsystem (e;);cw erzeugte Unterraum U die Ausgangsmenge
A und liegt somit dicht in H. Jedes f € H kann daher als f = limy_, fy mit f; € U
geschrieben werden. Ist f . e; = 0 fiir alle ¢ € IN, so folgt erst f - f, = 0 fiir alle £ € N,
dann || f||% = limg—eo(f + fz) = 0 und schliefllich f = 0. Also ist das Orthonormalsystem
(ei)ien vollstéandig und bildet geméf (I) eine Orthonormalbasis von H. O

Isomorphie-Satz: Jeder separable Hilbertraum ist isometrisch isomorph zum
Raum (2(K) der Quadrat-summierbaren Folgen — und tatsdchlich ist fiir jede Or-
thonormalbasis (ex)rew von H die Abbildung H — (2(K), f +— (f - er)rew €in solcher
Isomorphismus.

Beweis. Nach (II) existiert eine Orthonormalbasis (e;)rew von H. Fiir eine solche gilt
Dkt (f - ewen - 22021 (9 - edder = 30y (f - en)(g-er)(ex - er) = 251 (f - er)(g-ex)
fiir beliebige f,g € H und m € IN. Durch Grenziibergang m — oo mit dem Satz folgt
hieraus f - g = ((f - ex)ken, (g * €x)ken)s2, also die Wohldefiniertheit und Isometrie der
angegebenen Abbildung. Da Linearitét dieser Abbildung offensichtlich ist, bleibt nur ihre
Surjektivitit nachzuweisen. Dazu sei (ck)ren € €2(K). Aufgrund von || Y r_,  crex|/? =
> i, lek|? fiir m < n in IN iibertréigt sich die Cauchy-Eigenschaft von den Partialsummen
von Y 52, |ex? < oo auf die von Y 2% crex. Folglich existiert f := > 72 cxer € H, und
mit der Stetigkeit des Skalarprodukts und der Vollstindigkeit von (er)ren folgt wie im
Beweis des Satzes ¢y = f - ¢4 fiir alle £ € IN. Damit ist Surjektivitdt nachgewiesen. O
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2.10. Fourier-Reihen, Fourier-Transformation 91

Beweisskizze zum klassischen Satz von Riesz-Fischer. Fiir die durch eg(x) := el*'* definierten
Funktionen ergibt sich mit dem Satz von Fubini

e - e :/ ererd 27 _ / k=0 q 2N (1)
R 0,2m)N T emN T 2n)N 0,2m)

N N
H( / MIJd%) :H%ej:&ce

fiir alle k,¢ € Z" (wobei die Berechnung der 1-dimensionalen Integrale mit dem HDI oder mit
Symmetrieiiberlegungen erfolgen kann). Damit ist (ex)pezn ein Orthonormalsystem in L? =
L2([0,2m)N, (2m) "N 2N, €).

Es wird nun nachgewiesen, dass das Orthonormalsystem (ey),cz~ auch vollstandig ist. Dazu
wird zuerst die Fourier-Darstellung » ;- ( f er)er = f solcher f: [0,2m)Y — C verifiziert, die

die Form f(z) = HJ 1 [i(zy) fur € [0, 27)Y mit 2n-periodischen C!'-Funktionen f;: R — C
haben: In dieser Situation erhélt man gemifl dem Satz von Fubini die Fourier-Koeffizienten f-ey,
von f in Produktform

N

N
. —ik;x, N,y 1 P T )
Jree = W /[0 %)NHJ{, zj)e % d. 2N (x) —j];[1 <2W [ Biaen day ) =[] (frven,)

=1

aus den Fourier-Koeffizienten f; - ey, der f;. Fiir die ganze Fourier-Reihe ergeben sich damit
Produktgestalt und (in z € [0, 27r)N gleichméBige und sogar normale) Konvergenz

N
> (f - er)er(x ZHf] - e, )ex; () HZ]"} - eg; ey, (z5)
j=1k;€Z

kezN kezZN j=1

||',:]2

aus der bekannten gleich,iBigen Konvergenz der Fourier-Reihen von C!-Funktionen in Dimen-
sion 1. Insbesondere liegen die f der betrachteten Form im Abschluss U des von (eg)pczn
aufgespannten Unterraums U von L2. Da charakteristische Funktionen 1o von Quadern @ €
In N 73([0, 27r)N) in der L2-Norm durch die betrachteten f beliebig gut approximiert werden
konnen, liegen auch solche 1 in U. In weiteren Schritten konnen erst charakteristische Funktio-
nen lgzu B € B([O, 27T)N) und dann (Standard-Ausdehnungsprozedur!) beliebige g € L? durch
Linearkombinationen von Funktionen 1 beliebig gut in der L2-Norm approximiert werden, be-
liebige g € L? liegen also ebenfalls in U. Damit gilt U = L2, und U liegt dicht in L. Wie beim
Beweis von Teil (II) des vorigen Korollars ist (e)nczy somit ein vollsténdiges Orthonormalsys-
tem in L2. Mit der in Abschnitt 2.9 nachgewiesenen Vollstindigkeit des Skalarproduktraums L2
(der damit ein Hilbertraum ist) und dem letzten Satz beziehungsweise dem Teil (I) des Korollars
lisst sich schlieflen, dass (ey),ezn sogar eine Orthonormalbasis von L2 ist.

Jetzt folgen alle Behauptungen des Satzes: Gemé$ Teil (III) des Korollars ist die Abbildung
L2 — 2(ZN;0), f — (f - ex)pezy wohldefiniert und isometrischer Isomorphismus. Schreibt
man aus, dass dieser Isomorphismus Norm und Skalarprodukt erhélt, so ergeben sich die Bes-
selsche und die Parsevalsche Gleichung. Die Darstellung f =, ,n~(f - ex)ex von f € L? als
Fourier-Reihe, schliellich, entspricht der bereits nachgewiesen Eigenschaft, dass (ej)nczny eine
Orthonormalbasis von L2 ist. O
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Von grofler Bedeutung ist auch die folgende Bildung, die viel mit Fourier-Reihen gemein hat,
aber statt diskreter Frequenzen k € Z nun kontinuierliche Frequenzen ¢ € RY verwendet:

Definition (Foll_rier-Transformierte, Fourier-Transformation). Die Fourier- Transfor-
mierte Ff = f: RN = C von f € L' = LY(RN, .2V C) wird definiert durch

~ 1

ZIO=10 = G555 |, fl@e ®rdgN(@)eC  fir¢eRY

(wobei wieder e = exp(—i(&121 + &x2 + ... EnTN)) 2u verstehen ist). Unter der Fourier-
Transformation (auf L') versteht man die Zuordnungsvorschrift F: f + f.
Bemerkungen (zur Fourier-Transformation). Wie in der Definition sei f € L.

(0) Die Fourier-Transformierte fist wohldefiniert und beschrankt, genauer ergibt sich aus der
Dreiecksungleichung die Abschétzung

17O < @r)™2||fll fiir alle € € RV

(1) Die Fourier-Transformation ist eine C-lineare Operation, d.h. fiir f,g € L' undr, s € C
gilt stets

rf+sg=rf+sg.
(2) In Verscharfung von (0) gilt sogar

feCmN:0) mit Abfallbedingung |£1|im f(f) =
—00

wobei der zweiten Teil dieser Aussage auch als Riemann-Lebesgue-Lemma bekannt ist.

Beweis. Stetigkeit von ffolgt sofort aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz (mit Majo-
rante |f|). Die Abfallbedingung verifiziert man zuerst fiir charakteristische Funktionen von
Quadern @ = [a1,b1)x[ag,b2)X ... X[an,bn) € Zy. Fiir solche liefert ndmlich der Satz von

Fubini
—~ 1
_ —1§ x N | | —i&jx;

das z;-Integral auf der rechten Seite hat fiir £ # 0 den Wert gij(e_lfd bj =184 (und fiir

§j = 0 den Wert bj—a;), so dass man lim¢|_, ]@(g) = 0 erhélt. Mit (1) folgt die Behauptung
nun fiir endliche Linearkombinationen A solcher Funktionen 1. Mit solchen Linearkombina-
tionen h kann man dann erst 15 zu B € B(RY) mit £V (B) < oo (siehe Ubungsblatt 5!) und
dann beliebige f € L! (Approximation durch Treppenfunktionen plus Konvergenzsatz!) in
der L!-Norm approximieren. Mit der Abschétzung | f(&)—h(&)| < (2m)~N/2||f—h||;1 gemis
(0) und (1) erhélt man gleichméfiige Konvergenz der Fourier-Transformierten der Approxi-
mationen und iibertriigt die Behauptung dann auf beliebige f € L!. O

(3) Folgende Rechenregeln fiir Fourier-Transformierte werden in den Ubungen hergeleitet:

e Translationsregel (bei festem zg € RY): f,,(z) = f(wo+z) = ]?;0(5) = eig"’fof(g),
e Skalierungsregel (bei festem r € R\ {0}): fr(z) = f(ra) = [(&) = |r|"Nf(r—1¢),
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2.10. Fourier-Reihen, Fourier-Transformation 93

e Konjugationsregel: f(£) = ?(—5),
e Ableitungsregeln (bei festem Index j € {1,2,..., N} bezichungsweise Multiindex
o € IN)Y und sofern 0;f bzw. 0°f als stetige L'-Funktion auf ganz RV existiert):

0;(€) = i () und oo f(€) = ile Fe) .

(4) Allgemeiner kann man eine Fourier-Transformierte 7i: RV — C auch fiir endliche MaBe p
auf (RV, &) mit BRY) ¢ M,, durch fi(¢) := (2m)~N/? Jpve % du(z) € C fir £ € RY

o — —~

erkldren. Fiir nichtnegatives f € L! gilt dann f-.ZN = f.

Definition (Fourier-Riicktransformation, inverse Fourier-Transformation). Die Fou-

rier-Riicktransformierte oder Invers-Fourier- Transformierte Ff = ?; RN — C von
f el =LYRN, £V, C) erklirt man durch F~'f(x) = f(x) := f(—z) € C fir z € RV.

Diese Benennung wird begriindet durch:

Satz (Fourier-Umkehrsatz, Fourier-Inversions-Satz, Fourier-Umkehrformel). Fir f €
L' = LYRN, 2N C) mit f € L gilt

FHFSf) = f baw. f: f in LY, also LN -fast-iberall auf RN

(und sogar punktweise auf ganz RY, falls f stetig ist).

Auf einen Beweis des Satzes wird hier verzichtet, die wesentlichen Aspekte werden im Rah-
men der Ubungen behandelt. O

Bemerkung (zur Voraussetzung ]? € L'). Die Voraussetzung f € L! im Fourier-Umkehrsatz
kann auch ohne explizite Kenntnis der Fourier-Transformierten iiberpriift werden: Beispielsweise
ergibt sich aus der Ableitungsregel der Bemerkung (3) das hinreichende Kriterium, dass fiir alle
i€ {1,2,..., N} die reine (N+1)-te Ableitung E)Z-Nﬂf von f existiert, stetig ist und zu L' gehort.

Bemerkung (zur Fourier-Inversion und der Bedeutung der Fourier-Transformation). Mit
anderen Worten liefert der Fourier-Umkehrsatz die Darstellung

1

f(x):W

/ T F(e)deNE)  firz e RN

RN

von f als Superposition und damit als eine Art ,,kontinuierliche Linearkombination“
von Wellen/Schwingungen des Basis-Typs = — el mit ¢ € RV,

Es besteht somit eine enge Verwandtschaft zu Fourier-Reihen, die ja abzihlbare , diskrete“
Linearkombinationen von z + ¢** mit k € Z" sind. Als (fiirs Erste) wesentlicher Unterschied
ist aber zu verzeichnen, dass obige Darstellung anders als die Fourier-Reihen-Darstellung kei-
nerlei Periodizitdt von f erfordert. Zum Preis, den man hierfiir zahlt, gehort, dass man nun
beliebige ,,Frequenzen® ¢ € RY statt nur diskreten k € Z" in Betracht ziehen muss.

Vor allem zeigt die Fourier-Umkehrformel, dass die Fourier-Transformierte ]/"\ alle Informa-
tionen iiber die Fastfunktion f beinhaltet und diese in gewisse Informationen iiber zu f gehorige
Schwingungen und Frequenzen ¢ umsetzt. Somit kann man die Untersuchung von f (und
in periodischen Féllen auch schon die Untersuchung der Fourier-Koeffizienten) als eine Ana-
lyse von f ,,nach Frequenzen“ betrachten. Dieses Vorgehen ,nach Frequenzen® bildet die
eigentliche Grundidee der Fourier-Analysis.
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Zum Abschluss dieses Abschnitts wird noch das kontinuierliche Analogon des klassischen
Satzes von Riesz-Fischer behandelt:

Satz (von Plancherel). Sei L' = LY(RYN, . #V;C) und L2 = L2(RY, Z";C). Die Fourier-
Transformation F bildet L' N L? in L? ab, und F |11q12 besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu
einem isometrischen Isomorphismus Fi2: L? — L2

Beweisskizze. Sei

G:={fellnl?: fel'nL? cL'.
Um das L2-Skalarprodukt von f, g € G geeignet umschreiben zu kénnen, wird nun g, € G durch
g«(z) = g(—x) definiert. Geméf der Skalierungsregel (mit » = —1) und der Konjugationsregel
aus Bemerkung (3) gilt dann g, (£) = g(—¢€) = §(€). Mit den Definitionen des L2-Skalarprodukts
und der Fourier-Transformierten und durch Translation der Integrationsvariablen erhilt man

1 itz 1 e
(Faye = [ Fom@ac= [ o [ e dx( )m / gl dyde

( )N/2/ )N/2/ / f(x e 1@ gy da de
1

1
= T o T o Jp FIn (e s

Die z- und die z-Integration kénnen wegen [n [pn |f(2)gs(z—x)e 7| dzda = || f||11]lg«[|11 <
oo mit Fubini vertauscht werden. Deshalb ergibt sich weiter

1 1 —i&-z
- (2m)NV/2 /]RN (27)N/2 /]sze ¢ v f(@)g«(z—z)dxdzdE.

Durch im Wesentlichen die gleichen Umformungen ergibt sich in der betrachteten Situation
mit f,g. € L! zudem, dass durch h(z) := fRN 7)g«(2—2) dx eine Hilfsfunktion A € L' mit

h = (27T)N/ 2 f gsx definiert wird, und aus f € L2, g. € L? folgt mit der Holder-Ungleichung
h € L. Damit kann obige Rechnung durch

1 —i&-z
P /]RN @n) V2 /]RNe h(z)dzdg
_h(€)dg = h(0)

1
~ eV
1
(27T)N/2
fortgefiihrt werden. Tatséchlich stellt sich die Hilfsfunktion h sogar als stetig heraus: Bei stetigem
gs mit g, = 0 auBerhalb eines Kompaktums K C R" ergibt sich dies direkt aus dem Satz iiber
dominierte Konvergenz. Fiir beliebiges g, € L? kann man stetige gz mit g, = 0 auflerhalb von
Kompakta K k C RY und mit gk — g* in der L2-Norm finden. Da gemif der Hoélder-Ungleichung
| Jon f(@)gp(z—2) do — [pn f(2)gu(z—a) dz| < [|fll12]lgk—g4llL2 gleichmifig in z € RN gegen
Null geht, folgt die Stetigkeit von h auch im allgemeinen Fall. Mit h € L!, h € L' und der

Stetigkeit von h liegen alle Voraussetzungen vor, um den Fourier-Inversions-Satz fiir A sogar in
einzelnen Punkten anwenden zu diirfen, und die begonnene Rechnung kann durch

= h(0) = [ f@)ge(—e)dw = (f.9);
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2.10. Fourier-Reihen, Fourier-Transformation 95

komplettiert werden. Insgesamt ist gezeigt, dass 7 |5 das L2-Skalarprodukt und damit auch die
L2-Norm erhilt und insbesondere injektiv ist. Aus dem Fourier-Inversions-Satz folgj auflerdem,
dass jedes f € G als f = .7 (.Z f*) geschrieben werden kann, wobei man f* € G mit f# € G durch
Punktspiegelung f#(z) := f(—x) erhilt. Insgesamt ist . |g also isometrischer Isomorphismus
von G auf sich.

Als Niichstes gilt es zu begriinden, dass der Unterraum G in L? (mit der L2-Norm) dicht
liegt. Hierzu argumentiert man mit Hilfe von Funktionenriumen wie dem Schwartz-Raum
S(RY;C) := {f € C®°(RY;C) : limpy_00 [2[F0%f(x) = 0 fiir alle k € N, o € IN)'} der glatten
und schneller als polynomial abfallenden Funktionen oder dem Raum der glatten Testfunktionen
D(RY;C) := {f € C®(RY;C) : f = 0 auBerhalb eines Kompaktums}, fiir die sich Dichtheit
in L? mit einer Standard-Methode der fortgeschrittenen Analysis, der sogenannten Glittung
nachweisen lisst. Die Dichtheit von G folgt dann, weil einerseits D(R"; C) ¢ S(RY;C) c L'NL2
gilt und andererseits fiir f € S(RY;C) stets® fes (RY; C) nachgewiesen werden kann (mit
Differentiation unter dem Fourier-Integral und Ableitungsregeln; zumindest ansatzweise wird
ein dhnliches Vorgehen im Rahmen der Ubungen behandelt).

Aufgrund der Dichtheit von G im Definitionsbereich L? und der Vollstindigkeit der Ziel-
raums L? kann % |g jetzt zu einer isometrischen C-linearen Abbildung F2: L2 — L2 fortge-
setzt werden. Konvergieren f;, € G in L? gegen f, so folgt f = limg_yo0 fr = limg_y00 ﬁ(ﬂf,ﬂ) =
limg o0 F12(F1 2 f,g) = Z12(F12(limg 00 f,g)) = F12(F12f*) (wobei ¥ wie oben fiir die Punkt-
spiegelung steht und alle Limites in L? zu nehmen sind). Deshalb ist .#2: L? — L? auch
surjektiv und insgesamt isometrischer Isomorphismus.

Zuletzt wird begriindet, dass die abstrakt erhaltene L2-Fourier-Transformation .%2 nicht
nur auf G (wo dies nach Konstruktion klar ist), sondern auf ganz L' N L? mit dem konkre-
ten Fourier-Integral .% iibereinstimmt. Dazu benutzt man fir f € L' N L? Approximationen
fr € G (wie sie sich beim Nachweis der schon verwendeten Dichtheitsaussagen mit ergeben),
so dass fi in der L'-Norm wund in der L?-Norm gegen f konvergieren. Dann folgt einerseits
limy o0 F frr = limp_so0 Fr2fr = Fr2f in der L2-Norm, und entlang einer Teilfolge konvergiert
limy—yo0 F fi, (€) = Fr2f(€) fiir LN-fast-alle £ € RY. Andererseits zeigt direkte Abschitzung
der Fourier-Integrale limy_,o0 -Z fr(€) = Z f(£) sogar fiir alle ¢ € RY, so dass F2f = Zf in
L? gelten muss. O

Bemerkung (zur Interpretation der L2-Fourier-Transformation). Fiir f € L2\ L! ist die als In-
tegral definierte Fourier-Transformation .% f nicht erklirt, die L2-Fourier-Transformation %2 f
iiber (zunichst) abstrakte Fortsetzung aber schon. Da die Abschneidungen 1g, f bei R — oo
in L? gegen f konvergieren, gilt tatsichlich Zi2f = limp_ oo Z (1p,f) in L2, und zumindest
entlang einer Unendlich-Folge (Ry)ren erhélt man auch eine Darstellung

F12f(§) = lim (z)e &7 42N () fiir £V -fast-alle € € R

ke 202 J,,

als eine Art uneigentliches Fourier-Integral.

36Mit anderen Worten bildet die Fourier-Transformation S(R”Y; C) in sich ab, und wegen des Fourier-Inversions-
Satzes ist S(R™;C) (neben L2, fiir den dies ja gerade gezeigt wird) dann ein weiteres (Standard-)Beispiel eines
Funktionenraums, den die Fourier-Transformation bijektiv auf sich selbst abbildet. In dieser Eigenschaft liegt die
eigentliche Bedeutung des Schwartz-Raums S(RY; C).
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96 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

2.11 Hausdorff-Mafle, Transformations- und Flidchenformel

An dieser Stelle wird das Problem des k-dimensionalen Inhalts von Teilmengen von R
mit k£ € {0,1,2,..., N—1, N} erneut aufgegriffen. In den Extremféllen £ = 0 und £ = N kann
ein solcher Inhalt mit dem Z#hlmafl beziehungsweise dem Lebesgue-Mafl gemessen und das Pro-
blem (auf einer prinzipiellen Ebene) als gelost angesehen werden. Im Folgenden werden dariiber
hinaus allgemeine Dimensionen k € {0,1,2,..., N} betrachtet und behandelt. Dazu greift man
auf eine Variante der Carathéodory-Konstruktion zuriick: Man iiberdeckt A € P(RY) mit N-
dimensionalen Kugeln, summiert aber nur die Inhalte der k-dimensionalen Aquatorebenen
und erhofft sich eine sinnvolle Messung des k-dimensionalen Inhalts von A € P(RY) durch den
Ausdruck

[e.e] o0
inf { Zwkrf tAC U Bg(ml)} (%)
i=1 i=1
mit BN (2) = {y € RN : |y—2| <1}, wo := 1, wi, = L*(BY0))
fiir k € IN. Der Ansatz (x) ist allerdings insofern zu naiv, als dass
er bei Verwendung grofler Kugeln einen zu kleinen Fliacheninhalt
gekriimmter Kurven oder Flidchen liefert (rote Linie im Bild).
Erzwingt man jedoch, wie in der folgenden Definition, Kleinheit
der Radien, so verschwindet dieses Problem und man erhélt
sogar in metrischen Rdumen €2 und fiir nicht-ganzzahlige Werte
s anstelle von k ein sinnvolles Konzept. Motiviert durch die aus

Abschnitt 2.8 bekannte Formel w;, =

Abb. 5: Gute und schlechte
N&herungen an die Kurvenlénge

2 o .
F(%H) fiir £ € INg mit der

Gamma-Funktion I' verwendet man dabei auch fiir beliebiges
s € R>o den Vorfaktor

3
N|o

= € Ryg.

Definition & Satz (Hausdorff-Mafle). Sei Q ein metrischer Raum, sei s € R>q, und sei
§ € (0,00]. Fiir A € P(Q) setzt man®

H5(A) := inf { Zwsrf t AC U By, (z;) mit 0 <r; < 5}
i=1

i=1
mit offenen Kugeln B,(x) = {y € Q : da(z,y) <r} in Q und

HH(A) = lim H3(4)

Dann sind H3 und H® dufere MafSe tiber Q, und H® heifit das s-dimensionale (sphdirische)
duflere Hausdorff-Maf3 auf Q. Gemdff Abschnitt 2.4 ist die Finschrinkung von H® auf die
o-Algebra Mys seiner messbaren Mengen ein vollstindiges Maf$ auf (Q, Mys). Man bezeichnet

diese Einschrinkung weiter mit H® und nennt sie das s-dimensionale (sphirische) Haus-
dorff-Majf$ auf €.

3"Durch das Zulassen von r; = 0 mit By, (z:) = () werden bei der Infimumbildung endliche Kugeliiberdeckungen
direkt eingeschlossen. Es ist aber auch iiblich und dndert den Wert des Infimums nicht, nur positive r; zuzulassen.
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Bemerkungen (zur Definition und Interpretation von Hausdorff-Maflen).

(1) Bei der Definition von H§ handelt es sich um eine Carathéodory-Konstruktion im Sinn von
Abschnitt 2.4: Definiert man eine Messvorschrift K auf dem System aller Kugeln B, () in
Qmit 0 <7 <0 durch K3(B,()) := wsr®, so gilt Hi = (K3)*.

(2) Fiir 6 < 4 in (0,00] entnimmt man aus der Definition von H;5 die Monotonie-Eigenschaft
H3(A) < H%(A). Hieraus folgt H*(A) = sups~q H5(A) fiir beliebiges A € P(Q).

(3) In der Literatur gibt es etliche Varianten der Definition, und als Hausdorff-Mafl ohne den
Zusatz ,,sphérisch“ wird meist eine Konstruktion bezeichnet, bei der man mit beliebigen
beschrankten Teilmengen von (2 statt Kugeln iiberdeckt und die Radien r; durch die halben
Durchmesser der iiberdeckenden Mengen ersetzt. Diese und andere Varianten fithren auf
ygutartigen“ Mengen zum gleichen Wert des Mafles, auf ,exotischen® Mengen aber nicht
unbedingt.

(4) Man interpretiert *(A) als s-dimensionalen Inhalt einer Teilmenge A C RN. Fiir ganzzah-
liges k£ und gutartiges A wird sich im Lauf dieses Abschnitts zeigen, dass man H*(A) durch
Integrationen berechnen kann und dabei sinnvolle Werte erhélt.

Beweis des Satzes. Es ist nur zu begriinden, dass H§ und H*® duere Mafle sind. Fiir H3 folgt
dies unmittelbar aus Bemerkung (1) und dem Satz des Abschnitts 2.4 {iber die Carathéodory-
Konstruktion. Um es auch fiir H* nachzuweisen, seien Aj, As, As,... € P(Q). Mit Bemerkung
(2) und der o-Subadditivitét von Hj folgt

[o¢] o0 o0 o0
H? < U Al) = sup 7—[§< U Ai) < supZ’Hf;(Ai) < ZHS(Ai) ,
i=1 0>0 i=1 0>0 32 i=1

also o-Subadditivitdt von H®. Der Nachweis der Monotonie von H?® verlduft analog, und damit
ist auch H?* ein dufleres Mafl. O

Um sinnvoll mit den Hausdorff-Maflen H® arbeiten zu kénnen, méchte man sicherstellen,
dass die o-Algebren Mys der H*-messbaren Mengen moglichst grof3 sind und alle ,, verniinftigen*
Mengen enthalten. Dies gelingt mit dem néchsten Satz:

Satz (iiber ,,viele H®-messbare Mengen*). Seien Q ein metrischer Raum und s € R>o.
Dann sind alle Borel-Mengen H*-messbar, d.h. es gilt B(2) C Mps. Auflerdem ist H® ein B(Q2)-
requldres duferes Majs.

Ein Beweis des Satzes basiert auf einem Messbarkeits-Kriterium von Carathéodory, das mit dem Begriff des metrischen
duleren MafBes elegant formuliert werden kann.

Definition (metrische duflere Mafle). Sei Q ein metrischer Raum. Fin dufleres Maf o iiber Q heifit metrisches
duferes Majf3, wenn auf nicht-leeren Mengen A, B € P(Q) positiven Abstands dist(A, A) > 0 stets die Additivitdt
a(AUA) = a(A)+a(A) vorliegt.

Satz (von Carathéodory). Sei a ein duferes Maf diber einem metrischen Raum Q. Genau dann gilt B(Q) C Mqa, wenn
«a ein metrisches dufSeres Mafs ist.

Beweis des Satzes von Carathéodory. Sei B()) C Mg, und seien A, A € P(Q) nicht-leer mit § := dist(A, A) > 0. Dann
betrachtet man die offene Menge Us(A) := {z € Q : dist(z, A) < ¢}, die nach Voraussetzung a-messbar im Sinn des
Carathéodory-Kriteriums aus Abschnitt 2.4 ist. Mit A C Us(A) und AN Us(A) = 0 folgt

al(AUA) = a((AUA) NUs(A)) + a((AU A) \ Us(A)) = a(A) + a(A).
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Damit ist o ein metrisches dufleres Ma$.
Seien umgekehrt « ein metrisches duleres Mafl, A eine abgeschlossene Teilmenge von Q und T eine beliebige Teilmenge
von Q mit a(T) < co. GeméB der Voraussetzung an o folgt dann

a(T) > a(TNA) +a(T\ Uy (A))

fir alle i € IN. Man setzt nun H; := [T'N Ul/i(A)] \ U1/(i+1)(A) und benutzt, dass H2; und Haj; mit i # j, falls beide
nicht-leer sind, stets positiven Abstand haben. Daraus ergibt sich mit der definierenden Eigenschaft des metrischen dufleren
MaBes o« induktiv Y 1", a(Ha2;) = (Uit H2i) < o(T) < oo und D70 a(Hzit1) = a(UiLy H2it+1) < a(T) < co. Man
erhilt 3772 a(H;) < oo. Da A abgeschlossen ist, gilt T\ A = (T \ Uy, (A)) U U2, Hi, und die o-Subadditivitit von «
liefert

T\ A) ST\ Uy/m(A +Z

Insgesamt ist damit gezeigt, dass

a(T)+Z i) > a(TNA)+a(T\ A)

gilt, wobei der Reihenrest links fiir m — oo verschwindet. Die resultierende Ungleichung bleibt auch im Fall a(T) = oo
richtig, und in Anbetracht der o-Subadditivitdt von « folgt

a(T)=a(TNA)+a(T\ A
fiir alle T € P(Q). Also liegt jede abgeschlossene Teilmenge A von Q in Mg, und es folgt B(Q) C M. a

Beweis des Satzes tiber ,viele H®-messbare Mengen®. Sind A,E € P(£) nicht-leer mit dist(A,g) > 0, so trifft bei einer
Uberdeckung von AU A durch Kugeln vom Radius < % 5dist(A, A) jede Kugel nur eine der beiden Mengen A und A. Daher

lasst sich jede solche Uberdeckung auf naheliegende Weise in gleich geartete Uberdeckungen von A und A zerlegen. Durch
Verwendung dieser Zerlegung folgt erst H3(A U A) > H3(A) + H3(A) fir 0 < 6 < 1dlst(A A) und dann H(AU A) >

H(A) + ’HS(A). Wegen der Subadditivitdt von H® ist H® ein metrisches dufleres Maf}, nach dem vorausgehenden Satz gilt
also B(Q2) C Mys.

Es bleibt B(€2)-Regularitat von H* zu zeigen. Sei dazu A € P(€2). Wegen Hg = (K§)* = (KJ)*|50))" = (H5|s0)”
gibt es dann zu jedem ¢ € (0, 00] ein Bs € B(Q2) mit Bs D A und H3(Bs) = H3(A). Fir B := ;2 By;; D A erhilt man
H?(B) = H*(A), und H? ist B(Q2)-regulér. O

Bemerkung (zu Bewegungsinvarianz und Skalierungsverhalten von H?). Im Fall Q =
RN liest man aus der Definition die Bewegungsinvarianz und das folgende Skalierungsverhalten
von Hausdorff-MaBen ab: Fiir A € P(Q2), # € RN, T € O(RY), r € Rx¢ gelten

H(xz+TA) = H*(A) und He(rA) = r*H*(A)

(und insbesondere ist Mys damit bewegungs- und skalierungsinvariant). Der entscheidende Un-
terschied zur Definition des Lebesgue-Mafles und der Grund dafiir, dass die in der Bewegungs-
invarianz enthaltene Rotationsinvarianz bei Hausdorff-Maflen klar ist, bestehen darin, dass vom
rotationsinvarianten Mengensystem aller Kugeln (statt einem nicht rotationsinvarianten System
von achsenparallelen Quadern) ausgegangen wird.

Satz (iiber Spezialfiille von H?%).
(I) Auf jedem metrischen Raum ) ist das 0-dimensionale Mafs H® gleich dem Zihimap.
(I1) Auf Q =RY ist das s-dimensionale Hausdorff-Maf H® mit s > N das Nullmagp.

(IT1) Auf @ = RN ist das N-dimensionale Hausdorff-Maf8 H™ gleich dem Lebesgue-
Map3 LN, genaver gilt HY = £V auf Mengen der ibereinstimmenden o-Algebren
Myn = MY und HN = (DQ”N) auf beliebigen Mengen in P(RY).
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Beweis von Teil (I) des Satzes. Ist A € P() endlich und dy := min{d(z,y) : « # yin A},
so folgt HY(A) = £(A) fiir 0 < 6 < $d4 und damit HY(A) = £(A). Mit Monotonie ergibt sich
daraus die Behauptung H° = ¢ samt M40 = P(Q). O

Beweis von Teil (I1) des Satzes. Fiir beliebiges £ € IN wird der Wiirfel [0,1)" durch die ¢V
Kugeln B\/»/e(z/ﬁ) mit z € {0,1,2,...,¢—1}* iiberdeckt. Es ergibt sich

He([0,1)Y) = Jim #H3 e, (10.D)Y) < lim Ny (VN/6)* =

fiir s > N. Wegen der Translationsinvarianz von H?* folgt hieraus H® = 0 fiir s > N. O

Beweis von Teil (II1) des Satzes. Wie in diesem Abschnitt schon gezeigt, kann H™ zu einem
translationsinvarianten Ma8 auf (R, B(R")) eingeschrinkt werden, und mit dem soeben fiir
Teil (IT) des Satzes verwendeten Argument erhiilt man HY ([O, 1)N) < 00. Geméf} der aus Ab-
schnitt 2.2 bekannten Eindeutigkeitsaussage fiir £ folgt daraus schon HY = +.Z" auf Borel-
Mengen in R mit einem festen v € R>.

Mit der Umformulierung HY (A) = inf{3"N | #N(B,,(z:)) : A € U2, By, (1), 0 < 73 < 8}
der Definition von ’H(];V und der o-Subadditivitit von .V erhilt man fiir beliebiges 6 > 0
auBerdem HYN > H(J;V > N oaquf Borel-Mengen in RY. Daher muss fiir den obigen Vorfaktor
~v > 1 gelten.

Die Ungleichung v < 1 ist etwas schwieriger nachzuweisen, denn man kommt um die Kon-
struktion einer ,,guten“ Kugel-Uberdeckung (nach Wissensstand des Dozenten) nicht herum. Im
Einzelnen {iberlegt man sich zuerst, dass es zu jeder offenen Menge O in RY und jedem ¢ > 0 eine
Uberdeckung U2, Wi = O durch abzéhlbar viele disjunkte halboffene N-dimensionale Wiirfel
W; C O mit Seitenlidngen ¢; < 2§ (eventuell £; = 0) gibt. In jedes W; kann eine Kugel B; C O mit
Radius r; = ¢;/2 < § (eventuell r; = 0) einbeschrieben werden, und aus .Z~ (B;) = NZL NW,)
ergibt sich insgesamt Y 5° #N(B;) = WL N(0). Hieraus folgt, dass es zu offenem O und § > 0
stets ein m € IN und endlich viele disjunkte Kugeln By, Bs ..., B, C O mit Radien < § und mit
LNOo\NUL, B) < (1 2NH).,?N(O) gibt. Diese Konstruktion wird nun bei fixiertem § > 0
wie folgt iterativ angewandt. Zuerst wihlt man O = (0,1)" und erhélt ein m; € IN und dis-
junkte Kugeln K1, Kz ..., Ky, C (0,1)" mit Radien < § und 2V ((0, 1)\ U™ K;) < 1— 534
Im nichsten Schritt wihlt man O = (0,1)" \ U™, K; und erhélt ein mo € Ns,p,, und wei-
tere (auch zu denen des ersten Schritts) disjunkte Kugeln K, 41, Ko ..., Kmy, < (0,1)Y
mit Radien < § und .2V ((0,1)™" \ U K;) < (1—5%87)% Mit O = (0,1)™ \ U3 K; findet
man m3 € N5, und weitere disjunkte Kugeln Kppyi1, Kmot2 - .-, Ky C (0, 1)N mit Radien
< & und 2N ((0,1)N \ U K;) < (1—2%1};1) . Durch Fortsetzung dieser Argumentation erhilt
man insgesamt abzihlbar viele disjunkte Kugeln K, Ko, K3,... C (0, 1)N mit Radien < ¢, mit
LN(0, 1)\ U2, K;) = 0 und folglich mit Y%, #N(K;) = 1. Verwendet man diese Kugeln
in der Definition von Hév, so folgt Hév((O, l)N) < 1, und daraus erhilt man v < 1 fiir den oben
betrachteten Vorfaktor ~.

Insgesamt ist mit der bisherigen Argumentation HY = Hév = ¢ auf Borel-Mengen in
RY gezeigt, und die Gleichheit iibertrigt sich problemlos auf Mengen in MY . Gem&B Bemer-
kung (1) zur Carathéodory-Konstruktion folgt zudem Hé\] = (Kév)* = ((Kév)*w(RN))* =
(Hf;v |3(]RN))* = (.,2” N )* auf beliebigen Mengen in P(IRN ) Folglich hingt Hév nicht von ¢ ab,
und auch HY stimmt auf ganz ’P(RN ) mit (ij )>k iiberein. Gemifl dem Satz iiber p*- und
p-Messbarkeit aus Abschnitt 2.4 folgt insbesondere Myn = M gny- = MV, O
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Die Gleichheit .~ = H in Teil (III) des Satzes zeigt, dass eine Konstruktion des Lebesgue-
Mafles auch iiber Kugeln statt iiber Quader erfolgen kann. Beide Herangehensweisen haben
sowohl Vor- als auch Nachteile: Ein wesentlicher Vorteil der allgemein iiblichen Quader-Definition
liegt darin, dass die halboffenen Quader einen Halbring bilden und der Maf}fortsetzungssatz in
der frither besprochenen Weise greift. Ist die Verbindung mit Kugeln, entweder per Definition
oder per Satz, einmal hergestellt, so besteht ein wichtiger Vorteil darin, dass Rotationsinvarianz
direkt und problemlos zur Verfiigung steht:

Folgerungen (aus der Ubereinstimmung HY = ZV auf RY).

(1) Die o-Algebra M” der Lebesgue-messbaren Mengen und das Lebesgue-Maf3 .V
(auf B(RY) oder auf M¥ oder auch als #uleres Lebesgue-Maf8 auf P(R”)) sind bewe-
gungsinvariant.

(2) Die Einschrinkung von H* auf einen k-dimensionalen Unterraum U von RY mit
k€ {1,2,...,N} entspricht dem Lebesgue-Maf} .£*: Schreibt man genauer U = T(RF)
als Bild einer linearen Isometrie T: RF — RN, so gilt H¥(TA) = L*(A) fiir alle A € MF
(und fiir alle A € P(RF) auferdem A € M* <= TA € My sowie HF(TA) = (L*)"(A)).

Beweis. Die Folgerung (1) ergibt sich aufgrund der Gleichheit #~ = H" aus der Bewegungsin-
varianz von HY und My~ (Und fiir diesen Schluss reicht iibrigens die Erkenntnis v.2% = HV
mit v € R, er erfordert also nur die ersten einfachen Argumente des fiir Teil (IIT) des vorigen
Satzes gegebenen Beweises).

Um die Folgerung (2) zu erhalten, argumentiert man wie folgt: Fiir z € RY bezeichne z,
den zu z néchstgelegenen Punkt in U. Aus der Inklusion U N B, (z) C B,(z,) sieht man dann,
dass man sich beim Ausschreiben der Definition von H*(T A) mit beliebigem A € P(RF) auf
Kugeln in RY mit Mittelpunkten in U beschrinken kann. Man erhilt Aquatorebenen solcher
Kugeln als T-Bilder von Kugeln mit gleichem Radius in RF, deshalb treten in der Definition
von H¥(A) die gleichen Niherungssummen auf, und es gilt H*(T'A) = H*(A). Wegen HF = £*
beziehungsweise H* = (. k) auf RF folgen hieraus die Behauptungen. O

Proposition (H?-Schranke bei Lipschitz-Bildern). Seien Q und X metrische Rdaume, und
sei s € R>q. Fiir das H*-Maf des Bildes von A € P(Q2) unter einer Lipschitz-stetigen Abbildung
f:Q — X mit Lipschitz-Konstante Lip f € R>q gilt die Abschdtzung

H(f(A)) < (Lip f)"H*(A).

Beweis. Aus einer Uberdeckung A C J2; By, (7;) von A durch Kugeln in Q mit Radien r;
gewinnt man eine Uberdeckung f(A) C U2 B(wLip f)r, (f(2i)) von f(A) durch Kugeln in X mit
neuen Radien (Lip f)r;. Aus diesem Zusammenhang ergibt sich geméf Definition von #H§ und

H* erst Hip, r)s(f(A)) < (Lip F)PH5(A) fiir 6 > 0 und dann H*(f(A)) < (Lip f)°H*(A). O

Mit Hilfe von Hausdorff-Maflen lésst sich auch ein sehr allgemeiner Dimensionsbegriff bilden.
Dieser wird in der Vorlesung nicht vertieft untersucht, zumindest die Definition sei aber kurz
festgehalten:

Bemerkungen (zur Hausdorff-Dimension).

(1) Sei Q2 ein metrischer Raum. Aus der Definition der Hausdorff-Mafle l4sst sich ableiten, dass
es zu jedem A € P(Q) eine eindeutig bestimmte Zahl d € [0, co] mit

HP(A) = oo fiir alle s € [0,d) und HP(A) =0 fir alle s € (d, 00)
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2.11. Hausdorf-Mafe, Transformations- und Flédchenformel 101

gibt. Man nennt d die Hausdorff-Dimension von A.

(2) Interessanterweise muss die Hausdorff-Dimension keineswegs ganzzahlig sein. Ein berithmtes
Beispiel einer Menge gebrochener Hausdorff-Dimension ist die Cantor-Menge C' C [0, 1], die
bekanntlich durch iteratives Entfernen mittlerer Drittel entsteht und Hausdorff-Dimension
iggg € (0,1) hat. Dass iggg zumindest ein Kandidat fiir die Dimension von C ist, kann
man sich anhand der disjunkten Zerlegung C = %C U (%—F%C) von C' in zwei selbstéhnliche
Teile plausibel machen: Mit Additivitdt, Translationsinvarianz und Skalierungsverhalten von
H* folgt aus dieser Zerlegungseigenschaft ndmlich H*(C) = 2(%)87—15 (C). Wenn es also
iiberhaupt ein s € R>o mit 0 < H*(C) < oo gibt, so muss dieses 2(%)S =1 und folglich s =
iggg erfiillen. Um fiir dieses s das Eintreten von H*(C') = 0 oder H*(C') = oo auszuschlieflen
und somit vollstdndig zu beweisen, dass s die Hausdorff-Dimension von C' ist, braucht man
allerdings noch etwas feinere Abschétzungen fiir H3-Mafle. Genaueres findet man etwa in

[4, Example 2.7] (allerdings fiir eine leicht andere Definition von H?* als in diesen Notizen).

(3) Dariiber hinaus hat F. Hausdorff bereits 1919 fiir jedes N € IN und jedes d € [0, N| Bei-
spielmengen in P(RN ) mit Hausdorff-Dimension d angegeben.

Als Néchstes wird die zweite wichtige Thematik dieses Abschnitts, ndmlich die Transforma-
tion von Maflen und Integralen, angegangen. Zuerst wird dabei ein abstraktes Konzept geprigt,
danach geht es aber schwerpunktméfiig um konkretere Transformationen von Lebesgue-Maflen
und -Integralen sowie allgemeineren Hausdorff-Maflen und -Integralen.

Definition (Bildmafle). Seien ein Mafraum (2, o7, ), ein Messraum (X,.7) und eine (< ,.%)-
messbare Abbildung F': Q — X gegeben. Dann wird durch

Fyu(S) = p'(S) == w(F~1(S))  fir S e
ein Mafy Fyp = ut auf (X,.7) definiert. Man nennt dieses Map das Bildmaj von p unter F.
Man kann p- und pf-Integrale dann wie folgt ineinander transformieren:

Proposition (abstrakte Transformationsformel fiir MaBintegrale). Seien ein Mafraum
(Q, o, ), ein Messraum (X,.) und eine (o ,)-messbare Abbildung F': @ — X gegeben.
Fiir p¥ -messbares f: X — R ist foF stets p-messbar mit

/fduF:/ (foF)du  firalle S €.7,
S F-1(9)

wober beide Integrale existieren oder keines.

Beweis. Fiir S € . erhilt man aus den Definitionen
[ 15 = (508) = w(Fi (s §)
—wESAFE) = [ pgdn= [ (GgeF)du
F-1(8) F-1(85)

samt .«7-Messbarkeit von 1z o F, also gilt die Behauptung fiir f = 1. Der allgemeine Fall lisst
sich dann weitgehend problemlos mit der Standard-Ausdehnungsprozedur erledigen. O
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102 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Anwendung (der abstrakten Transformationsformel in der Wahrscheinlichkeitstheorie). In der
Wahrscheinlichkeitstheorie modelliert man beobachtbare Gréflen, die von einem Zufallselement
abhéngen, durch Zufallsvariablen X, d.h. durch &/-messbare Abbildungen X: Q — R auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P). Man bezeichnet das Bildmafl PX auf (R, B(R)) hierbei
als (Wahrscheinlichkeits-) Verteilung von X, denn die Wahrscheinlichkeit, dass man fiir die be-
trachtete Grofie den Wert o € R beziehungsweise einen Wert in [a,b) C R beobachtet, ist gerade
PX({z}) = P{w € Q : X(w) = x}) beziehungsweise P~ ([a,b)) = P{w € Q : a < X(w) < b}).

Fiir den (wie folgt definierten) Erwartungswert Ep[X] einer Zufallsvariable X € £L}(Q, <7, P)
erlaubt die vorausgehende Proposition dann die Umschreibung

Ep[X] ::/:chX /X ) dP(w

wobei beide Integralausdriicke Vorteile mit sich bringen: Am P-Integral erkennt man Linea-
ritit von Ep[X] in X, fiir die praktische Berechnung von Ep[X] eignet sich dagegen das PX-
Integral, denn normalerweise ist iiberhaupt nur die Verteilung P¥ und nicht das Hintergrund-
Wabhrscheinlichkeitsmafl P konkret bekannt.

Im Folgenden geht es aber vor allem um die Transformation von Lebesgue- und Hausdorff-
Maflen mit Hilfe gutartiger Transformationen F'. Die hierzu gehorigen Integraltransformationen
iibernehmen bei Integrationen in mehreren Variablen die Rolle der Substitutionsregel und sind
fiir praktische Maf- und Integralberechnungen extrem niitzlich:

Hauptsatz (Jacobische Transformationsformel fiir .7, Substitutionsregel in N Variablen).
Seien D eine offene Teilmenge von RN und F: D — RN ein C'-Diffeomorphismus von D auf die
offene Menge F (D). Sei aufserdem die Jacobi-Determinante oder Jacobische JF': D — R
durch

JF(z) := |det(DF(x))| fiirx € D

mit der Jacobi-Matriz DF (z) € RN*N definiert, und sei A eine £ -messbare Teilmenge von
D. Dann gelten:

(I) Auch das Bild F(A) ist £ -messbar mit

.ZN(F(A)):/JFdi :
A

(IT) Fiir N -messbares f: F(A) — R ist foF: A — R ebenfalls £V -messbar mit

/ fdzN:/(foF)JngN
F(A) A

wobei beide Integrale existieren oder keines.

Hauptsatz (Flichenformel, Transformationsformel fiir H*). Sei k < N in IN, seien D eine
offene Teilmenge von R¥ und F: D — RN eine injektive C'-Abbildung auf D. Sei die (allge-
meinere) Jacobi-Determinante oder Jacobische durch

JF(z \/det (DF(z)"DF(z))  firze D

mit der Funktionalmatriz DF (z) € RN** und der positiv semidefiniten, symmetrischen Matriz
DF(m)TDF(:E) € R¥** definiert, und sei A eine L*-messbare Teilmenge von D. Dann gelten:
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(I) Das Bild F(A) ist H*-messbar mit

k _ k
" (F(A))_/AJFd.Z .

(IT) Fiir HE-messbares f: F(A) — R ist (foF)JF: A — R eine £*-messbare Abbildung mit

/ dek:/(foF)JFd.Zk,
F(A) A

wober beide Integrale existieren oder keines.
Bemerkungen (zur Transformations- und Fldchenformel).

(1) Die Transformationsformel und die Fléchenformel sind zentrale Hilfsmittel zur Berech-
nung von Maflen und Integralen beziiglich .#”" und H*. Beispiele und Anwendun-
gen folgen nach dem Beweis.

(2) In der Situation der Transformationsformel fiir .~V bilden die C!-Diffeomorphismen F
und F~! Borel-Mengen (sowieso) auf Borel-Mengen und Lebesgue-messbare Mengen gemifl
der Aussage (I) auf Lebesgue-messbare Mengen ab. Daher kann man die Aussage (I) der
&N -Transformationsformel auch als (F71);.#" = JF-. 2V (mit der (MF|F(D), M*|D)-
messbaren Abbildung F~1: F(D) — D) oder dquivalent als Fy(JF--ZV) = £V (mit der
(M*|D, M*|F(D))-messbaren Abbildung F: D — F(D)) ausdriicken. Die Aussage (II)
ist nichts anderes als die zur letzten Formulierung gehorige Integraltransformation aus der
vorausgehenden Proposition.

(3) In der Situation der Flichenformel ist F(D) eine Borel-Menge®. Analog zur vorigen Be-
merkung bilden F und F~! dann Borel-Mengen auf Borel-Mengen (trivial fiir F~; fiir F
siehe Beweis) und in geeigneter3? Weise messbare Mengen auf messbare Mengen ab, so dass
man die Aussage (I) als (F~1)yH* = JF-£* oder F,(JF-£*) = H* formulieren kann. Bei
(IT) handelt es sich wieder um die zugehdorige Integraltransformation.

(4) Die Fliachenformel enthilt die Jacobische Transformationsformel als Spezialfall, ist aber
selbst fiir k = N etwas allgemeiner, da F~! in der Allgemeinheit der Flichenformel (in
Nullstellen von JF') nicht differenzierbar sein muss.

Der Beweis der Flachenformel basiert auf dem folgenden Lemma, das dem Spezialfall linearer
Transformationen F' entspricht. Der allgemeine Fall wird dann unten durch lokales Linearisieren
von F' darauf zuriickgefiihrt.

38 F(D) ist sogar Fo, denn D und damit auch F(D) sind abzihlbare Vereinigungen von Kompakta.

39Tatséchlich ergibt sich aus der angegebenen Aussage zur Borel-Borel-Messbarkeit und Teil (I) der Flichen-
formel, dass eine Teilmenge S = F(A) C F(D) genau dann H*-messbar ist, wenn die zugehérige Teilmenge
A = F7Y(S) C D fiir das gewichtete Ma JF-.2* messbar ist. Damit ist F eine (Mjp. gr|D, My |F(D))-
messbare und F~* eine (M. |F(D), Mjp. 1| D)-messbare Abbildung, so dass die angegebenen BildmaBe Sinn
machen. Hat JF keine Nullstellen, so kann JF- 2" bei diesen Messbarkeitsaussagen auch durch #* ersetzt werden,
bei Nullstellen von JF ist dies nicht mehr mdglich, denn dann kann eine #*-Nullmenge S = F(A) tatsiichlich ein
nicht-Lebesgue-messbares F-Urbild A = F~*(S) besitzen. Dies ist auch der Grund, warum bei der Aussage (IT)
im Allgemeinen nur (foF) JF und nicht (foF) selbst .2*-messbar ist. Ein (nicht ganz einfaches) Beispiel fiir diese
Problematik schon im Fall k = N = 1 erhélt man durch die Konstruktionen einer Cantor-Menge C C [0, 1] mit
Z*(C) > 0, einer streng monotonen C'-Funktion F: [0,1] — R mit F’ = 0 auf C und einer nicht-#"'-messbaren
Teilmenge A von C.
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Lemma (lineare Transformationsregel). Sei k < N in IN, und sei L € RN*¥. Dann ist fiir
A€ MF stets LA € My mit

HF(LA) = /det(LTL) £*(A).

Beweis des Lemmas. Gemif der Singulidrwertzerlegung?? lisst sich L = T'D.S mit einer Diago-
nalmatrix D = diag(A1, A2, ..., A\x) € RF*F einer orthogonalen Matrix S € R¥** TS = T,
und einer orthogonal ergéinzbaren Matrix T € R¥*¥ TTT = I}, (d.h. mit anderen Worten einer
Isometrie T € L(R*, RY)) schreiben. Es gilt dann det(LTL) = Hle A7, und die Behauptung
ergibt sich aus der (unten noch erlduterten) Rechnung

H¥(LA) = HM(TDSA) = £¥(DSA)

_ (ﬁw)zk(s/x) _ (ﬁw)z'f(m — \Jdet(LTL).£*(4).

i=1 =1

MaBgeblich ging hierbei vor allem die frithere Bemerkung (2) zum Lebesgue-artigen Verhalten
von H* auf dem Unterraum T'(RF) ein, und beim Ubergang zur zweiten Zeile wurde die na-
heliegende Skalierungsregel fiir .Z* bei Multiplikation jeder Komponente z; mit einem anderen
Faktor \; verwendet (wie man sie problemlos aus Fubini oder anhand der urspriinglichen Kon-
struktion von " als Fortsetzung von AV erhiilt). SchlieBlich wurde noch die Rotationsinvarianz
von .Z* ausgenutzt. O

Er folgt zunédchst ein Beweis der Flichenformel unter einer schwachen Zusatzannahme. Der
dadurch erledigte Fall enthélt die Transformationsformel fiir .V in ihrer Allgemeinheit. Fiir den
allgemeinen Fall der Flachenformel benttige Ergénzungen werden im Anschluss nachgetragen.

Beweis der Flichenformel fir den Fall, dass JF in D keine Nullstellen besitzt. Aus der Defini-
tion JF' = \/ det ((DF )TDF ) folgt, dass DF' im hier behandelten Fall auf ganz D vollen Rang

k hat. Fiir jedes * € D ist dann DF(z) eine injektive lineare Abbildung R¥ — RY, und
es gibt eine Konstante m, € Rsg mit [DF(z)v] > my|v| fiir alle v € R*. Es lisst sich
nun ohne Einschrinkung annehmen, dass D beschriankt und DF auf D gleichméflig stetig
ist, und dass m|v| < |DF(x)v] < M|v| fiir alle z € D und v € R* mit festen Konstan-
ten m,M € Rsg gilt. Sind diese Gleichméfigkeitsannahmen n&mlich nicht erfiillt, so kann
man fiir den Hauptteil der Argumentation von D und A zu den beschrinkten Teilmengen
D} :={x € D : dist(z, RN\ D) > ¢, |z| < 67!} C D und A} := AND} mit § € R~ iibergehen,
auf D} alle benétigte GleichméBigkeit aus der Kompaktheit von D} C D und Uberdeckungs-
argumenten erhalten und schlieflich durch Grenziibergang § ~\, 0 zu D und A zuriickkehren.
Seien also die angegebenen Gleichmiéfligkeitsannahmen erfiillt, und sei ¢ € (0, %] beliebig fi-
xiert. Dann lisst sich D = (Ji°, D; in abzihlbar viele disjunkte konvexe Mengen D; € B(RF)

4°Die hier verwendete Variante der Singuldrwertzerlegung kann man wie folgt aus der bekannteren Hauptach-
sentransformation ableiten: Da LYL € R*** symmetrisch und positiv semidefinit ist, liefert die Hauptachsen-
transformation eine orthogonale Matrix S € R¥**, §TS = I, die S gemii8 SLTLST = diag(A\},23,...,)%) in
eine Diagonalmatrix transformiert. Die Diagonaleintrige konnten dabei in der Form A? mit \; € R geschrieben
werden, da es sich bei Thnen um nichtnegative Eigenwerte von L™ L handelt. Sind alle A; ungleich Null, so kann
man jetzt T := LS diag(A\; ', A5 ", ..., A, ) withlen und L = Tdiag(A1, Az, . .., A\x)S sowie TTT = T}, problemlos
verifizieren. Verschwinden gewisse \;, so tragt man in die zugehorigen, durch das Vorausgehende nicht definierten
Spalten von T beliebige Vektoren ein, die mit den anderen Spalten ein Orthonormalsystem bilden. Damit lassen
sich die Behauptungen auch in diesem Fall problemlos verifizieren.
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(z.B. in geeignete halboffene Quader) mit*' F(D;) € B(R") und zugehérigen x; € D zerlegen.
Zudem koénnen aufgrund der angenommenen gleichméfligen Stetigkeit die Durchmesser der D;
klein genug gewéhlt werden, dass

|(DF=DF(z;))v| < e|v| und |JE—JF (z;)| <€ auf D; (%)

fiir alle v € R¥, i € IN gelten. Fiir beliebige x, 7 € D; erhilt man durch Integration iiber die (in
D; enthaltene) Strecke von = nach # dann die Hilfsabschitzung

\F(3)—F ()] = ‘ /0 D P(rt(G ) (F—1) dt’

1
> [DF (z)(z—2)| — / |(DF(z-+t(z—2))-DF(z;))(2—)| dt
0
~ - m,
> m|T—x| —elz—x| > E|l‘—$| ,
und fiir y,y € F(D;) folgt (mit der auf F(D) erklirten Umkehrabbildung F'~!)

P @) -F W) < -l ()

Fiir den Hauptteil der Argumentation sei A eine Borelsche Teilmenge von D, und es sei
A; == AN D;. Zunichst garantiert dann (x*) Stetigkeit von F~! auf F(D;) € B(RY), so dass
mit den A; sowohl die F(A;) als auch das ganze Bild F(A) = [J;2; A; Borel-Mengen und
insbesondere H*-messbar sind. Als weitere Abkiirzungen werden jetzt L; := DF(x;) € RV¥F

und JL; := y/det (LTL;) = JF(z;) € R> verwendet. Mit der Abschétzung (*) ergibt sich dann

'JLifk(Ai)— / JFdZLr| <2k (A). (%)

A

Als Niichstes bemerkt man, dass L;! auf L,R¥ erkldrt ist (denn L; = DF(x;) ist wegen
mlv| < |Lwv| fir v € R injektiv), und man weist fir FoL; ' auf L;D; Lipschitz-Stetigkeit
mit Lipschitz-Konstante 14--= nach. Tatséchlich ergibt sich die behauptete Lipschitz-Stetigkeit
durch Umschreiben FoL; ' = id+(F—L;)oL; !, denn gemiB dem Schrankensatz und (x) ist
F—L; auf D; Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante ¢ und als Konsequenz aus m|v| < |L;v]|
ist L;l auf L;R* Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante % Mit der so begriindeten Lipschitz-

Stetigkeit von F oLz-_1 und der H*-Schranke fiir Lipschitz-Bilder folgt
k k -1 ENF Lk
HY(F(Aq)) = 1Y ((F oL )LiA;) < (1+E> HY(LiAq) -

Eine #hnliche Argumentation zeigt Lipschitz-Stetigkeit von L;o F~1 auf F(D;) mit Lipschitz-
Konstante 1+%. Tats#chlich schreibt man hierzu L;o F~! = id+(L;—F)oF~! und verwendet
auch die durch (x*) grantierte Lipschitz-Stetigkeit von F~! mit Konstante % (woher dieses Mal
der Faktor 2 riihrt). Aus der angegebenen Lipschitz-Stetigkeit von L;oF ~! ergibt sich dann ganz
analog

HE(LiA) < (1+%>ka(F(A,~)).

“1Die Bedingung F(D;) € B(RY) folgt aus D; € B(R), wenn die D; als abziihlbare Vereinigungen kompakter
Mengen geschrieben werden kénnen, wie es bei den iiblichen halboffenen Quadern ja der Fall ist.
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106 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Die so erhaltenen Abschitzungen der H*-Mafie von F(A;) und L;A; gegeneinander lassen sich
in eine Abschéitzung fiir die Differenz dieser Mafle umschreiben. Man erhilt

HE(F(A))—HE (LA < [(Hii)k_l} max {H*(F(A)), HF (LiA;)}

(sksksrx)

< [(Hij)k—q MEZR(A,)

wobei im zweiten Schritt zusitzlich verwendet wurde, dass sowohl F' als auch L; Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante M sind, dass die H*-Schranke entsprechend greift, und dass H* auf
(Borel-Mengen in) R¥ mit #* iibereinstimmt. Mit Hilfe der Abschitzungen (s#*) und (##xx)
sowie der linearen Transformationsregel H*(L;A;) = JL; £*(A;) aus dem vorausgehenden Lem-
ma erh&lt man insgesamt

’”Hk(F(Ai)) — /A JFd.2*

< [HMF(A)) — HF(LiAs) | + | HF(Lids) — IL; £25(A)| + ‘JLZ- LR - /A JFdz*

2e\ k
< PR (A) + [(1+6) —1] MELR(A).
m
Diese Abschétzung kann iiber alle ¢ € IN aufsummiert werden und nimmt dann die Form

‘Hk(F(A)) — /A JFd.2*

<egh(A) + [(an’s)kq] MEZR(4)

an. Wegen der Beschriinktheitsannahme an D ist insbesondere .#*(A) < oo, daher erhilt man
durch Grenziibergang ¢ \, 0 die Behauptung (I) des Satzes

HE(F(A)) = / JF A
A
fiir Borel-Teilmengen A von D.
Ist A nur eine & k_messbare Teilmenge von D, so gibt es per Definition der Vervollstdndigung
Borel-Mengen A und M mit LF(M) = 0 und ACACAUM C D. Das bereits Gezeigte ist

auf A und M anwendbar. Deshalb folgt aus F'(A) C F'(A) C F(A) U F(M) mit Borel-Mengen
F(A) und F(M), H*(F(M)) = 0 die H*-Messbarkeit von F(A) samt H¥(F(A)) = HF(F(A)) =
J7JF AL = [, JF dZ*%. Damit ist die Aussage (I) der Fléichenformel im Fall ohne Nullstellen
von JE' bewiesen.

Zum Beweis der Aussage (II) betrachtet man eine H*-messbare Teilmenge S von F (D). Da
unter den gemachten Annahmen HE(F (D)) < oo gemifl Aussage (I) gilt, gibt es Borel-Mengen
S und M mit H¥(M) =0und S C S C SUM C F(D). Damit gilt auch F~1(S) c F71(5) C
F~YS)u F~Y(M) c D mit Borel-Mengen F~!(S) und F~'(M). GemiB (I) folgt zudem
fF*l(M) JF d.Z*% = 0 und im betrachteten Fall ohne Nullstellen von JF auch Z*(F~1(M)) = 0.
Damit ist F~1(S) eine .Z*-messbare Menge, und insgesamt ist (M*|D, My« |F(D))-Messbarkeit
von F' gezeigt. Aufgrund dieser Messbarkeitseigenschaft kann die Aussage (I) der Fléchenfor-
mel, wie schon erwihnt, als Fy(JF-£*) = H* geschrieben werden. Die Aussage (II) ergibt sich

hieraus geméf der abstrakten Transformationsformel der fritheren Proposition. O
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2.11. Hausdorf-Mafe, Transformations- und Flédchenformel 107

Beweis der Flichenformel im Fall, dass JF Nullstellen besitzt. Wie bei der vorausgehenden Argumentation lédsst sich an-
nehmen, dass D beschriankt ist, dass DF auf D gleichmiBig stetig ist, und dass |DF(z)v|] < M]v| fiir alle z € D,
v € R* mit festem M € Rsq gilt. Vor allem ist nun zu zeigen, dass das Bild F(C) der relativ abgeschlossenen Teil-
menge C := {x € D : JF(z) = 0} von D eine H*-Nullmenge ist, dass also H*(C) = 0 gilt, denn dann iibertrigt sich
die Behauptung (I) problemlos von Teilmengen A\ C der offenen Menge D \ C (in der JF ja keine Nullstellen hat) auf
Teilmengen A von D.

Fiir das Hauptargument sei € € Rsg. Ahnlich der vorausgehenden Argumentation kann man C' = Us2, Cs in abzéhlbar
viele disjunkte Mengen C; € B(RF) mit F(C;) € B(RN) und zugehérigen z; € C; zerlegen, so dass jedes C; auBerdem in
einer konvexen Teilmenge D; von D liegt, und die Durchmesser der D; kdénnen ausreichend klein gew#hlt werden, dass

[(DF=DF(z;))v| < g|v] auf D;

fir alle v € R*, i € IN gilt. Fiir jedes 4 € IN bedeutet x; € C; C C zudem JF(z;) = 0, also hat DF(x;) Rang echt kleiner als
k hat, und es gibt eine Nullrichtung v; € R¥, |v;| = 1 mit DF(z;)v; = 0. Aus der vorausgehenden Abschitzung folgt dann

IDF(z)v;| < e fiir alle z € D; .
Man betrachtet jetzt (aus technischen Griinden, die unten klarer werden) die invertierbare Matrix L; € REXk mit Ljv; =
v; und L;w = ﬁw fiir alle zu v; orthogonalen w € RF und erhilt ,?’k(LflCi) = (%)k_lfk(Ci) aus der linearen

Transformationsregel des Lemmas. Fiir H; := FolL;: L;lDi — RN und z € L;lDi ergeben sich

|DH;(z)v;| = |DF(L;x)L;v;| = |DF(Liz)v;| < €,
K3 - 7 K3 - 3 = 3 M
[DH;(z)w| = |DF(L;z)L;w| = 57 |DF(Liz)w| < elw| fiir alle zu v; orthogonalen w € R

Gemif dem Schrankensatz (der auf der konvexen Menge L;lDi angewandt werden kann) folgt hieraus, dass H; auf L;lDi
und insbesondere auf L;lci Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 2e ist. Die H*-Schranke fiir Lipschitz-Bilder liefert
daher

HE(F(Cy)) = HE(H (LTI Cy)) < 2FeP 2R (L7 0y) = 28 MF—te gk ().
Diese Ungleichung kann iiber ¢ € IN aufsummiert werden und besagt dann

HE(F(C)) < 2P MFLes®(0).

Da D als beschrinkt angenommen wurde, ist 2% (C) < oo, und durch Grenziibergang ¢ \ 0 erhélt man H*(F(C)) = 0.
Wie eingangs erklirt, ist die Aussage (I) der Flichenformel damit auch in der allgemeinen Situation bewiesen.

Zur Ableitung der Aussage (II) kann man sich wieder auf die abstrakte Transformationsformel berufen. Der Unterschied
zum Fall ohne Nullstellen von JF' besteht lediglich darin, dass man allgemein nur (Mjp. ook |D, My x| F(D))-Messbarkeit
und nicht unbedingt (MPF|D, My, i |F(D))-Messbarkeit von F' erhilt. O

Anwendungen (der Transformationsformel fiir Z7V).

(1) Als Spezialfille sind in der Transformationsformel fiir Lebesgue-Mafle (und im We-
sentlichen auch schon im Lemma fiir den linearen Fall)

e die Bewegungsinvarianz (fiir x € RY, T ¢ O(RY))
LN(@+TA) = 2N (A), / fdeN = / flz+Ty)d2N (y)
z+TA A
e sowie das Skalierungsverhalten (fiir » € R~¢)

N _TN N N:'I"N rr N.’L’
2V (rd) = N 2N (A), /TAfd-f /Af( )d2N ()

von Lebesgue-Maflen und Lebesgue-Integralen enthalten.
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108 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

Sehr niitzliche Folgerungen aus der Bewegungsinvarianz, die fiir .#V-messbare A ¢ RV
und #V-messbare f: A — R sowie beliebige T € O(RY) gelten, aber vor allem auf
Spiegelungen 7" Anwendung finden, sind:

e Regel fiir ,,gerade Symmetrie“: Ist A (bis auf .ZN-Nullmengen) eine disjunkte Ver-
einigung von A € MY und T4, und gilt foT = f, so folgt [y fdeN =2 [; fdLh.

e Regel fiir ,ungerade Symmetrie*: Ist TA (bis auf .#"-Nullmengen) gleich A, und
gilt foT = —f, so folgt [, fdZN =0, sofern das Integral iiberhaupt existiert.

Die Existenz des Integrals stellt man dabei typischerweise durch Angabe einer Majoran-
te sicher (die in den folgenden Beispielen mit beschriankten Integranden auf beschriankten
Mengen einfach konstant gew#hlt werden kann).

Einfache konkrete Beispiele, bei denen man durch ,,Hinsehen* ungerade Symmetrie erkennt
und die man daher ohne jede Rechnung (!) behandeln kann, sind:

o f[—l,l]x[—2,2]><[1,3] (23—3z123+2229)23 ALV (2) = 0 (da der Integrand ungerade Sym-
metrie in (21, x9) aufweist und [—1,1]x[—2,2]x[1, 3] symmetrisch in (z1,x2) ist),

) fBN s 0|z d.ZN(x) = 0 fiir i € {1,2,...,N} (da |z|* gerade Symmetrie in z; und
22, \:c|s deshalb ungerade Symmetrie in x; aufweist und B4 (0) symmetrisch in z; ist),

o fo’(o) zix; AN (z) =0 fiir i # j in {1,2,...,N} (da x;2; ungerade Symmetrie in x;
aufweist und B{ (0) symmetrisch in ; ist).

Das letzte Integral mit ¢ = j wurde iibrigens schon am Ende von Abschnitt 2.6 iiber Invarianz unter Koordinatenper-
mutationen (die auch als Spezialfall der Transformationsformel angesehen werden kann) berechnet.

(2) Mit der Transformationsformel kann man Ma$- und Integralberechnungen in ebenen Po-
larkoordinaten durchfiihren, wozu man mittels

F(o,¢) == (0cosp, gsing)  fiir (g,¢) € D := Rsg x (—7,7)

transformiert. Hier ist F(D) ganz R? ohne die .#?-Nullmenge R<¢x {0}, und man berechnet
als zugehorige Jacobische

JF(0,¢0)=o0.

Speziell fiir Ringsegmente Sf’g = F((r,R)x(a,f)) mit r < R in [0,00] und a < § in
[—7, ] ergeben sich dann die besonders einfachen Transformationen

() = [ et eg) = () (-a),
(r,R)x(a,f)

/ fd£2:/ flocosp, osinp)odL?(o, ).
SR (rR)x(e,B)

(3) In &hnlicher Weise kann man mit Zylinderkoordinaten
F(o,¢,h) == (0cosp, gsinp,h)  fiir (0,p,h) € D =R x (—m,7) xR

arbeiten. Fiir diese ist F'(D) ganz R? ohne die .#3-Nullmenge R<(x {0} xR, und man be-
rechnet als zugehorige Jacobische

JF(0,0,h) = 0.
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(4) Ein weiteres wichtiges Koordinatensystem sind rdumliche Polarkoordinaten oder Ku-
gelkoordinaten zu

F(o,9,9) := (pcospsind, psinpsind, pcos®) fiir (0, p, ) € D := Rsgx(—m,m)x(0,7).

Fiir diese ist F(D) ganz R? ohne die .#3-Nullmenge R<ox{0} xR, und man berechnet als
zugehorige Jacobische
JF(p,0,0) = 0°sin®).

An Bildern zu diesen Koordinatensystemen (wie sie in der Vorlesung gezeigt werden) wird
plausibel, dass die Jacobische JF in der Transformationsformel die beim Ubergang zum F-Bild
durch (Kombinationen von) Streckungen und Stauchungen zustande kommenden Volumenénde-
rungen beriicksichtigt. Man kann sich JF d.Z" auch als durch F abgebildetes infinitesimales
Volumenelement und die Jacobische JF' als infinitesimalen Volumeninderungsfaktor bei
Abbildung von Mengen durch F' vorstellen. Dies manifestiert sich in der (unter den Vorausset-
zungen N -Transformationsformel giiltigen und mit dieser leicht zu beweisenden) Formel

i LY (F(a40,9)Y)) )
JF(z) = il\I‘I(l) .zN(er(o,e)N) firz e D.

Ahnlich wie die Transformationsformel kann auch die Flichenformel zum Wechsel von Koor-
dinatensystemen eingesetzt werden. Im Folgenden sollen aber vor allem Anwendungen in einer
etwas anderen Richtung aufgezeigt werden, die nebenbei eine sehr elegante Bestimmung des
(N—1)-dimensionalen Inhalts H~~!(S) ! (x0)) von Sphéiren SY~*(z9) € R erméglichen:

Anwendungen (der Fliachenformel). Fiir Kugeln und Sphéiren werden stets die Notationen
BY(z0) :=={x € RY : |z—ao| < o} und S)"!(20) := {& € RY : |z—mz| = o} verwendet.

(1) Eine Folgerung aus der Flichenformel ist die Formel fiir sphérische Integration oder
sphérische Koflichenformel. Mit dieser Formel kann ein Integral iiber ein Ringgebiet als
Doppelintegral geschrieben werden, bei dem man erst iiber im Ring enthaltene konzentrische
Sphéiren um den Ring-Mittelpunkt und dann nach den Radien dieser Sphéren integriert.
Tatséchlich handelt es sich um die Formel

R
/ fd.,zﬂN:/ /Nl fAHN A2 (o).
BY (20)\BY (z0) T JSy  (w0)

fiir zo € RY, r < R in [0,00] und #V-integrierbares f: BY (20) \ BN (z¢) — R. Analog
zum Satz von Fubini ist dabei fsé\lfl(xo) fAHN! fiir Z'-fast alle o € (r, R) definiert, und

0— fsé\fﬂ(zo) fAdHN 1 ist Z-integrierbar iiber (7, R).

Beweisskizze. Es reicht denn Fall o = 0, r = 0, R = oo zu behandeln (denn der allgemeine
Fall folgt durch Translation und Einsetzen solcher f, die auf BY (2)\BY () verschwinden).
Man betrachtet nun ,,sektorielle“ Mengen

Sapi={ow : 0€ (a,b), we S}

mit a < b in Rsg und einer Borel-Menge S C SY71(0), die als Bild S = ®(A) einer Borel-
Menge A C D unter einer injektiven C'-Abbildung ®: D — SN ~1(0) auf offenem D ¢ RN~
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110 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

geschrieben werden kann. Die hier vorausgesetzte Darstellung von S als injektives C!-Bild ist
dabei kaum?? einschrinkend und fiir jede Borel-Teilmenge S, die ganz in einer offenen Halb-
kugel von SY1(0) liegt, sicher erfiillt (denn die ,,obere“ Halbkugel S¥~1(0) N (RN~ xRx)
ist das Bild von BY~1(0) unter der Graphenabbildung x + (z,/1—|z[?), und jede andere
offene Halbkugel geht aus dieser durch eine Drehung hervor). Unter dieser Voraussetzung
kann jedenfalls S,;, = F((a,b)xA) durch die injektive Cl-Abbildung F: RsoxD — RY
mit F(o,z) := o ®(z) und®® JF(o,2) = oV~ 1J® () fiir o € R>g und & € D parametrisiert
werden. Mit der Transformationsformel, dem Satz von Fubini, der Flichenformel und dem
Skalierungsverhalten von #~! erhilt man deshalb

b
/ ]lsabd.i”N:/ JFd.ZN:/ QN_I/J@)défN_ldéfl(g)
RN ’ (a,b)x A

_/b N THNTH(S) AL o / HN " (08)dL (o)

//N1 1,5 dAN"1d.2 (o)

- / 1) ()L o5 (n) AN~ () A2 (0)

- /Nl () A () A2 (o).

Dies ist die Behauptung mit der charakteristischen Funktion 1g,, anstelle von f. Weil
»sektorielle” Mengen S, dhnlich wie Quader oder Kugeln geeignete Umgebungssysteme
von Punkten in R™ \ {0} beinhalten, erzeugen sie die Borel-o-Algebra von RY, und die
Behauptung folgt fiir charakteristische Funktionen Borelscher Mengen. Mit der Standard-
Ausdehnungsprozedur geht man dann zu beliebigen .#V-integrierbaren f iiber. O

(2) Fiir zp € RY, R € Ry und f: RY — R, das #"-summierbar auf einer Umgebung von
Br(zo) sowie stetig nahe ngl(xo) ist, ergibt sich aus (1) die Identitét

d

— fd.ZN:/ fAHNL,
dR JBY (z0) SN=1(z)

Die Ableitung eines Kugelintegrals nach dem Radius ergibt also das zugehorige
Sphéren-/Oberflichenintegral.

42Tatsschlich kann sogar jede Borel-Menge S C SN 1( ) in dieser Form geschrieben werden, denn durch die
sogenannte stereographische Projektion kann man SN 1(0) ohne einen beliebig gewiihlten FuBpunkt glatt para-
metrisieren. Fiir den Beweis zu (1) braucht man dies aber nicht zu wissen, sondern es reicht die oben begriindete
Parametrisierbarkeit von Halbkugeln.

43Um den angegebenen Zusammenhang zwischen den Jacobischen von ® und F zu verifizieren, berechnet man
die Funktionalmatrix DF(p,-) = (<I> ’ QD<I>) € RY*N und die hieraus gebildete Matrix

T _ Te | p@"D® (1 \ 0 NN
(DF(e,)) DFle,-) = ( 2(D®)™® | ¢*(D®) Do ) - ( 0| #(D2)™De ) en

(wobei aus |®| = 1 sowohl ®T® = |®> = 1 als auch (<I>TD¢‘) = (D®)"® = 1V(|®|*) = 0 folgt). Insgesamt
erhilt man JF(g,-) = \/det((DF (o, ))TDF(o,-)) = 1/det(0?(D®)TD®) = oV ~1JO.

110



2.12. Radon-Mafe und Regularitét 111

Beweis. Aus (1) (mit » = 0) und dem HDI erhélt man

d d [k
il pagt = patagio = [ paud
AR JBY (20) dR Jo Jsh (a0 ) Sy~ (o)

wenn nur g — [on-1 fdHN=1 nahe R stetig ist.
Se ~ (z0)
Um die benétigte Stetigkeitsaussage zu verifizieren, benutzt man am besten die (aus der Definition des Integrals und
der Skalierung von HN~! folgende) Transformation fSN*l(zo) FAHN=L = oN—1L [ N=1(g) flxo+ow) dHN 1 (w) auf
e 1

S
ein Integral iiber die Einheitssphiire. Auf der rechten Seite ist der Vorfaktor oV

1 stetig in 0 € R>¢ und das Integral
stetig in ¢ € (R—0, R+9) mit ausreichende kleinem § € (0, R). Letzteres folgt dabei durch naheliegende Abschétzung
mit Hilfe gleichméBiger Stetigkeit von f auf B%Jﬂ;(xo) \ BY_s(z0). O

(3) Fiir Flicheninhalte von Sphiren ergeben sich aus dem Spezialfall f = 1 von (2) die
Formeln

HYTH(SY N (wo)) = Nwy und HY (ST (20)) = Nawo™ '

Bemerkung (zur allgemeinen Kofldchenformel). Die Formel der Anwendung (1) ist tibrigens
ein Spezialfall der (allgemeinen) Koflichenformel

/fJHdZN:/ / fAHNF ALk (y)
A RE J ANH=1(y)

fir k < N in N, eine C'-Abbildung H: D — RF auf offenem D c RY sowie .ZV-messbare
ACDund f: A— R, fiir die das Integral auf der linken Seite existiert. Die Jacobische JH ist
dabei als

JH = \/det (DH(DH)")

definiert, und man kann die Kofldchenformel als eine Art ,, verbogener Satz von Fubini* verstehen,
bei dem die inneren Integrale iiber (N —k)-dimensionale gekriimmte Fasern A N H~1(y) statt
iiber flache Schnitte laufen. Zum Beweis der Koflichenformel kann man so vorgehen, dass man
erst die (Fast-iiberall-)Existenz geeigneter lokaler Parametrisierungen der Fasern nachweist und
dann dhnliche Rechnung wie beim Beweis der Anwendung (1) durchfiithrt. Auf Details hierzu
wird verzichtet.

2.12 Radon-Mafle und Regularitét

Uber einem topologischen Raum € als Grundraum interessiert man sich besonders fiir Mafle,
die in gewisser Weise mit der Topologie von {2 vertréglich sind. Die wichtigsten solchen Mafe
sind Radon-Mafle, die sich vor allem durch gutartiges Verhalten auf Kompakta auszeichnen und
unter folgenden schwachen Zusatzvoraussetzungen an den Grundraum {2 sinnvoll erklédrt werden
koénnen:

Definition (Lokal- und o-kompakte Hausdorff-Raume). Sei §2 ein topologischer Raum.

o Man nennt Q einen Hausdorff-Raum, wenn man je zwei Punkte in € durch offene
Mengen trennen kann, wenn es also zu x # y in § stets offene Teilmengen U und V von

QmitzeU,yeV undUNV =0 gibt.
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112 KAPITEL 2. Allgemeine MaB- und Integrationstheorie

o Man nennt Q) lokalkompakt, wenn jedes Element von Q im Innern einer kompakten
Teilmenge von § liegt.
e Man spricht von o-kompaktem ), wenn  abzdhlbare Vereinigung kompakter Mengen ist.
Bemerkungen (zur Hausdorfi-Eigenschaft).

(1) Jeder metrische Raum ist ein Hausdorfl-Raum.

(2) Die Bedeutung der Hausdorfl-Eigenschaft liegt darin, dass (wie in der Analysis II gezeigt) alle Kompakta in einem
Hausdorff-Raum abgeschlossen sind.

Bemerkungen (zu Lokal- und o-Kompaktheit).
(1) Jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge von RY ist ein lokal- und o-kompakter Hausdorff-Raum — ebenso jeder

Schnitt einer offenen mit einer abgeschlossenen Teilmenge von RY . Zudem ist jede lokalkompakte Teilmenge in einem
o-kompakten metrischen Grundraum wie RY auch o-kompakt.

(2) Allerdings sind recht einfache Mengen wie Q und (RsoxR) U {(0,0)} nicht lokalkompakt, und R \ Q ist weder lokal-
noch o-kompakt.

(3) Lokal- und o-Kompaktheit sind niitzlich, um die Existenz ausreichend vieler Kompakta sicherzustellen. Insbesondere
ist Lokalkompaktheit dquivalent damit, dass jedes Kompaktum im Innern eines weiteren Kompaktums liegt.

Als Néchstes werden innere und duflere Regularitiat von Maflen (wobei die &uflere Regularitét
dem Regularititsbegriff des Abschnitts 2.4 fiir Guflere Mafle entspricht) und dann die Klasse der
Radon-Mafe eingefiihrt:

Definition (regulire Mafle). Sei p ein MafS auf (2,.97) und #Z C <. Dann heifst 1 von
auflen Z-requldir, wenn

p(A) =inf{u(R) : R€ # und A C R} fir alle A € of
gilt, und man nennt pu von innen Z-reguldr, wenn

w(A) =sup{u(R) : R€ #Z und R C A} fiir alle A € o
gilt.

Definition (Radon-Mafle). Sei (2,97, 1) ein Maffraum. Man nennt u ein Radon-Maf3 auf
(Q, ), wenn Q ein lokal- und o-kompakter Hausdorff-Raum ist, alle Borel-Mengen messbar
sind (d.h. B(2) C &) und p von auflen offen-reguldir (d.h. von aufen Tq-regulir) sowie
lokal endlich (d.h. jedes x € Q liegt in einer offenen p-endlichen Menge) ist.

Bemerkungen (zu Radon-Maflen).

(1) Die lokale Endlichkeit von y ist (unter der in der Definition vorausgesetzten lokalen Kompaktheit von Q) dazu dquiva-
lent, dass u(K) < oo fiir jede kompakte Teilmenge K von § gilt.

(2) Radon-MaBe sind (aufgrund der vorausgesetzten o-Kompaktheit von Q) stets o-endlich.
Beispiele (von Radon-Maflen).

(1) Lebesgue-MaBe £ und Lebesgue-Stieltjes-Mafie £+ sind Radon-Mafle (und zwar sowohl
auf der Borel-o-Algebra als auch auf der o-Algebra ihrer messbaren Mengen). Die benotigte
Offen-Regularitéit ergibt sich dabei aus dem letzten Satz dieses Abschnitts.

(2) Dirac-Mafle auf einem lokal- und o-kompakten Hausdorff-Raum wie RY sind Radon-MafRe.
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(3) ZihlmaBe und Hausdorff-MaBe H* mit s < N sind keine Radon-MaBe auf ganz RY, denn
sie sind nicht o-endlich. Ist aber A eine H*-endliche** Teilmenge von RY, so ist 1 4-H* doch
ein Radon-Maf3; auch dies folgt aus dem letzten Satz dieses Abschnitts.

Die Bedeutung von Radon-Maflen liegt in der folgenden Charakterisierung der Messbarkeit
und der Moglichkeit zur gutartigen Approximation messbarer Mengen:

Satz (Charakterisierungen messbarer Mengen). Sei u ein Radon-MafS auf (2, 7). Fir
A € P() sind folgende Aussagen dquivalent:

(0) Es gilt Ae M, d.h. A ist p-messbar.

(I) Zu jedem e € Rsq gibt es eine in Q offene Menge O D A mit u*(O\ A) < €.

(IT1) Zu jedem e € R~q gibt es eine in Q abgeschlossene Menge C' C A mit p*(A\ C) < e.
)

(ITI) Es gibt eine Gs-Menge G in Q und eine fi-Nullmenge M mit A= G\ M.
(IV) Es gibt eine F,-Menge F in Q2 und eine f-Nullmenge M mit A= F U M.
Im Fall *(A) < oo sind auch folgende Aussagen dquivalent zu den vorausgehenden:
(V) Zu jedem e € Rsq gibt es eine kompakte Menge K C A mit p*(A\ K) < e.
(VI) Es gilt
inf{u(O) : O offen in Q@ mit A C O} = sup{u(K) : K kompakt mit K C A}.

Es sei hier daran erinnert, dass p*(A) = p(A) fir A € M, und p*(A4) = w(A) = p(A)
fir A € & gelten. Insbesondere kénnen somit fiir ein vollstiandiges Radon-Mafl u und eine
bekanntermafien messbare Menge A mit u(A) < oo die Eigenschaften (I)-(VI) des Satzes alle
mit u anstelle von pu* und & verwendet werden.

Zudem folgt aus dem Satz, dass Radon-Mafle immer auch eine Regularitidt von innen vorliegt:

Korollar. Jedes Radon-Maf p auf (2, o) ist von innen kompakt-requlir (d.h. es ist von innen
Kq-regulir mit dem System Kq aller kompakten Teilmengen von 2).

Beweis des Satzes. Da () per Definition eines Radon-Mafles o-kompakt ist, gibt es eine ohne Einschréinkung aufsteigende
Folge K1 C K2 C K3 C ... von Kompakta mit |J;2, K; = Q.

Fiir ,(0) = (I)“ schreibt man A = B\ M mit B € & und u(M) = 0. Da u(B N K;) < oo gilt, gibt es zu € € R>o
geméB der Offen-Regularitdt von p offene O; D BN K; mit u(0; \ (BN K;)) < 7. Es folgt, dass O := |JiZ; O; offen ist
mit A C B C O und

oo
AO\A) = w0\ B) < 3 i(0:\ (BN K:) <.
i=1

Die Implikation ,,(I) = (III)“ erhélt man durch Schneiden der offenen Mengen zu € = 1, %, %, ..., und ,,(I1T) = (0)“
gilt trivial. Somit ist die Aquivalenz von (0), (I), (III) gezeigt, und die Aquivalenz zu (II) und (IV) folgt daraus durch
Ubergang zu Komplementen.

Fiir die restliche Argumentation sei p*(A) < oo.

Fiir ,,(0)+(II) = (V)“ kann man dann von A € M, mit [i(A) < co ausgehen, und es gibt zu € € R ein abgeschlos-
senes C C A mit p(C) > p(A)—e. Wegen p(C) = lim;_, oo u(C N K;) gibt es auch ein ¢ € N mit u(C N K;) > p(A) —e,
und da C N K, als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums wieder kompakt ist, ist (V) nachgewiesen. Da Q nach
Definition eines Radon-Mafles ein Hausdorff-Raum ist und dort, wie schon bemerkt, alle Kompakta abgeschlosssen sind,
gilt ,,(V) = (I1)“ trivial. Also ist die Aquivalenz der Bedingungen (0)—(V) gezeigt.

Um ,,(VI) = (I)“ einzusehen, iiberlegt man sich, dass der iibereinstimmende Wert des Infimums und des Supremums in
(VI) aus Monotonie-Griinden auch mit p*(A) tibereinstimmt. Wegen p*(A) < oo folgt dann (I). SchlieBlich ist ,,(I)+(V) =
(VI)“ einfach einzusehen. Damit ist die Aquivalenz aller Bedingungen (0)—(VI) nachgewiesen. O

44 Allgemeiner ist 1 4 - H® immer dann ein Radon-MaB, wenn es lokal endlich ist. Dafiir reicht #*-o-Endlichkeit
von A allerdings noch nicht, wie fiir s = 1 und N = 2 das Beispiel A = {(z,y) € R* : 2 #0,% € Q} zeigt.
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Beweis des vorausgehenden Korollars. Da Ko C B(Q) C & gilt, ist nur u(A) = sup{u(K) : K € Kg und K C A} fiir
alle A € &/ zu begriinden: Im Fall p(A) < oo liest man dies per Monotonie aus Eigenschaft (VI) des Satzes ab. Im Fall
w(A) = oo gilt lim; o u(A N K;) = oo fiir die Kompakta K; aus dem Beweis des Satzes. Wegen pu(AN K;) < p(K;) < oo
liefert Teil (V) des Satzes dann weitere Kompakta K, C AN K, mit lim; o0 ,u([?l) = oo. Somit ist das vorausgehende
Supremum unendlich und stimmt mit p(A) = oo iiberein. O

Korollar (iiber die Eindeutigkeit von .#N). Das vervolistindigte Lebesgue-Mafi £V ist das einzige translationsinva-
riante und vollstindige Radon-Maf3 auf RN mit ZN( (0, l)N) =1.

Beweis. Nach dem Eindeutigkeitssatz des Abschnitts 2.2 stimmt jedes weitere Mafl p mit den angegebenen Eigenschaften
auf B(RY) mit .V iiberein. Per Minimalit&t der Vervollstandigung folgt dann MY C M,, und Bl N = £N. Also bleibt
nur M, C MY zu zeigen: GemiB dem vorigen Satz gibt es zu A € M, erst ein G € B(RY) und eine p-Nullmenge M
mit A = G\ M und dann auch ein G € B(RY) und eine pu-Nullmenge M mit M =G \ M. Wegen ZN(G) = u(@) <
(M) +u(M) = 0 folgen M € MY und A € MN. O

Korollar (,,Radon-Maf3e auf Intervallen sind Lebesgue-Stieltjes-Mafle*“). Sei I ein offenes Intervall in R. Zu
jedem vollstindigen Radon-Maf p auf (I, M) gibt es ein nichtfallendes F: I — R mit p = f}. auf M, = M},

Beweis. Fiir beliebig fixiertes zg € I wird F: I — R durch F(z) := u([zo,z)) fir z > zo und F(z) := —p([z,zo)) fir
x < o definiert. Dann ist F' nichtfallend, und fiir a < b in I>,, gilt

Zp([a,b)) = F(b—) — F(a—) = p([z0,b)) — u(fzo, a)) = u(la,b)).

Nach analoger Behandlung andere Fille erhélt man, dass g auf Z; NP(I) mit )\}, tibereinstimmt. Gemé&fl dem MaBfortset-

zungssatz folgt p = Z} auf B(I). Die Ubereinstimmung p = f/} auf M, = M}; folgt mit derselben Argumentation wie
im Beweis des vorigen Korollars. O

Bemerkungen (zur Klassifikation der Radon-Mafle auf Intervallen).

(1) Sei zg € I beliebig fixiert. Der Beweis zeigt dann, dass F' stets linksseitig stetig mit F'(zg) = 0 gewé#hlt werden kann.
Stellt man diese beiden Zusatzbedingungen, so ist F' eindeutig durch pu = f} (und sogar durch )\}P) bestimmt. Folglich
ist F' — ‘f}% eine Bijektion zwischen den linksseitig stetigen, nichtfallenden Funktionen F': I — R mit F'(zg) = 0 und
den vollstindigen Radon-Maflen auf I.

(2) In der Wahrscheinlichkeitstheorie gibt man fiir I = R anstelle eines Wertes F'(zo) das Verhalten von F' im Unendlichen
vor (was aber nur fiir endliche Mafe sinnvoll ist) und betrachtet die Einschrankungen 4 auf die Borelsche o-Algebra.
Man erhélt dann eine Bijektion F' — f} zwischen den linksseitig stetigen, nichtfallenden F': R — R mit

lim F(z)=0, lim F(z)=1

T—r00 T—r00

und den WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, B(R)). Ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf (R, B(R)) gegeben, so nennt
man die derart zugehorige Funktion F' die Verteilungsfunktion von p. Sie erfiillt u = 3} und ist gegeben durch

F(z) = p((—o0,z)) firz e R.

(3) Alles geht analog mit rechtsseitiger Stetigkeit, wenn man linksoffene statt rechtsoffener Intervalle verwendet.

Der Nachweis der Radon-Maf-Eigenschaft wird oft betrachtlich erleichtert durch den folgenden Satz, geméfl dem man
in der metrischen Situation statt Offen-Regularitit nur Borel-Regularitéit zu zeigen braucht. Fiir Lebesgue- und Hausdorfi-
Mafle wurde von dieser Tatsache bereits Gebrauch gemacht.

Satz. Wird die Topologie auf Q0 durch eine Metrik induziert, so ist es dquivalent in der Definition des Radon-Mafles nur
dufSere B(Q)-Regularitit statt duferer Offen-Regularitit zu fordern.

Der Beweis des Satzes #hnelt den bereits auf Ubungsblatt 5 behandelten Uberlegungen und wird hier nur skizziert:

Beweisskizze. Sei p ein MaB auf (Q, /), das von auen B(Q2)-regulir ist und auBer Offen-Regularitiit alle Bedingungen aus
der Definition des Radon-Mafles erfiillt. Dann priift man mit dem %-Trick nach, dass das System ¢ aller Mengen A € <7,
die die Gleichheiten

w(A) = inf{p(O) : O offen in Q@ mit A C O}

= sup{u(C) : C abgeschlossen in Q@ mit C C A}
erfiillen, abgeschlossen unter abz&hlbarer Vereinigung ist. Aus der Definition ist klar, dass ¢ unter Komplementbildung
abgeschlossen und folglich eine o-Algebra ist. Zeigen wir nun, dass ¢ alle abgeschlossenen und somit auch alle offenen

Mengen enthilt, so folgt B(Q) C 4 und u(A) = inf{...} gilt fiir alle A € B(Q). Mit der Borel-Regularitit folgt diese
Gleichheit auch fiir alle A € &7, und p ist von auflen offen-regulir.
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Zum Beweis des Satzes bleibt also nur zu verifizieren, dass die Gleichheit u(A) = inf{...} fiir jede abgeschlossene
Menge A richtig ist (denn p(A) = sup{...} gilt fiir abgeschlossenes A trivial). Dazu argumentiert man wie folgt: Wegen
o-Kompaktheit von Q gibt es Kompakta K1, K2, K3,... mit Q = (J;2,; K;. Mit Hilfe der lokalen Kompaktheit von € lisst
sich einsehen, dass die Kompakta A N K; im Innern weiterer Kompakta liegen. Unter Riickgriff auf die metrische Struktur
folgt dann, dass fiir £ > 1 die offenen Mengen

Ue(ANK;) i={z € Q : dist(z, AN K;) < 1/k}

endliches Mafl haben und daher
WANK;) = khjgoﬂ(Ul/k(A NK;))

gilt. Damit gibt es zu ¢ € R>o und ¢ € IN stets eine offene Obermenge O; von A N K; mit p(O0; \ (AN K;)) < 57, und

O :=J;2, O; ist eine offene Obermenge von A mit u(O\ A) < e. Es folgt u(A) = inf{...}, und nur dies blieb zu zeigen. [
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Kapitel 3

Untermannigfaltigkeiten,
Differentialformen, Integralsitze

3.1 Untermannigfaltigkeiten des R

Das folgende Konzept k-dimensionaler Flichen in RY ist von zentraler Bedeutung fiir
weite Teile der modernen Mathematik:

Definition (Untermannigfaltigkeiten). Seien k,N € IN mit k < N und m € N U {oo,w}.
Man nennt eine Teilmenge M von RV eine k-dimensionale C™-Untermannigfaltigkeit
mit Rand des RY, wenn es zu jedem a € M offene Umgebungen U von 0 in RF und V von a
in RN sowie eine C™-Abbildung F: U — RN von mazimalem Rang' mit F(0) = a gibt, so dass F
Homdomorphismus entweder von U auf M NV (innerer Fall) oder von U<y :={£ € U : & < 0}
auf M NV (Randfall) ist.

oL

Rk

oM

h\ 2

M

RN

Abb. 6: Definition einer Untermannigfaltigkeit im inneren Fall und im Randfall

'Diese Rangbedingung meint Rang F’ = k auf U fiir die totale Ableitung F’. Aquivalent ist Rang(DF) = k
auf U fiir die Jacobi-Matrix DF und auch JF > 0 auf U fiir die Jacobische JF' = /det((DF)TDF).
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Bemerkungen (zur Definition von Untermannigfaltigkeiten).

(1) Eine Abbildung F mit den Eigenschaften der Definition bezeichnet man als regulire C™-
Parametrisierung des Teils M NV = F(U) beziehungsweise M NV = F(U<p) von M.
Die Rangbedingung (die durch das Adjektiv ,regulir® zum Ausdruck gebracht wird) stellt
dabei sicher, dass das Stiick M NV = F(U) beziehungsweise M NV = F(U<q) in der Tat
einem Stiick von R¥ beziehungsweise (R¥)< ,,ihnelt“ und in diesem Sinn k-dimensional ist.

(2) Wie erst etwas spéter anhand des Tangentialkegels prézise begriindet wird, konnen fiir
einen Punkt a € M — auch fiir unterschiedliche Wahlen von U, V und F — nie sowohl die
Situation des inneren Fall als auch die des Randfalls vorliegen.

Die Zweiteilung in den inneren Fall und den Randfall fithrt nun zu weiteren Begriffen.

Definitionen (geometrische Begriffe bei Untermannigfaltigkeiten). Sei M eine k-di-
mensionale C™-Untermannigfaltigkeit mit Rand des RN . In Anbetracht der vorausgehenden Be-
merkung bezeichnet man die Menge der Punkte a € M, fir die der innere Fall der vorigen
Definition eintritt, als das geometrisch Innere M \ OM von M, und die Menge der Punkte
a € M, fiir die der Randfall der vorigen Definition eintritt, als den geometrischen Rand OM
von M. Im Fall OM = () heifit M eine Untermannigfaltigkeit ohne Rand. Eine kompakte
Untermannigfaltigkeit ohne Rand nennt man auch geschlossene Untermannigfaltigkeit.

Bemerkungen (zu Untermannigfaltigkeiten).

(0) Gelegentlich ist es sinnvoll, als ergénzende Konventionen festzulegen, dass man unter einer
0-dimensionalen Untermannigfaltigkeit des R™ eine Teilmenge von R™ versteht, die nur aus
isolierten Punkten besteht, und, dass fiir solche OM = () sein soll.

(1) Ist M eine Untermannigfaltigkeit mit Rand des R, so sind das geometrisch Innere M \ OM
und der geometrische Rand dM Untermannigfaltigkeiten ohne Rand des RY. Diese haben
(mindestens) dieselbe C™-Regularitét wie M selbst, M \ M hat dieselbe Dimension wie
M, und OM hat die néchst niedrigere Dimension.

Die Behauptungen iiber M \ OM folgen dabei direkt aus den Definitionen, die iiber M begriindet man durch Ein-
schrinkung von Parametrisierungen auf U—g := {£ € U : &4 = 0} und wieder mit dem schon erwihnten Sachverhalt,
dass sich innerer Fall und Randfall ausschlieen.

(2) Es gilt den geometrischen Rand — trotz gleicher Notation mit dem Operator 0 —
sorgfiltig vom topologischen Rand zu unterscheiden, denn im Fall k¥ < N ist der
geometrische Rand eine deutlich kleinere Menge als der topologische Rand.

Beispiele und Bemerkungen (zu Untermannigfaltigkeiten).

(1) Die folgenden Abbildungen 7 bis 11 illustrieren typische Beispiele 1-dimensionaler Un-
termannigfaltigkeiten.

OM = {a,b} OM = ()
oM =0
Abb. 7: Eine Kurve M Abb. 8: Eine Kurve M

inklusive Endpunkte exklusive Endpunkte Abb. 9: Eine geschlossene Kurve M
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M
oM =1
Abb. 10: Eine weitere geschlossene Abb. 11: Eine Spiralkurve (eventuell un-
Kurve M (ohne Selbstschnitt in R3) endlicher Lénge) exklusive Spiralpunkt

Die nun folgenden Abbildungen 12 bis 14 zeigen dagegen Mengen, die keine 1-dimensionalen
Untermannigfaltigkeiten sind.

~J O

Abb. 12: Eine Kur- Abb. 13: Graphen von nicht differen- Abb. 14: Eine Schlinge
ve mit Knick zierbaren und Nicht-C!'-Funktionen mit , Fast-Selbstschnitt®

Die Kurve der Abbildung 12 kann hierbei mit einer Nullstelle der Ableitung beim Knick C*-
parametrisiert werden, erlaubt aber keine regulire C'-Parametrisierung ohne solche Null-
stellen. Genauso verhilt es sich, sofern die Graphenkurve endliche Liange hat, beim Nicht-
C!-Graph der Abbildung 13. Die Schlinge der Abbildung 14 schlieBlich kann sogar ohne
Nullstellen der Ableitung iiber einem halboffenen Intervall Cl-parametrisiert werden, doch
eine solche Parametrisierung kann nie homdéomorph auf ein Stiick der Schlinge (im Sinn
einer relativen Umgebung) um den ,,Abzweigepunkt“ abbilden. Somit wird klar, dass die
Homoomorphie-Forderung in der Definition von Untermannigfaltigkeiten gerade zum Aus-
schluss von Beispielen des Typs der Abbildung 14 dient.

Die folgenden Abbildungen 15 bis 19 zeigen typische Beispiele 2-dimensionaler Un-
termannigfaltigkeiten.

Abb. 15: Ein beliebiger offener Bereich M Abb. 16: Ein abgeschlossener Bereich M
in der Ebene mit OM = () mit C"™-Rand OM in der Ebene
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G 9

Abb. 18: Der Zylinder-  Abb. 19: Das teiloffene Einheits-
Abb. 17: Die Einheitssphire ~ mantel M = SIx[0,1]  quadrat M = [0,1)*\{(0,0)} mit
M =S} =0B} mit OM =0  mit OM = S{x{0,1} OM = ((0,1)x{0}) U ({0}x(0,1))

Hierbei darf in der Situation von Abbildung 15 der nicht in M enthaltene topologische Rand
von M auch Knicke und Singularitéiten aufweisen, wihrend sich der in einer Untermannig-
faltigkeit M enthaltene Rand aus Abbildung 16 gutartig verhalten muss. Weiterhin handelt
es sich unter den Beispielen der Abbildungen 15 bis 19 einzig bei der Einheitssphére der
Abbildung 17 um eine geschlossene Untermannigfaltigkeit. Schliefilich ist beim teiloffenen
Einheitsquadrat der Abbildung 19 das Augenmerk vor allem auf die vier Eckpunkte in {0, 1}?
zu richten, da bei diesen der demnéchst eingefiihrte Tangentialkegel ein Quadrant ist und M
nahe diesen Punkten nicht im Sinn der Definition regulir C!-parametrisiert werden kann.
Nur da alle vier Eckpunkte nicht zur Menge M gehoren, ist diese tatsdchlich eine Unterman-
nigfaltigkeit. Dagegen ist das in Abbildung 20 gezeigte halboffene Einheitsquadrat inklusive
des problematischen Eckpunkts (0,0) keine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

®

D

Abb. 20: Das halboffene Einheitsquadrat [0,1)?

Jede offene Teilmenge des RY ist eine N-dimensionale C¥-Untermannigfaltigkeit ohne Rand
des RN (denn in diesen Fillen maximaler Dimension ergeben sich die reguléiren C™-Parame-
trisierungen trivial als Verschiebungen £ — £+-a, die fiir eine in der offenen Menge enthaltene
offene Umgebung V' von a nur U = V —a auf V verschieben).

Der néchste Satz liefert alternative Beschreibungen von Untermannigfaltigkeiten, die auch

als zum obigen Vorgehen dquivalente Definitionen angesehen werden konnen.

Satz (iiber Charakterisierungen von inneren Punkten einer Untermannigfaltigkeit).
Seien k,N € IN mit k < N und m € IN U {oc}. Dann sind folgende Bedingungen an eine
Teilmenge M von RN nahe eines fizierten Punktes a € M dquivalent:
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////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012--today, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20140923
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard, be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys
//      and caled using the s and S keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts and
//      groups of parts in the 3D scene. Parts which have been selected with the
//      mouse can be scaled moved around and rotated like the cross section as
//      described above. To spin the parts around their local up-axis, keep
//      Control key pressed while using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  if(
    clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
    clip=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
  );
  for(var i=0;i<scene.nodes.count;i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd==clip||nd.name=='') continue;
    var ndUTFName='';
    for (var j=0; j<nd.name.length; j++) {
      var theUnicode = nd.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      ndUTFName += theUnicode;
    }
    var end=nd.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var ndUserName=nd.name.substr(0,end);
    else var ndUserName=nd.name;
    respart='  PART='+ndUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+ndUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!nd.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+nd.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(nd.constructor.name=='Mesh'){
      currender=defaultrender;
      switch(nd.renderMode){
        case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
          currender='BoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
          currender='TransparentBoundingBox';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
          currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
          currender='Vertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
          currender='ShadedVertices';break;
        case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
          currender='Wireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
          currender='ShadedWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID:
          currender='Solid';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
          currender='Transparent';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
          currender='SolidWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
          currender='TransparentWireframe';break;
        case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
          currender='Illustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
          currender='SolidOutline';break;
        case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
          currender='ShadedIllustration';break;
        case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
          currender='HiddenWireframe';break;
        //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
        //  currender='Default';break;
      }
      if(currender!=defaultrender){
        respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
        defaultvals=false;
      }
    }
    if(origtrans[nd.name]&&!nd.transform.isEqual(origtrans[nd.name])){
      var lvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=nd.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +nd.transform.translation.x+' '
               +nd.transform.translation.y+' '
               +nd.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+=host.util.printf(
      '    VISIBLE=%s\n', clip.visible);
    res+=host.util.printf(
      '    PLANECOLOR=%s %s %s\n', clip.material.emissiveColor.r,
             clip.material.emissiveColor.g, clip.material.emissiveColor.b);
    res+=host.util.printf(
      '    OPACITY=%s\n', clip.opacity);
    res+=host.util.printf(
      '    INTERSECTIONCOLOR=%s %s %s\n',
        clip.wireframeColor.r, clip.wireframeColor.g, clip.wireframeColor.b);
    res+='  END\n';
//    for(var propt in clip){
//      console.println(propt+':'+clip[propt]);
//    }
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected node;
var target=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected&&e.node.name!=''){
    target=e.node;
  }else{
    target=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  var clip=null;
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  if(clip=scene.nodes.getByName('$$$$$$')|| //predefined
    scene.nodes.getByName('Clipping Plane')){ //added via context menu
    runtime.removeCustomMenuItem("csection");
    runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
  }
  if(clip){//plane in predefined views must be rotated by 90 deg around normal
    clip.transform.rotateAboutLineInPlace(
      Math.PI/2,clip.transform.translation,
      clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1))
    );
  }
  for(var i=0; i<rot4x4.length; i++){rot4x4[i].setIdentity()}
  target=null;
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

var rot4x4=new Array(); //keeps track of spin and tilt axes transformations
//key event handler for scaling moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var backtrans=new Matrix4x4();
  var trgt=null;
  if(target) {
    trgt=target;
    var backtrans=new Matrix4x4();
    var trans=trgt.transform;
    var parent=trgt.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    if(
      trgt=scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      trgt=scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ) var trans=trgt.transform;
  }
  if(!trgt) return;

  var tname=trgt.name;
  if(typeof(rot4x4[tname])=='undefined') rot4x4[tname]=new Matrix4x4();
  if(target)
    var tiltAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  else  
    var tiltAxis=trans.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  var spinAxis=rot4x4[tname].transformDirection(new Vector3(0,0,1));

  //get the centre of the mesh
  if(target&&trgt.constructor.name=='Mesh'){
    var centre=trans.transformPosition(trgt.computeBoundingBox().center);
  }else{ //part group (Node3 parent node, clipping plane)
    var centre=new Vector3(trans.translation);
  }
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 31://tilt down
      rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
          Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,tiltAxis);
      trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,tiltAxis);
      break;
    case 28://spin right
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            -Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(-Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 29://spin left
      if(e.ctrlKeyDown&&target){
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,spinAxis);
      }else{
        rot4x4[tname].rotateAboutLineInPlace(
            Math.PI/900,rot4x4[tname].translation,new Vector3(0,0,1));
        trans.rotateAboutLineInPlace(Math.PI/900,centre,new Vector3(0,0,1));
      }
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(trans, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(trans, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(trans, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(trans, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
    case 83: //shift + s
      trans.translateInPlace(centre.scale(-1));
      trans.scaleInPlace(1/1.01);
      trans.translateInPlace(centre.scale(1));
      break;
  }
  trans.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

//translates object by amount calculated from Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.translateInPlace(d.scale(scale));
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var curTrans=getCurTrans();
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(target){
      var trans=target.transform;
      var parent=target.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      if(target.constructor.name=='Mesh'){
        var centre=trans.transformPosition(target.computeBoundingBox().center);
      }else{
        var centre=new Vector3(trans.translation);
      }
      target=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    if(
      scene.nodes.getByName('$$$$$$')||
      scene.nodes.getByName('Clipping Plane')
    ){
      clip.remove();clip=null;
    }
  }
  restoreTrans(curTrans);
  return clip;
}

//function to store current transformation matrix of all nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var tA=new Array();
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(nd.name=='') continue;
    tA[nd.name]=new Matrix4x4(nd.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    var nd=scene.nodes.getByIndex(i);
    if(tA[nd.name]) nd.transform.set(tA[nd.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();
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(1) Parametrische Darstellung (wie in der Definition): Es gibt offene Umgebungen U von
0 in R* und V wvon a in RN sowie eine C™-Abbildung F: U — RN wvon mazimalem Rang
(d.h. Rang F' =k auf U) mit F(0) = a, so dass F homdomorph von U auf

MnNV =FQU)
abbildet.

(2) Explizite Darstellung als gedrehter Graph: Es gibt offene Umgebungen U von 0 in RF
und V von a in RN, eine lineare Isometrie T € O(RY) sowie eine C™-Abbildung f: U —
RY=F mit £(0) = 0 und

M NV =a+ T(Graph f)

(wobei natirlich Graph f := {(z, f(x)) : x € U}).

(3) Implizite Darstellung als gemeinsame Lisungsmenge von (N —k) Gleichungen g;(x)=0:
Es gibt eine offene Umgebung V von a in RN und eine C™-Abbildung g: V. — RN"F von
mazimalem Rang (d.h. Rang g = N—k auf V') mit

MNV =g40).

(4) Darstellung durch Geradebiegen (mittels ®~1): Es gibt offene Umgebungen X von 0 in
RY und V wvon a in RN sowie einen C™-Diffeomorphismus ®: 3 — V von ¥ auf V mit
®(0) = a und

MNV=3d(RFx{0}))NX).

Beweis. Als Erstes wird die Implikation ,,(1) => (2)“ behandelt. Wegen Rang F’(0) = k finden
sich in der Jacobi-Matrix DF(0) € RN*¥ stets k linear unabhingige Zeilen, die Komponenten-
funktionen von F' entsprechen. Es kann ohne Einschrinkung angenommen werden, dass es sich
hierbei um die ersten k Zeilen bzw. Komponentenfunktionen handelt, also (F1, Fb, ..., Fy) (0) in-
vertierbar ist, und zudem a = 0 gilt, denn andernfalls kann man diese Eigenschaften durch Uber-
gang von F zu T~ (F—a) mit einer Koordinatenpermutation ' € O(R') erreichen. Unter diesen
Annahmen gibt es dann nach Umkehrsatz Nullumgebungen U’ € U C R* und U” C R* sowie
eine C™-Inverse G: U" — U’ zu (F1, F,...,Fy): U — U” mit G(0) = 0. Da F homjomorph
abbildet, ist zudem F(U’) relativ offen in M NV und enthiilt 0, daher gibt es eine Nullumgebung
V'cV c RN mit F(U') = M NV'. Insgesamt folgt

MnV' =FU")=FGU") ={(z,(Fxs1, Fry2,..., FN)(G(2))) : x € U"} = Graph f

fiir die durch f(z) :== (Fyt1, Fiyo, ..., Fn)(G(z)) definierte C™-Abbildung f: U” — RV ~* mit
f£(0) = 0. Somit ist die explizite Darstellung (mit U”, V', Iy anstelle von U, V, T') hergeleitet.

Zum Nachweis der Implikation ,,(2) == (1)“ gibt man die C™-Abbildung F: U — RY mit
F(0) = a durch

F(§) =a+T(§ f(§)) fir{elU

explizit an. Wegen DF' = T(%’}) mit der (kxk)-Einheitsmatrix I hat F' dann maximalen Rang,
wegen |F(€)—F(¢')] = [(€~&, F(€)—F(¢)] > [¢~€/| fiir €,¢' € U bildet F homdomorph ab, und
mit

F(U)=a+T(Graph f) =MnNV.
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122 KAPITEL 3. Untermannigfaltigkeiten, Differentialformen, Integralsétze

ist die parametrische Darstellung hergestellt.

Fiir die Implikation ,,(2) = (4)“ definiert man die C™-Abbildung ®: UxRN =% — RN mit
®(0) = a in dhnlich expliziter Weise durch

O(E,n) = a+T(& f(O+n) firéeU,neRVF.

Da (£,1) — (£, f(€)+n) und seine C™-Inverse (&,7) — (&, —f(£)+n) bijektiv von UxRNF auf
sich abbilden, ist @ tatsichlich C™-Diffeomorphismus von UxRN=F auf Q := a+T(UxRNF)
und insbesondere von der offenen Nullumgebung ¥ := ®~1(V N Q) ¢ UxRY* in RN auf die
offene Umgebung V N von a in RY. Zudem folgt

P((RFx{0})NY) = (a+T(Graph ) NV NQA=MNV NQ,

also ergibt sich Darstellung durch Geradebiegen (mit V' N anstelle von V).

Zum Nachweis von ,,(4) == (3)“ wiihlt man die C"-Abbildung g: V — R¥~* als die hinteren
N—k Komponentenfunktionen von ®~1: V — ¥. Aufgrund von Dg = (0 Iy_;)D(®1) mit
D(®7!) € GLy hat g maximalen Rang, und mit

g H0)={z eV 0 Yz) e REx{0}} = d((R*x{0})NE) =M NV
erhalt man die implizite Darstellung.

Zur abschlieflenden Verifikation der Implikation ,,(3) = (2)“ bemerkt man zunéchst, dass
Dg(a) € RN=F)*N wegen der Rangbedingung N —k linear unabhéngige Spalten enthilt. Ahnlich
wie im ersten Beweisteil kann angenommen werde, dass a = 0 gilt und es sich um die letzten

N —Fk Spalten handelt, dass also e maki T (0) invertierbar ist (denn andernfalls kann man

dies durch Ubergang zu go(a+T) mit einer Koordinatenpermutation 7 € O(RY) erreichen).
In dieser Situation liefert der Satz iiber implizite Funktionen Nullumgebungen U C R* und
V' ¢ V c RY sowie eine C™-Funktion f: U — RN mit Graph f = g~(0) N V’. Insgesamt
erhédlt man dann mit

Graph f =g 1(O)NV =M NV’
die explizite Darstellung (mit V', Iy anstelle von V', T'). O
Bemerkungen (zu Darstellungen von Untermannigfaltigkeiten).

(1) Im Kontext des vorigen Satzes ergibt sich auch, dass fiir zwei reguléire C™-Parametisierungen
F:U — RN und F: U — R" einer Untermannigfaltigkeit M C R nahe eines inneren
Punkt a € M \ OM nach geeigneter Verkleinerung der Nullumgebungen U,U C RF der
Koordinatenwechsel F~1oF: U — U wohldefiniert und ein C™-Diffeomorphismus ist.

Beweis. Sei V eine Umgebung von a in RY, so dass M NV eine explizite Darstellung wie in (2) mit 7' € O(RY) und
C™-Abbildung f: U’ — RN =F hat. Nach Verkleinerung von U, U, U’ lisst sich F(U) = F(U) = Graph f annehmen.
Dann ist die C™-Abbildung ®: UxRN—* — RN mit ®(¢,n) := F(€)+T(0,n) injektiv (denn aus ®(&,71) = ®(¢',7')
folgt per Graphendarstellung n = n’, F(§) = F(¢') und dann per Injektivitit von F auch & = ¢’). Zudem folgt
aus der Graphendarstellung, dass ® maximalen Rang hat (denn bei D(T~1F) = (2) € RV*F hiingen die unteren
N—k Zeilen Zo = Df(...)Z1 € RN =F)Xk yon den oberen k Zeilen Z; € R¥** ab, die Rangbedingung fiir F
erfordert daher Rang Z1 = k, und aus T7!D® = D(T~1®) = <§; ]INO_k) € RVXN folgt Rang(D®) = N). Nach dem
Umkehrsatz ist somit ® Diffeomorphismus von UxRYN~F auf ihr offenes Bild a+7 (U’ xRN ~F), und analog ergibt die
Festlegung ®(£,n) := F(£)+T(0,7) einen Diffeomorphismus ® von UxRN =% auf a+T(U’' xRN ~*). Damit ist 1o ®
Diffeomorphismus von UxRN =% auf UxRN—*. Da nach Konstruktion (<FI€>*10<I>)(£7 n) = ((}FfloF)(g),n) gilt, folgt
hieraus, dass F-loF Diffeomorphismus von U auf U ist. O
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3.1. Untermannigfaltigkeiten des RY 123

(2) Fiir Randpunkte einer Untermannigfaltigkeit bestehen grofitenteils analoge Charak-
terisierungen. Genauer sind fiir k < N in IN, m € NU{oo}, M € RY, a € M Hquivalent:

(1) Es gibt (wie in der Definition) offene Umgebungen U von 0 in R¥ und V' von a in RY
sowie eine C™-Abbildung F': U — R von maximalem Rang mit F(0) = a, so dass F
homoéomorph von U<g auf

MnNV =FU SO)

abbildet.

(2) Es gibt offene Umgebungen U von 0 in R*¥ und V von a in RY, eine lineare Isometrie
T € O(RY) sowie eine C™-Abbildung f: U — RN=F mit f(0) = 0 und

MNV =a+T(Graph(f|y,))

fiir eine k-dimensionale C™-Untermannigfaltigkeit Uy C U mit Rand des R¥ mit 0 € 0U.

(3) Es gibt eine offene Umgebung V von a in RY und eine C™-Abbildung g: V — RIFTN—*
von maximalem Rang mit

MNV =g ' (Reox{0})
(M NV ist gemeinsame Losungsmenge zu einer Ungleichung und N—k Gleichungen).

(4) Es gibt offene Umgebungen ¥ von 0 in RY und V von a in RY sowie einen C™-
Diffeomorphismus ®: ¥ — V von ¥ auf V mit ®(0) = a und

MOV = S((BH)<ox{0}) N ).

Zum Beweis. Uber weite Strecken lisst sich analog zum inneren Fall argumentieren. Unterschiede und Modifikationen
der Argumentation werden nun kurz angedeutet:

Fiir ,,(1) = (2)“ ist zu beachten, dass G zwar U”" auf U’, aber (U")<( nicht unbedingt exakt auf (U’)<o abbildet.
Deshalb ergibt sich die Graphendarstellung im Allgemeinen nicht iiber (U"")<q, sondern nur iiber der k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit Uy := G=1((U’)<0) C U” C RF.

Bei ,,(2) = (1)“ und ,(2) = (4)¢ gilt es zusétzlich zu benutzen, dass die k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
Uo C R* nahe 0 € 09Uy als Bild Fy((Uj)<o) unter einer reguliren Parametrisierung Fy dargestellt ist.

Bei ,,(4) = (3)“ kombiniert man zur Definition von g die erste Komponentenfunktion von ®~! mit den auch im
inneren Fall genutzten hinteren N —k Komponentenfunktionen von ®~1.

Lediglich bei ,,(3) = (2)“ kann man sich nicht ohne Weiteres an den inneren Fall anlehnen. Statt den Nachweis dieser
Implikation zu fithren, kann man den Beweis aber mit folgenden beiden Schritten komplettieren.

Man zeigt ,(3) = (4)%, indem man nach geeigneter Koordinatenpermutation aus g durch Ergénzen trivialer Kom-
ponentenfunktionen einen Diffeomorphismus erzeugt, dessen Umkehrabbildung die Eigenschaften von @ hat. (Das
Argument #hnelt einer bekannten Herleitung des Satzes iiber implizite Funktionen aus dem Umkehrsatz.)

Schlieflich gewinnt man die fiir ,,(4) = (1)“ benétigte regulire Parametrisierung F': U<g — RY einfach durch
F(€) := ®(&,0), wobei U = 5¢ C RF ein Schnitt von & C RY ist, mit anderen Worten also U x{0} = (R*x{0})n¥. O

Zentrale Konzepte im Zusammenhang mit (Unter-)Mannigfaltigkeiten sind Tangentialkegel
und Tangentialrdume. Diese Bildungen beschreiben das Erster-Ordnung-Verhalten nahe eines
gegebenen Punkts und werden nun eingefithrt und betrachtet.

Satz (iiber Tangentialverhalten von Untermannigfaltigkeiten). Seien k, N € IN mit
k < N und M eine k-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit mit Rand des RN. Dann ist der
Tangentialkegel

Ty—a

Tan(M,a) := { lim

: (xp)eew Folge in M mit lim z; = a, (ry)een Folge in R>0}
l—oo Ty L

—00
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124 KAPITEL 3. Untermannigfaltigkeiten, Differentialformen, Integralsétze

fiir geometrisch innere Punkte a € M \ OM ein k-dimensionaler Unterraum von RY, der bei
Vorliegen der Darstellungen aus dem vorigen Satz durch die Formeln

Tan(M, a) = Bild(F'(0)) = T(CGraph(f'(0))) = Kern(¢'(a)) = ®'(0)(R*x{0})
= {d(0) : ¢ ist CL-Kurve in RN mit ¢(0) = a, c(t) € M fiir |t| < 1}
(mit Graph(f'(0)) = {(v,9,f(0)) : v € R*}) gegeben ist. Fiir geometrische Randpunkte a € OM

ist Tan(M,a) dagegen ein k-dimensionaler Halbraum? in RN, der bei Vorliegen der Darstellun-
gen aus der vorigen Bemerkung (2) durch die Formeln

Tan(M, a) = F'(0)((RF) <o) = {T'(v, 8, £(0)) : v € Tan(Up,0)}
= {w e R" : ¢/(a)(w) € Reox{0}} = ®'(0)((R*)<0 % {0})
= {d(0) : ¢ ist CL-Kurve in RN mit ¢(0) = a, c(t) € M fiir 0 <t < 1}
gegeben ist.

Der Beweis mit Methoden der mehrdimensionalen Differentialrechnung wird zumindest fiir
den inneren Fall in den Ubungen behandelt.

Abb. 21: Ein innerer Punkt a € M\ M mit einem Stiick der affinen Tangentialebene a+T, M =
a+Tan(M, a) (grilnes Ebenenstiick) an eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit M sowie ein
Randpunkt a € OM mit Stiicken des affinen Tangentialkegels a+Tan(M, a) (orange-gelbes Halb-
ebenenstiick), des affinen Tangentialraums a+TzM (gelbes Ebenenstiick) und des affinen Tan-
gentialraums a+TzOM an den Rand OM (oranges Geradenstiick)

2Unter einem k-dimensionalen Halbraum H in RY ist die ,Hilfte“ eines k-dimensionalen Unterraums von
RY ,auf einer Seite“ eines enthaltenen (k—1)-dimensionalen Unterraums zu verstehen. Préziser (aber vielleicht
weniger eingéingig) definiert man die Halbraumeigenschaft von H iiber die Existenz einer linearen Parametrisierung
H = L((]Rk)go) mit L € RV**, Rang L = k oder alternativ die Beschreibung als Losungsmenge eines linearen
Ungleichung-Gleichungen-Systems H = {z € RY : Az € R<ox{0}} mit A € RIFTN=F*N Rang A = 14+ N—k.
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3.1. Untermannigfaltigkeiten des RY 125

Definition (Tangentialraum). Fir M wie im vorigen Satz und a € M bezeichnet man den

k-dimensionalen Unterraum?

T A — Tan(M, a) falls a € M\ OM
“ 7 | Span(Tan(M, a)) falls a € M

von RN als den Tangentialraum an M in a und den k-dimensionalen affinen Unterraum
a+T,M von RN als den affinen Tangentialraum an M in a.

Tatséchlich erweist es sich bei Abbildungen zwischen (Unter-)Mannigfaltigkeiten als sehr
natiirlich, ihre Abbleitungen zwischen Tangentialriumen operieren zu lassen. Weiteres hierzu
fallt in den Bereich der Differentialgeometrie, hier wird das Konzept nur kurz angerissen:

Ausblick (Differentiation von Abbildungen zwischen (Unter-)Mannigfaltigkeiten).
Seien M eine k-dimensionale Cl-Untermannigfaltigkeit~mit Rand des RY und M eine k-di-
mensionale C'-Untermannigfaltigkeit mit Rand des RY, und sei F': U — R eine regulire
Cl-Parametrisierung von M nahe a = F(0) € M. Dann nennt man f total differenzierbar in
a, wenn fol" total differenzierbar in 0 ist, und erklért die Ableitung f'(a) € L(ToM, Ty, M )
als lineare Abbildung zwischen Tangentialriumen durch Postulieren der Kettenregel,
genauer durch f'(a)(F'(0)(v)) := (foF)'(0)(v) fiir v € RF (beachte F'(0)(v) € T,M und
(foF)'(0)(v) € Tf(a)M) oder dquivalent durch f'(a)(¢/(0)) := (f o ¢)'(0) fiir C-Kurven wie
im vorigen Satz (beachte ¢/(0) € T,M und (f o ¢)’(0) € Tf(a)M). Mit der Diffeomorphismus-
FEigenschaft der Koordinatenwechsel zeigt man, dass diese Konzepte insofern geometrisch sinnvoll
sind, dass sie nicht von der Wahl der Parametrisierung F', sondern nur von M, f und a abhingen.

Schliefllich wird zur Vorbereitung auf den spéateren Abschnitt 3.4 die Orientierung von Vek-
torrdumen und Untermannigfaltigkeiten eingefiihrt.

Definitionen & Bemerkungen (Orientierung von Vektorrdumen). Seien k € N und V
ein k-dimensionaler R-Vektorraum.

(I) Zwei Basen by, b, ..., by und 51,52, b von V heifien gleichsinnig orientiert, wenn
det(T) > 0 fiir den Basiswechsel T € GL(V) mit Tb; = b; fir i = 1,2,...,k gilt. Man
spricht in dieser Situation auch vom Orientierung-erhaltenden Basiswechsel T. An-
dernfalls, wenn also det(T') < 0 gilt, heiffen die Basen gegensinnig orientiert und T
Orientierung-umkehrender Basiswechsel. (Man beachte, dass diese Begriffe nur fiir
geordnete Basen sinnvoll sind, d.h. es kommt nicht nur auf die Menge der Basisvektoren,
sondern auch auf die Reihenfolge, in der diese Vektoren aufgezdhlt werden, an. Deshalb
wird unter einer Basis hier und im Folgenden stets eine geordnete Basis mit fizierter
Reihenfolge verstanden.)

(IT) Man prift recht problemlos, dass gleichsinnige Orientierung eine A quivalenzrelation
auf der Menge aller Basen von V ist. Weil die Komposition zweier Orientierung-
umkehrender Basiswechsel einen Orientierung-erhaltenden Basiswechsel ergibt, zerfallt die
Menge aller Basen von V beziiglich dieser Aquivalenzrelation in genau zwei Aquiva-
lenzklassen. Unter einer Orientierung von V versteht man die Auswahl einer dieser
beiden Aquivalenzklassen, und beziglich einer fizierten Orientierung bezeichnet man die
Basen der gewdhlten Aquivalenzklasse als positiv orientierte Basen, die der anderen

3 Aquivalent kann man T,M := Span(Tan(M,a)) fiir alle @ € M setzen und so obige Fallunterscheidung
vermeiden. Oben soll aber insbesondere deutlich werden, dass fiir a € M \ OM einfach T, M = Tan(M, a) ist.
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126 KAPITEL 3. Untermannigfaltigkeiten, Differentialformen, Integralsétze

Aquivalenzklasse als negativ orientierte Basen.

(II) Die kanonische Orientierung von RF ist die (Auswahl der) Aquivalenzklasse von
Basen von R¥, die die kanonische Basis von RF enthdlt. Mit anderen Worten ist die ka-
nonische Basis von R beziglich der kanonischen Orientierung von R positiv orientiert.

Bemerkung (zu Orientierung in Dimension 0). Als ergéinzende Konvention versteht man
unter einer Orientierung des Nullvektorraums die Auswahl einer der Zahlen 1, —1. Dies wird sich
etwa fiir 0-dimensionale Rénder 1-dimensionaler Untermannigfaltigkeiten als sinnvoll erweisen.

Definitionen (Orientierung von Untermannigfaltigkeiten). Seien k, N € IN mit k < N
und M eine k-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit mit Rand des RY .

(I) Eine Orientierung von M ist eine Auswahl von Orientierungen der Tangentialrdume
ToM in allen Punkten a € M, so dass folgende Kohdrenzbedingung erfillt ist: Fir
jedes a € M gibt es eine requlire C'-Parametrisierung F: U — M von M nahe a, fir die
fiir jedes § € U die Basis 01F(§),02F(§), ..., 0k F (&) von TpeyM positiv orientiert ist.
Man spricht in dieser Situation auch von positiv orientierten Parametrisierungen F und
bezeichnet M samt einer gewdhlten Orientierung von M als orientierte Untermannig-
faltigkeit.

(IT) Ist M eine orientierte Untermannigfaltigkeit, so wird die induzierte Orientierung des
Randes OM fiir k > 2 so festgelegt, dass fir alle a € OM und alle Basen by, ..., bg_1
von T,OM gilt:

bi,...,bg_1 positiv orientierte Basis in T,0M

< v,by,...,bk_1 positiv orientierte Basis in ToM fiir ein/jedes v € T, M \ Tan(M, a)
(Dies ist aufgrund folgender Tatsachen sinnvoll: Wegen T,0M C T, M und der Dimen-
sionen wird jede Basis by,...,bx_1 von To0M durch jeden Vektor v € T,M \ T,0M
zu einer Basis v,by,...,bp_1 von T, M erginzt, und die Orientierung von v, by, ..., bg_1
hdngt fiir gegebene by, ..., bg_1 nur davon ab, ob v € T,M \ Tan(M,a) duferer Tangen-
tialvektor oder v € Tan(M,a) \ T,OM innerer Tangentialvektor ist.)

Fiir k =1 legt man die Orientierung des Randes erginzend fest durch:

Orientierung 1 von T,0M
<= ein/jedes v € T, M \ Tan(M,a) positiv orientierte Basis in ToM .

Interpretation (von Orientierungen).

(1) Fiir 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten ldsst sich Orientierung, wie in Abbildung
22 illustriert, als Umlaufsinn interpretieren.

oM
-1

Abb. 22: Eine orientierte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit M in
R? und ihr O0-dimensionaler Rand M mit der induzierten Orientierung
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(2) Fiir 2-dimensionale Untermannigfaltigkeiten lisst sich Orientierung, wie in Abbildung
23 illustriert, als Drehsinn interpretieren.

Abb. 23: Eine orientierte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit M in
R? und ihr 1-dimensionaler Rand M mit der induzierten Orientierung

(3) Fiir 3-dimensionale Untermannigfaltigkeiten entspricht Orientierung einem im Tan-
gentialraum an jeden Punkt der Untermannigfaltigkeit festzulegenden Schraubsinn. Ab-
bildung 24 illustriert zumindest die beiden maglichen Schraubsinne in R3. Dabei gehen die
beiden linken Bilder durch einen Orientierung-erhaltenden Basiswechsel, ndmlich eine Dre-
hung, ineinander {iber und représentieren daher denselben Schraubsinn. Analoges verhilt
es sich mit den beiden rechten Bildern, die den gegeniiber den linken Bildern gegensinnigen
Schraubsinn repréisentieren.

'eese

o

N

. ./

Abb. 24: Schraubsinne in R?
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Bemerkung (zu Nicht-Orientierbarkeit). Es gibt nicht orientierbare Untermannigfaltig-
keiten wie das in Abbildung 25 gezeigte Mdbiusband

M = {((5+tcos(p/2)) cosp, (5+tcos(p/2))sing, tsin(p/2)) :p € R, t € [-1,1]} C R>.

-

Abb. 25: Das Mobiusband M
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