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Kapitel 0

Zu Grundlagen aus Logik und
Mengenlehre

Die Analysis kann, wie die ganze Mathematik, mittels logischer Schliisse von einem Sys-
tem unbeweisbarer Grundannahmen, sogenannter Axiome, aus aufgebaut werden. Allgemein
bewihrte und akzeptierte Grundlage ist dabei (trotz gewisser Unvollstindigkeitsprobleme) das
Zermelo-Fraenkel-Axiomensystem der Mengenlehre Cantors (fiir die Analysis immer
samt Auswahlaxiom; siehe unten). Hier wird weder auf die Grundlagen der Logik noch auf die
der Mengenlehre im Detail eingegangen, sondern es werden im Folgenden nur grundlegende
Notationen und Operationen zusammengestellt.

Bemerkungen (grundlegende logische Operationen).

(1) Aus Aussagen A und B (die entweder wahr oder falsch sein kénnen) lassen sich die folgenden

neuen Aussagen gewinnen:

e Nicht A; —A,

e Aund B; AN B,

e Aoder B; AV B,

e A impliziert B; B folgt aus A; Sei A (gegeben). Dann (gilt) B; A= B; B <= A,

e Genau dann A, wenn B; A dquivalent zu B; A <— B.
Die Wahrheitswerte der neuen Aussagen werden dabei durch (in Anbetracht der Formulie-
rungen naheliegende) Wahrheitstafeln definiert. Die vielleicht am schwierigsten nachzuvoll-

ziehende Belegung ist die der Implikation A = B = (= A) V B; diese Aussage ist nur dann
falsch, wenn A wahr und B falsch ist, in allen (!) anderen Féllen ist A = B wahr.

(2) Aus einer Menge M (siche unten) und einer z-abhingigen Aussage A(z) kann man durch
Verwendung des All-Quantors und des Existenz-Quantors auch folgende Aussagen gewinnen:

e Fiir alle z € M gilt A(z); Vo € M: A(x); /\ A(z),
zeM

e Es gibt ein x € M mit A(x); 3z € M: A(z); \/ A(x).
zeM
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Dabei bedeutet ,ein z* hier (und wann immer nichts anders gesagt) stets ;mindestens ein x*.
Die Definition dieser Bildungen fillt in den Bereich der Pradikatenlogik.

Bemerkungen (Grundziige der Mengenlehre).

(1) Eine Menge M ist eine Ansammlung (endlich oder unendlich vieler) mathematischer Objekte
mit gewissen axiomatischen Eigenschaften. Die Charakterisierung von Mengen erfolgt iiber
die Element-Beziehung = € M, gesprochen x Element (von) M, und ihre Negation = ¢ M.

(2) Grundnotationen der Mengenlehre beschreiben . ..

e die leere Menge (),

die Teil-/Obermengenbeziechung M C N beziehungsweise N D M,
die Mengen-Gleichheit M = N und ihre Negation M # N,
die echte oder strikte Teilmengenbeziehung M ; N,

e Mengen mit gegebenen Elemente wie ungeordnete Paare {z,y}, endliche Mengen
{z1,x9,..., 2} und unendliche Mengen {z1, z2, z3,...}.

(3) Grundoperationen mit Mengen M, N, My, M,, ..., M} und einer Menge S von Mengen
sind ...

e Vereinigungen M UN, My UMy U... UM, Uyes M,

e Aussonderungen {x € M : A(x)} (anhand einer z-abhéngigen Aussage A(z)), dar-
unter als Spezialfille Durchschnitte MNN :={x € M : z € N}, MiNMsN...N M,
MNires M und Mengen-Differenzen M \ N := {zr € M : x ¢ N},

e die Bildung von Potenzmengen P(M), die genau die Teilmengen von M (inklusive ()
und M selbst) als Elemente enthalten,

e Kartesische Produkte M x N, M x My x ... M, M* := M x M x ... x M, die
geordnete Paare (x,y) mit © € M, y € N beziehungsweise k-Tupel (z1,z2,...,x})
enthalten.

e die Anwendung des Auswahlaxioms: Ist S eine Menge paarweise disjunkter Mengen
(das heifit VM € §: VN € S\ {M}: M NN = (), so gibt es eine Menge, die mit jedem
M € § genau ein Element gemeinsam hat.

(4) Etliche der obigen Bildungen weisen tatsichlich schon starke Ahnlichkeiten mit Zermelo-
Fraenkel-Axiomen auf, dennoch werden die tatsichlichen Axiome hier nicht diskutiert oder
aufgelistet. Als abschlieBende Warnung sei nur noch festgehalten, dass es keine Men-
ge S aller Mengen gibt. Andernfalls kénnte man néamlich durch Aussonderung auch die
Menge R :={M € S : M ¢ M} bilden, und die Frage, ob R sich selbst enthélt, ergéibe den
Widerspruch R € R <= R ¢ R. Dieses als Russellsches Paradoxon bekannte Wider-
spruchsargument hat mafigeblich zur Entwicklung des modernen Mengenbegriffs beigetragen
und das Verstédndnis dafiir gepréigt, dass man nur aus einer gegebenen Menge sinnvoll Aus-
sonderungen vornehmen kann, im Allgemeinen aber nicht aus einer Art Allmenge.

Fiir alles Weitere zu diesen Grundlagen wird auf die lineare Algebra verwiesen.



Kapitel 1

Zahlen, Rechnen, elementare
Funktionen

1.1 Zahlbereiche und Rechengrundgesetze

Die fiir die Analysis wichtigsten Zahlbereiche (das heifit, Mengen von Zahlen samt Rechen-
operationen) sind
NCINGZSQSCREC.

Als (mehr oder weniger) bekannt werden hier vorausgesetzt:
e Natiirliche Zahlen IN = {1,2,3,...}, Ny = N U {0},
e ganze Zahlen Z = NoU {—1,—-2,-3,...},
e rationale Zahlen Q (das sind alle Bruchzahlen mit Zahler aus Z, Nenner aus IN),

e reelle Zahlen R (das sind alle Dezimalzahlen mit endlich oder unendlich vielen Ziffern
nach dem Komma,; diese entsprechen den Punkten der Zahlengeraden).

Fiir die Konstruktion von IN, Z und @ ausgehend von der Mengenlehre wird auf die lineare
Algebra verwiesen. Die prézise Einfiihrung der reellen Zahlen R dagegen ist nicht ganz einfach
und wird zentrales Thema dieses Vorlesungskapitels sein. Dazu werden bis hin zu Abschnitt
1.5 zunéchst verschiedene Axiome fiir R gesammelt (die teils auch die kleineren Zahl-
bereiche betreffen). Der grofite obige Zahlbereich sind schliellich die komplexen Zahlen C;
die Konstruktion von C aus R ist vergleichsweise einfach und wird noch in diesem Unterkapitel
behandelt. Bevor dies angegangen wird, sei aber festgehalten:

Axiom (Rechengrundgesetze, Kérperaxiome). Sei B einer der Zahlbereiche N, Z, @, R.
Fiir a,b € B sind die Summe a+b € B und das Produkt a - b = ab € B eindeutig erkldrt. Je fir
Addition und Multiplikation gelten (mit a,b,c € B) ...

o die Kommutativgesetze a +b = b+ a und ab = ba,
o die Assoziativgesetze (a +b) +c=a+ (b+c) und (ab)c = a(bc),

e die Figenschaften a +0 = a und a -1 = a der neutralen Elemente Null und Fins.

5
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e die Existenz eines Inversen, wobei ...

— im Fall B € {Z,Q,R} zu jedem a € B genau ein x € B mit a + x = 0 existiert,
— im Fall B € {Q,R} zu jedem a € B\ {0} genau ein y € B mit ay =1 existiert.

Fiir die Verbindung von Addition und Multiplikation gilt (mit a,b,c € B) ...
e das Distributivgesetz (a + b)c = (ac) + (be).

Die durch a eindeutig bestimmte Zahl z in diesen Axiomen heifit additiv Inverses oder
Negatives zu a¢ und wird mit —a bezeichnet. Analog heiffit y multiplikativ Inverses oder
Reziprokes zu a und wird in der Form a~!, % oder 1/a notiert. Subtraktion und Division

kénnen nun durch durch b—a := b+(—a) und 2 := b/a := a~'b eingefithrt werden. Wie aus
der Schulmathematik bekannt, trifft man dann Konventionen zur Notationsvereinfachung und
Klammereinsparung, fithrt Potenzen durch ¢* := aa...a ein (wobei a auf der rechten Seite

k € IN mal auftritt) und erhélt alle iiblichen Rechenregeln. Unter anderem folgt! aus den Kérpe-
raxiomen die Giiltigkeit der Aquivalenz ab =0 <= a =0V b = 0 (mit anderen Worten also,
dass ein Produkt genau dann Null ist, wenn mindestens einer seiner Faktoren Null ist).

Die Einfiihrung der komplexen Zahlen wird motiviert durch die Unltsbarkeit gewisser
sehr einfacher Gleichungen in R. Beispielsweise besitzt die Gleichung 22 = —1 keine Losung
x € R (was hier als bekannt vorausgesetzt wird, aber mit den Koérperaxiomen allein nicht
bewiesen werden kann). Um dies zu beheben, postuliert man einfach die Existenz einer in R
nicht vorhandenen Zahl i mit

i2=—-1.

Um damit rechnen zu kénnen, muss man auch Zahlen der Form z+iy mit z,y € R zulassen und
kommt auf folgendes Konzept:

Definition (komplexe Zahlen). Eine kompleze Zahl z ist ein geordnetes Paar (v,y) € R2
reeller Zahlen, das in der Normalform

z=x+1iy

notiert wird. Man bezeichnet x als Realteil Re(z) und y als Imagindrteil Im(z) von z. Kom-
plexe Zahlen xz+i0 mit Imagindrteil 0 werden mit den entsprechenden reellen Zahlen r € R
identifiziert. Zahlen der Form iy := 0+iy mit Realteil 0 heiffen rein imagindr, i := 0+il heifst
imagindre Einheit. Die Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen z = x+iy und
w = utiv (mit z,y,u,v € R) werden definiert durch

z+w = (x4u) +i(y+v), 2w = (zu—yv) + i(zvtyu) .

Die Menge R? mit diesen Konventionen und Operationen heifit der Zahlbereich C der kom-
plexen Zahlen.

! Beweis der behaupteten Aquivalenz. Es gilt a-0+a-0 = a- (04+0) = a-0 = 0, und durch Subtraktion von a-0 auf
beiden Seiten ergibt sich a - 0 = 0. Dies liefert im Fall b = 0 die Behauptung ab = 0, und wegen Kommutativitat
folgt diese auch im Fall @ = 0. Damit ist ab =0 <= a =0V b = 0 gezeigt. Gilt ab = 0, so unterscheidet man die
Fille @ = 0 und a # 0. In letzterem ergibt sich unter Verwendung der gerade gezeigten Implikation 0 = a~'ab = b,
und insgesamt gilt daher ab =0 = a = 0V b = 0. Dies vervollsténdigt den Beweis. (]
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Satz. Auch C erfiillt alle oben angegebenen Kdrperaxiome (mit der gleichen Null und
Fins wie R und den von R bekannten Rechenoperationen auf der Teilmenge R wvon C). Die
Gleichung z*> = —1 hat in C genau die Losungen z =i und z = —i.

Beweis. Unter Verwendung der Axiome fiir reelle Zahlen lassen sich fast alle benétigten Eigen-
schaften auch fiir komplexe Zahlen problemlos verifizieren. Beispielsweise weist man die Kom-
mutativitit der Addition durch die einfache Rechnung

z+w = (r4u) +i(y+v) = (utz) +i(v+y) =w + 2

nach (wobei wie in der Definition natiirlich z = = +1iy, w = u+iv sein soll). Alle &hnlich einfach
Rechnungen werden nun ausgelassen. Schwieriger gestaltet sich einzig der Existenznachweis fiir
das multiplikativ Inverse zu z = x + iy € C\ {0}. Hierzu benutzt man einerseits, dass fir
die reellen Zahlen z und y, die nicht beide gleich Null sind, 22+y? # 0 gilt. Allein mit den
Korperaxiomen kann dies aber noch nicht bewiesen werden; es wird daher erst in Abschnitt 1.3
nachgetragen. Andererseits muss man sich den Ansatz ﬁ + iﬁ (der nur wegen x2+y? # 0
hingeschrieben werden darf) fiir das Inverse herleiten. Hier im Beweis muss eine solche Herleitung
aber nicht ausgefiihrt werden. Es reicht vielmehr, durch die Rechnung

2 2

. T ._y>: £ Y .<_55y yr >:1
(x+1y)<x2+y2 * Tey? x24y? T x24y? i x2+y? - x2 4y

zu verifizieren, dass es sich tatsdchlich um das gesuchte Inverse handelt. O

Im Gegensatz zu den anderen Zahlbereichen lassen sich die komplexen Zahlen nicht mehr
auf der Zahlengeraden veranschaulichen, sondern sie fiillen eine ganze Ebene. Man spricht von
der Gaufischen Zahlenebene und trigt normalerweise die reellen Zahlen aus R auf der hori-
zontalen Achse, die rein imagindren Zahlen aus iR auf der vertikalen Achse auf.

Definition (komplexe Konjugation). Sei z = Re(z) +iIm(z) € C. Die zu z (komplex)
kongugierte Zahl ist
Z:=Re(z) —ilm(z) € C.

Mit der komplexen Konjugation ergibt sich die Identitiit 2z = Re(2)? + Im(2)? =: |2|> € R
fiir z € C. Hieraus folgt wiederum die fiir Berechnungen sehr niitzliche Reziprokenformel (fiir
z=x+1iy € C mit z,y € R)

x|

z x .Y
— =15 = —1
z 2z |z]2 2?4y? a?4y?

die den Ansatz im vorigen Beweis erklért.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei hervorgehoben, dass der wichtigste Gewinn beim
Ubergang von C zu R in allgemeiner Lésbarkeit polynomialer Gleichungen iiber C
besteht. Genauer besagt der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra, dass jede Gleichung

" Fep12V Ve ez =0

mit n € IN, Koeffizienten cg, c1, ca, . .., c,—1 € C und Leitkoeffizient ¢, € C\ {0} mindestens eine
Losung z € C besitzt. Eng damit verbunden ist auch die Tatsache, dass jedes z € C\ {0} in
C genau n verschiedene n-te Wurzeln (das heifit, Zahlen w € C mit w™ = z) besitzt. Bewiesen
werden diese Aussagen allerdings erst im spéteren Abschnitt 1.8.

7



8 KAPITEL 1. Zahlen, Rechnen, elementare Funktionen

1.2 Endliche Summen und Produkte

Definition (Summenzeichen, Produktzeichen). Sei B einer der Zahlbereiche N, Z, Q, R,

C. Fiir ganze Zahlen m,n € Z mit m < n und am, Gm+t1,Am+2,---,0n € B sind dann die
Ausdriicke
n n
Zai = Qm + @41 + A2+ ... +a, € B, H Qi = QmOm+10m+2 - - -0y € B
i=m i=m

mit dem Summenzeichen >, und dem Produktzeichen [ unabhingig von Reihenfolge und Klam-
merung der Summanden/Faktoren. Analog verwendet man bei beliebiger endlicher Indezmenge

I ={iy,ia,... ik}, k € N mit den paarweise verschiedenen Elementen iy,1iso, ... 1) die Notatio-
nen

E ai::ail—l—aiQ...—f—aikEIB, Hai::ailaiQ...aikGIB.

i€l i€l

Fiir n < m beziechungsweise I = () schlieflich trifft man die naheliegende Konvention, dass die
Summe den Wert Null und das Produkt den Wert Fins hat.

Es werden auch verschiedenste Varianten dieser Basis-Notationen verwendet, und aus den
Korperaxiomen erhélt man zahlreiche Rechenregeln fiir Summen- und Produktzeichen.

Spezielle endliche Summen, die sich leicht berechnen lassen, sind ...

e Teleskopsummen des Typs

n—1

Z(ai_aiJrl) =ag — Gn,

1=0

e arithmetische und geometrische Summen, fiir die in den Ubungen die arithmetische und
die geometrische Summenformel hergeleitet werden. Als wichtigste Félle beinhalten
diese Formeln die Summationen (mit Konvention ¢° := 1)

n n
1 ) nt+1_1q
Zli:nn;_ und Zoqzzqq—l firge C\ {1}.
1= 1=

Spezielle endliche Produkte sind Teleskopprodukte des Typs
n—1
T[ &t =
im0 490
Weitere Standard-Bildungen mit endlichen Produkten folgen als Definition:

Definition (Fakultiten, Binomialkoeffizienten). Die Fakultiten n! natirlicher Zahlen n €
Ny werden definiert durch

n

Fir k € 7\ Nq vereinbart man (}) := 0.
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Die ersten Fakultdten sind 0! =1, 1! =1, 21 =2, 3] =6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720.
Im Fall z = n € Ny konnen Binomialkoeffizienten durch die Formel

<n> B ( n ) B ﬁlk), fir k € {0,1,2,...,n — 1,n}

k n—k 0 fir k € Z\ {0,1,2,...,n — 1,n}

auf Fakultéiten zuriickgefiihrt werden, und es gilt stets (Z) € INp. Auflerdem lassen sich diese
natiirlichen Binomialkoeffizienten im sogenannten Pascalschen Dreieck anordnen (wobei die
Koeffizienten zu gleichem n sich in der gleichen Zeile und die zu gleichem k sich auf der gleichen

von rechts oben nach links unten verlaufenden Diagonale befinden, und wobei alle freien Plitze
links und rechts jeweils Nullen entsprechen):

n=0: 1

n=1: 1 1

n =2 1 2 1

n=23 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 ) 10 10 ) 1

Jeder Koeffizient ergibt sich dabei als Summe der beiden schrig tiber ihm stehenden; dies ist
Ausdruck der leicht nachzurechnenden Summationsregel

(o) + () = (1)

die sogar fiir beliebige z € C und k € Z gilt.

Eine sehr allgemeine Version des Distributivgesetzes fiir Produkte von n Summen

n
H < E ak’i> = E a17i1a27,~2 e amn .

k=1 1€y, i1€11,i2€12,...,in €Ly

lautet

Letztlich besagt diese Regel aber nur, dass man die n Klammern auf der linken Seite in der
gewohnten Weise ausmultiplizieren darf. Fiir Potenzen einer festen Summe folgt mit rein kombi-
natorischen Uberlegungen (némlich dem Zihlen, wie oft beim Ausmultiplizieren derselbe Term
produziert wird):

Satz (Allgemeine binomische Formel, Binomialsatz). Firn € Ny, a,b € C gilt

n! " /n
n __ Ikl kpn—k
(a+b)" = k!ﬁ!ab —Z(k>ab .
kL€ k=0
k-+l=n
Konkret kann man die in der binomischen Formel fiir festes n auftretenden Binomialkoeffizi-
enten dabei in der entsprechenden Zeile des Pascalschen Dreiecks ablesen, es gilt also beispiels-

weise
(a+b)* = a* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + b*.

9
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Satz (Multinomialsatz). Fiirn € Ny, a1,a9,...,a, € C gilt

|
n: k1 k k
(@rtart . 4an)” = 3, e’
E1yk2,km€Ng LT Y

Die Beweise der beiden letzten Sétze werden in der Vorlesung ansatzweise erldutert, an dieser
Stelle aber nicht ausgefiihrt.

1.3 Ungleichungen und Anordnung von R

Axiom (Anordnung von R). Fiir a,b € R ist a < b stets wahr oder falsch, und fir a,b,c € R
gelten . ..

e die Gesetze der totalen Ordnung

a<bundb<c = a<ec,

es gilt stets genau eine der drei Aussagen a <b, a=b, b<a,

e die Vertrdglichkeit der Ordnung mit Addition/Multiplikation

a<b = a+c<b+c,
a<bund(0<c = ac < bc,
0<1.

Als positive Zahlen bezeichnet man die Zahlen a € R mit 0 < a und als negative Zahlen
die @ € R mit a < 0. Durch Zuriickfithrung auf das axiomatische eingefithrte Symbol < werden
auflerdem die anderen Ungleichungs-Symbole >, < und > erklirt (letzteres beispielsweise durch
a >b:=0b< aVa=">). Man erhilt dann naheliegende Regeln fiir das Rechnen mit
Ungleichungen. Unter anderem bleiben neben den Ungleichungen mit < auch alle anderen
Ungleichungen erhalten, wenn man auf beiden Seiten dieselbe Zahl addiert oder mit derselben
positiven (1) Zahl multipliziert. Beim Ubergang zum Negativen oder zum Reziproken positiver
(!) Zahlen dagegen kehren sich Ungleichungen um. Fiir Quadrate und Quadratsummen von
a,ai,as,...,a, € R folgen die in Abschnitt 1.1 schon benutzten Ungleichungen a? > 0 und
Z?:l a? > 0 — mit Gleichheit dann und nur dann, wenn a = 0 beziehungsweise a1 = as = ... =
an = 0 gilt.

Auf C gibt es iibrigens keine dhnlich gute Ordnung. Dies manifestiert sich unter
anderem darin, dass eine Summe nicht-verschwindender Quadrate in € durchaus Null ergeben
kann (Beispiel: 124i? = 0).

Definition (Dazwischen-Liegen, Intervalle). Seien a,b,z € R. Man spricht davon, dass x
zwischen a und b liegt, wenn a < x < b oder b < x < a gilt. Gilt sogar a < x < b oderb < x < a,
so sagt man, dass x echt oder strikt zwischen a und b liegt. Fin Intervall in R wird als eine
Teilmenge von R definiert, die mit je zwei Zahlen auch alle zwischen diesen Liegenden enthdlt.

10



1.3. Ungleichungen und Anordnung von R 11

Standard-Klassen von Intervallen sind (jeweils mit a,b € R):

e Offene Intervalle:

la,b[ = (a,b) :={z €eR :a<xz<b} (ist=0, wennb<a),
la, 0] :=(a,00) :=Rsg:={z€R : x> a},
|—00,b[ := (—00,b) :=Rep:={x € R : z < b}.

e Abgeschlossene Intervalle:

[a,0] :={z € R : a<ax<b} (ist =0, wenn b < a),
[a,00] :=[1,00) :==R>q:={z € R : z>a},
|—00,b] := (—00,b] :=R<p:={x € R : z < b}.

e Halboffene Intervalle:

la,b] :=(a,b] :={z €R :a<z<b} (ist=0, wennb < a),
[a,b] :=[a,b) :={z €R : a <z <b} (ist=0, wenn b <a).

Das Intervall |—oo, 0] := (—00,00) := R schliefilich zihlt sowohl als offen als auch als abge-
schlossen, und Intervalle des Typs [a, b] heilen auch kompakt.

Die obigen Intervalltypen, bei denen a und b vorkommen, heiflen beschrinkte Intervalle.
Sind sie # (), so nennt man a, b ihre Randpunkte und (b—a) ihre Linge. Die anderen Typen
mit mindestens einem symbolischen Randpunkt oo oder —oo heiflen unbeschrinkte Intervalle
mit Lénge oo.

In Abschnitt 1.5 wird klar: Alle Intervalle in R gehoéren zu einem der im Vorigen
aufgelisteten Typen.

Einschub (zum Funktionsbegriff). Seien D und M zwei Mengen. Eine Funktion oder Ab-
bildung f: D — M vom Definitionsbereich D in den Zielbereich oder Wertebereich M
ist eine Zuordnung(svorschrift), die jedem x € D einen eindeutigen Funktionswert f(x) € M
zuordnet. Mit einer Konstruktion der Mengenlehre (vergleiche mit der linearen Algebra) kann
bei festem D und M die Menge aller Funktionen von D nach M stets gebildet werden;
diese Menge wird mit Abb(D, M) oder M bezeichnet und im Zusammenhang mit der zweiten
Notation auch als kartesisches Produkt (mit eventuell unendlich vielen Faktoren) betrachtet.
Die konkrete Angabe einer Funktion f: D — M,z — f(z) erfolgt normalerweise, indem
man die Zuordnungsvorschrift in der Form = — ... oder f(x) = ... mit Hilfe eines z-abhéingigen
Ausdrucks angibt (wofiir im Laufe der Vorlesung noch sehr viele Beispiele auftreten werden).

Definition (Signum, Betrag). Das Vorzeichen oder Signum von a € R ist definiert als

1 falls a >0
sgn(a) :=<0  fallsa=0,
—1 fallsa <0

und durch diese Vorschrift erhilt man auch die Signumsfunktion sgn: R — {—1,0,1}. Der
(Absolut)-Betrag von a € R und der Betrag von z € C werden erkldrt als

11



12 KAPITEL 1. Zahlen, Rechnen, elementare Funktionen

al = {“ Jallsa =00 12 = /Re(2)2 T Im(2)?.

—a fallsa <0

Hiermit sind auch die reelle Betragsfunktion |-|: R — R> und die komplexze Betrags-
funktion |- |: C — R>q definiert.

Bemerkungen.

1) Da Re(2)? + Im(2)? € R>q gilt, kann die Quadratwurzel in der Definition des Betrags kom-

( >0 8 g
plexer Zahlen stets in R>( gezogen werden. Eine formale Einfiihrung von Wurzeln wird aber
erst in Abschnitt 1.5 erfolgen.

(2) Fiir a € R ergibt \/Re(a)2+ Im(a)? = Va2 = {e, gzlﬁz Zig den reellen Betrag; daher sind die

Definitionen des Betrags im reellen und komplexen Kontext konsistent.
(3) Der Betrag misst den Abstand einer Zahl von Null.

(4) Fiir beliebige komplexe Zahlen z,w, (, z; € C gelten die Positivitdt des Betrages
|z| >0, mit Gleichheit nur fiir 2 =0,
die Multiplikativitit des Betrags (Folgerung aus |2|? = 2 %)
|zw| = |2] Jw],

die Dreiecksungleichungen (mit einer endlichen Indexmenge J)

D%

jedJ

|[ztw] < zl+fwl,  |z—w] < [z=(] + [(=w],

PN

JjEJ
und die umgekehrte Dreiecksungleichung
2] = wl] < |z % w].
Beweise der hier aufgelisteten Dreiecksungleichungen werden in den Ubungen behandelt.

(5) Fiir reelle Zahlen a € R gelten weitere Rechenregeln wie a = sgn(a)|a| oder a? = |a|?.

1.4 Die natiirlichen Zahlen in R
Axiom (Eigenschaften von IN in R). Fir die Teilmenge IN von R gelten:
(I) Esist 1€ IN.
(IT) Fiir n € N ist stets n+1 € IN.
(III) Ist ACINmitl e AundVn e N: (n€e A = n+1 € A), so folgt A=N.

(IV) Zu jedem z € R gibt es einn € N mit n > x.

12



1.4. Die natiirlichen Zahlen in R 13

Bemerkungen.

(1)

Bei den Axiomen (I), (II), (III) handelt es sich im Wesentlichen um die sogenannten Peano-
Axiome, mit denen man die Menge IN der natiirlichen Zahlen auch ganz unabhingig vom
umgebenden Zahlbereich R einfithren kann. Im vorliegenden Kontext sind das Anfangsaxi-
om (I) und das Nachfolgeaxiom (II) aber tatséichlich redundant, denn sie sind in den
Axiomen des Abschnitts 1.1 bereits enthalten. Das Induktionsaxiom (III) dagegen ist von
entscheidender Bedeutung, denn auf dem darin formalisierten Induktionsprinzip fusst
die wichtige Beweismethode der vollstindigen Induktion, die in der linearen Algebra
ausfiithrlicher thematisiert wird.

Aus dem Induktionsaxiom (III) und den Axiomen der fritheren Abschnitte 1.1 und 1.3
ergeben sich die folgenden Wohlordnungseigenschaften von IN:

1 ist die kleinste Zahl in IN.

Fiir n € Ny ist n+1 stets die kleinste Zahl in {m € IN : m > n}.

Fir n € IN\ {1} ist n—1 stets die grofite Zahl in {m € IN : m < n}.

(a
(b
(c

(d) Jede nicht-leere Teilmenge von IN enthiilt eine kleinste Zahl.

)
)
)
)
Hierbei bezeichnet man z als die kleinste Zahl in A, wenn x € A ist und x < a fiir allea € A

gilt. Analog ist die Bezeichnung als grofite Zahl zu verstehen.

Obwohl die Aussagen (2a)—(2d) hochgradig plausibel erscheinen, erfordert ihre formale Herleitung aus den Axiomen
eine Reihe von etwas kniffligen Induktionsargumenten. Die Schwierigkeit besteht dabei eben darin, dass man véllig
einleuchtende Tatsachen wie die obigen noch nicht benutzen darf. Der Vollstéandigkeit halber werden diese Argumente
hier kurz ausgefiihrt, fiir den weiteren Aufbau der Vorlesung und der Analysis insgesamt sind diese Details aber nicht
von Bedeutung.

Beweis. Um (2a) einzusehen, zeigt man n > 1 fiir alle n € IN durch vollsténdige Induktion. Der Induktionsanfang
wird dabei dabei durch das Axiom (I) erledigt, fiir den Induktionsschluss schliefit man aus n > 1 mit den Ordnungs-
und Koérperaxiomen auf n+1 >n+0=mn > 1.

Eine im Folgenden niitzliche Hilfsaussage ist, dass fiir m € IN \ {1} stets m—1 € IN gilt; dies verifiziert man formal,
indem man die Menge {1} U {m € N : m—1 € IN} durch eine erneute Anwendung des Induktionsprinzips als ganz IN
identifiziert.

Auch der Beweis von (2b) erfolgt mit Induktion, wobei der Induktionsanfang fiir n = 0 durch (2a) erledigt ist. Fiir
den Induktionsschluss betrachtet man n € INg und nimmt die Aussage in (2b) als Induktionsannahme an. Wie zuvor
gilt n+141 > n+1. Fir m € N mit m > n+1 > 1 liefert die Hilfsaussage auBerdem m—1 € IN, und aus m—1 > n
folgt per Induktionsannahme m—1 > n+1, also m > n+1+1. Damit ist gezeigt, dass n+1+1 die kleinste Zahl in
{m € N : m > n+1} ist, und die Induktion ist abgeschlossen.

Der Beweis von (2c) gelingt mit einem &hnlichen Induktionsargument, das erneut auf derselben Hilfsaussage basiert.

Zum Beweis von (2d) betrachtet man eine Teilmenge A von N, die keine kleinste Zahl enthilt. Man bildet dann
B:={n €N : n <mfir alle m € A} und erhdlt 1 € B nach (2a). Ist n € B, so muss n ¢ A gelten (sonst wire n
kleinste Zahl in A), deshalb gilt m > n fiir alle m € A und gemif (2b) folgt m > n+1 fiir alle m € A, also n+1 € B.
Dies reicht, um mit dem Induktionsaxiom auf B = IN zu schlieBen. Da fiir n € B schon n ¢ A begriindet wurde, lisst
dies nur die Moglichkeit A = (. O

Die Aussagen (2b)—(2d) gelten entsprechend mit Z anstelle von IN (wobei die kleinste Zahl
dann in nicht-leeren und von unten beschrdnkten Teilmengen existiert). In @ oder R dagegen
besitzen diese Aussagen keine Analoga.

Das letztgenannte Axiom (IV) schliefllich ist als Archmedisches Axiom bekannt. Es im-
pliziert, dass zu jedem x € R ein eindeutiges z € Z mit z < x < z+1 existiert; dieses z
bezeichnet man als ganzzahligen Anteil von x und verwendet fiir es die Notation |z | mit
der sogenannten Gauf3-Klammer |-]

13



14 KAPITEL 1. Zahlen, Rechnen, elementare Funktionen

Eine Konsequenz des Induktionsprinzips ist auch die Moglichkeit, Zahlenfolgen rekursiv zu
definieren. Zwei bemerkenswerte Folgen sind dabei . . .

e die Fibonacci-Zahlen, definiert durch Fy := 0, Fy := 1 und Fj, 41 := F,_1+ F, flirn € N,

e die Bernoulli-Zahlen, definiert durch by := 1 und Z?;S (];) b; = 0 fiir 2 < k € IN. Diese

Zahlen sind so gewihlt, dass die durch By (z) := (be-+z)F := Z?:o (I;) bjz"~J definierten
Bernoulli-Polynome By, gerade By, (z41)— By, (z) = kz*~! erfiillen und man durch Teleskop-

Summation die folgende allgemeine Potenzsummen-Formel erhilt:

n—1 1 1 k-1 k )
YA =gl = (G mese ket new
i=1 =0

In den Ubungen werden diese speziellen Zahlenfolgen etwas genauer besprochen.

1.5 Die Vollstiandigkeit von R; Wurzeln, e und =«

Definition (Intervallschachtelungen). Eine Intervallschachtelung in R ist eine Folge nicht-
leerer, kompakter Intervalle [ay,b,] mit n € N, so dass a1 < ag < az < ... < bg < by < by gilt
und die Intervalllingen b,—a, mit wachsendem n € IN beliebig klein werden. Beliebig klein zu
werden bedeutet dabei, dass es zu jeder reellen Zahl e > 0 ein n € N mit by—a, < € gibt.

Axiom (metrische Vollstédndigkeit von R). Zu jeder Intervallschachtelung ([an, bn])nen gibt
es eine Zahl ¢ € R, genannt der Kern der Intervallschachtelung, so dass ¢ € [an,by| fir alle
n € IN gilt.

Bemerkungen.
(1) Der Kern einer Intervallschachtelung ist eindeutig bestimmt.

(2) Der Zahlbereich @ der rationalen Zahlen ist nicht vollstéindig; dies siecht man bei-
spielsweise daran, dass es (viele) Intervallschachtelungen mit Kern /2 ¢ Q gibt — auch
solche, bei denen die Randpunkte aller Intervalle durchaus rational sind.

(3) Der Zahlbereich C der komplexen Zahlen ist vollstéindig in dem Sinne, dass Reck-
teckschachtelungen ([ayn, by]+i[cp, dn])nen in C stets einen Kern besitzen.

(4) Mit einem erst spéter eingefithrten Konzept kann metrische Vollstéandigkeit von K € {R, C}
dquivalent so formuliert werden: Jede Cauchy-Folge in K konvergiert in K.

Als Néchstes wird eine verwandte, aber leicht andere Art von Vollstdndigkeit besprochen.

Definition (Beschrinktheit und Schranken). Sei A eine Teilmenge von R. Dann heifit
M € R eine obere Schranke fir A, wenn x < M fir alle x € A gilt. Analog heifst M € R
eine untere Schranke fir A, wenn x > M fiir alle x € A gilt. Die Menge A heif$t von oben
beschrdankt, wenn sie eine obere Schranke in R besitzt, und sie heiffit von unten beschrdnkt,
wenn sie eine untere Schranke in R besitzt. Ist A von oben und unten beschrinkt, so heifit A
beschrdankt.

14



1.5. Die Volistidndigkeit von R; Wurzeln, e und 7 15

Axiom (Ordnungs-Vollstindigkeit von R). Zu jeder nicht-leeren, von oben beschrinkten
Teilmenge A von R g¢ibt es eine kleinste obere Schranke.

Definition (Suprema). Die kleinste obere Schranke fiir eine Teilmenge A von R bezeichnet
man als Supremum von A und notiert hierfir sup A oder sup,c 4 ©, wobei man bei von oben
unbeschrinktem A symbolisch sup A = 00 schreibt. Fir die leere Menge trifft man manchmal Konventionen

wie sup @ = —oo (im Kontext von Teilmengen von R) oder sup @ = 0 (im Kontext von Mengen positiver oder nicht-negativer
Zahlen).
Bemerkungen.

(1) Aus dem Axiom folgt auch, dass jede nicht-leere, von unten beschrinkte Teilmenge A von
R eine grofite untere Schranke besitzt. Diese wird als Infimum von A bezeichnet und inf A
oder inf.c 4 x notiert. Bei von unten unbeschranktem A vereinbart man inf A = —oo.

(2) Die grofite und kleinste Zahl in einer Teilmenge A von R, so diese denn existieren, bezeichnet
man als das Maximum und das Minimum von A und notiert sie als max A und min A oder
als max,c4  und mingc 4 . Falls max A existiert, so gilt sup A = max A € A, andernfalls
ist sup A ¢ A.

(3) Das Supremum einer nicht-leeren Teilmenge A von R ldsst sich auch folgendermafien cha-
rakterisieren: Fiir M € R ist M = sup A genau dann erfiillt, wenn x < M fiir alle z € A gilt
und es auBerdem zu jedem L € |—oo, M| ein y € A mit y > L gibt.

(4) Aus dem Axiom folgt auch die schon frither aufgestellte Behauptung, dass alle Intervalle I
in R von einer der in Abschnitt 1.3 angegebenen Formen sind. Im Fall I # (), setzt man
dazu a :=1inf ] € RU{—o0} und b:=supl € RU {oo} und iiberlegt sich dann problemlos,
dass I € {]a,b[,[a,b[,]a,b],[a,b] } gilt.

(5) Mit erst spéter eingefithrten Konzepten kann Ordnungs-Vollsténdigkeit von R dquivalent so
formuliert werden: Jede beschrinkte, monotone Folge in R konvergiert in R.

(6) SchlieBlich sei erwihnt, dass die beiden genannten Vollstéindigkeitsaxiome eng verwandt
sind. Setzt man die Koérper- und Ordnungsaxiome der Abschnitte 1.1 und 1.3 voraus, so ist
metrische Vollstindigkeit von R zusammen mit dem Archimedischen Axiom #dquivalent zu
Ordnungs-Vollstandigkeit von R.

Beweis der Aquivalenz. Seien zunichst metrische Vollstindigkeit von R und das Archimedische Axiom vorausgesetzt.
Zum Nachweis der Ordnungs-Vollstédndigkeit sei A nicht-leere und von oben beschriankte Teilmenge von RR. Fiir fixiertes
n € N betrachtet man dann obere Schranken fiir A der Form 55 mit z € Z. Mit Hilfe des Archimedischen Axioms
folgt die Existenz mindestens einer solchen Schranke, und folglich gibt es eine kleinste solche Schranke b,. Setzt
man a, = bn—%, so ist durch [an,bn] mit n € IN eine Intervallschachtelung gegeben (wobei das Archimedische
Axiom sicherstellt, dass bp—a, = 2% < % beliebig klein wird). Geméafl der metrischen Vollstiandigkeit besitzt diese
Intervallschachtelung einen Kern M € R. Jedes a € A erfiillt a < b, < M + 2% <M+ % fiir alle n € IN, also gilt auch
a < M, und M ist eine obere Schranke fiir A. Auflerdem gibt es zu jedem n € IN ein ¢ € A mit a > a, und folglich
a > M*%, so dass M die kleinste obere Schranke fiir A sein muss. Dies zeigt die Ordnungs-Vollstandigkeit von R.

Fiir den Umkehrschluss sei Ordnungs-Vollstandigkeit von R vorausgesetzt. Liegt dann eine Intervallschachtelung
([an,bn])nen vor, so existiert ¢ := sup{an : n € N} € R. Fiir alle n € IN gelten dann ap < ¢ und ¢ < by, (letz-
teres, da by eine obere Schranke fiir die gerade betrachtete Menge ist und ¢ die kleinste obere Schranke fiir diese).
Damit ist ¢ der Kern der Intervallschachtelung, und metrische Vollstédndigkeit von R ist nachgewiesen. Das Archime-
dische Axiome erhélt man jetzt durch ein Widerspruchsargument. Wire das Axiom nicht erfiillt, so gibe es ein z € R
mit n < z fiir alle n € IN. Damit wiare IN von oben beschrinkt, und man kénnte M := supIN € R bilden. Nun wére
M —1 keine obere Schranke fiir IN, also géibe es ein ng € IN mit ng > M—1. Aber dann wire IN 3 no+1 > M im
Widerspruch zur Wahl von M als obere Schranke fiir IN. Somit folgt die Giiltigkeit des Archimedischen Axioms. O
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16 KAPITEL 1. Zahlen, Rechnen, elementare Funktionen

Mit den Vollsténdigkeitsaxiomen ist das in den bisherigen Abschnitten immer wieder er-
weiterte Axiomensystem fiir R nun komplett (wobei ja schon diskutiert wurde, dass man
manches noch knapper hétte fassen und ein paar Redundanzen hitte vermeiden kénnen). Um
die wesentlichen Axiome kurz und prignant zusammenzufassen, kann man sagen:

R ist vollstindiger, Archimedisch angeordneter Korper.

Bis auf Umbenennung von Zahlen ist R damit iibrigens eindeutig bestimmt.

Um die Analysis — wie in Kapitel 0 angekiindigt — einzig auf das Zermelo-Fraenkel-
Axiomensystem der Mengenlehre zu griinden, bleibt aber dennoch eine mengentheoretische
Konstruktion des Zahlbereichs R anzugeben. Tatséchlich gibt es hierzu mehrere Moglich-
keiten; eine recht elementare, bei der die rationalen Zahlen @ samt Rechenoperationen und
Ordnung als (aus der linearen Algebra) bekannt vorausgesetzt werden, basiert auf der Verwen-
dung sogenannter Dedekindscher Schnitte. Die Grundidee besteht dabei darin, dass man
eine Zahl x € R mit der Teilmenge Q. := {a € Q : a < z} von Q identifiziert. Mit der Teil-
menge verbindet man gedanklich eine Aufteilung von @ in die Menge Q.. und ihr Komplement
Q>,, an der man insbesondere die ,,Schnittstelle z ablesen kann. Zur formalen Konstrukti-
on verwendet man diese Idee so, dass man R als Menge von Teilmengen von @ einfiihrt, die
die charakteristischen Eigenschaften der gerade besprochenen Mengen Q.. aufweisen. Genauer

setzt man
0#A#Q
R:=¢AeP(Q) : Vaec A:Vbe Q\A:a<b
Es gibt keine grofite Zahl in A .

und fasst dann @ als Teilmenge von R auf, indem man ¢ € Q mit Q«, € R identifiziert. Auf
dem so definierten R gilt es nun, Addition, Multiplikation und Ordnung einzufiithren und dann
alle Axiome zu verifizieren. Das genaue Vorgehen wird hier nicht besprochen, es treten aber
keine ernsthaften Probleme auf, und man erhélt dann insbesondere, dass das fiir R angegebene
Axiomensystem widerspruchsfrei ist — jedenfalls, insofern das Zermelo-Fraenkel-System dies ist.

Schliefllich werden in diesem Abschnitt noch drei Anwendungen der Vollstéandigkeit zur Kon-
struktion reeller, aber nicht (notwendig) rationaler Zahlen vorgestellt:

Satz & Definition (Wurzeln nicht-negativer reeller Zahlen). Zu x € R>g und k € IN
gibt es genau ein b € R>o mit b* = . Diese Zahl b bezeichnet man als k-te Wurzel aus x und
notiert fiir sie ¥/x oder z'/*.

Die hier behauptete Eindeutigkeit der Wurzel folgt dabei direkt aus den Ordnungseigen-
schaften von R. Um die Existenz der Wurzel zu beweisen, setzt man unter Verwendung der
Ordnungs-Vollsténdigkeit b := sup{a € R>o : a* < 2} € R>o. Es bleibt dann b* = x zu zeigen,
und hierfiir wird in der Vorlesung ein Argument angegeben, das neben elementaren Rechenregeln
nur die aus den Ubungen bekannte Bernoulli-Ungleichung

(1+y)% > 1+ky firalle ke N, y € R>_;
benutzt.

Satz & Definition (Exponentialfunktion und Eulersche Zahl e). Fiir jedes © € R ist
durch die Intervalle
T\" AL
|:(1+> ) (1—*> :| mit n € ]N>|m‘
n n

16



1.6. Allgemeine Potenzen und Logarithmen 17

eine Intervallschachtelung gegeben. Der Kern dieser Intervallschachtelung ist eine positive Zahl,
die mit exp(x) bezeichnet wird, und die zugehdérige Funktion exp: R — Rx¢ heifit (natiirliche)
Exponentialfunktion. Die Zahl e := exp(1) heifit Eulersche Zahl oder natiirliche Basis der
Ezxponentialfunktion.

Zum Beweis des Satzes ist zu zeigen, dass die angegebene Folge von Intervallen tatsédchlich
eine Intervallschachtelung im Sinn der zu Beginn des Abschnitts gegebenen Definition bildet. Die
hierfiir benétigten Ungleichungen fiir die Intervallrandpunkte werden in der Vorlesung verifiziert
— wieder mit Hilfe der obigen Bernoulli-Ungleichung.

Die ndherungsweise Berechnung der irrationalen Zahl e ergibt

e=2,718....

Mehr zur Bedeutung von e und exp folgt im néchsten Abschnitt.

Die Kreiszahl 7 entspricht der halben Linge einer Kreislinie mit Radius 1. Diese
Vorstellung von 7 ist zwar sehr wichtig und anschaulich. Fiir eine formale Definition gilt es sie
aber zu prézisieren, wozu man wie folgt vorgehen kann:

Satz & Definition (Kreiszahl 7). Sei (3 :=1i € C und fiirn € N>3 sei (,, := é::iﬁ' rekursiv
definiert. Dann ist durch die Intervalle

1]
|CnH1|

eine Intervallschachtelung gegeben. Thr Kern heifit die Kreiszahl .

2" ¢,—1], 2"

mit n € INZQ

Der Beweis, dass in der Situation des Satzes tatsichlich eine Intervallschachtelung vorliegt,
kann mit einem iterativen Mittelungsverfahren in Verbindung gebracht werden. Ndheres hierzu
wird teils in der Vorlesung, teils in den Ubungen ausgefiihrt.

Geometrisch hat man bei der Definition von 7 den Einheitskreis (d.h. den Kreis mit Radius
1 und Mittelpunkt O in der GauBschen Zahlenebene) und diesem Kreis einbeschriebene und
umbeschriebene regulire 2™-Ecke im Hinterkopf. Es sind ndmlich

e (, eine primitive 2"-te Einheitswurzel,

e [(,—1| und 2"71|¢,,—1] Seitenlinge und halber Umfang des einbeschriebenen 2™-Ecks,

. 2{%:} und 2" }gzlﬂ Seitenldnge und halber Umfang des umbeschriebenen 2™-Ecks.
Insgesamt wird also 7 in Prizisierung der geometrischen Anschauung zwischen
den halben Umféngen der 2"-Ecke eingeschachtelt. Die ndherungsweise Berechnung der

irrationalen Zahl 7 ergibt

T=3,141....

1.6 Allgemeine Potenzen und Logarithmen

Potenzen einer Basis a € R mit ganzzahligen Exponenten sind erklért durch die Festlegungen
a" :=aa-...-a (Produkt n gleicher Faktoren a), a’ := 1 und a™" := (a”)~! = (a7 1)" fiir n € IN.
In Verallgemeinerung dessen definiert man Potenzen positiver Zahlen a € R~g mit beliebigen

rationalen Exponenten durch
@/ = Ya) = (Va)

wobei Existenz, Eindeutigkeit und Gleichheit der letzten beiden Terme aus Abschnitt 1.5 folgen.

17



18 KAPITEL 1. Zahlen, Rechnen, elementare Funktionen

Im Folgenden sollen nun sogar reelle Exponenten zugelassen werden:

Satz & Definition (Potenzen mit reellen Exponenten). Fir jede positive Zahl a € R~¢
und jedes v € R gibt es eine eindeutige positive Zahl a" € Rsg, die fir alle p,q € Q mit
p <1 < q zwischen aP und a? liegt. Fir die so erkldrten Potenzen gelten (jeweils mit a,b € R~q
undr,s € R) ...

e dic Rechenregeln

CL0:17 a1:a7 17“:17
ar-l—s — ara87 ars — (ar)s’ (ab)r — arbr
(die noch durch die Konvention 0" := 0 fiir r > 0 erginzt seien);

e die Monotonie-Eigenschaften®

r<s = a sda’ fallsaz1,
a<b = a" sV fallsr 20;

e die Ungleichungen vom Bernoulli- Typ

(I+y)" > 14ry firy € Rs_1, fallsr € R\]0,1],
(1+y)" <1+ry fiiry € Rs_1, fallsr € [0,1]

(wobei Gleichheit einzig fiir y =0 oder r € {0,1} auftritt).

Beim Beweis des Satzes kann die Konstruktion der Potenz a” durch Supremum- oder Infimum-
Bildung erfolgen, und die meisten Regeln sind dann leicht zu verifizieren. Beim Beweis der
Bernoulli-Ungleichung verwendet man &hnliche Argumente, wie sie im Zusammenhang mit der
exp(z) definierenden Intervallschachtelung schon auftraten. Etwas genauer wird dies in der Vor-
lesung erldutert.

Mit Hilfe allgemeiner Potenzen ergibt sich auch folgende Darstellung der Funktion exp:

Satz (iiber die natiirliche Exponentialfunktion). Die natiirliche Exponentialfunktion exp
und die Eulersche Zahl e aus Abschnitt 1.5 erfiillen

exp(z) = e” fir alle x € R.

Auflerdem gelten die fundamentalen Ungleichungen

o
8
Y

14z fir alle x € R,

CDH
I
|
IA

1
= <1, fiir alle v € Ry
e -z

(mit Gleichheit einzig fir x = 0).

2Die Formeln mit < und 2 sind so zu verstehen, dass die Ungleichung vor dem ,falls‘ mit der oberen Relation <
gilt, wenn bei der Bedingung nach dem ,falls‘ die obere Relation > eintritt; und entsprechend gilt die Ungleichung
mit der unteren Relation >, wenn bei der Bedingung die untere Relation < eintritt.

18



1.6. Allgemeine Potenzen und Logarithmen 19

Die erste Aussage des Satzes, die Gleichheit exp(x) = e”, ist dabei weniger offensichtlich, als
es scheinen mag, denn tatséchlich wurde exp(x) als Kern einer Intervallschachtelung definiert,
wéhrend bei e® zwar e aus einer Intervallschachtelung resultiert, es sich bei e selbst aber um eine
gerade definierte Potenz mit reellem Exponenten handelt. Die Gleichung exp(z) = € fiihrt also
nicht etwa eine neue Notation ein, sondern identifiziert die Funktionswerte von exp iiberhaupt
erst als Potenzen einer festen Zahl. Hieraus folgt die Giiltigkeit des Exponentialgesetzes

exp(z+y) = exp(z) exp(y) fir z,y € R,

und nur deshalb ist die Bezeichnung von exp als eine Exponentialfunktion iiberhaupt gerecht-
fertigt.
Der Beweis des Satzes wird in der Vorlesung erldutert.

In engem Zusammenhang mit Potenzen und Exponentialfunktionen steht auch folgendes
Konzept:

Satz & Definition (Logarithmen). Fir jedes a € Rs¢ \ {1} und jedes © € Rso gibt es
genau eine Zahl log, x € R, genannt den Logarithmus von x (zur Basis a), mit al°8® = z.
Den Logarithmus zur Basis e aus Abschnitt 1.5 nennt man den natiirlichen Logarithmus
und schreibt statt log, auch log oder In. Fir die so erklirten Logarithmen gelten (jeweils mit
a,z,y € Rsp, a# 1 undr e R) ...

e Rechenregeln wie

log,(zy) = log,  +log, ., log,(z") = rlog,
logax: IOgCL" xr:erlogx;
loga

e die Monotonie-FEigenschaft

r<y = log,x s log,y fallsa = 1.

Fiir den natiirlichen Logarithmus gilt auflerdem die fundamentale Ungleichung

1%3 <log(l+z) <z  firxe Ry

(mit Gleichheit einzig fir x = 0).

Auch Logarithmen erhélt man durch Supremum- bezichungsweise Infimum-Bildung. Fiir
weitere Details wird auf die Vorlesung verwiesen.

SchlieBlich wird in diesem Abschnitt noch kurz auf allgemeine Mittelwert-Bildungen mit

Potenzen eingegangen:

Definition (Mittelwerte positiver Zahlen). Fir n € IN und ein n-Tupel positiver reeller
Zahlen x = (x1,22...,2y,) € (]R>0)n erklirt man den Potenz-Mittelwert von x1,x2,...,T,
zum Exponent s € R\ {0} als

1

1< E
PM,(z) := <nzx> € Rso.-

=1

19



20 KAPITEL 1. Zahlen, Rechnen, elementare Funktionen

Spezialfille dieser Bildung sind das arithmetische Mittel
1 n
AM(J}) = PMl(.T) = E lez € Ryo

und das harmonische Mittel

-1

HM(z) == PM_1 () = (:L Zn:xf) € Rop.
=1

Als sinnvoller Ersatz fiir den Potenz-Mittelwert zum FExponenten s = 0, der oben ausgeschlossen
werden musste, erweist sich das geometrische Mittel

GM(z) := PMo(x) := (ﬁx) € Rug.
=1

Satz (Ungleichung zwischen Potenz-Mittelwerten). Fir z = (x1,22,...,2Z,) € (]R>0)n

mitn € N und r,s € R mit r < s gilt stets
min{zy, z2, ..., 25} < PM,(2) < PM4(z) < max{zi,z2,...,2n}.

Der Beweis des Satzes wird in den Ubungen (sogar im etwas allgemeineren Kontext gewich-
teter Mittelwerte) behandelt. Einen wichtigen Spezialfall bildet die AM-GM-Ungleichung

GM(z) < AM(z) fiir v € (Rso)" .

1.7 Kreisfunktionen
Es geht in diesem Abschnitt zunichst um die Definition einer Abbildung?
cis: R — St
von R in die Einheitskreislinie
Sl:={zcC:|z|=1}CC,

so dass jedes ¥ € R auf den Endpunkt cis ¢ eines Kreisbogens mit Anfangspunkt 1 und Lénge ||
abgebildet wird. Bei positivem 1 wird der Kreisbogen hierbei von 1 an gegen den Uhrzeigersinn
aufgetragen, bei negativem 1 im Uhrzeigersinn.

Die gerade gegebene, anschauliche Beschreibung der Abbildungsvorschrift ist aber noch keine
prézise Definition von cis. Letztere erfolgt in Anlehnung an die Definition von 7 wie folgt:

Satz & Definition (Kreisfunktion cis). Sei (1 := —1, (2 :=iund , := é::ii' firn € N>3.

Dann gibt es genau eine Abbildung cis: R — S', so dass gelten:

o Fiirallek € Z undn € IN ist
cis(@>—ck
on ) o

3Dabei steht cis‘ fiir ,Cosinus plus i Sinus‘; der Grund dieser Benennung wird demniichst klar.
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1.7. Kreisfunktionen 21

o Firk € Z, n € Nsy und ZF < 9 < % liegt Re(cisv) stets zwischen Re(CK) und

Re(CETYY und Im(cis ) stets zwischen Im(CF) und Im(CE+Y).

Des Weiteren gibt es zu jedem z € S' ein ¥ € R mit cis® = z und allgemeiner zu jedem z €
C\ {0} ein ¥ € R mit z = |z| cis¥). Der Polarwinkel 9 bei dieser sogenannten Polardarstellung
ist (nur) bis auf Addition ganzzahliger Vielfacher von 27 eindeutig. Die Argumentfunktion
Arg: C\ {0} — |—m, 7| ist die eindeutige Funktion in den eingeschrinkten Wertebereich |—m, ]
mit |z| cis(Arg z) = z fiir alle z € C\ {0}.

Der Beweis des Satzes und die Konstruktion von cis basieren auf der Verwendung nahelie-
gender Intervallschachtelungen fiir ¥, Re(cis®) und Im(cis?)). Etwas genauer wird dies in der

Vorlesung erldutert.

Definition (Kosinus und Sinus). Die Kreisfunktionen Kosinus und Sinus sind definiert als

cos: R — [—1,1],9 — Re(cis V),
sin: R — [—1,1],9 — Im(cis¥)

oder mit anderen Worten durch die Gleichung
cis®¥ = cos ¥ + isin ¥ fir alle 9 € R.
Haupteigenschaften (der Kreisfunktionen cis, cos, sin).
(1) Fiir alle ¥ € R gelten
|cisv| =1 und cos? O+ sin® 9 = 1

(wobei Abkiirzungen wie cos? 1 := (cos )2 und sin® ¥ := (sin¥)? nun oft verwendet werden).

(2) Spezielle Werte der Kreisfunktionen sind durch cisO = 1, cis§ = 1\;%‘, cisy =1, cosg =
in0 = g - T —gpn® =1 T _gpn® =1 T —gin® =1
sin0 = sinm = 0, cos § =sin§ = 5v3, cos 7 =sin 7 = 5v2 und cos § = sin § = 5 gegeben.

(3) Die Funktion cis ist periodisch mit minimaler Periode 27, und fiir ¢, € R gelten

cist =cisp <= vV—p =2krm firein k € Z,
cis(942m) = cis 9, cis(94m) = —cis?.
Hieraus folgt, dass auch cos und sin minimale Periode 27 haben und den Regeln cos(94-27) =

cos?, cos(U4m) = —cos?, sin(9+27) = sind, sin(d+7) = —sin¥ geniigen. Zudem gelten
cos(5—1) = sind und sin(§—1) = cos V.

(4) Fiir die Kreisfunktionen gelten die Paritits-Regeln

1
cis?’

cis(—0) = cist = cos(—1) = cos ¥, sin(—v¥) = —sind fird e R.

Damit ist cos eine gerade und sin eine ungerade Funktion.

21



22 KAPITEL 1. Zahlen, Rechnen, elementare Funktionen

(5) Die Additionstheoreme fiir die Kreisfunktionen besagen

cis(9+¢) = (cis?)(cis @) ,
cos(V+p) = (cos)(cos @) — (sind)(sin ),
sin(9+¢) = (sind)(cos @) + (cos ?)(sin p)

fur alle 19, ¢ € R. Durch iterative Anwendung des Additionstheorems fiir cis erhélt man die
Vervielfachungs-Formel von De Moivre

cis(k¥) = (cis 9)* = (cos 9+isinv)*

Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite mit dem Binomialsatz und Aufspaltung in Real-
und Imaginérteil ergeben sich entsprechende Formeln fiir cos(kd) und sin(kd).

(6) Fundamentale Ungleichungen fiir die Kreisfunktion cis sind (mit 9, p € R)

|cis¥— cis p| < [9—¢],

+cisg|

is v
cis¥—cis p| > [¥—¢| [ofs 5 |19—90]\/1—i|cis19— cis p|?, vorausgesetzt |9—p| <7

(jeweils mit Gleichheit einzig fiir ¥ = ). Fiir die Kreisfunktion sin ergeben sich daraus

| sind—sin | < [9—¢,
sin® <19, vorausgesetzt ¥ > 0,
T

siny > Y cos, vorausgesetzt 0 < ¢ < 5

(mit Gleichheit einzig fiir ¢ = ¢ beziehungsweise fiir 9 = 0). Fiir die Kreisfunktion cos folgt
| cos¥—cos | < [9—¢],
1
cos ) < ——, vorausgesetzt |J| < 7,

V1492
cos¥ > \/1—19? | vorausgesetzt |¢¥] <1

(mit Gleichheit einzig fiir ¥ = ¢ beziehungsweise fiir J = 0).

Die meisten Eigenschaften der vorigen Bemerkung lassen sich leicht aus den Definitionen
der Kreisfunktionen ableiten (wobei man die Eigenschaften von cis und insbesondere das Ad-
ditionstheorem als Grundlage betrachten und zuerst verifizieren sollte). Schwieriger gestalten
sich einzig die Beweise der Ungleichungen in (6), die jetzt der Vollstdndigkeit halber ausgefiihrt
werden.

Beweis der Ungleichung |cis9— cis | < [9—¢p|. Es wird [cis9—1] < |9 fiir 9 > 0 gezeigt. Ist dies erledigt, so folgt dasselbe
fiir ¥ < 0, und per Additionstheorem ergibt sich allgemein |cis¥— cis | = |M,1| [cis | = [cis(¥—p)—1] < [¥—¢|. Zum

cis ¢

-1 .
Beweis von |cis¥—1| < |¢] mit ¥ > 0 verwendet man ky, := L%J € INo und bemerkt ky, < 2"” ¥. Uber die Definition von

cis, die Gleichung |¢| = 1 und die von der Definition von 7 herriihrende Ungleichung 27~1|¢,—1| < 7 schlieBt man

e () ] = et

2" ¢—1]
™

<G =1 M+ 16 =1 G 721 + o+ (G =1 [Gnl + [¢n—=1] = kn|Cn—1] < 9 <9

22



1.7. Kreisfunktionen 23

Nun kommt cis (2”1“”

2TL
von cis (275:?") und cis (M) Randpunkte einer Intervallschachtelung mit Kern Re(cis®) sind und die Imaginérteile

Randpunkte einer Intervallschachtelung mit Kern Im(cis)). Insgesamt folgt daher mit |cis9—1| < 9 die Behauptung.

Die Gleichheitsdiskussion lidsst sich nun folgendermafen erledigen. Im Fall 0 < |#—¢| < 7 erhéilt man mit |cis¥— cis | =
leis{(9—) /2] — cis(o—0)/2]| = 2lsin[(9—)/2]] < 2y/(cos[(D—p) /2~ D)2  Gn[(I—9) /)2 = 2cisl(D—)/2)—1| < 2|252]
= |9—¢| die strikte Ungleichung. Im Fall |§—¢| > 7 gilt trivial |cis¥—cisp| < 2 < 7 < |[9—¢|. Insgesamt ist daher ¥ = ¢
der einzige Gleichheitsfall. O

) bei wachsendem n beliebig nah an cis ¥ (was in priziserer Formulierung bedeutet, dass die Realteile

Beweis der Ungleichung |cis9— cis p| > \ﬂ—go“mL;is‘Pl. Es wird [cis 90— cis(—9)| > ¥|cis 9+ cis(—3)] fiir 9 € [0, 5[ nach-

gewiesen. Ist dies geschehen, so kann man auch ¥ € [—-7, 5] zulassen, und iiber |cis?¥— cis¢| = |cis 19;“O—Cis “";9| folgt
wie im vorigen Beweis die allgemeine Ungleichung |cis¥9— cisp| > [9—¢| |cis ¥+ cis¢|/2 fiir |[9—¢| < 7. Man beginnt die
Argumentation mit der Betrachtung von z = z + iy und w = u +iv mit |z] = |lw| =1, 0 < u < z, 0 < y < v. GemiB

Youngscher Ungleichung oder Rechnung gilt zu+yv < %(r2+y2+u2+v2) = 1 = w2402, und durch Umformung erhélt
man u(z—u) < v(v—y). Als Néchstes ergibt sich |z—w| = %\/uQ(cz:—u)2—&—uz(v—y)2 < %\/v2+u2(v—y) = %(v—y). Die

resultierende Ungleichung darf fiir n € N und j < £in {1,2,...,2" 21} auf z = (Jb_l und w = Cﬂ; angewandt werden und
1 j j—1
ergibt |(n (Jﬁl| < Im(%)ﬂ_( Im()cj ) < Im(c% )xe_(ézl()% ). Summation dieser Ungleichungen fiihrt auf eine Teleskopsumme
£ ’Vl n

und liefert zunéchst die Hllfsabschatzung

. . Im(ct
0 =1 =16 - ¢ < % fir allen € N und £ € {1,2,...,2""2-1}.
; e(Cn

Fiir den Hauptteil des Arguments wihlt man ¢, := 1+|_2n19J € N mit ¢, > 2n 79 Wegen ¥ < 7 gilt £y < 272 fiir grofle
n, und dhnlich wie im vorigen Beweis rechnet man dann

s (%) —els (=25)| _ Jow =Gt _ mm(Gr) o, oo 20 G
| cis (2ZEn )+ cis (— 22k ) | Gt Re(CE) T i

n—1
Nun kommt % bei wachsendem n beliebig nah an 1 und cis (:I:Qg#) beliebig nah an cis(4+9). Deshalb folgt mit

lois 9 — cis(—0)| > ¢ die Behauptung.

|cis 9+ cis(—9)|
Auch bei der hier bewiesenen Ungleichung lisst sich die Gleichheitsdiskussion im Nachhinein durchfiithren. Ahnlich
; - ich i [cisd—cisp| _ [sin[(9—¢)/2]| _ o |sin[(9—¢)/4]||cos[(F—¢p)/4]|
wie oben iiberlegt man sich im Fall 0 < |[9—¢| < 7 dazu G50t cise] = Jeosl(0—g)72]] — 20052[(19 o) A= sm2[(T—g) /4]
[sin[(9—p)/4]|[cos[(W=p) /4]l _ o [sin[(9—¢)/4]| _ o]cis(9/2)— cis(p/2)|
o lsin Cfs 1) E?:)/‘l] L4 2‘22[(1972)/4” = \212(0/2)+Z;:(i/2)| > 7—7| = |9—¢|/2. Im Fall |9—¢p| = 7 gilt die strikte
Ungleichung trivial, und als Gleichheitsfall verbleibt nur ¥ = ¢. |

Beweise der Ungleichungen fiir sin und cos. Die Ungleichungen |sind—sinp| < [9—¢| und |cosd—cosp| < |[9—¢p| samt
Gleichheitsdiskussion folgen direkt aus der ersten Ungleichung fiir cis, die Ungleichung sin¥ < 9 fiir ¢ > 0 ist ein Spezialfall
Durch Anwendung der zweiten Ungleichung fiir cis mit ¢ = —9 erhélt man auflerdem sin? > Y cos ¥ fir 0 < 9 < T samt
Gleichheitsdiskussion. Damit folgt auch

(1492)(cos 9)? = (cos¥)? 4 (9 cos ¥)? < (cos¥)? + (sin¥)? =1 fiir [9| <m
\/1+192'

cost = 1/1—(sin¥9)2 > /1-192 fiir [9] <1

ist auch die letzte Abschétzung fiir den Kosinus erledigt. Die verbleibenden Aussagen iiber Gleichheitsfille kommen bei
diesen Argumenten gleich mit heraus. O

und somit die Abschétzung cosd < Mit

Fiir die Kreisfunktionen gelten neben den oben genannten noch viele weitere Formeln und
Eigenschaften. An dieser Stelle soll aber nur noch eine weitere Definition getroffen werden.

Definition (Tangens und Kotangens). Die Kreisfunktionen Tangens und Kotangens sind
definiert als

sin v
t R\ {£5,£35,£55,... R.Y— ——
an: R\ { PR Y
cos
t: R\ {0, &7, +27, +3m, ... R,Y .
co \ {0, £m, £27, £37,...} = R, Hsinﬁ

Eigenschaften dieser Funktionen lassen sich aus den entsprechenden Verhaltensweisen des
Kosinus und des Sinus ableiten.
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24 KAPITEL 1. Zahlen, Rechnen, elementare Funktionen

1.8 Komplexe Wurzeln und der Fundamentalsatz der Algebra

In diesem Abschnitt werden mit Hilfe der Kreisfunktion cis zwei der wichtigsten und schon in
Abschnitt 1.1 angekiindigten FEigenschaften des Zahlbereichs C bewiesen.

Die erste Eigenschaft ist die generelle Existenz (ausreichend vieler) komplexer Wurzeln.
Satz (iiber komplexe Wurzeln). Firn € IN besitzt jedes z € C\ {0} genau n verschiedene
n-te Wurzeln in C. Ist ¥ ein Polarwinkel von z € C\ {0}, also z = |z|cis?¥ mit ¥ € R, so
sind diese Wurzeln die n Zahlen

942 9+4 9+2(n—1
V|2 cis + TF, Y|z cis tan 5 \z|cis7+ (n )77.
n n

y ey
n

0,
V|z|cis —,
n

Der Verifikation, dass dies (alle) Wurzeln sind, gelingt durch kurze Rechnungen mit dem
Additionstheorem und der Periodizitit von cis sowie dem Wissen iiber die allgemeine Existenz
von Polardarstellungen.

Insbesondere liefert der Satz natiirlich Formeln fiir die n verschiedenen n-ten Ein-
heitswurzeln; diese sind die Ecken des dem Einheitskreis einbeschriebenen reguliren
n-Ecks (mit 1 als einer Ecke) und haben die Gestalt

1, cis2—ﬂ, cis4—7r, N cisw.
n n n

Speziell fiir den Fall n = 2 von komplexen Quadratwurzeln gibt es {ibrigens noch eine

andere Darstellung: Die beiden Quadratwurzeln von z € C\ R<g sind die komplexen Zahlen

z+|z|
i\/m|,z—|—|z||

(und die von = € R< sind natiirlich +iy/—x).

Die zweite der angekiindigten Eigenschaften ist die generelle Losbarkeit polynomialer Glei-
chungen iiber C.

Hauptsatz (Fundamentalsatz der Algebra). Jede nicht-konstante Polynomfunktion
p tber C, d.h. jede Funktion p: C — C zu einer Funktionsvorschrift der Form

p(z) =cn2" +cn12" T+t tazte  firzeC

mit n € N, co,c1,¢2,...,cn—1 € C, ¢, € C\ {0}, besitzt in C eine Nullstelle zy, d.h. es gibt
ein zo € C mit p(z9) = 0.

Korollar (Zerlegung von Polynomen in Linearfaktoren). Zu jedem nicht-konstanten Po-

lynom p der Form aus dem Hauptsatz gibt es ein m € IN, verschiedene 21,22, ...,2m—1,2m € C
und ki,ka, ... km—1,km € N mit k1+ko+ ... +hkm_1+km = n, so dass gilt:

p(2) = en(z—20)" (z—2)"2 - (=2 1) Fm (2= 2 )P fir alle z € C.
Dabei nennt man k1, ko, ..., ky die Vielfachheiten der Nullstellen z1, zo, ..., zm von p.

Die Herleitung des Korollars aus dem Hauptsatz gelingt durch einen einfachen Induktionsbe-
weis, basierend auf dem Verfahren der Polynomdivision. Fiir die Besprechung dieses Verfahrens
wiederum wird auf die (lineare) Algebra verwiesen.

Fiir den Hauptsatz selbst wird in der Vorlesung ein elementarer und naheliegender Beweis
skizziert, der nur auf Basis des bisher behandelten Stoffes gefiithrt werden kann, doch dann
technisch nicht ganz einfach ist. Mit fortgeschrittener Analysis, insbesondere mit etwas Funk-
tionentheorie, kénnen spéter aber tibrigens extrem kurze und elegante Beweise gegeben werden.
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Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1 Grenzwerte von Folgen, Grenzwertrechnung

Definition (Folgen). Eine Folge (von Elementen) in einer Menge X definiert man als
eine Abbildung a: IN — X von der Menge IN der natiirlichen Zahlen nach X. Man nennt die zu
n € IN gehérigen Funktionswerte a(n) € X die Glieder der Folge und schreibt sie meist in der
Form a,, statt a(n). Fir die ganze Folge notiert man dementsprechend (ay)nen Statt a.

Auch bei etwas anderen Definitionsbereichen wie etwa INg, N>, Z<o oder Z spricht man
von Folgen, im Fall des Definitionsbereichs Z auch von Doppelfolgen, und verwendet die gerade
eingefithrte Terminologie.

Im Folgenden werden nun Phidnomene der Art untersucht, dass die Glieder a,, einer Folge
von Zahlen fiir sehr grofie n € IN einer festen Zahl beliebig nahe kommen. Einfache Beispiele fiir
ein solches Verhalten sind: ”T“ kommt 1 beliebig nahe; (—%)n kommt 0 beliebig nahe; (1—1—%)”
kommt der Eulerschen Zahl e beliebig nahe (denn es handelt sich in letzten Fall um die linken
Randpunkte der e definierenden Intervallschachtelung). Solche Phénomene allgemein und prézise
zu beschreiben, ist allerdings gar nicht einfach, und das folgende elegante Konzept hat sich erst
im Zuge einer ldngeren historischen Entwicklung herauskristallisiert:

Definition (Grenzwerte und Konvergenz bei Folgen). Sei (ap)nen eine Folge im Zahlbe-
reich C (oder in R oder in einer anderen Teilmenge von C). Dann heifit a € C Grenzwert oder
Limes der Folge (an)nen und (ap)new heifit (bei n — oo) gegen a konvergent, wenn es zu
jedem € € R ein ng € IN gibt, so dass fir alle n € N mit n > ng die Ungleichung |a,—a| < €
gilt. Man notiert hierfir

lim a, = a oder anp, — a.
n—oo n—oo

Besitzt (an)nenw einen Grenzwert in (einer Teilmenge von) C, so heifit die Folge (an)nen in
(dieser Teilmenge von) C konvergent, andernfalls divergent.

Bemerkungen (zur Grenzwertdefinition).

(1) In einer Formulierung mit Quantoren besagt die Definition, dass a Grenzwert von
(an)nen ist, wenn
Ve € Rug: dng € N: Vn € N>yt |ap—al < ¢

gilt. Die genaue Art und Reihenfolge der Quantoren ist hierbei essentiell.
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(2)

Ein Grenzwert existiert nicht immer, die Folge 0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0, ... besitzt zum
Beispiel keinen Grenzwert. Wenn ein Grenzwert existiert, so ist er aber stets ein-
deutig. Zur Einfiihrung in die Arbeit mit dem Grenzwertbegriff, wird der einfache Beweis
der letzten Aussage nun sehr detailliert (und fast schon zu ausfiihrlich) erortert:

Beweis fiir die Findeutigkeit des Grenzwerts einer Folge. Seien a,a € C zwei Grenzwerte
einer Folge (an)nen. Ist dann @ # a, so liefert die Definition, angewandt mit ¢ = $|a—a| > 0,
zwel Zahlen ng, ng € IN, so dass

lan—al| < 3|a—al fiir n € Nxp, und lan—al| < 3la—al fiir n € Nxg,

gelten. Fiir die Zahl n, := max{ng,no} € IN sind beide diese Ungleichungen anwendbar, und
mit der Dreiecksungleichung aus Abschnitt 1.3 folgt

la—a| < |an,—al + |ap, —a| < %|Zi—a\ + %|E—a| = |a—al.

Die resultierende Ungleichung [a—a| < |a—al| ist widerspriichlich, also kann @ # a nicht
auftreten, und es muss a = a gelten. O

Die in Bemerkung (1) auftretende Quantoren-Kombination Ing € IN: ¥n € N>, bedeutet,
dass die betreffende Aussage fiir alle bis auf endlich viele n € IN gilt. Verbreitete
Umschreibungen fiir genau diesen Sachverhalt sind, dass die Aussage fiir fast alle n € IN,
fiir ausreichend grofle n € IN oder fiir alle n > 1 gilt.

In etwas anderen Worten verlangt die Grenzwertdefinition, dass fiir alle (noch so kleinen)
g > 0 die Folgenglieder a,, mit ausreichend grofiem n alle im Kreis in der Gauf3schen Zah-
lenebene mit Radius ¢ und Mittelpunkt a liegen — oder im Fall a,,a € R einfach alle im
Intervall Ja—e, a+e[. Dabei ist entscheidend, dass der Kreis oder das Intervall wirklich alle
Folgenglieder ab einem (tendenziell) grofien Index ny beinhalten. Dass sie stattdessen ,nur
unendlich viele Folgenglieder enthalten, ist noch keine gleichermaflen starke Forderung; dies
erkennt man wieder am Beispiel der divergenten Folge 0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,....

Abidnderung endlich vieler Folgenglieder #ndert nichts am Grenzwert (und auch
nicht seine Existenz oder Nicht-Existenz), d.h. aus a, = b, fiir fast alle n € IN folgt
lim,, o0 @, = lim,,_,o b,. Vor diesem Hintergrund betrachtet man Grenzwerte lim, ., ay,
auch dann, wenn a, nur fiir fast alle, aber eventuell nicht fiir alle n € IN definiert ist.

Konvergente Folgen sind stets beschrinkt (wobei Beschrianktheit einer Folge (ay,)nen
bedeutet, dass die Menge {a,, : n € IN} beschrénkt ist, also sup,,ciy |an| < oo gilt).

Beweis. Ist (ap)nen gegen a € C konvergent, so liefert die Definition ein (zu € = 1 gehoriges)

nog € N mit |a,| < |ap—al|+|a| < 1+|a| fiir alle n € IN>,,,. Damit ist

sunp\)l|an\ < max{|a1],|az|, |asl, ..., |an,—1], 1+]|a|} < co. O
ne

Als Nullfolge bezeichnet man eine Folge (a,)pnen mit limy, o0 @, = 0. Aus der Definition
folgt, dass (an)nen genau dann eine Nullfolge ist, wenn die Folge (|ay|)new der Betrige eine
Nullfolge ist. AuBlerdem gilt lim,,_,~ a,, = a genau dann, wenn (a,—a),en eine Nullfolge ist.
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2.1. Grenzwerte von Folgen, Grenzwertrechnung 27

Beispiele.
(1) Konstante Folgen (a),en mit Wert a konvergieren auch gegen a, es gilt also lim,,_,o, a = a.

(2) Es gilt hmn%oo% = 0, die Folge (%)ne]N

man zu € > 0 einfach ng := Léj +1> é und bemerkt ‘%’ = % < nio < e fiir alle n € N>y, .

ist also eine Nullfolge. Um dies einzusehen wéahlt

Hiermit lassen sich auch andere einfach Limites schon berechnen, mit Bemerkung (7) folgt
beispielsweise limy, o 2””_1 = lim, (2—%) =2.

n—00 P — G, -
(3) Es gilt limp, 00 (142) e, da es sich bei den Ausdriicken auf der linken Seite um Rand
punkte der die Eulersche Zahl definierenden Intervallschachtelung handelt.

Allgemeiner existieren fiir jede Intervallschachtelung ([a,, by])nen in R mit Kern ¢ € R die
Limites lim,,—yoo @y, = ¢ = limy,_so0 bny.-

Definition (Uneigentliche Grenzwerte und uneigentliche Konvergenz). Sei (ap)nen
eine Folge in R. Gilt Ve € Rso: Ing € IN: Vn € N>y, @ ay > é, so bezeichnet man (ap)nen als
gegen oo konvergent und notiert

lim a, = co oder a, — 00.
n—o0 n—oo

Analog heift (an)nen gegen —oo konvergent, wenn Ve € Rso: Ing € IN: ¥n € Nyt ay < —2

15
gilt, und man notiert

lim a, = —c© oder a, — —00.
n—oo n—oo

Man bezeichnet co oder —oo hier auch als uneigentlichen Grenzwert und nennt die gegen
solche konvergierenden Folgen (an)nen uneigentlich konvergent. Gleichbedeutend mit ,unei-
gentlich konvergent‘ verwendet man manchmal auch ,bestimmt divergent’.

Bemerkung. Folgen (ay)nen mit limy, o0 @, = 00 heiflen auch Unendlichfolgen. Sie entspre-
chen durch Reziprokenbildung genau den Nullfolgen mit positiven Gliedern.

Definition (Wachstumsvergleich, Geschwindigkeitsvergleich bei Folgen). Fiir zwei Un-
endlichfolgen (an)nen und (bp)new sagt man, dass (by)nenw schneller als (an)nenw gegen oo
geht/strebt/wdchst, wenn (%)nem ebenfalls Unendlichfolge ist. Fir Nullfolgen (ap)nen und
(bp)new mit a, # 0 fir (fast) alle n € IN sagt man, dass (by)new schneller als (an)nen gegen

0 geht/strebt, wenn (%)new auch Nullfolge ist.

Beispiele.
(1) Wichtige Unendlichfolgen mit Parametern 0 < r < s und 1 < a < b sind

log(logn), (logn)", (logn)®, n", n"logn, n®, a", b, nl, n".

Diese Folgen wurden dabei so geordnet, dass weiter rechts stehende Folgen stets schneller
gegen oo gehen als weiter links stehende Folgen.

(2) Wichtige Nullfolgen sind die Kehrwerte der genannten Unendlichfolgen. Verdndert man
die Reihenfolge der genannten Folgen nicht, so streben die nach Kehrwertbildung weiter
rechts stehende Folgen schneller gegen Null als die weiter links stehenden Folgen.
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28 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

Als Néchstes folgen einige grundlegende Aussagen zum Zusammenspiel zwischen Grenzwer-
ten und Ungleichungen.

Satz (Vergleichsprinzipien).

(I) Majorantenkriterium fiir Nullfolgen: Ist (an)nen eine Folge in C und gilt |a,| < Cby,
fir (fast) alle n € N mit einer Konstante C € R>¢ und einer Nullfolge (by)nen in R>o,
s0 ist (an)nen selbst eine Nullfolge.

(IT1) Minorantenkriterium fir Unendlichfolgen: Ist (an)new eine Folge in R und gilt a, >
cby, fiir (fast) alle n € IN mit einer Konstante ¢ € R~q und einer Unendlichfolge (by,)nen,
s0 ist (an)nen selbst eine Unendlichfolge.

(ITT) Sind (ap)nen und (bp)new Folgen in R mit a,, < by, fiir (fast) alle n € N und existieren
die Limites beider Folgen, so gilt lim, o0 Gy < limy,—o0 by

(IV) FEinschachtelungsprinzip: Sind (ap)nen, (bp)new und (zn)new Zahlenfolgen in R mit
an <z < by, fiir (fast) alle n € N und existieren die Limites limy, o0 ay = limy, o0 by, =:
c mit tibereinstimmendem Wert ¢, so existiert auch lim,_ .., T, = c.

Das in Teil (III) des Satzes formulierte Prinzip der Erhaltung schwacher Ungleichungen bei
Grenziibergédngen iibertrigt sich iibrigens nicht auf strikte Ungleichungen: Mit anderen Worten
folgt aus der strikten Ungleichung a,, < b, fiir die Folgenglieder keinesfalls die
strikte Ungleichung lim,, ,o, a,, < lim,,_, o, b,, fiir die Limites; dies sieht man schon an
so einfachen Beispielen wie a,, = 0 und b,, = %

Der Beweis des Satzes ist kaum der Rede wert; alle Aussagen ergeben sich problemlos aus

der Grenzwertdefinition.

Fiir konkrete Grenzwertberechnungen kann man manchmal auf Teil (IV) des vorigen Satzes
zuriickgreifen, viel haufiger und schematischer werden aber die folgenden Rechenregeln einge-
setzt.

Satz (Rechenregeln der Grenzwertrechnung). Seien (a,)nen und (bp)nen in C konver-
gente Folgen mit Grenzwerten a := lim, s an € C und b := lim,,_,o b, € C. Dann existieren
auch

(an+bn) = a+b, lim (ap,—b,) = a—b, lim (an,b,) = ab.

lim
n—oo n—oo n—oo

Ist b #£ 0, so ist auch b, # 0 fiir fast alle n € IN, und es existiert auch

Bei Folgen (an)nen und (by)nen reeller Zahlen gelten weitere Regeln: Ist a > 0, so folgt an, > 0

fir fast alle n € N, und es existiert

b — gb

lim a,

n—oo

Ist a = 0 < b und a, > 0 fir fast alle n € IN, so gilt die letzte Regel ebenfalls. Gilt schliefSlich
1#a>0undb>0, soist1+#ay, >0 undb, >0 fir fast alle n € N, und es existiert

lim log, b, =1log,b.

n—o0

Die Beweise der Rechenregeln werden teils in der Vorlesung, teils in den Ubungen behandelt.
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2.2. Konvergenzkriterien fiir Folgen, Hiufungswerte von Folgen 29

Bemerkung. Auch fiir das Rechnen mit uneigentlichen Grenzwerten und manchen in R oder
C nicht sinnvollen Ausdriicken gelten gewisse Regeln. Man hilt diese oft als sogenannte sym-
bolische Rechenregeln wie
1 1 1
— =0, —-34c0=00, —-00—00=-00, — =00, —=-00, 2¥=00, o0 =00
00 0+ 0—
fest. Dabei besagt die erste Regel, dass aus limy, o a, = 00 stets lim;,_, o é = 0 folgt, die
zweite, dass sich aus lim,_,oc @, = —3 und lim,,_,o b, = 00 stets lim, o0 (an+b,) = 0o ergibt.
Ahnlich sind die anderen Regeln zu verstehen, wobei 0+ als Platzhalter fiir Nullfolgen mit
positiven Gliedern dient und 0— als Platzhalter fiir Nullfolgen mit negativen Gliedern.
Es ist aber keineswegs so, dass fiir alle auftretenden Situationen eine Regel formuliert werden
kann. Vielmehr gibt es auch unbestimmte Ausdriicke wie
9
00—00, —, 00-0+, o, 1°°, 0.
o0
Die Unbestimmtheit von co—oo bedeutet dabei, dass man aus lim,_ o @, = lim,_ oo by, = 00
nichts iiber lim,, o (a,—b,) schlieen kann, denn tatséichlich kann lim,_,(a,—b,) in dieser
Situation jeden beliebigen Wert in R U {—00,00} annehmen oder auch gar nicht existieren.
Ahnlich verhilt sich dies bei den anderen unbestimmten Ausdriicken.

Konkrete Beispiele fiir Grenzwertberechnungen werden in der Vorlesung und den Ubungen
gegeben.

2.2 Konvergenzkriterien fiir Folgen, Hiufungswerte von Folgen

In diesem Abschnitt geht es zundchst um zwei grundlegende Konvergenzkriterien fiir Folgen in
R oder C (sowie die benotigten Definitionen). Es wurde schon in Abschnitt 1.5 erwéihnt, dass
diese Kriterien tatséchlich die Vollstédndigkeit von R (und C) charakterisieren, ein Beweis dafiir
wird hier aber nicht gegeben.

Definition (Monotonie bei Folgen). Eine Folge (z,,)nen in R heiffit monoton wachsend,
Wenn Tpy1 > Ty fir alle n € N gilt, und streng monoton wachsend, wenn sogar x,+1 > xp
fiir allen € IN gilt. Analog heifit die Folge monoton fallend beziehungsweise streng monoton
fallend, wenn x,+1 < x, bezichungsweise xpt1 < Ty fir alle n € N gilt.

Als einfache Konsequenz aus den Definitionen von monotonen Folgen, Grenzwerten, Suprema
und Infima ergibt sich:

Satz (Monotonie-Kriterium fiir Folgenkonvergenz). Jede beschrinkte monotone Fol-
ge (Tn)nen in R ist in R konvergent. Im Fall einer monoton wachsenden Folge ist dabei
lim,, o0 T, = SUP,cN Tn, M Fall einer monoton fallenden Folge ist lim,, oo T, = infpen Tp.

Bemerkung. Unbeschriankte monotone Folgen in R konvergieren uneigentlich gegen oo oder
—00. Insgesamt kann man daher sagen: Jede monotone Folge in R konvergiert eigentlich
oder uneigentlich.

Definition (Cauchy-Folgen). FEine Folge (x,)nen in R oder C hat die Cauchy-FEigenschaft,
wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N mit |z,—xn| < e fir alle m,n € N>, gibt. Man bezeichnet
Folgen mit dieser Figenschaft auch kurz als Cauchy-Folgen.
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30 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

Die Giiltigkeit der Cauchy-Eigenschaft wird manchmal durch eine Notation wie

lim |zp—2m| =0 oder |Tn—2m| —> O
n>m-—o00 n>m-—o0

zum Ausdruck gebracht. Einfache, aber wichtige Aussagen iiber Cauchy-Folgen sind:
e Cauchy-Folgen sind stets beschréinkt.
e In R oder C konvergente Folgen sind stets Cauchy-Folgen.

Gemifl dem folgenden Konvergenzkriterium gilt auch die Umkehrung der letzten Aussage, so
dass die in R oder C konvergenten Folgen tatsdchlich genau die Cauchy-Folgen sind:

Satz (Cauchy-Kriterium fiir Folgenkonvergenz). Sei K = R oder K = C. Jede Cauchy-
Folge in K konwvergiert in K.

Eine Moglichkeit zum Beweis des Cauchy-Kriteriums im Fall IK = R besteht im Einschachteln
einer Cauchy-Folge (z,)nen in R zwischen der monoton wachsenden Folge (inme]NZn mm)n €N
und der monoton fallenden Folge (supm€m>n .I‘m)n en- Fir K = C folgt das Kriterium dann

durch separate Betrachtung der Real- und Imaginérteile.

Bemerkung. Auf der Verwendung von Cauchy-Folgen basiert eine elegante Konstruktion
von R aus Q, die eine Alternative zu den in Abschnitt 1.5 erwdhnten Dedekindschen Schnitten
darstellt. Man fiihrt R dabei als Faktorraum des Raums der Cauchy-Folgen in Q mo-
dulo des Unterraums der Nullfolgen in Q ein (oder, so dieses Konzept bekannt, direkt
als Faktoralgebra). Dann identifiziert man ¢ € Q mit der Restklasse im Faktorraum, die aus
den Folgen mit Limes g besteht. Auch bei dieser Konstruktion sind etliche Details zu priifen,
auf die hier nicht eingegangen wird. Als wesentlicher Vorteil sei aber hervorgehoben, dass die
Vorgehensweise auch in viel allgemeinerem Kontext, ndmlich fiir sogenannte metrische Rdume,
einsetzbar ist.

Anwendung (Konvergenz von Iterationsfolgen, Losung von Fixpunktgleichungen).
Sei I ein abgeschlossenes Intervall in R und f: I — I eine Abbildung von [ in sich. Fiir jedes
xo € I definiert dann die Rekursionsvorschrift

Tnt1 = f(xn) fiir n € INg

eine Iterationsfolge (z,)nen,. Falls Konvergenz von (zp)nen, gegen einen Limes z, € [ si-
chergestellt werden kann, so ergibt sich

flxy) = f( lim xn) = lim f(x,)= lim z,41 = .
n—oo n—oo n—oo

(wobei das zweite Gleichheitszeichen eine schwache Voraussetzung an f, die sogenannte Ste-
tigkeit, erfordert, in vielen konkreten Fillen aber schon durch die Grenzwert-Rechenregeln ge-
rechtfertigt ist). Damit ist x, eine Losung der Fixpunktgleichung f(z) = x fiir f, und solche
Losungen bezeichnet man auch kurz als Fixpunkte von f.

Das beschriebene Verfahren kann tatséchlich aus verschiedenen Blickwinkeln betrachtet und
fiir zwei unterschiedliche, teils gegensitzliche Zwecke eingesetzt werden: Léasst sich die Fixpunkt-
gleichung fiir f leicht (explizit und vielleicht sogar eindeutig) l6sen, so kann man auf diese Weise
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2.2. Konvergenzkriterien fiir Folgen, Hiufungswerte von Folgen 31

den Grenzwert oder mogliche Grenzwerte der Iterationsfolge (x,,)nen bestimmen. Ist die Losung
der Fixpunktgleichung dagegen schwierig, so kann man Konvergenz der Iterationsfolge eventuell
benutzen, um die blofle Existenz eines Fixpunkts zu beweisen.

In jedem Fall muss man fiir das beschriebene Vorgehen die oben angenommene Konvergenz
von (Zn)nen, sicherstellen. Dies kann (unter anderem) wie folgt gelingen:

(A) Fall eines monoton wachsenden f (d.h. f(z) < f(y) wenn z < y in I):
Ist g < x1, so folgt erst z1 = f(xo) < f(x1) = 2, dann x5 = f(z1) < f(x2) = x3, und per
Induktion ist (z,)nen, monoton wachsend. Fiir g > x; ergibt sich analog, dass (z,)nemn,
monoton fallend ist. Wann immer Beschrénktheit von (z,),cn sichergestellt werden kann,
folgt deshalb mit dem Monotonie-Kriterium die Existenz von z, := lim, o 2, wegen
Abgeschlossenheit von [ ist x, € I, und wie schon diskutiert ist x, ein Fixpunkt von f.

(B) Fall eines monoton fallenden f (d.h. f(z) > f(y) wenn z < y in [):

Gilt g < 22 < x1 oder kg > 22 > w1, so folgt mit 9 < x9 <24 <26 < ... <7 <
xs < w3 < wpooder xg > 3 > x4 > w6 > ... > w7 > a5 > 13 > 21, dass (v2n)new, und
(Ton+1)nen, gegensinnig monoton und beschriankt sind. Nach dem Monotonie-Kriterium
konvergieren diese beiden Folgen also gegen je eine Losung der (iterierten) Fixpunktglei-
chung f(f(z)) = x. Kann man nun sicherstellen, dass die beiden Limites {ibereinstimmen
(beispielsweise wegen eindeutiger Losbarkeit von f(f(z)) = z), so konvergiert auch (2, )nen
gegen denselben Limes x, € I, und z, ist ein Fixpunkt von f.

(C) Fall einer strikten Kontraktion f (siehe unten):
In diesem Fall wird mit dem n#chsten Satz gezeigt, dass (x,)nen stets Cauchy-Folge ist
und geméfl dem Cauchy-Kriterium gegen einen Fixpunkt x, € I von f konvergiert.

Beispiele, bei denen die Konvergenz von Iterationsfolgen sichergestellt und deren Grenzwerte
berechnet werden kénnen, werden in der Vorlesung angegeben.

Als Néchstes wird der fiir den Fall (C) relevante Satz behandelt.
Definition (Kontraktionen). Fine Abbildung f: I — R auf einem Intervall I in R heifst

strikte Kontraktion oder strikt kontrahierende Abbildung, wenn |f(y)—f(x)| < kly—=x| fir alle
x,y € I mit einer festen Konstante k € [0, 1] gilt.

Bemerkung. Bei einer strikten Kontraktion muss die Konstante k echt kleiner als 1 sein.

Satz (Kontraktionssatz). Ist I abgeschlossenes Intervall in R, so besitzt jede strikte Kon-
traktion f: I — I genau einen Fixpunkt x. € I, und fir beliebiges o € I konvergiert dann
die durch xn11 := f(xy) fir n € g definierte Iterationsfolge (Tn)neN, gegen .

Beweis. Aus der Kontraktionseigenschaft folgt direkt, dass f hdchstens einen Fixpunkt besitzt.
Sei jetzt k € [0, 1] die Kontraktionskonstante von f (wie in der Definition). Mit der Itera-
tionsvorschrift und der Kontraktionseigenschaft erhélt man dann induktiv

|l’i+1—$i’ = |f(l'z)—f(l'1,1)| S Ii‘l’i—SEi,ﬂ é I{2|$Z’,1—Ii,2| S e S I{i|$1—$0’ fiir 4 € ]NO .
Ist n > m in Ny, so ergibt sich mit der Dreiecksungleichung, der vorigen Abschitzung und der
geometrischen Summenformel

n—1 n—1

: K
|Tp—xm| < Z |11 —2] < Z K'|x1—x0| =

i=m i=m

m__.n
1-k

Km
|x1—x0] < E|x1—x0 .
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32 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

Wegen k£ < 1 wird die rechte Seite der Ungleichungskette fiir m > 1 kleiner als jedes vor-
gegebene € > 0, und daraus ergibt sich die Cauchy-Eigenschaft fiir (z,)nen,. Geméfi dem
Cauchy-Kriterium existiert also z, := limy,_, x, € R. Da I per Voraussetzung abgeschlosse-
nes Intervall ist, folgt . € I. Wegen |f(x,)—f(z«)| < K|zp—x.| ist per Majorantenkriterium
(f(zn)—f(z4))nen Nullfolge, und mit x, = lim, 00 1 = limy 0o f(x,) = f(xy) folgt die
Fixpunkteigenschaft von z,. Damit sind auch die Behauptungen zur Existenz eines Fixpunkts
und der Konvergenz gegen diesen verifiziert. O

Bemerkung. In der Situation des Kontraktionssatzes kann man Iterationsfolgen (z,)nen,
(mit beliebigen Startwert zp € I) zur niherungsweisen Berechnung des Fixpunktes z,
einsetzen. Mit dhnlichen Rechnungen wie im Beweis erhilt man fiir die Groe |x,,—x.| des nach
Berechnung von z,, mit n € IN verbleibenden Fehlers die Abschitzungen

1@: |f (zo)—ol -

K
|xn_x*| < E’xn_ﬂjn—ll <

Die Abschitzung durch %| f(zo)—xo| heiit hierbei A-priori-Fehlerabschétzung, denn diese
Schranke kann bestimmt werden, bevor man x,, berechnet. Die schirfere Abschitzung durch
1= |Tn—2n_1] heifit A-posteriori-Fehlerabschétzung, denn diese Schranke ergibt sich erst
nach Berechnung der Folgenglieder bis hin zu z,_1 und z,.

Im letzten Teil dieses Abschnitts werden nun Begriffe eingefiihrt, mit denen sich auch das
Grenzverhalten nicht-konvergenter Folgen bei n — oo beschreiben ldsst:

Definition (Hiufungswerte, Hiufungspunkte). Sei (z,,)nen eine Folge in C. Dann heif$t
x € C Hiufungswert oder Hiufungspunkt von (2,)nen, wenn es zu jedem e > 0 unendliche viele
n € N mit |x,—x| < ¢ gibt. Handelt es sich bei (zn)new um eine Folge in R, so bezeichnet man
+o00 als deren uneigentlichen Hdaufungswert, wenn es zu jedem € > 0 unendliche viele n € IN mit
+ 1 gi

Ty > 2 gibt.

Definition (Teilfolgen). Sei (z,,)nen eine Folge. Ist ny < ng < ng < ... in IN (also mit
anderen Worten (ng)gen eine streng monoton wachsende Folge in IN), so heif$t (xn, )ken eine
Teilfolge von (xn)nen-

Die beiden gerade eingefiihrten Begriffe sind eng miteinander verbunden. Tatséchlich gilt fiir
eine Folge (zy,)nen von Zahlen und eine weitere Zahl z (und auch fiir x = oo oder x = —o0) der
grundlegende Zusammenhang

‘ x ist Haufungswert von (z,,)new <= x ist Limes einer Teilfolge von (x,,)nen - ‘

Hauptsatz (Satz von Bolzano-Weierstraf). Sei K = R oder K = C. Jede beschrinkte
Folge in K besitzt einen Hdaufungswert in KK und, dquivalent, eine in IK konvergente
Teilfolge.

Mit ,einem Haufungswert’ und ,einer Teilfolge' meint man hier ;mindestens einen Hiufungs-
wert’ und ,mindestens eine Teilfolge’ — dies ist in der Mathematik die Standard-Auslegung,
wenn die Existenz eines Objekts erwdhnt wird.

Bemerkungen.
(1) Unbeschrénkte Folgen in R besitzen einen uneigentlichen Haufungswert und eine uneigent-

lich konvergente Teilfolge. Insgesamt kann man daher auch sagen: Jede Folge in R besitzt,
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2.2. Konvergenzkriterien fiir Folgen, Hiufungswerte von Folgen 33

im eigentlichen oder im uneigentlichen Sinne, einen Hiufungswert und eine kon-
vergente Teilfolge.

(2) Als Korollar zum Satz von Bolzano-Weierstrafl ergeben sich folgende Aquivalenzen. Fiir eine
Folge (zn)nen in K und z € K gilt

’ lim,, 00 T = & <= (Tp)nen beschrinkt, x einziger Hiufungswert von (z,)nen in K, ‘

und fiir eine Folge (z,,)new in R und 2 € RU {—o00, 00} gilt

’ lim,, 00 T, = <= =z einziger Haufungswert von (x,)pen in R U {—o0, 00} . ‘

Der Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstrafl kann im Fall IK = R durch iterative Intervall-
Halbierung erfolgen, wobei in jedem Schritt ein Teilintervall gewéhlt wird, das unendlich viele
Folgenglieder enthélt. Auf diese Weise ergibt sich eine Intervallschachtelung, die als Kern einen
Haufungswert enthilt. Eine alternativer Beweis erfolgt durch Konstruktion einer monotonen
Teilfolge und Anwendung des Monotonie-Kriteriums. Der Fall K = C schliellich kann auf den
Fall K = R zuriickgefiihrt oder direkt mit Hilfe von Quadrat-Schachtelungen behandelt werden.

Satz & Definition (Limites von Hiufungswerten; Limites superior und inferior).
Sei IK = R oder K = C. Ist (zp)new eine Folge in K und existiert fiir eine Folge (ag)ren
von Hiufungswerten von (xn)new der (im Fall K = R eventuell uneigentliche) Limes a :=
limg 00 ai , S0 ist a ebenfalls ein Haufungswert von (n)nen.

Insbesondere gibt es bei einer Folge (xn)nen in R stets einen grofiten und einen kleins-
ten Hdufungswert in R U {—o0,00}, genannt der Limes superior limsup,,_,., *, und der
Limes inferior liminf,,_, x, von (T,)neN-

Die erste Eigenschaft ldsst sich auch so ausdriicken, dass die Menge H der Haufungswerte
von (Tn)nen in R U {—o00,00} oder C beziiglich Limes-Bildung abgeschlossen ist. Zum Beweis
dieser Eigenschaft kann man a; € IK annehmen und wéhlt dann sukzessive n; < ns <ng < ...
in IN, so dass am Ende |z, —ax| < % fir alle k € IN gilt. Es folgt, dass die Teilfolge (2, )ren von
(21 )nen denselben Limes a wie (ay)ken besitzt, also a ein Hiufungswert von (z,,)pen ist. Wegen
dieser Eigenschaft und H # 0 (gemifl Bolzano-Weierstra$}) ist im Fall K = R dann supH € H
der grofite und inf H € H der kleinste Haufungswert von (x,)nen-

Bemerkungen.

(1) Per Definition gilt stets lim inf,,_,o 2, < limsup,,_,., . Der (eventuell uneigentliche) Limes
lim,,_,o0 , existiert genau dann, wenn Gleichheit lim inf,, .~ z,, = limsup,,_,,, =, eintritt.

(2) Eine Folge kann sehr viele Haufungswerte besitzen. Ist beispielsweise (2, )nen eine Abzihlung!
von Q, so sind alle Elemente von R U {—o00, oo} Haufungswerte von (zn)nen.

!Man bezeichnet eine Folge (r)nen in einer Menge X als Abzihlung dieser Menge, wenn jedes Element von
X in der Folge (2 )nen vorkommt, also {z, : n € IN} = X gilt. Die beiden Cantorschen Diagonalverfahren (die
in der Vorlesung kurz beschrieben werden) zeigen, dass Abzéhlungen von Q explizit angegeben werden kénnen,
wéhrend eine Abzidhlung von R gar nicht existiert. Mit anderen Worten ist Q eine sogenannte abzidhlbar unendliche
Menge, R ist eine iiberabzihlbare Menge (mit zu vielen Elementen, als dass sie nummeriert werden kénnten).
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34 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

2.3 Reihen (und unendliche Produkte)

Ab jetzt wird das Symbol K stets als Platzhalter fiir entweder R oder C verwendet.

Definition (Reihen; Konvergenz, Divergenz und Wert von Reihen). Eine Reihe ist eine
formale unendliche Summe Zi‘;ko ar, mit kg € Z, und einer Folge (ak)k€Z>k0 von Rethenglie-
dern in K. -

Man bezeichnet Zi‘lko ap als konvergent, wenn die Folge (Zzzko ak) der sogenann-

nEszO
ten Partialsummen in K konvergiert, andernfalls heifst ZZC’:kO ar divergent. Fir K = R

nennt man Zzozko ar bestimmt divergent, wenn (ZZ:kO ak) bestimmt gegen oo oder

”GZZko
—oo divergiert, und in anderen Divergenzfillen unbestimmt divergent. Fir konvergente oder

bestimmt divergente Reihen bezeichnet man schlieflich den Limes der Partialsummen

o0 n
Z ap := lim Z ak
n—oo

k=ko k=kq
als Wert der Rethe.

Fiir eine Reihe Zf:ko ay, sind suggestive Schreibweisen wie ag,+ak,+1+0k,+2+0k +3+ - .
gebrauchlich, bei denen nur endlich viele Reihenglieder angegeben werden und die anderen ei-
gentlich nicht bestimmt sind. Fiihrt man aber ausreichend viele Reihenglieder an, um ein klares
Bildungsgesetz zu suggerieren, so sind solche Notationen in der Rechenpraxis dennoch sinnvoll
und unproblematisch.

Grundeigenschaften (von Reihen). Seien ko € Z, (ar)kezs,, und (bp)rezs,, Folgen in K
sowie s € IK und m € Z>y,. Dann gelten:

(1) Falls 3722, ax und Y27, by konvergieren, so konvergiert auch » 7%, (aj4bx) mit Wert

Z(akibk) = Z Qg + Z bk.
k=ko k=ko k=ko

Falls eine der Reihen Z?’:ko ay, oder Ziiko (sax) mit s # 0 konvergiert oder bestimmt
divergiert, so tut dies auch die andere mit

Z(sak):sZak.

k=ko k=ko

(2) Abidnderung endlich vieler Glieder &ndert nichts an Konvergenz oder Divergenz
einer Reihe, dndert aber (meistens) ihren Wert. Vertauschung endlicher vieler Glieder
beeinflusst weder die Konvergenz einer Reihe noch den Reihenwert.

(3) Falls eine der beteiligten Reihen konvergiert oder bestimmt divergiert, so tut dies auch die
andere mit
[ee] m o
doak=) at D k.
k=ko k=ko k=m+1
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2.3. Reihen (und unendliche Produkte) 35

(4) Ist Zsp, = {; : i € N} U{m; : j € N} disjunkt zerlegt durch zwei streng monoton
wachsende Indexfolgen ({;);ew und (m;)jew und konvergieren » 7% ay, und 3272 am,, S0
konvergiert auch > 77, “aj, mit

o oo o0
> =D+ Y,
i=1 j=1

k=ko

Ein typischer Spezialfall dieser Regel ist die Zerlegung

o [e.e]
Z ag = ) agzi+ Z a2;+1
k=0 3=0

in die Teilreihen mit nur geraden und nur ungeraden Indizes (falls diese konvergieren).

o

1=0

(5) Gilt
a, < by fir alle k € Z>y,

und sind Y777, “ay und Y772, by, konvergent oder bestimmt divergent, so folgt

ZakS Zbk.

k=ko k=ko

Die Beweise dieser Regeln gestalten sich problemlos. Sie erfolgen groitenteils durch Zuriickfithrung
auf entsprechende GesetzméifBigkeiten fiir endliche Summen und Limites von Folgen.

Konvergenzkriterien fiir Reihen werden schwerpunktméifig im néchsten Abschnitt behandelt.
Diejenigen Konvergenzkriterien, die sich direkt aus denen fiir Folgen ergeben, werden aber schon
jetzt erwahnt:

Satz (erste Konvergenzkriterien fiir Reihen). Seien ko € Z, (ak)kez.,, eine Folge in K.

(I) Beschrdinktheitskriterium: Falls ar, > 0 fir k > 1 gilt, so konvergiert ZZO:)CO ay ge-

nau dann, wenn die Folge (ZZ:kO ak) der Partialsummen beschrdnkt bleibt, und

”EZZKO
andernfalls liegt bestimmte Divergenz Z?’:ko ar = 00 VOr.

(I1) Cauchy-Kriterium: Die Reihe Zzozko ay. konvergiert genau dann, wenn gilt:

n

D a

k=m

—F— 0.
n>m-—oo

(III) Grundlegendes notwendiges Kriterium fiir Reithenkonvergenz: Wenn Zzozko ag
konvergiert, dann gilt lim,_,o an, = 0. Mit anderen Worten ist fiir Konvergenz einer Reihe
notwendig, dass ihre Glieder eine Nullfolge bilden.

Es empfiehlt sich, das notwendige Kriterium (III) bei Untersuchung einer gegebenen
Reihe stets zuallererst zu priifen: Stellt man fest, dass die Glieder keine Nullfolge bilden, so
kann man die Reihe direkt als divergent abhaken. Nur wenn die Glieder eine Nullfolge bilden,
ist eine genauere Untersuchung erforderlich.

Als Nichstes werden einige direkte Konsequenzen des Satzes festgehalten:
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36 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

Korollar. Seien kg € Z, (ak)kEZZko eine Folge in K und (bk)keszo eine Folge in R.

(A) Ist 2374, ar konvergent, so bilden die sogenannten Reihenreste ) ;°  aj bei m — oo
eine Nullfolge, das heifst
oo
A, > k= 0.

k=m

(B) Konvergiert Y~ |ax|, so konvergiert auch Y 72 ay und ist abgeschitzt durch die Drei-
ecksungleichung fiir Reithen

o0 o
Sl Yl
k=ko k=ko

(C) Majorantenkriterium: Gilt |a;| < Cby, fir k > 1 mit einer festen Konstante C € R>g
und st Y 32, by konvergent, so konvergiert auch Y72, - ay,.

(D) Minorantenkriterium: Sei K = R. Gilt a, > cby, fiir k> 1 mit einer Konstante ¢ € Rsg
und st Y32, by = 00, so folgt Y772, aj, = oo.

Beispiele. Vier fundamentale (Typen von) Reihen folgen.

(1) Aus der geometrischen Summenformel folgt die Konvergenz der geometrischen Reihe

- 1
quzl— fiir ¢ € C mit |¢| < 1.
k=0 4
Fiir ¢ € C mit |g| > 1 dagegen divergiert Y o ¢" (im Fall ¢ € R>1 bestimmt gegen c0).

(2) Die bestimmte Divergenz der harmonischen Reihe

k=1
kann mit dem sogenannten Verdichtungskriterium oder mit Hilfe eines unendlichen Produkts
gezeigt werden; dazu demnéchst mehr.

(3) Ein Typ von Teleskopreihe, der sich bei Existenz von lim,_,~ b, berechnen lésst, ist
o0
> (b —be) = (Jim ba) = by,
k=ko

(4) Das vierte Beispiel ist die Exponentialreihe des néchsten Satzes.

Satz (reelle Exponentialreihe). Fir alle x € R konvergiert die Exponentialreihe

Z i exp(z) = e*
k=0

(wobei fiir x = 0 = k hier 0° := 1 verstanden sei), und fiir die Approzimation der natiirlichen
Ezxponentialfunktion durch die Partialsummen der Exponentialreihe gilt die Fehlerabschdtzung

e’ — Z T < i m < ] (e‘xl—l) < mnﬂ elel fir allex € R, n € Ng.
o B TS BT () — (n+1)! 7
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2.3. Reihen (und unendliche Produkte) 37

Insbesondere ergibt sich fiir £ = 1 die Reihendarstellung der Eulerschen Zahl

11 1 1
e_zk‘—u togtg Tt ta o

Der Beweis des Satzes beruht auf Abschéitzungen, die von der aus Abschnitt 1.5 bekannten
Darstellung der natiirlichen Exponentialfunktion e” = exp(z) = lim, oo (1+5%)™ ausgehen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird auf multiplikative Analoga zu Reihen eingegangen:

Bemerkung und Beispiele (zu unendlichen Produkten). Unendlichen Produkten [[7-. ko Ok
mit Faktoren a; € K kann der Wert

(e.0) n

H ap = lim H ak
n—0o0

k=ko k=ko

zugeordnet werden, falls der Limes der Partialprodukte auf der rechten Seite existiert. Im Fall
positiver reeller Faktoren ay € Rso kann die Theorie unendlicher Produkte weitge-
hend auf die von Reihen zuriickgefiihrt werden, denn aus der Logarithmus-Rechenregel
log [Tre ko Ok = Iy ko 108 @y ergibt sich fiir ax € R>o und a € Rxo U {oo} die Aquivalenz

o0 [e.e]
H ap = a <= Zlogak:loga,

k=ko k=ko

bei der log oo := oo und log 0 := —oco zu verstehen ist.
Einige Beispiele unendlicher Produkte sind dennoch von Interesse:

(1) Ein divergentes Teleskopprodukt ist

k=1 k=1

Durch Logarithmieren folgt S50, log(1+4) = oo, und mit der fundamentalen Logarithmus-
Ungleichung log(1+ ) < k und dem Mlnorantenkrlterlum erhilt man die zuvor behauptete
Divergenz der harmomschen Reihe.

(2) Ein Beispiel eines konvergenten Teleskopprodukts ist

= k2 = k/(k—1 _ 2/1
] W:H /( )_l /
=2

L Gy /e~ S D)/

(3) Bezeichnet (p;);en die Folge der Primzahlen in IN (also p1 = 2, po = 3, p3 = 5, py = T,
ps = 11, pg = 13, p7 = 17 und so weiter), so gilt zundchst nur formal

oo o0 o0
1

ﬁ =11 5= X M:i; (+)

i= 1 pi i=1 k=0 Pi k1,ka,k3,...=0 m=1

Die erste Gleichheit ergibt sich dabei aus der geometrischen Reihe, die zweite ist ein ,,un-
endliches Ausmultiplizieren®, die dritte beruht auf Existenz und Eindeutigkeit der Prim-
faktorzerlegung, die vierte ist die Divergenz der harmonischen Reihe. Um die Argumenta-
tion zu prézisieren und insbesondere die Reihe mit unendlich vielen Indizes ki, ko, k3, . ..
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38 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

zu vermeiden, reicht tatséichlich die Abschitzung der Partialprodukte [, ZZOZOP% >
[T Xico g = Zzl”“%“”f":oﬁ > 3 L wobei fir m € Ne, eine Primfak-
torzerlegung m = [[; pf" mit k; € N<,, benutzt wurde (die ersten n Primzahlen und
Exponenten bis n reichen fiir m < n ja mehr als aus). Das durch (x) motivierte Ergebnis

12, ﬁ/p = oo folgt nun mit n — co.

1 L1
Wegen 1+4- > 140—— = 7=/,

ergibt sich hieraus auch

i(4)-~

i=1 b

und wie in Beispiel (1) erhélt man die (schon von Euler gefundene) Identitét
[e.9]

S

im1 Pi

Die Divergenz der letzten Reihe erfordert, dass auch sehr grofie Primzahlen unter den natiirli-
chen Zahlen vergleichsweise ,,hdufig® auftreten, jedenfalls ,hdufiger” als Quadratzahlen, weil
namlich >, # < oo konvergiert (fiir letzteres sieche Abschnitt 2.4).

2.4 Spezielle Konvergenzkriterien fiir Reihen, Umordnungen und
Produkte von Reihen

In diesem Abschnitt geht es zundchst um ein Konzept besonders gutartiger Konvergenz:

Definition (absolute Konvergenz). Sei kg € Z und (ak)kEZZko eine Folge in IK. Dann heifst
die Reihe ZZO:]CO ay, absolut konvergent, wenn die Reihe der Betrdge Ziiko lak| konvergiert.

Geméf dem Beschréanktheitskriterium kann Konvergenz von » 7, ‘|ag| auch einfach durch
die Ungleichung Y772, [ag| < oo ausgedriickt werden, und geméf der Dreiecksungleichung fiir
Reihen impliziert diese Konvergenz die Konvergenz von Ez’;ko ay, selbst.

Der folgende Satz liefert hinreichende Kriterien fiir absolute Konvergenz:
Satz (Kriterien fiir absolute Konvergenz). Sei ko € Z und (ay)kez.,, eine Folge in K.

(I) Quotientenkriterium: Ist ap # 0 fir k> 1 und gilt

. Ak+1
lim sup + ’ <1,
k—o0 ag

so konvergiert Zl?;ko ay, absolut.

(I) Wurzelkriterium: Gilt

lim sup §/]ax| < 1,

k—o0

so konvergiert Z;O:ko ay, absolut.
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2.4. Spezielle Konvergenzkriterien fiir Reihen, Umordnungen und Produkte von Reihen 39

(IIl) Verdichtungskriterium: Sei (ein Endstiick von) (ak)rez,, monotone Nullfolge und
ly € Ny mit 2% > ko. Dann gilt:

o0 oo
Z ar konvergiert < Z 2%2@ konvergiert
k=ko =Ly

(wobei die Reihe rechts manchmal als verdichtete Rethe bezeichnet wird).

Das Quotienten- und das Wurzelkriterium leitet man durch Vergleich mit geometrischen
Majorantenreihen her. Das Verdichtungskriterium beweist man durch geeignete Gruppierung
der Reihenglieder a; und Abschétzung iiber das grofite und kleinste Glied jeder Gruppe. Falls
man iiber das Verdichtungskriterium Konvergenz erhélt, so ist sie {ibrigens immer absolut, denn
die Voraussetzung der monotonen Nullfolge erzwingt, dass fast alle a; einheitliches Vorzeichen
haben.

In der Rechenpraxis werden das Quotienten- und das Wurzelkriterium oft recht schematisch
eingesetzt. Tatsdchlich funktionieren diese Kriterien aber nur in Féllen, in denen man auch direkt
eine geometrische Majorantenreihe angeben kann, wihrend sie in interessanten Grenzfillen oft
versagen. Das Verdichtungskriterium dagegen hat folgende wichtige Anwendung:

Anwendung (des Verdichtungskriteriums).

(1) Die Konvergenz der Reihen
oo
1
Z — mit s € R
il

wird durch das Verdichtungskriterium auf die der geometrischen Reihen Y 52 ,(217%)¢ zuriick-
gefiihrt. Diese Reihen konvergieren also genau im Fall 2!~% < 1 oder mit anderen Worten
im Fall s > 1.

(2) Auch die Reihen
— 1
—_ it R
; T (log k)° mit s €

konvergieren genau im Fall s > 1, wie man mit dem Verdichtungskriterium und (1) einsieht.
In dhnlicher Weise tritt auch bei > 72, Wloglogk)s und analogen Reihen mit hoheren
iterierten Logarithmen genau im Fall s > 1 Konvergenz ein.

Als Néchstes folgt ein Kriterium, das auch viele nicht-absolut konvergente Reihen erfasst:

Satz (Leibniz-Kriterium). Ist ko € Z und ist (ein Endstick von) (by)kez,, monotone
Nullfolge in R, so konvergiert die alternierende Reihe

> (=DFby.

k=ko

Der Beweis des Leibniz-Kriteriums basiert auf der Beobachtung, dass die Partialsummen
Ezzkg(—l)kbk mit geradem n > 1 und die mit ungeradem n > 1 jeweils beschrénkte monotone
Folgen bilden. Diese Folgen besitzen einen gemeinsamen Grenzwert in R, der auch der Wert der
Reihe ist.
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40 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

Aus dem Leibniz-Kriterium entnimmt man die nicht-absolute Konvergenz der alternieren-

den harmonischen Reihe > /7, (_]i)k und der Leibnizschen Reihe ) 7° (221); . Die Werte

der Reihen kénnen mit diesem Kriterium allerdings nicht bestimmt werden und werden sich erst
in den Ubungen beziehungsweise im weiteren Verlauf der Vorlesung herausstellen.

Weitere Kriterien fiir eventuell nicht-absolute Konvergenz benétigen noch einen Begriff:
Definition (Folgen von beschrinkter Variation). Sei ko € Z. Eine Folge (bk)kezzko in K heifst Folge von beschrdink-
ter Variation, wenn Zz":ko |br41—bi| < oo gilt.

Aus der Dreiecksungleichung fiir Reihen folgt, dass eine Folge (bk)k€Z2k0 von beschrankter Variation stets gegen
bry+ Z?:k(] (bk41—bg) € K konvergiert.
Satz. Seien ko € Z sowie (a’k)kezzko und (bk)kezzko Folgen in K.

(I) Konvergenzkriterium von Abel: Ist Z,;’o:ko ap konvergent und ist (bk)k€Z>k0 von beschrdnkter Variation, so
konvergiert auch 3°17 ; (akb)-

onvergenzkritertum von Dirichlet: Ist die Partialsummenfolge . ag eschrankt und st (bx)kez
II) K kritert Dirichlet: Ist die Partial fol, Zko beschrdnk d ist (bk)kezs,,

n€L>, 0

Nullfolge von beschrinkter Variation, so konvergiert Zl?;ko (arby).

Das Kriterium von Dirichlet verallgemeinert dabei das Leibniz-Kriterium, das dem Spezialfall a;, = (—1)* entspricht.
Bewiesen werden beide Kriterien mit der Abelschen Formel fiir partielle Summation

n

n n k
D (akb) =bnt1 D ar— Y [(bk+1_bk) > aﬂ] '

k=ko k=ko k=ko j=Fko
denn Konvergenz des vorderen Terms ist klar, die des hinteren Terms stellt die Majorante > 72\  |bk41—b| sicher.

Im Folgenden geht es hauptséchlich um Umordnungen von Reihen.

Definition. Man nennt x4 := max{z,0} € R>q den Positivteil und x_ := max{—=z,0} € R>g
den Negativteil von x € R.

Diese Konventionen sind so gewéhlt, dass = x4 — x— und |z| = x4 + z_ gelten.

Definition (Umordnungen, Teilreihen). Sei kg € Z und (ak)kEZZkO eine Folge in IK. FEine
Umordnung von Z?’:ko ay st eine Rethe der Form Z;’f:mo ag,, mit mo € Z, wenn es sich bei
m — L, um eine bijektive Abbildung von (Indizes in) Zi>y, auf (Indizes in) Z>y, handelt. Eine
Teilreihe von Zzo:ko ay 1st eine Reihe der Form Zﬁ:mo ag, mit my € Z, bei der (em)mEszO
eine strikt wachsende Folge (von Indizes) in Z>y, ist.

Die wesentliche Frage, ob und inwiefern Umordnung Konvergenz und Wert einer Reihe
verdndern kann, wird mit dem néchsten Satz weitgehend beantwortet.

Satz (iiber Umordnungen und Teilreihen). Sei kg € Z und (ak)kGszO eine Folge in K.

(I) Konvergiert Zfzko ar absolut, so konvergieren auch alle Umordnungen und Teilreihen
von ZZO:,CO ar, und die Umordnungen haben denselben Wert wie Zliiko ay, selbst.

(I') Liegt fir K = R der Fall Y377, (ar)+ = o0, Y p2y (ag)- < oo vor, so hat jede Um-
ordnung von Y 72, “ap den Wert oo (wie auch Y737, ay. selbst), und jede Teilreihe von
> ko @k hat einen Wert in R U {oo}. Im Fall 3772, (ag)+ < oo, Y224 (ax)- = oo gilt
Analoges mit —oo anstelle von oco.

(II) Riemannscher Umordnungssatz: Ist ZZOZ,CO ar, 1m Fall K = R konvergent, aber nicht
absolut konvergent, so gibt es zu jedem s € R U {—o00,00} Umordnungen und Teilreihen
von Zzozko ar mit Wert s, und es gibt auch unbestimmt divergente Umordnungen und
Teilreihen.

Ein Beweis des Satzes wird in der Vorlesung skizziert.
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Explizite Beispiele fiir das Verhalten in (II) liefern Umordnungen und Teilreihen der alter-
nierenden harmonischen Reihe.

Bemerkung. Fiir eine Reihe Zzozko ar mit reellen Gliedern aj, ergibt sich aus dem Satz, dass
beliebige Umordnung ,erlaubt ist“ und den Wert der Reihe nicht &dndert, vorausgesetzt dass
nur 22, (ay)+ < oo oder Y37, (ax)- < oo eintritt (gilt beides, so ist auch Y777, |ax| < oo,
und (I) greift; andernfalls greift (I’)). Insbesondere ist Umordnung daher unproblematisch,
wenn fast alle Glieder einheitliches Vorzeichen haben, also ax > 0 fiir k > 1 oder ar < 0
fur k£ > 1 gilt.

Im einzig verbleibenden Fall 72, (ax)+ = > 32, (ar)- = oo besagt (II) dagegen, dass bei
Umordnung ,,alles schief gehen* und sich der Wert der konvergenten Reihe ZzO:ko aj, beliebig
andern kann. Dies liegt — grob gesagt — daran, dass man bei der Berechnung einer solchen
Reihe co—oo verrechnen muss und dieser Ausdruck hochgradig unbestimmt ist.

Definition (bedingte und unbedingte Konvergenz). Fine Reihe Z,iozko ay heifit unbe-
dingt konvergent, wenn sie konvergiert und alle ihre Umordnungen denselben Wert haben.
Ist die Reihe konvergent, besitzt aber Umordnungen mit verschiedenen Werten oder divergente
Umordnungen, so heifit sie bedingt konvergent.

Bemerkung. Jedenfalls bei reellen Gliedern sind geméfl dem vorausgehenden Satz die abso-
lut konvergenten Reihen genau die unbedingt konvergenten, und die konvergenten, aber nicht
absolut konvergenten Reihen sind genau die bedingt konvergenten.

Definition (Summation iiber beliebige Indexmengen). Sei I eine abzdhlbar unendliche
Menge, d.h. es gebe eine Bijektion N — I, k — i von IN auf I. Man trifft dann sukzessive
folgende Definitionen, die sich in Anbetracht des vorigen Satzes als nur von I, nicht aber von
der zugrunde gelegten Bijektion abhdngig erweisen.

o Ist (a;)icr eine Familie* reeller Zahlen und konvergiert ppay (aik)+ oder 722, (aik)_
(oder auch beide), so setzt man

Zai = Zaik = Z (aik)Jr - Z (ai,) € RU{—00,00};
iel k=1 k=1 k=1

andernfalls ist Y, a; vom Typ ,00—00“ und bleibt undefiniert.

e Man nennt eine Familie (a;);c; reeller oder komplexer Zahlen summierbar, wenn (im
Sinne des vorigen Punktes) Y . ;la;| < co gilt.

o Ist (a;)icr eine summierbare Familie komplexer Zahlen, so vereinbart man in teilweiser
Verallgemeinerung der reellen Konvention

o0
Z a; := Zaik eC
el k=1

(wobei Konvergenz durch die Dreiecksungleichung sichergestellt wird).

2Eine Familie (a;)icr von Elementen einer Menge M ist selbst ein Element von M’ = Abb(I, M), d.h. (a:)ier
entspricht einer Funktion I — M , ¢ — a;, bei der man a; fiir den ¢ € I zugeordneten Funktionswert in M schreibt.
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42 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

Bemerkung. Prinzipiell kann man ) . ; a; auch fiir Familien (a;);c; mit iberabzdhlbarer
Indexmenge [ erklidren (nidmlich erst im Fall a; > 0 als Supremum aller endlichen Teilsummen
und dann allgemeiner fiir a; € IK). Ein endlicher Wert » ,_; a; € KK ergibt sich aber doch nur,
wenn die ,eigentliche® Indexmenge {i € I : a; # 0} endlich oder abzéhlbar unendlich ist;
insofern bringt die Verallgemeinerung kaum einen Gewinn und wird nicht genauer diskutiert.

Satz (iiber allgemeine Umordnungen). Seien I und A endliche oder abzihlbar unendliche
Mengen, und I = Jycp Jx sei zerlegt in eine Familie (Jx)xex paarweise disjunkter Teilmengen.
Falls ), a; im Sinn der vorigen Definition erkldrt ist, so gilt

ST ) 3N

iel AEA GET

Der Beweis des Satzes erfolgt analog zu dem des Umordnungssatzes fiir Reihen.
Die vielleicht wichtigstes Anwendung folgt:

Korollar & Definition (Doppelreihensatz). Sei (axe)k,0ew,x, €ine Familie reeller oder
komplexer Zahlen tiber der abzdhlbaren Indexmenge INg X INg. Falls Z(k,z)elNoxlNo ake tm Sinn
der vorigen Definition erkldrt ist, so vereinbart man hierfiir die Notation > ;_oaks als
Doppelreihe. Es tritt dann Gleichheit von zeilenweiser, spaltenweiser und diagonaler
Summation ein, d.h. es gilt

o o [o@) o 0 o
PIYEDIITEDIEDSD ar
k,6=0 k=0 ¢=0 £=0 k=0 m=0 k,lc

Fiir die Rechenpraxis bedeutet der Satz, dass man Doppelreihen Y %_, ax¢ mit nur nicht-
negativen Gliedern ay, > 0 oder mit nur nicht-positiven Gliedern ay ¢ 7§ 0 problemlos durch
Summation in beliebiger Reihenfolge ausrechnen darf (denn in diesen Féllen ist Y %_, ake €
R U {—o00,00} stets erkldrt). Sind die Vorzeichen uneinheitlich beziehungsweise die Summan-
den komplex, so gilt es zunéchst 2o (ake)+, D pro(are)— beziehungsweise > 75 ag¢| zu
kontrollieren; nur wenn man hierfiir ein endliches Ergebnis garantiert, ist > r o, a’;@g definiert
und darf (wieder in beliebiger Reihenfolge) berechnet werden. Die Vorgeschobéne Betrachtung
der Positiv-/Negativteile beziechungsweise Betréige stellt dabei die Existenz von ) 25_, age si-
cher und ist zwingend erforderlich, denn bei Nicht-Existenz von Z?E:O ar,e konnen éeilenweise,
spaltenweise und diagonale Summation dennoch zu (gleichen oder unterschiedlichen) endlichen
Ergebnissen fithren, von denen aber keines sinnvoll ist.

Einzig im speziellen Fall ay ¢ = ab, betrifft das gerade beschriebene Problem jedenfalls die
zeilen- und spaltenweise Summation nicht, denn, sobald Y7, ax und Y ;2 by konvergieren, gilt
(gemif Regel tiber das Herausziehen von Faktoren, ganz ohne Riickgriff auf den Doppelreihen-
satz)

ZZ(akbz) = (Z%) (Z@z) = Z(akbg).
k=0 ¢=0 k=0 =0 £=0 k=0

Diagonale Summation ist hierbei auch von Interesse (unter anderem, da sie nicht die Berechnung
von zwei Reihen, sondern nur die einer endlichen Summe und einer Reihe erfordert) und ist meist
moglich. Dies wird nun genauer formuliert:
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2.5. Konvergenz von Funktionenfolgen und Funktionenreihen 43

Definition (Cauchy-Produkt von Reihen). Sind (a)ren, und (be)ecn, Folgen in K, so
heif$t die (formale) Reihe

Z Z (akbg) = Z Z(akbm_k) = Z (aobm—i—albm,l—i—agbm,g—i— A am,lbl—i—ambo)

m=0 k,/e€Ng m=0 k=0 m=0
k+l=m

das Cauchy-Produkt von Y ;7 a und Y, by.

Man kann sich die Bildung des Cauchy-Produkts als ein formales Ausmultiplizieren des
Produkts (Zi":o ak) ( Yoo bg) vorstellen (bei dem es dann gilt, die entstehenden Summanden
in der angegebenen Reihenfolge wieder aufzusummieren). Diese Interpretation unterstiitzt auch:

Korollar (Cauchy-Produkt bei absoluter Konvergenz). Seien (ax)ren, und (be)ien,
Folgen in K. Konvergieren die Reihen Y - ar und .o, by absolut, so konvergiert auch ihr
Cauchy-Produkt absolut, und fiir die Werte gilt

m=0 k=0

Zur Herleitung des Korollars zeigt man durch zeilen- oder spaltenweises Vorgehen Summier-
barkeit von (axbe)k e, und erhélt dann die Behauptung aus dem Doppelreihensatz.

Ubrigens kann man () auch unter schwiicheren Konvergenzannahmen sicherstellen: Kon-
vergieren die Reihen Y7 ax und ;2 by, aber nur eine von ihnen absolut, so konvergiert ihr
Cauchy-Produkt und geniigt (*). Und ist nur bekannt, dass > 7~ ak, Yo be und deren Cauchy-
Produkt alle drei konvergieren, so gilt jedenfalls (x). Die Beweise dieser beiden Aussagen sind
allerdings etwas aufwendiger und werden weder hier noch in der Vorlesung behandelt.

2.5 Konvergenz von Funktionenfolgen und Funktionenreihen

In diesem Abschnitt geht es um die Konvergenz von Folgen und Reihen, deren Glieder statt
Zahlen ganze Funktionen sind.

Definition (punktweise und gleichméflige Konvergenz von Funktionenfolgen). Seien
D eine Menge und (f)nen eine Folge in Abb(D, K), d.h. eine Folge von Funktionen f,: D — K.

e Man sagt, dass (fn)new punktweise auf D gegen eine Grenzfunktion f € Abb(D,K)
konwvergiert, wenn gilt:

lim f,(z) = f(z) fir alle z € D.

n—oo
o Man sagt, dass (fu)new gleichmdfig auf D gegen eine Grenzfunktion f € Abb(D,IK)

konvergiert, wenn gilt:

i ((sup 11, (0) - £(2)]) =0.

n—oo xeD

Man verwendet fiir beide Konvergenzarten Notationen wie limy, .o frn = f und f, — [ und
n—o0

setzt entweder ,punktweise auf D “ oder ,gleichmdf$ig auf D “ in Worten hinzu.

Die Grenzfunktion ist bei beiden Konvergenzarten natiirlich eindeutig bestimmt.
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44 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

Punktweise Konvergenz f, — f bedeutet in einer Schreibweise mit Quantoren
n—,oo

Ve € D:Ve € Ryg: Ing € IN: Vn € N>y, 0 | fn(z) — f(2)| <€,

und gleichméfBige Konvergenz f,, — f bedeutet
n o0

Ve € Rug: dng € N: Vn € N>t Vo € D: |fo(z) — f(z)| < €.

Man kann hieran den wesentlichen Unterschied zwischen diesen Konvergenzarten erkennen,
namlich den, dass der All-Quantor Vz einmal vor und einmal nach dem Existenz-Quantor dng
auftritt (wohingegen Vertauschung von Vz mit Ve und Vn keinen Unterschied macht). Dies fiihrt
dazu, dass bei punktweiser Konvergenz lediglich die Existenz eines von x und e abhéngigen
ng verlangt wird, wihrend fiir gleichméflige Konvergenz ein nur von € abhéngiges ng bendtigt
wird, das dennoch fiir alle x € D funktioniert. Insbesondere ist hiermit natiirlich klar, dass
gleichméfBige Konvergenz eine stérkere Forderung als punktweise Konvergenz darstellt.

Bemerkung. Die wahre Bedeutung gleichmifliger Konvergenz besteht vor allem dar-
in, dass sie oft die Vertauschung von Grenzprozessen rechtfertigt. Beispielsweise erlaubt
gleichméflige Konvergenz die Vertauschung eines Limes und eines Supremums, es gilt also

lim f, = f gleichméfiig auf D = lim <sup fn(a:)> = sup f(x).
Punktweise Konvergenz lim,,_,« fr, = f auf D liefert dagegen nur lim inf,,_, (supgc6 D fn(m)) >
sup,ep f(z). Analoges gilt natiirlich fiir Infima anstelle von Suprema. Weitere und wichtige-
re Beispiele von Vertauschungsprinzipien, die auf gleichméfiger Konvergenz beruhen, folgen
demnichst (und spielen in der ganzen Analysis immer wieder eine wichtige Rolle).

Punktweise und gleichméflige Konvergenz machen auch bei Funktionenreihen Sinn:

Definition (punktweise und gleichméflige Konvergenz von Funktionenreihen). Seien
D eine Menge, ko € Zi und (fk)kezzko eine Folge in Abb(D,K). Man spricht von punktweiser
beziehungsweise gleichmdfiger Konvergenz der Funktionenreihe Zzo:ko fr, wenn ihre Parti-
alsummenfolge (Zzzko fk)n€Z>k0 punktweise beziehungsweise gleichmdafig konvergiert. Als Wert

der Reihe betrachtet man im Konvergenzfall die Grenzfunktion

oo n
D fie=lim Y i
k=ko k=ko
Punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen und -reihen lésst sich direkt mit den aus den
vorausgehenden Abschnitten bekannten Kriterien fiir Zahlenfolgen und -reihen untersuchen. Fiir

gleichméfBige Konvergenz wird nun eine Auswahl spezifischer Kriterien formuliert, die nichtsde-
stotrotz nah am bereits Bekannten bleiben:

Satz (Kriterien fiir gleichméflige Konvergenz). Seien eine Menge D, ky € Z und Funk-
tionen fi, fygr: D — K zu k € Zi gegeben.

(I) Cauchy-Kriterium fiir gleichmdfige Konvergenz: Die Folge (fn)new konvergiert
genau dann gleichmdfig auf D, wenn sie auf D gleichmdfiige Cauchy-Folge ist, d.h.
wenn es zu jedem € > 0 ein ng € IN gibt, so dass | fn(x)—fm(2)| < e fiir alle n,m € N>y,
und x € D gilt.
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2.5. Konvergenz von Funktionenfolgen und Funktionenreihen 45

(IT1) Nullfolgenkriterium: Gleichmdifige Konvergenz f, -2 f liegt genau dann vor, wenn
n oo

es eine Nullfolge (ap)new (von Zahlen!) in R>o gibt, so dassVx € D: |fp(z) — f(z)| < ap
fiirn>1 gilt.

(III) Weserstraf3-Majorantenkriterium: Gilt Yx € D: |fi(x)| < ¢ fir k > 1 fir Kon-
stanten c € R>o und konvergiert die konstante Majorantenreihe Zzozko cp < 00, SO
konvergiert die Funktionenreihe Zzozko fr gleichmdfsig.

(IV) Leibniz-Kriterium fiir gleichmdéflige Konvergenz: Sei K = R. Ist (gk(x))k€Z2kO fiir
jedes x € D monotone Folge und konvergiert gy, k—) 0 gleichmdf$ig auf D, so konvergiert
—00

Zzozko(—l)kgk gleichmdfig auf D.

(V) Abel-Kriterium fiir gleichmdfige Konvergenz: Konvergiert ZZO:,% 1 gleichmdfig
auf D sowie Y 72, |grr1—gk| punktweise auf D und ist |gro|+ > 32y |9k+1—9k| auf D
beschrinkt®, so konvergiert Zgozko(fkgk) gleichmdflig auf D.

(VI) Dirichlet-Kriterium fiir gleichmdfige Konvergenz: Bleiben die Partialsummen von
Zzozko fr auf D gleichmdfig beschrinkt* und konvergiert Zzozko lgk+1—9k| gleichmdfig
auf D sowie gy, v 0 punktweise auf D, so konvergiert 327~ (frgr) gleichmapig auf D.

—00

Definition & Bemerkung (normale Konvergenz von Funktionenreihen). Unter den
Kriterien des Satzes ist insbesondere das Majorantenkriterium (I111) von Bedeutung, so dass sich
fiir die dort vorausgesetzte Konvergenz eine spezifische Bezeichnung eingebiirgert hat: Man nennt
Ziozko fr mormal konvergent, wenn es wie im Kriterium (III) eine konvergente, konstante
Magorantenreihe Y 72, cx < oo gibt.

Die Beweise der Konvergenzkriterien (I)-(III) sind recht einfach: Das Cauchy-Kriterium be-
weist man durch Zuriickfithrung auf das Cauchy-Kriterium fiir Zahlenfolgen, das Nullfolgenkrite-
rium ist eine direkte Konsequenz der Definition, und das Majorantenkriterium ergibt sich durch
Anwendung der Nullfolgenkriteriums mit einer punktweisen Grenzfunktion und a,, = > ;2 41 Ck-

Die Beweise der Kriterien (V) und (VI) gestalten sich etwas komplizierter. Sie basieren auf
der (in Abschnitt 2.4 am Rande erwéhnten) Abelschen Formel fiir partielle Summation

n n n k
> (fegk) =gnt1 Y fe— > [(gk-i-lgk) S f
k=m k=m k=m j=m

Fiir das Abel-Kriterium macht man hierbei den Grenziibergang n > m — oo und argu-
mentiert, dass auf der rechten Seite der Formel |gn41| und > ;.  |gk+1—9gk| gleichméBig be-
schrinkt bleiben, withrend | Y, fi| und | Ef:m ;| gleichméBig gegen Null gehen. Gemif dem
Cauchy-Kriterium (I) folgt dann gleichméfige Konvergenz von Ziiko (frgr). Fir das Dirichlet-
Kriterium benutzt man, dass aus gleichméfliger Konvergenz der Reihe Zzozko lgk+1—grk| die
gleichméflige Folgen-Konvergenz g, =29 mit g = gg,+ Zio:ko (9k+1—gx) folgt. In der Si-

tuation von (VI) muss g = 0 sein, daher ist die dort vorausgesetzte Konvergenz g, —
n—oo

automatisch gleichméflig. Es reicht nun, in der Abelschen Formel mit m = ky den Grenziiber-
gang n — oo zu machen. Der hintere Term auf der rechten Seite konvergiert dann gleichméBig,

®Die hier vorausgesetzte Beschréinktheit bedeutet sup, ¢ [|gk, ()|+ Z,;’i,m |gk+1(x)—gr(z)|] < oo.
“Gleichmiflige Beschriinktheit der Partialsummen bedeutet hier, dass es eine Schranke M € Ryo mit
| ZZ:ko fk(x)} < M fiir alle x € D und n € Z>y, geben muss.
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46 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

weil | Zf:m ;| gleichméfig beschrénkt bleibt und die gleichméafig konvergente Majorantenreihe
> rin lgk+1—gk| zur Verfiigung steht. Der vordere Term ist als Produkt der gleichméfiigen Null-
folge gn+1 mit einer gleichméBig beschréinkten Folge selbst eine gleichméBige Nullfolge. Insgesamt
folgt somit auch in diesem Fall die behauptete gleichméBige Konvergenz von > 7 (frgk)-

Das Leibniz-Kriterium (IV) erhilt man aus dem Spezialfall f;, = (—1)¥ von (VI), denn
unter den Voraussetzungen von (IV) ergibt sich mit >y, |gev1—9k| = | 25—y, (9r+1—98)| =
|gn+1—9ko| die gleichmiBige Konvergenz von » 2% gr1—9k| = [gkol-

2.6 Potenzreihen und komplexe Exponentialfunktion

Folgender ist der wichtigste Typ von Funktionenreihen:

Definition (Potenzreihen). Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form

o0
Z cr(z—a)k = co + c1(z—a) + ca(z—a)? + e3(z—a)® + . ..
k=0
mit gegebenen Koeffizienten cy,cy,co,c3,... € C und gegebenem Entwicklungspunkt a € C.

Man fasst diese Reihe als Funktionenreihe der komplezen Variablen z € C auf und nennt die
Menge {z € C : Y22, ck(z—a)* konvergiert.} den Konvergenzbereich der Potenzreihe. Die
durch die Abbildungsvorschrift z — Y po, cx(z—a)* definierte Funktion vom Konvergenzbereich
der Potenzreihe nach C nennt man eine Potenzreihenfunktion.

Das Konvergenzverhalten von Potenzreihen l&sst sich nun sehr allgemein beschreiben.

Hauptsatz (Konvergenzverhalten von Potenzreihen). Seien a € C und (cx)ren, eine
Folge in C. Dann gibt es genau eine Zahl R € R>o U {oo}, so dass

cr(z—a)" fiir alle z € C mit |z—a| < R konvergiert,

T

NERE

cr(z—a)* fiir alle z € C mit |z—a| > R divergiert.

ol

=0

Die Konvergenz im Fall |z—a| < R ist sogar absolut, und fiir jedes fizierte r < R ist sie normal
und somit gleichmdf$ig auf der Menge {z € C : |z—a| < r}.

Definition (Konvergenzradien). Die eindeutig bestimmte Zahl R € R>¢ U {oo} des Haupt-
satzes heifit Konvergenzradius der Potenzreihe Y pe cx(z—a)F.

Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe Y 3o ck(z—a)¥ ist also entweder ganz C (Fall
R = o0), nur der Entwicklunspunkt {a} (Fall R = 0) oder eine Kreisscheibe in der Gauf}-
schen Zahlenebene mit Mittelpunkt a und Radius R € Rsg. Im letzten Fall ist es genauer
so, dass die offene Kreisscheibe {z € C : |z—a| < R} im Konvergenzbereich und der Kon-
vergenzbereich wiederum in der abgeschlossenen Kreisscheibe {z € C : |z—a| < R} enthalten
ist; dariiber, ob/welche Randpunkte, d.h. Punkte der Kreislinie {z € C : |z—a| = R}, zum
Konvergenzbereich gehéren, sagt der Satz erst einmal nichts. Leicht einzusehen ist aber, dass
absolute Konvergenz entweder auf der ganzen Kreislinie oder in keinem einzigen Randpunkt
eintritt. Liegt keine absolute Konvergenz vor, so ist nicht-absolute Konvergenz auf der ganzen
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Kreislinie, Divergenz auf der ganzen Kreislinie oder auch nicht-absolute Konvergenz in manchen
und Divergenz in anderen Randpunkten moglich. Grundlegende Beispiele hierzu werden in der
Vorlesung besprochen. Fortgeschrittene Beispiele demonstrieren iibrigens auch die Moglichkeit
des Auftretens ,,wilder Mischungen“ von Konvergenz- und Divergenzrandpunkten sowie sehr
ungleichméBiger Konvergenz auf dem ganzen Rand.

Zusatz (iiber die Berechnung von Konvergenzradien). Zur Berechnung des Konvergenz-
radius R einer Potenzreihe Y oo cr(2—a)* kann man . ..

(A) fiir ein R € R>qU{co} nachweisen, dass fiir s € [0, R[ stets |ci|s* v 0 und fir s € [R, 00|
—00
stets |cp|s® —£ 0 gilt;

k—00

(B) die Formel von Euler

verwenden, vorausgesetzt der Limes existiert in R>o U {oo};
(C) die allgemeingiiltige Formel von Cauchy-Hadamard
1

lim supy._,, 4/1c8]

verwenden, bei der % = 00 und é = 0 zu verstehen ist.

R:

Zum Beweis des Hauptsatzes und des Zusatzes wird in der Vorlesung durch Vergleich mit geo-
metrischen Reihen argumentiert. Die Formeln von Euler und Cauchy-Hadamard héngen dabei
mit dem Quotientenkriterium und dem Wurzelkriterium des Abschnitts 2.4 zusammen.

Grundoperationen (mit Potenzreihen). Seien

— ch(z—a)k und ]?(Z) = ZEk(Z_a)k
k=0 k=0

Potenzreihen (funktionen) mit Konvergenzradien R und R.

(1) Linearkombinationen
© ~
Zsck—l—tck —a)* = sf(z) +tf(2) mit s,t € K
k=0

sind wieder Potenzreihen; ihr Konvergenzradius ist mindestens min{ R, é}

(2) Das Cauchy-Produkt

i <ikm k) o)™ = [()(2)

=0 k=0

ist wieder eine Potenzreihe; ihr Konvergenzradius ist mindestens min{ R, R}.
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(3) Unter der Entwicklung um einen anderen Punkt b im offenen Konvergenzbereich (d.h.
um b € C mit |b—a| < R) versteht man den Ubergang zur Potenzreihe

flz) = Z dy(z—b)" mit Koeffizienten dy = Z Ck <l;) (b—a)r*
=0

k=t

um den Entwicklungspunkt b. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist mindestens R—|b—al,
und auf der offenen Kreisscheibe um b mit Radius R—|b—a| stellt sie die urspriingliche
Funktion f dar.

Die Form der Koeffizienten in (3) ergibt sich durch Ausmultiplizieren von ((b—a) + (z—b))*
mittels Binomialsatz und Umordnung.

Es folgt das wohl wichtigste Beispiel einer Potenzreihe, deren Konvergenzradius (z.B. gemi8
Formel von Euler) oo ist:

Definition (komplexe Exponentialfunktion und Exponentialreihe). Die komplexe Ex-
ponentialfunktion exp: C — C ist definiert durch

© _k
exp(z) :=e* := Z % fir ze C
k=0

mit der fir alle z € C absolut konvergenten komplexen Exponentialreihe ) %

Aufgrund des Satzes iiber die reelle Exponentialreihe in Abschnitt 2.3 ist diese Definition
konsistent mit der fritheren Definition von exp(x) = e* fiir x € R.

Hauptsatz (Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion). Wichtige Eigenschaf-
ten der komplexen Exponentialfunktion folgen:

(I) Die Partialsummen der Ezponentialreihe geniigen der Fehlerabschdtzung

< Z ﬂg (n—l—l)!(e —1) < (n+1)!e fiir alle z € C, n e Ny.

(IT1) Die Grenzwertdarstellungen der Exponentialfunktion

n n
e = lim (H—Z) und eliMn—oo Zn — i <1+Zn)
n n

n—00 n—0o0
gelten fiir jedes z € C und jede in C konvergente Folge (zp)nenN-

(ITT) Es gilt das Exponentialgesetz

e*TW = e%e¥ fiir alle z,w € C.

(IV) Es gilt die Eulersche Formel

el = cis = cos ¥ + isin ¥ fur alle 9 € R.
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(V) Es gilt die Abschitzung
le*—e¥| < eM|z—w| fiir alle z,w € C mit max{Re(z), Re(w)} < M,

die spdter als Dehnungsbeschrinktheit der Exponentialfunktion (bei von oben beschrdnk-
tem Realteil) verstanden werden kann.

Aus den Teilen (III), (IV) des Satzes und den Eigenschaften von cis erhélt man die Folge-
rungen
e =M cis(Im(z)),  |e*| =3 F=¢7

fiir beliebiges z € C, und wegen der Moglichkeit der Polardarstellung folgt auch, dass die Bild-
menge exp(C) von exp genau C\ {0} ist. Aus der 27-Periodizitét von cis ergibt sich fiir z,w € C
auBerdem die Aquivalenz

e =e" < z=w+ 27ik firein k € Z
und damit die 2wi-Periodizitdt der Exponentialfunktion.

Beim Beweis des Hauptsatzes gehen verschiedene Argumente ein. Fiir die Teile (I) und (II)
verwendet man dieselben Abschitzungen wie bei der reellen Exponentialreihe, wihrend das Ex-
ponentialgesetz (IIT) auf die Berechnung des Cauchy-Produkts zweier Exponentialreihen zuriick-
gefithrt werden kann. Zum Beweis der Eulerschen Formel verifiziert man mit Abschitzungen aus

Abschnitt 1.7 zunéchst lim,,_ o n(ms v_q ) = 1 und schlieBt mittels (IT) und der Formel von

De Moivre auf .
.9 n
. n(cis -1 U
e = lim <1+(")> = lim (cis > =cis?.
n—o00 n n—o0 n

Fiir Teil (V) schlieBlich wird ein Beweis durch explizite Rechnung und Abschétzung in der
Vorlesung angegeben.

Ausgehend von der komplexen Exponentialfunktion kénnen verschiedene andere Funktionen
und Konzepte eingefiihrt werden:

Korollar & Definition (Kreisfunktionen und Hyperbelfunktionen im Komplexen).
Fiir komplexe Argumente z € C erkldrt man die Kreisfunktionen sin,cos: C — C sowie
tan: C\ (Z+3)m — C und cot: C\ Zr — C durch

1z+e—1z e ) eiz_e—i & 2k+l
=0 k:o
1
tan z = sin 2 falls z ¢ <Z+7>7r, cot 7 1= falls z ¢ Zm
Ccos z 2 sin z

(wobei (Z+3)m := {(2+%)7 : 2 € Z} und Ghnliche naheliegende Notationen verwendet wurden).
Diese Definition verallgemeinert die in Abschnitt 1.7 erklirten Kreisfunktionen einer reellen
Variablen, und man erhdlt jetzt

cos® z +sin?z =1 fiir alle z € C.

Analog werden die Hyperbelfunktionen Sinus Hyperbolicus und Kosinus Hyperbolicus
sinh, cosh: C — C sowie Tangens Hyperbolicus tanh: C\ (Z+%)i7r — C und und Kotangens
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50 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

Hyperbolicus coth: C\ Zir — C fiir z € C erklirt durch

e*te? 0 Z?k: ) e%—e— % > 2k’+1
cosh z := 5 = 20 sinh z := 5 Z k1!
k=0 k::()
inh 1 h
tanhz = S0 1° falls z ¢ (Z+ )i7r coth z 1= 0% falls z ¢ Zir .
osh z sinh z
Man erhdlt
cosh? z —sinh? z = 1 fiir alle z € C.

Korollar & Definition (komplexe Logarithmen). Zu jedem z € C\ {0} gibt es eine Zahl
w € C mit e¥ = z. Fine solches w wird als komplexer Logarithmus von z bezeichnet und ist
(nur) bis auf Addition von 2mik mit k € Z eindeutig durch z bestimmt. Den (véllig) eindeutigen
komplexen Logarithmus von z € C\ {0} mit Imagindrteil in |—m, | bezeichnet man mit Log z,
und die hierdurch definierte Funktion Log: C\ {0} — R+1i]—m, x| nennt man den Hauptzweig
des komplexen Logarithmus; dieser hingt mit der Argumentfunktion aus Abschnitt 1.7 durch

Logz =log|z| +iArgz fiir alle z € C\ {0}
zusammen.

Definition (Potenzen mit komplexen Exponenten). Fiir komplexe Basen z € C\ {0} und
kompleze Exponenten s € C kann man eine Potenz z° € C\ {0} durch

S

2% := exp(s Log z)
tiber den Hauptzweig Log des komplexen Logarithmus erkldiren.

Fiir positive reelle Basen z = a € R~ und komplexe Exponenten s € C kommt dann
bei a® = exp(sloga) nur der reelle Logarithmus log vor, und in diesem Fall ist die Definition
allgemein iiblich und geniigt den ,normalen“ Rechenregeln. Fiir z,w € C\ R>¢ dagegen kann
sich z°w® von (zw)® um einen Faktor exp(s27ik), k € Z unterscheiden, daher sind Potenzen mit
negativen oder nicht-reellen Basen nicht gleichermaflen natiirlich und mit Vorsicht zu behandeln.

Als Nichstes werden weitere Sitze und Operationen mit Potenzreihen eingefiihrt, die dann
bei der Behandlung und Berechnung konkreter Beispielreihen eingesetzt werden.

Satz (Identitiéitssatz fiir Potenzreihen). Seien > 72 cr(z—a)* und Y 32, ck(z—a)k 2wei
Potenzreihen mit Koeffizienten cy,c, € C und gemeinsamem Entwicklungspunkt a € C. Seien
aufserdem f und f die durch diese Reihen auf den jeweiligen Konvergenzbereichen Dy und D7

gegebenen Potenzreihenfunktionen. Gibt es dann eine Folge (2p)new in (Dy N D ) \ {a} mit
fzn) = f(zn) fiir alle n € IN und lim,,_,oc 2n = a, so stimmen die Koeffizienten c = ¢ fiir alle
k € Ng dberein (und folglich gilt f = f auf Dy = Dy).

Zum Beweis des Satzes fiihrt man ein Widerspruchsargument. Man nimmt an, dass es Zahlen
k € INg mit ¢ # ¢ gibt, und betrachtet die kleinste solche Zahl ky € INg. Es ergibt sich dann
mit

- f(zn) = (zn) - ~ k—k
0=l e ol D (@)
0

. k—k ~
= Cy—Chy + g [ Ck—Ck) hn;o(zn—a) 0} = Cy—Chy
k=ko+1
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2.6. Potenzreihen und komplexe Exponentialfunktion 51

ein Widerspruch. Das soeben erfolgte Hineinziehen des Limes in die Reihe ist hierbei durch die
gleichméfiige Konvergenz der Reihe nahe des Entwicklungspunkts a gerechtfertigt und wird in
der Vorlesung technisch genauer begriindet. Es handelt sich um eine typische Manifestation
des Prinzips, dass gleichmiflige Konvergenz die Vertauschung von Grenzprozessen
erlaubt.

Weitere Operationen (mit Potenzreihen). Seien
)= a0, fx) =D =), Q)= d(¢—fla)
k=0 k=0 =0

Potenzreihen(funktionen) mit positiven Konvergenzradien (wobei ein eventueller Wechsel des
Entwicklungspunkts gem#fi Operation (3) bei f, g bereits vorgenommen sei).

(4) Ist co = f(a) # 0, so ist der Quotient % wieder als Potenzreihe mit positivem Kon-
vergenzradius um den Entwicklungspunkt a darstellbar.

(5) Die Verkettung 5( f (z)) ist wieder als Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius um
den Entwicklungspunkt a darstellbar.

(6) Ist ¢ # 0, so gibt es ein o > 0 und eine Potenzreihenfunktion g mit g(cy) = a vom
Konvergenzradius mindestens ¢ um den Entwicklungspunkt ¢o = f(a), so dass f(g(¢)) = ¢
fiir |(—co| < o gilt. Man bezeichnet g dann als (lokale) Umkehrfunktion zu f nahe a.

Der wesentliche Punkt ist hierbei, dass die Konvergenzradien der Reihen in (4), (5), (6)
zwar nicht explizit gegeben, aber jedenfalls positiv sind.

Beweis zu Quotienten-Operation (4). Es reicht, 1/f(z) in eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius zu entwickeln,

denn mittels Cauchy-Produkt erhélt man aus Potenzreihen fiir f(z) und 1/f(z) eine weitere fiir den Quotienten f(z)/f(2),
wieder mit positivem Konvergenzradius. Die Entwicklung von 1/f(z) gelingt mittels der geometrischen Reihe

o0 ') Z
L _ 1, 1 _ 1 1 o
f(2) B co 1+% 220:1 C]g(Z*a)k - Z( 0 kzck(z a) > ,

wobei die Konvergenz der rechten Seite fiir |z—a] < p mit einem gewissen positiven Radius g jetzt diskutiert wird.

Aufgrund des positiven Konvergenzradius der Ausgangsreihe ist es tatsichlich moglich (und reicht aus), ein positives o
: - 1 5 1 1 4 1 1\¢ 2 . "
mit \T%I >z lerle® ™t < 1 zu wihlen. Wegen Teol >0 (W S lekld®)” < Teol Yo (3) = Teg] konvergieren fiir
|z—a| < ¢ dann alle Reihen in der Entwicklung von 1/f(z) absolut. Die absolute Konvergenz bleibt erhalten, wenn man

(7% > heq Ck (zfa)k)z = 3% ; Vk,e(2—a)* mittels mehrfachen Cauchy-Produkts ausmultipliziert und gewisse Koeffizien-
ten v ¢ € C erhilt. Folglich erlaubt die absolute Konvergenz auch die Umordnung

1 1 ST . 1 =) 1 k .
72 ZEZZ_%I;%,E(Z*G) :*Z *Z%,e (z—a)

€0 =0 \ % 1=

der erhaltenen Doppelreihe in eine mindestens fiir |z—a| < ¢ konvergente Potenzreihe. O

Beweis zur Verkettungs-Operation (5). Fiir die Verkettung erhélt man durch Einsetzen und Vereinfachung mittels f(a) =

¢o die Reihe
_ > oo . L oo 0o £
9(F(2) =D _de ( D (z—a)* ~ f(a)> =D de ( > G (za)’“) :
£=0 k=0 £=0 k=1

Auch hier ist die Konvergenz fiir |z—a| < p mit positivem g sicherzustellen. Den Ansatzpunkt dafiir bildet die Beobachtung,
dass die Koeffizienten 075 wegen des positiven Konvergenzradius der zugehorigen Potenzreihe hdchstens exponentiell wachsen
kénnen, also |dg| < C¢t fiir alle £ € Ng und gewisse Konstanten ¢, C' € R~ erfiillen. Darauf aufbauend argumentiert man
weitgehend wie im vorigen Beweis: Es kann ein positives ¢ mit o> 72 |Gkl T < % gewihlt werden, fiir [z—a| < g ist
absolute Konvergenz garantiert, und per Cauchy-Produkt und Umordnung gelangt man zu einer mindestens fiir |[z—a| < ¢
konvergenten Potenzreihendarstellung von ﬁ(f(z)) O
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52 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

Der Beweis zur Umkehr-Operation (6) ist mit der Binomialreihe des nichsten Satzes verbunden und wird deshalb bis
nach diesem Satz aufgeschoben.

Satz (grundlegende Beispiele von Potenzreihen). Grundlegende Potenzreihen sind .. .
(I) die Binomialreihe zum Exponent s € C (Konvergenzradius 1 falls s ¢ WNg und oo sonst)
(s
Z <k>zk = (1+2)° fir z € C mit |z| <1
k=0
(wobei rechts die oben definierten allgemeinen Potenzen auftreten);
(IT) die Logarithmusreihe (Konvergenzradius 1)
e 1 k—1
Z = Log(1+2) fir z € C mit |z| <1
k=1
(wobei rechts der Hauptzweig Log des komplezen Logarithmus auftritt);

(III) die Reihe mit den Bernoulli-Zahlen by (positiver Konvergenzradius Re, der sich spdter als
21 herausstellen wird)

Z—k S fir z € C mit 0 # |z| < Re.
k:k e’—1

Bemerkung. Die Bedeutung der letztgenannten Reihe besteht vor allem darin, dass man aus
ihr Reihenentwicklungen der Kreis- und Hyperbelfunktionen tan, cot, tanh und coth
ableiten kann. Im Einzelnen verwendet man dazu die Formeln zcothz = 2

2 coth(2z)— coth z sowie cot z = icoth(iz) und tan z = } tanh(iz). Benutzt man zudem b; = —1%

und die Tatsache, dass alle anderen Bernoulli-Zahlen by, mit ungeradem Index Verschwinden S0
ergibt sich (Formeln mit coth und cot giiltig fiir 0 # |z| < Z=, mit tanh und tan fiir 2| < )

4oy, L2k _ G LT
zcothz—z( 2%)! , tanhz—;@wz ,
1)k4Fp = k=l4k(4k_1)p
zcotzzz< () ) ka%, tanzzz( ) (Qk() )ka% 1
k=0

k=1

Ein Beweis des Satzes wird in der Vorlesung gegeben.

Im Einzelnen wird bei diesem Beweis zuerst der Wert 357 (2)z* = (1+)° der Binomialreihe fiir reelle z € ]—1,1]
und rationale Exponenten s € Q nachgewiesen. Damit ldsst sich dann die Moglichkeit der Umkehr-Operation (6) begriinden:

Beweisskizze zur Umkehr-Operation (6). Es lidsst sich annehmen, dass a = ¢g = 0, ¢; = 1 eintritt (sonst zu fo(z) :
cfl(f(a—i-z)—co) iibergehen) und der Konvergenzradius R von f(z) = z+ > 50, ck2® grofer als 1 ist (sonst fi(z) :

%f(gz) betrachten). Fiir M := supycp |ck| bedeutet dies M > 1 und (zum Beispiel gemdf8 der Formel von Cauchy-
Hadamard) M < oo.

Fiir eine Voriiberlegung sei zudem angenommen, dass die gesuchte Entwicklung der Umkehrfunktion g(¢) = >_72, dec?

mit positivem Konvergenzradius existiert. Dann muss do = g(0) = 0 gelten, und aus ¢ = f(g9(¢)) = > _pey Ck(z(f;l dgCe)k
berechnet man durch Ausmultiplizieren der rechten Seite, Koeffizientenvergleich gemaf dem Identitétssatz und Auflésen

m
di=1 und  dm=->c > dede-...-dg, fir me Ny,
2 £, EN
L1+ Lp=m
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2.6. Potenzreihen und komplexe Exponentialfunktion 53

Um die Existenz der gesuchten Potenzreihenfunktion g zu beweisen, kehrt man diese Argumentation nun um: Man
fasst die gerade erhaltenen Formeln als Rekursionsformeln auf, durch die man die Koeffizienten d; iiberhaupt erst definiert.
Dann erhilt man die Behauptung, sobald man bei g(¢) := > 52, dyC¢? einen positiven Konvergenzradius sicherstellt — denn
die Rekursionsformeln wurden ja gerade so bestimmt, dass f(g(¢)) = ¢ fiir || < 1 eintritt.

Es bleibt also nur der behauptete positive Konvergenzradius beim so definierten g nachzuweisen. Dazu vergleicht

2 ~
man z+ Y 50, cxz¥ = f(2) fiir || < 1 mit der geometrischen Reihenentwicklung z— 3"72 , 2% = 2— = =t f(2). Durch
Losen einer quadratischen Gleichung erhélt man eine explizite lokale Umkehrfunktion g zu f, diese ist zumindest fiir
z € R mit |z] < 1 durch g(z) = %(1+CE—\/1—6$+$2) gegeben. Der erhaltene Ausdruck fiir g ldsst sich mit (dem schon

verfiigbaren Fall) der Binomialreihe und der Verkettungs-Operation (5) in eine Potenzreihe g(z) = > 52, dya’ mit positivem

Konvergenzradius entwickeln. Die Rekursionsformeln der Voriiberlegung miissen nun auch mit den Koeffizienten dy von g
anstelle der dy und den Koeffizienten ¢a = ¢3 = ¢4 = ... = —1 von [ anstelle der ¢j gelten (denn fiir die Voriiberlegung
reicht es, f(ﬁ(x)) = z nur fiir reelle z zu wissen, die sich gegen 0 hdufen). Aus der Struktur der Rekursionsformeln und
lek| < M = M(—¢}) fiir k € N5 folgt jetzt durch Induktion |dm| < M™=14d,, fiir alle m € IN, und damit kann man vom
positiven Konvergenzradius bei g auf einen positiven Konvergenzradius bei g schlieflen. |

Unter Verwendung der Umkehr-Operation (6) konnen die Aussagen des letzten Satzes zur Binomialreihe (im allgemeinen
Fall) und zur Logarithmusreihe gezeigt werden. Die Aussage iiber die Reihe mit den Bernoulli-Zahlen beruht dagegen auf
der Quotienten-Operation (4). Fiir die Ausfithrung dieser Beweise wird auf die Vorlesung verwiesen.

Als vorlaufig letztes Resultat zu Reihen wird noch ein niitzliches Ergebnis zum Randverhalten
von Potenzreihen erwéhnt.

Satz (Abelscher Grenzwertsatz). Sei Y oo cr(2—a)* =: f(z) eine Potenzreihe(nfunktion)
mit positivem Konvergenzradius R. Konvergiert die Rethe in einem Randpunkt z* € C,
|z*—a| = R ihres Konvergenzbereichs D, so konvergiert sie gleichmdflig auf jedem dreiecki-
gen Bereich A mit diesem Randpunkt z* als einer Ecke und den anderen beiden Fcken
in D. Fiir jede konvergente Folge (zn)neN n A mit limy, o0 2, € D gilt dann

lim_ f(z) = f( Tim =),

n—o0 n—o0

und insbesondere kann der Rethenwert im Randpunkt
_ T 1 1
f(z) = nlgngof(aﬁ(l—a)f)
durch Anndherung entlang der Strecke von a nach z* berechnet werden.

Der Beweis der im Satz behaupteten gleichméfiigen Konvergenz erfolgt mit dem Abel-
Kriterium aus Abschnitt 2.5. Die Grenzwertaussagen basieren dann auf der Vertauschung des
Limes mit der Reihe und ergeben sich als eine typische Folgerung aus der gleichméfiger Kon-
vergenz.

Bemerkung. Der Satz erfasst auch und vor allem den Fall nicht-absoluter Kon-
vergenz im Randpunkt z* und garantiert selbst dann, dass diese Konvergenz gegen den
werwarteten® Wert erfolgt und dieser als Limes von Werten im Innern des Konvergenzkreises
berechnet werden kann. Bei absoluter Konvergenz in einem Randpunkt stimmt dies auch, ist
aber viel einfacher einzusehen: In diesem Fall hat man ja direkt eine konstante Majorantenreihe,
die sogar auf dem gesamten Konvergenzkreis gleichméflige Konvergenz erzwingt.

Anwendung (des Abelschen Grenzwertsatzes auf die Logarithmusreihe). Geméfi dem Dirichlet-
Kriterium konvergiert die Logarithmus-Reihe )77, %zk auch fiir alle Randpunkte z € C,
|z| = 1 ihres Konvergenzkreises aufier z = —1. Aus dem Abelschen Grenzwertsatz folgt dann,
dass die Logarithmusreihe auch in diesen Randpunkten den Wert Log(1+2) besitzt. Fiir z = 1

ergibt sich hieraus der Wert der alternierenden harmonischen Reihe

= (-1
Z ———— =log?2
k=1 k
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54 KAPITEL 2. Folgen und Reihen

(die in den Ubungen aber auch auf anderem Weg schon berechnet wurde). Fiir z = i erhilt man
nach Imaginérteilbildung den Wert der sogenannten Leibnizschen Reihe

o0

(—1)¢ 111 1 1 m
3 =l ——t .=,
= 241 3t5 7o 1 4
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Kapitel 3

Grenzwerte von Funktionen und
Stetigkeit

3.1 Allgemeine Grenzwerte

In diesem Abschnitt wird ein allgemeiner Grenzwertbegriff vorgestellt.

Definition (allgemeine Grenzwerte, Umgebungsformulierung). Seien Mengen D und
M, eine Funktion f: D — M sowie nicht-leere Mengensysteme S, C P(D) und Sy, C P(M) ge-
geben, wobei die Elemente von S, in diesem Zusammenhang als Umgebungen von a und
die von Sy als Umgebungen von b bezeichnet werden. Man sagt dann, dass f(x) beim
Grenziibergang * — a gegen b konvergiert und nennt b den Grenzwert oder Limes
von f an der Grenzstelle a, wenn es zu jedem V € S, ein U € S, ¢ibt, so dass fiir alle
x € U\ {a} auch f(x) € V gilt. Man notiert hierfiir

lim f(z) =05 oder  f(z) —b.

r—a T—a

Es mag verwundern, dass a und b in dieser Definition nicht spezifiziert werden und zur

Definition von lim,_,, f(x) = b nur die beliebigen Mengensysteme S, und S, verwendet werden,
wéhrend a und b selbst gar nicht auftreten (jedenfalls abgesehen von der Herausnahme von {a}).
Hierfiir gibt es aber gute Griinde: Zum einen kann man sich fiir den Anfang zwar a € D, b€ M
oder sogar a € U, b € V fiir alle U € S,, V € & vorstellen, aber fiir viele naheliegende Fille
ist dies schon zu einschréinkend. Zum anderen arbeitet man in der Praxis nicht mit beliebigen,
sondern mit speziellen, nur von a und b abhingigen Mengensystemen S, und Sp, so dass es Sinn
macht, bei lim,_,, f(x) = b nur a und b zu notieren und auf explizite Angabe von S, und S, zu
verzichten. Beides wird im Folgenden noch klarer.

Bemerkungen.
(1) In einer Formulierung mit Quantoren besagt die Definition von lim,_,, f(z) = b gerade
VW e8: U €S,:VeeU\{a}: f(x)eV.
Die Aussage Vo € U \ {a}: f(z) € V kann man dabei kiirzer als f(U \ {a}) C V notieren.

(2) Bei Wahl geeigneter Mengensysteme S, und S;, bedeutet lim,_,, f(z) = b, dass fiir nahe
an a gelegene, doch von a verschiedene x auch f(x) nahe an b liegt. Unter gewissen
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56 KAPITEL 3. Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Minimalannahmen (im Einzelnen denen, dass (U N U)\ {a} # 0 fiir alle U,U € S, gilt und
es zu zwei verschiedenen Kandidaten b # b fiir den Grenzwert jeweils ein V' € S, und ein
Ve S5 mit Vv =90 gibt) ist der Limes b aulerdem eindeutig durch a und die Werte von
f auf einer punktierten Umgebung U \ {a}, U € S, von a bestimmt. Insbesondere hingt
limg_,q f(x) nicht vom Funktionswert f(a) an der Grenzstelle a ab.

(3) Analog erklidrt man b zum Haufungswert von f(z) beim Grenziibergang x — a, wenn
VW eS: VU e€S,: JxeU\{a}: f(x) eV

gilt. Fiir M = R kann man dann in Analogie zu Folgen auch fiir allgemeine Grenziibergéinge
x — a den Limes superior und den Limes inferior als grofiten und kleinsten Haufungs-
wert einfiihren.

Definitionen & Bemerkungenen (Standard-Grenzwerte, e-d-Formulierung). Seien D
und M Mengen sowie f: D — M eine Funktion. Typischerweise sind die Umgebungssysteme
der vorigen Definition von der Form

So ={Us(a)ND : 6 € Roo}, Sp={Ve(b)NM : e € Roo},

die Umgebungen kénnen also durch positive Parameter § und € beschrieben werden.
Ist dies der Fall, so ist limg_q f(x) = b auch durch die e-§-Bedingung

Ve € Rso: 30 € Rug: Vo € D: (z € Us(a) \ {a} = f(z) € V(b))

charakterisiert. Im Fall D C K wvereinbart man dabei folgende Standard-Wahlen der §-
Umgebungen Us(a) von a:

(1) Beim (beidseitigen) reellen Grenziibergang x — a gegen a € R wdihit man stets die
0-Umgebungen Us(a) = Ja—6, a+d] von a.

(2) Einseitige (reelle) Grenziiberginge gegen a € R sind der linksseitige Grenziiber-
gang x /'a bzw. © — a— mit den 0-Umgebungen Us(a) = Ja—§, a[ und der rechtsseitige
Grenziibergang r\a bzw. x — a+ mit den §-Umgebungen Us(a) = |a, a+4].

(3) Beim (allseitigen) komplexen Grenziibergang z — a gegen a € C wdhlt man die -
Umgebungen Us(a) = Bs(a) :={z € C : |z—a| < §} als Radius-6-Kreise um a.

(4) Uneigentliche reelle Grenziiberginge sind x — oo bzw. x ,/* 0o mit den §-Umgebungen
Us(o0) = | 3,00 und x — —o0 baw. x \, —o0 mit den §-Umgebungen Us(—o0) = | —o0, —%[.

(5) Beim uneigentlichen komplexen Grenziibergang |z| — oo bzw. z — oo¢ gegen den
sogenannten unendlich fernen Punkt coc der GeufSschen Zahlenebene verwendet man
die §-Umgebungen Us(coc) = {2z € € : |2| > }} von ooc.

Véllig analog erfolgt fir M C K die Wahl der e-Umgebungen V.(b) von b, sowohl bei eigent-
lichen Grenzwerten b € K als auch bei uneigentlichen Grenzwerten b € {oo, —00, co¢}.

Ein erwdhnenswerter Zusammenhang besteht zwischen Limites der Typen (1) und (2): Genau
dann gilt lim,_,, f(z) = b fiir den beidseitigen Limes, wenn bei den einseitigen Limites die
Gleichheit lim, ~, f(x) = b = lim,\ 4 f(7) eintritt.
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3.1. Allgemeine Grenzwerte 57

Bemerkungen.

(1) Man beschrinkt sich stets auf die Betrachtung von Grenzstellen a, denen man in D beliebig
nah kommen kann, d.h. auf solche a, die Us(a) N D\ {a} # 0 fiir alle § > 0 erfiillen. Ist dies
gegeben, so geniigen die aufgezdhlten Standard-Umgebungen jedenfalls den Minimalvoraus-
setzungen, die Eindeutigkeit des Limes sicherstellen.

(2) Genau genommen hingt der Grenzwertbegriff auch vom zugrunde gelegten Definitionsbe-
reich D ab. Manchmal ist es daher sinnvoll, D durch Notationen wie limps,—q f(z) = b

oder f(x) —— b hervorzuheben.
D>z—a

(3) Der Grenzwertbegriff fiir Folgen ist in den obigen Definitionen als Spezialfall ent-
halten und entspricht dem Grenziibergang IN > n — oo mit zugrunde liegendem Definiti-
onsbereich IN; dies erkennt man daran, dass Us(co) N IN = INx,,, fiir ng :== |1|+1 gilt.

Satz (Folgenkriterium fiir allgemeine Grenzwerte). Seien D, M Mengen, f: D — M
eine Funktion sowie S, C P(D), Sy C P(M) nicht-leere Mengensysteme. Das System S, gentige
der schwachen Annahme, dass es bereits durch abzihlbar viele Umgebungen Uy, U5, U3, ... € S,
gekennzeichnet' ist. Dann gilt:

. _ Fir jede Folge (xp)nenw in D\ {a} mit

;1_1:[(11]“(33) =b lim,, o0 T, = a gilt auch lim, o f(z,) = b.

Hierbei sind alle Grenzwertbildungen im Sinn der allgemeinen Definition zu verstehen. Bei
lim,_,, f(2) = b wird diese wie zuvor mit S,, S, angewandt, bei lim,_, o x, = @ mit Standard-
Umgebungen von oo und S, bei lim,, ;0 f(2,,) = b mit Standard-Umgebungen von oo und Sp.

Der kurze Beweis des Folgenkriteriums wird in der Vorlesung gefiihrt.

Als Néchstes folgen einige auch fiir praktische Grenzwertberechnungen niitzliche Resultate.

Satz. Seien D eine Menge, f,g,h: D — K Funktionen und S, C P(D) ein nicht-leeres Men-
gensystem, das der Annahme des vorigen Satzes (oder einer noch etwas schwicheren?) geniigt.

(I) Grenzwert-Rechenregeln: Wenn die Ausdriicke rechts definiert sind, gelten die Regeln
lim (f(2)%g(2)) = (lim f(2)) % (lim (),
lim (f(2)g(2)) = ( lim f(2)) ( lim () ,

r—a

. f(x)  limg f(z)
‘llcl_r’r‘ll g(z)  limg . g(z)’
lim log f () = log ( lim /(x))
i{}}b (f(x)g(l“)) _ (iing(x)yimzw g(z) ’

wobei fiir die letzte Regel zu Potenzen noch limy,_, f(x) > 0 vorausgesetzt sei (oder alter-
nativ f > 0 auf einer punktierten Umgebung U \ {a}, U € S,, samt limy_,, g(z) > 0).

'Die genaue Annahme ist die Existenz abzihlbar vieler Uf,Us,U3,... € S,, so dass Uj \ {a} # 0 und
Uyi1 C Uy fiir alle n € IN gelten und fiir jedes U € Sq ein n € IN mit U, C U existiert. Man verwendet
hierfiir auch die Sprechweise, dass eine abzihlbare Basis Uy, Us, U3, ... fir S, existiert, und bei den Standard-é-
Umgebungen Us(a) ist eine solche stets durch die Wahl U, = Uy, (a) N D gegeben.

2Hier reicht, dass U \ {a} # 0 fiir alle U € S, gilt und es zu U, U € S, stets ein U € S, mit U ¢ UNU gibt.
Auch dies ist fiir Standard-Wahlen von S, erfiillt und sichert jedenfalls Eindeutigkeit der betrachteten Limites.
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58 KAPITEL 3. Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

(IT) Einschachtelungsprinzip: Gibt es eine Umgebung U € S, von a, so dass f(z) < g(z) <
h(z) fiir alle x € U\ {a} gilt, und existieren limg_,, f(x) = limy_4 h(z) =: b mit gleichem
Wert b € RU {—o00,00}, so existiert auch limg_,, g(x) = b.

Hierbei betrifft das allgemeine Umgebungssystem S, nur die Grenzstelle a, fiir die Grenzwerte
konnten wie iiblich Standard-Umgebungen unterstellt werden (denn f, g und h sind K-wertig).

Besitzt S, die fiir das Folgenkriterium benétigte abzéhlbare Basis, so kann man die Behaup-
tungen des Satzes auf Resultate fiir Folgen aus Abschnitt 2.1 zuriickfithren. Man kann die von
Folgen bekannten Beweise aber auch problemlos so modifizieren, dass sie direkt mit Umgebungen
arbeiten, und kommt dann mit der noch etwas schwicheren Annahme fiir S, aus.

Satz (Substitutionsregel fiir Grenzwerte). Seien A, B,C Mengen, f: A— B, g: B — C
Funktionen und Sq, C P(A), Sy C P(B), Sc C P(C) nicht-leere Mengensysteme. Dann gilt

lim f(z) =b und lin%)g(y) =c¢ = limg(f(z)) =c,
y—

r—a T—ra

vorausgesetzt dass entweder f den Wert b auf A\ {a} nicht annimmt oder g(b) mit dem
Grenzwert ¢ € (Vyes, W iibereinstimmt.

Beispiele fiir Grenzwertberechnungen mit Hilfe dieser Resultate werden in der Vorlesung
gegeben.

3.2 Stetige Funktionen einer Variablen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit einem (ersten) wichtigen Konzept gutartiger Funktionen.

Definition (Stetigkeit). Sei f: D — K eine Funktion auf einer Teilmenge D von R oder C
und a € D. Man bezeichnet f als stetig in a oder stetig an der Stelle a, wenn der (beziiglich
Standard-Umgebungen gebildete) Limes impsy_q f(x) ezistiert und mit f(a) dbereinstimmd.
Die Funktion f heifit eine stetige Funktion oder stetig auf D, wenn f an allen Stellen
a € D stetig ist.

Bemerkungen (zu Stetigkeit).

(1) Alternativ kann man Stetigkeit von f an einer Stelle a € D durch die e-§-Bedingung fiir
Stetigkeit

Ve € Ruo: 30 € Rug: Vo € D: (|z—a| < d = |f(z)—f(a)] <¢)
oder die Folgen-Stetigkeit

lim f(xz,) = f(a) fiir jede gegen a konvergente Folge (xy,)nen in D

n—00

charakterisieren.

(2) Insbesondere ist fiir stetige Funktionen f: D — K die Vertauschung

i e = i )

n—oo

stets erlaubt, sofern der Limes rechts in D existiert. Dies war bereits in Abschnitt 2.2 bei
der Losung von Fixpunktgleichungen einmal relevant.
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3.2. Stetige Funktionen einer Variablen 59

(3) Ein hinreichendes Kriterium fiir Stetigkeit bildet die sogenannte Holder-Stetigkeit. Dabei
heifit f Holder-stetig zum Exponent s € |0, 1] auf D, wenn

|[f(@)—f(z)| < Clz—z|® fiir alle z,7 € D

mit einer Konstante C' € R>¢ gilt. Von Bedeutung ist vor allem Holder-Stetigkeit zum Ex-
ponent 1, die man als Lipschitz-Stetigkeit oder Dehnungsbeschrinktheit bezeichnet.

(4) Konstante Funktionen und die Identitéit x — x sind trivialerweise stetig auf jedem Defini-
tionsbereich. Die Exponentialfunktion exp hat geméfi Abschnitt 2.6 die Eigenschaft, dass
sie auf Bereichen der Form {z € C : Re(z) < M} mit M € R dehnungsbeschrinkt ist;
mit der vorigen Bemerkung folgt daraus, dass exp auf ganz C stetig ist (und ebenso jede
Exponentialfunktion C — C\ {0}, s — a® = exp(s Log a) mit beliebiger Basis a € C\ {0}).

Satz (iiber Stetigkeit-erhaltende Operationen). Seien D und D Teilmengen von R oder
C. Folgende Operation erhalten Stetigkeit:

(0) Einschrc’ilzkung: Ist f: D — K stetig auf D und D C D, so ist die Einschrinkung® M5
stetig auf D.

(I) Rechenoperationen: Sind f,g: D — K stetig auf D, so folgt Stetigkeit der Funktionen®
f+g, f—g, fg auf D und, falls g dort keine Nullstelle hat, auch die von g auf D.

(II) Vereinigung: Ist f: I — K stetig auf einem Intervall I mit rechtem Randpunkt b € I,
g: J — K stetig auf einem Intervall J mit linkem Randpunkt b € J und gilt f(b) = g(b),
so erhdlt man durch

h(z) = f(z) fallsx<b
g(z) fallsxz>1b
eine auf I U J stetige Funktion h: I U J — K.

(III) Verkettung: Ist f: D — K stetig auf D und g: DK stetig auf einer Obermenge D des
Bildes f(D), so ist die Verkettung® go f stetig auf D.

(IV) Umkehrfunktion: Ist f: I — R streng monoton und stetig auf einem Intervall I, so
ist J == f(I) ein Intervall, und es existiert eine auf J stetige Umkehrfunktion f=': J — I
zu f (d.h. es gelten f~1(f(x)) =z fiir alle x € T und f(f~1(y)) =y fiir alley € J).

Ein Beweis des Satzes wird in der Vorlesung ausgefiihrt (wobei der Nachweis, dass J in (IV)
ein Intervall ist, auf den folgenden Abschnitt 3.3 vertagt wird).

Bemerkungen (zu weiteren stetigen Funktionen).

(1) Aus der Stetigkeit von exp und (IV) folgt, dass der natiirliche Logarithmus log auf R+

stetig ist (und folglich auch log, = lclféga mit beliebigem a € R>¢ \ {1}).

(2) Aus der Stetigkeit von exp und den Regeln (I) folgt Stetigkeit der Kreisfunktionen
sin, cos, tan, cot und der Hyperbelfunktionen sinh, cosh, tanh, coth auf ihren jewei-
ligen Definitionsbereichen in C. Insbesondere sind sin, cos und sinh, cosh auf ganz C stetig.

*Die Einschriankung f|: D — K ist (trivial) definiert durch (fIp)(x) = f(x) fur x € D.
“Dabei wird f+g: D — K durch (f+g)(z) := f(x)+g(z) fir z € D erklirt, analoges gilt fiir f—g, fg und 5.
Die Verkettung oder Komposition go f: D — K ist definiert durch (g o f)(z) := g(f(x)).
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60 KAPITEL 3. Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

(3) Auf Intervallen strenger Monotonie existieren gemifl (IV) auch stetige Umkehrfunk-
tionen zu den Kreis- und Hyperbelfunktionen. Die Umkehrfunktionen der Kreis-

funktionen auf gewissen maximalen Monotonie-Intervallen (z.B. zu sin auf [-F, 5] mit
sin([-%,%]) = [-1,1] und zu tan auf |-7, 5[ mit tan(]—7, F[) = R) sind die sogenann-
ten Arcusfunktionen
. T
arcsin: [—1,1] — [—5, 5} , arccos: [—1,1] — [0, 7],
T
arctan: R —>} 505 [ arccot: R —]0,7].

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen auf maximalen Monotonie-Intervallen sind
die sogenannten Areafunktionen

Arsinh: R —- R, Arcosh: RZI — RZO ,

Artanh: |-1,1[ - R, Arcoth: Rs1 — Rso.
Fiir diese Funktionen gelten diverse Logarithmus-Formeln und Reihenentwicklungen. Bei-
spiele sind Arsinhy = log(y++/y?+1) fiir y € R sowie Artanhz = log 4/ if—i =31 %
fir # € |-1,1[ und arctanz = 1 Im (Log ) = Y~ = 12:+21k+1 fur « € [-1,1].

(4) Alle mit den Operationen (0)—(IV) aus den bis jetzt bekannten stetigen Funk-
tionen gebildeten Funktionsausdriicke geben erneut stetige Funktionen (auf dem
jeweiligen Definitionsbereich). Daher sind die allermeisten Funktionen, die man ohne Wei-
teres hinschreiben kann, stetig — beim Auftreten von Fallunterscheidungen allerdings nur
dann, wenn die Werte auf den verschiedenen Bereichen wie in (II) zusammenpassen.

Natiirlich gibt es aber viele Funktionen f, die an gewissen Stellen ihres Definitionsbereichs
nicht stetig sind. Solche Funktionen nennt man unstetig und die betreffenden Stellen Unste-
tigkeitsstellen. Typische Unstetigkeitsstellen ,einigermaflen verniinftiger* Funktionen sind:

e Hebbare® Unstetigkeitsstellen von f sind Stellen a, fiir die lim,_, f(2) in K existiert,
aber nicht mit f(a) iibereinstimmt; zum Beispiel weist der Betrag der Signumsfunktion
bei 0 eine hebbare Unstetigkeitsstelle.

e Sprungsstellen von f sind Stellen a, fiir die lim, », f(z) und lim,\, f(x) beide in K
existieren, aber nicht miteinander {ibereinstimmen; zum Beispiel hat die Signumsfunktion
bei 0 eine Sprungstelle.

e Unendlichkeitsstellen mit unterschiedlichem Vorzeichen-Verhalten treten beispielsweise
bei x — :l: und z — :l: an der Stelle 0 auf. Diese sind Unstetigkeitsstellen, sobald man
in der Deﬁmtlonslucke 0 1rgendelnen endlichen Funktionswert festlegt.

e Eine Oszillationsstelle liegt beispielsweise bei = +— sin% an der Stelle 0 vor. Auch hier
tritt bei Festlegung eines beliebigen Funktionswerts an der Stelle 0 stets Unstetigkeit ein.

Die letzten zwei Begriffe sind hierbei nicht vollig prézise definiert und voneinander abgegrenzt,

denn auch Unendlich-Oszillationsstellen, wie sie x +— %COS% und x — tan% bei 0 aufweisen,

konnen natiirlich auftreten.

5Die Benennung erfolgt im Hinblick darauf, dass man von f durch Abénderung nur des einen Funktionswerts
f(a) zu einer in a stetigen Funktion iibergehen und damit ,,die Unstetigkeit beheben* kann.
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3.3. Drei Hauptsétze iiber stetige Funktionen 61

3.3 Drei Hauptsitze iiber stetige Funktionen

In diesem Abschnitt werden drei der wichtigsten allgemeinen Satze tiber stetige Funktionen einer
reellen Variablen zusammengestellt. Der erste dieser drei Sédtze folgt.

Hauptsatz (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion auf einem nicht-
leeren kompakten Intervall [a,b]. Dann ist jeder Wert y € R, der zwischen f(a) und f(b) liegt,
ein Funktionswert von f, d.h. es gibt zu jedem solchen y ein x € [a,b] mit f(x) =y.

Der kurze Beweis des Satzes wird in der Vorlesung ausgefiihrt.
Man kann den Zwischenwertsatz als einen Existenzsatz fiir Losungen x € R der Gleichung
f(x) =y bei gegebenem y € R auffassen. Zwei direkte Konsequenzen folgen:

Korollar (Nullstellensatz). Ist f: [a,b] — R eine stetige Funktion auf [a,b] # () mit entweder
f(a) <0< f(b) oder f(a) > 0> f(b), so besitzt f in [a,b] eine Nullstelle.

Korollar (Intervallerhaltung bei stetigem Bild). Das Bild f(I) eines Intervalls I unter einer
stetigen Abbildung f: I — R ist ein Intervall.

Bemerkungen (zum Zwischenwertsatz).

(1) Man kann die Aussage des Zwischenwertsatzes dquivalent so formulieren, dass [f(a), f(b)] C
f(la,b]) im Fall f(a) < f(b) bezichungsweise [f(b), f(a)] C f([a,b]) im Fall f(a) > f(b) gilt.

(2) Aus dem Zwischenwertsatz folgen dhnliche Aussagen iiber nicht-kompakte Intervalle. Ist
beispielsweise f: |a,b] — R stetig und existieren die einseitigen Grenzwerte f(a+) und
f(b—), so ist zumindest jeder Wert echt zwischen f(a+) und f(b—) ein Funktionswert, es
gilt also | f(a+), f(b—)[ C f(Ja,b]) im Fall f(a+) < f(b—) beziehungsweise | f(b—), f(a+)[ C
F(Ja,b]) im Fall f(a+) > f(b-).

Eine weitere Folgerung, die in der Vorlesung durch Anwendung des Zwischenwertsatzes auf
die Funktion z — f(z)—z bewiesen wird, ist:

Korollar (Fixpunktsatz fiir stetige Abbildungen von Intervallen). Ist f: I — R stetig auf
I = [a,b] # 0 mit entweder f(I) C I oder I C f(I), so besitzt f einen Fizpunkt in I.

Der zweite Hauptsatz dieses Abschnitts garantiert die Existenz von Extremstellen im Sinne
der néchsten Definition.

Definition (Extremstellen). Seien D eine Menge, f: D — R eine R-wertige Funktion. Man
nennt x, € D eine (absolute) Minimalstelle von [ auf D, wenn f(x.) < f(x) fir alle x € D
oder dquivalent f(x,) = infp f gilt. Analog nennt man x* € D eine (absolute) Maxzimalstelle
von f auf D, wenn f(x*) > f(x) fir alle x € D oder dquivalent f(z*) = supp f gilt.

Hauptsatz (Satz vom Minimum und Maximum, Extremalsatz). Fine stetige Funktion
f: I — R auf einem kompakten Intervall I # () besitzt stets eine Minimalstelle und eine
Mazimalstelle auf 1.

Die Existenz einer Minimal- und einer Maximalstelle ist hierbei wie iiblich so zu verstehen,
dass es mindestens eine Minimalstelle und mindestens eine Maximalstelle, moglicherweise aber
sehr viele von diesen gibt. Im Extremfall eines konstanten f sind tatséchlich alle Stellen in [a, ]
sowohl Minimal- als auch Maximalstellen.
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62 KAPITEL 3. Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Korollar (Erhaltung kompakter Intervalle bei stetigem Bild). Das Bild f([a,b]) eines kompakten
Intervalls unter einer stetigen Abbildung f: [a,b] — R ist ein kompaktes Intervall, nimlich das
Intervall [min[a’b] Jymax(gp) f]

Korollar. Stetige Funktionen sind auf kompakten Intervallen stets beschrdnkt.

Beweis des Fxtremalsatzes. Es wird nur die Existenz einer Minimalstelle gezeigt, die Existenz
einer Maximalstelle erhdlt man analog oder durch Betrachtung von —f.

Aus der Definition des Infimums folgt zunéichst die Existenz einer sogenannten Minimal-
folge fiir f in I, d.h. einer Folge (zy,)nen in I mit lim,_, f(z,) = inf; f. Da I als kompaktes
Intervall beschriankt ist, ist (z,)nen eine beschrinkte Folge und besitzt nach dem Satz von
Bolzano-Weierstral eine in R konvergente Teilfolge (mnk) wen Da das kompakte Intervall 1
durch schwache Ungleichungen charakterisiert ist und diese beim Grenziibergang erhalten blei-
ben, ist auch der Limes z, := limy_ o ©p, in I. Mit der Stetigkeit von f und der definierenden
Eigenschaft der Minimalfolge (zy,)nen folgt

f(zs) = klggo f(xn,) = nll_{go flxn) = 1?ff,
also ist x, die gesuchte Minimalstelle von f auf I. 0

Bemerkungen (zum Extremalsatz).

(1) Fiir stetige Funktionen f: I — R auf einem nicht-kompakten Intervall I # () zeigt eine Ab-
wandlung des vorausgehenden Arguments die Existenz einer Minimalstelle, falls fiir jeden
nicht zu I gehérigen Randpunkt a die Zusatzbedingung liminf;s, ., f(x) > inf; f
gilt. Ohne Kenntnis von inf; f ldsst sich dies in der Praxis vor allem dann anwenden, wenn
limrs, g f(z) = 0o eintritt.

(2) Der Extremalsatz garantiert nur die blofle Existenz von Minimal- und Maximalstellen. Ver-
fahren zur Berechnung solcher Stellen benutzen andere Methoden und werden erst im spéte-
ren Abschnitt 4.2 behandelt.

Der dritte Hauptsatz dieses Abschnitts besagt schlieflich, dass neben den schon friither disku-
tierten Operationen auch die Bildung eines gleichmdjfigen Limes die Stetigkeit von Funktionen
erhélt

Hauptsatz (iiber Stetigkeit der Grenzfunktion bei gleichméfliger Konvergenz). Sei
(fn)new eine Folge stetiger Funktionen f,: D — K auf einer Teilmenge D von R oder C.
Konwvergiert fp, bei n — oo gleichmdf$ig auf D gegen f: D — K, so ist die Grenzfunktion f
stetig auf D.

Beweis. Sei a € D, und es sei ein beliebiges € > 0 gegeben. Geméf der Definition gleichméBiger
Konvergenz gibt es dann ein ng € IN mit supp, [fn,—f| < §. Wegen der Stetigkeit von f,, in
a gibt es aulerdem ein § > 0, so dass fiir alle x € D mit |x—a| < 9 stets | fn,(z)—fn,(a)| < &
eintritt. Fiir solche = folgt mit der Dreiecksungleichung auch

@) =1 (@)] < 1 @)= Fo @)+ | fro @)= Fo (@)] + o @) =f(@)] < 5 + 5+ 2 =

Wegen der Beliebigkeit von € > 0 ist damit die Stetigkeit von f in a nachgewiesen. Da a € D
ebenfalls beliebig war, ist f stetig auf D. O

Man bezeichnet eine derartige Argumentation manchmal als e-Drittel-Argument.
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Da aus Abschnitt 2.6 bekannt ist, dass eine Potenzreihe um a € C mit Konvergenzradius R
auf jeder Menge {z € C : |z—a| < r} mit r < R gleichmifig konvergiert, folgt unmittelbar:

Korollar. Potenzreihenfunktionen sind (mindestens) auf dem offenen Konvergenz-
kreis stetig.

Bemerkungen (zum Satz iiber Stetigkeit der Grenzfunktion).

(1) In der Situation des Satzes bedeutet die Stetigkeit der Grenzfunktion f an der Stelle a € D,
dass
lim lim f,(x) = lim f(z)

r—a n—oo Tr—a

bei gleichmiéfliger Konvergenz mit

Jimlim fo(2) = lim fu(a) = f(a)
iibereinstimmt. Es handelt sich daher um eine erneute Manifestation des Prinzips,
dass gleichmiflige Konvergenz die Vertauschung von Grenzprozessen erlaubt.
Bei punktweiser Konvergenz dagegen ist eine solche Vertauschung im Allgemeinen nicht
gerechtfertigt.

(2) Einfache Beispiele zeigen: Gleichméfige Konvergenz ist nur hinreichend, aber keineswegs
notwendig dafiir, dass die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen ebenfalls stetig ist.
Eine entsprechende Umkehrung des Hauptsatzes gilt im Allgemeinen also nicht, im speziellen
Fall monotoner Konvergenz auf einem kompakten Intervall gilt sie aber doch:

Satz von Dini: Sind f,, f: I — R stetige Funktionen auf einem kompakten
Intervall I und ist (fy(z))nen fiir alle z € I eine monotone Folge, so ist punktweise
Konvergenz lim,_, f, = f auf I automatisch gleichméfig.

Ein Beweis dieses Sachverhalts wird in der Vorlesung erldutert.
Anwendungen (des Extremalsatzes und des Satzes iiber die Stetigkeit der Grenzfunktion).

(1) Als Partialbruchzerlegung des Kotangens bezeichnet man dessen Darstellung

n o0

1 1 2z
ﬂcot(wz):nli_{glo E:;—i—zm fiir alle z € C\ Z.
——n 1

Ausgehend von den vorausgehenden Hauptsidtzen wird in der Vorlesung ein Beweis dieser
Identitdt mit dem sogenannten Herglotz-Trick skizziert.

(2) Die Riemannsche Zeta-Funktion ¢ wird auf Zahlen s € C mit ®e(s) > 1 als absolut
konvergente Dirichlet-Reihe

definiert, und fiir ihre Werte in geraden natiirlichen Zahlen gilt Eulers bemerkens-
werte Formel

— 1 (=) 12y, )
¢(20) :ZW = 20! m2 fir e IN
k=1 )
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(mit den Bernoulli-Zahlen b;). Insbesondere ist hiermit das genaue Wachstum der Bernoulli-
Zahlen ermittelt, und daraus folgt, dass der in Abschnitt 2.6 auftretende Konvergenzradius
R, tatsdchlich den dort schon behaupteten Wert 27 hat. Auflerdem erhélt man fiir £ = 1
den beriihmten Reihenwert

=1 1
C(Q):ZEZEWQ'
k=1

In der Vorlesung wird ein Beweis von Eulers Formel gegeben, der auf dem Vergleich der
Koeffizienten in zwei Potenzreihenentwicklungen von 7z cot(mz) um z = 0 basiert. Eine
Entwicklung ist dabei die aus Abschnitt 2.6 bekannte mit den Bernoulli-Zahlen, die andere
ergibt sich, wenn man den Term 222_712 in der Partialbruchzerlegung in eine geometrische
Reihe entwickelt und umordnet.
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Kapitel 4

Differentialrechnung mit Funktionen
einer Variablen

4.1 Definition und Berechnung von Ableitungen

Ist f: D — R eine Funktion auf D C R, so ergibt der Differenzenquotient W e R
fir a # x in D die durchschnittliche Steigung von f auf dem Intervall zwischen a und
x. Diese durchschnittliche Steigung ist nichts anderes als die Steigung der Geraden durch die
Punkte (a, f(a)) und (x, f(z)) in R% Da die beiden Punkte auf dem Graphen der Funktion f
liegen, wird die Gerade auch als Sekante des Graphen und ihre Steigung als Sekantensteigung
bezeichnet.

Falls er existiert, kann man den Limes der Differenzenquotienten lim,_ ., W beim
Grenziibergang x — a gegen ein fixiertes a € D als Ma$ fiir die Steigung von f an der einen
Stelle a € D beziehungsweise die Steigung der ,,sich bestmoglich anschmiegenden” Beriihrgera-
den an den Graphen von f durch den einen Punkt (a, f(a)) betrachten. Die Beriihrgerade nennt
man auch Tangente, und dementsprechend hofft man die Tangentensteigung als Limes von
Sekantensteigungen zu erhalten.

Es folgt der Ausbau dieser Ideen zu einer formalen Definition (die auch den Fall C-wertiger
f erfasst, in diesem aber nicht ganz so einfach veranschaulicht werden kann).

Definition (Differenzierbarkeit und Ableitungen an einzelnen Stellen). Seien eine
nicht-leere Teilmenge D von R, eine Funktion f: D — K und ein innerer Punkt a von D
(d.h. ein a € D mit la—0d,a+0[ C D fiir ein § > 0) gegeben. Dann heifst f im Punkt a oder an
der Stelle a differenzierbar, wenn der Limes

f’(a) .— lim f((L')—f(CL)

T—a Tr—a

existiert, und f'(a) heifit im Ezistenzfall die Ableitung von f in a. Gleichbedeutend mit f'(a)
werden die Notationen f(a), %(a) und %h:af(t) verwendet.

ceK

Mit der Substitutionsregel des Abschnitts 3.1 lisst sich Definition von f/(a) in die alternative

Form
flat+h)—f(a)
h
umschreiben. Im Folgenden werden beide Limesdarstellungen der Ableitung ohne weitere Dis-
kussion verwendet.

() = li K
fa) = lim €
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Definition (Differenzierbarkeit auf Bereichen, Ableitungsfunktionen). Sei D # () offen
in R (d.h.eine Teilmenge von R, die nur innere Punkte enthdlt). Ist f: D — K in allen x € D
differenzierbar, so nennt man die Funktion f auf D differenzierbar und bezeichnet

f"D—=K,x— f'(z)

als Ableitung oder Ableitungsfunktion von f auf D. Fiir die Funktion f' schreibt man auch
% und fiir den Funktionsterm f'(z) auch %f(m)

Bemerkungen (zu Differenzierbarkeit und Ableitungen).

(1) Generell gilt: Aus Differenzierbarkeit (an einer Stelle oder auf einem Bereich) folgt
Stetigkeit (an der Stelle oder auf dem Bereich).

Beweis. Existiert lim,_,, % € KK, so folgt mit der Grenzwert-Rechenregel fiir Produk-
te limg o (f(2)—f(a)) = lim,q LO=@ jim . (2—a) = 0, also lim,, f(2) = f(a). O

(2) Differenzierbarkeit ist (genau wie Stetigkeit) eine lokale Eigenschaft, d.h. sie hingt nur
von den Werten von f auf Ja—d, a+d[ mit beliebig kleinem § > 0 ab.

(3) Im Fall K = C, also fiir C-wertiges f, gilt
f'(a) = (Re f)(a) +i(im f)'(a)

(sobald entweder die Ableitung links existiert oder beide Ableitungen rechts existieren).

(4) Einseitige Differenzierbarkeit und einseitige Ableitungen einer Funktion f: D — K
werden wie folgt erklart. Fiir a € D mit Ja—d, a] C D fiir ein 6 > 0 definiert man linksseitige
Differenzierbarkeit und die linksseitige Ableitung mittels

L f@)-f(a)

x/'a Tr—a

fL(a) = :
fiir a € D mit Ja,a+0] C D fiir ein § > 0 definiert man rechtsseitige Differenzierbarkeit und
die rechtsseitige Ableitung mittels

£ (a) = tim LB/

In inneren Punkten a von D existiert somit f’(a) genau dann, wenn f’ (a) und f’ (a)

existieren und iibereinstimmen. Als alternative Notation fiir f/ (a) ist %lt:a L f(t) ge-
brauchlich, und, falls D ein Intervall und a ein Randpunkt von D ist, wird die eine definierte
einseitige Ableitung von f in a auch nur mit f’(a) bezeichnet.

Der niichste Satz beschreibt die vielleicht fundamentalste Eigenschaft der Ableitung und
schlagt auch den Bogen zuriick zur eingangs beschriebenen Motivation.

Satz (Ableitung und lineare Approximation). Fir eine nicht-leere Teilmenge D von R,
eine Funktion f: D — K und einen inneren Punkt a von D gilt: Genau dann ist f differenzierbar
in a, wenn es eine affin lineare' Funktion (: R — K mit

l(a) = f(a) und lim Ja)=lz)

T—a T—a

=0 ()

'Eine affin lineare Funktion £: R — K hat die Form ¢(z) = sz+c fiir z € R mit festen s,c € K.
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4.1. Definition und Berechnung von Ableitungen 67

gibt. Falls Differenzierbarkeit von f in a vorliegt und die affin lineare Funktion £ existiert, so ist
{ durch f und a eindeutig bestimmt und gegeben durch

l(x) = f(a)+ f’(a)(x—a,) fiir alle x € R.. ()
Beweis. Sei zuerst f differenzierbar in a. Dann deﬁniert (#) eine affin lineare Funktion ¢, die
l(a) = f(a) erfiillt, und es folgt (x) g(x) = f )_#(a) — =

Sei umgekehrt ¢ mit ¢(z) = sx+c und der E1genschaft (%) gegeben. Dann folgt f(z)—f(a) ) f (@) _

1@)=-la) | Ho)—la) _ f(w) ( 2) s s also existiert f’(a) = s.

r—a r—a

Die Eindeutigkeit von E folgt aus der der Koeffizienten s und ¢ in £(z) = sz+c. Eindeutigkeit
von s und c gilt, da s = f’(a) gezeigt wurde und £(a) = f(a) dann ¢ = f(a)—f'(a)a erzwingt. O

Bemerkungen (zur linearen Approximation).

(1) Gilt (%), so sagt man auch, dass f bei a von erster Ordnung durch die lineare Funktion
£ approximiert wird, denn die Abweichung f(z)—/(z) zwischen ¢ und f strebt dann bei
x — a schneller als x—a gegen 0. Die ,erste Ordnung“ bezieht sich hierbei darauf, das mit
der ,ersten Potenz“ x—a = (r—a)! verglichen wird.

(2) Der Graph der linearen Funktion ¢ ist die zu Beginn des Abschnitts erwihnte Tangente an
den Graphen von f in (a, f(a)). Deshalb bezeichnet man (*x*) als Tangentengleichung.

Beispiele (Ableitung von Grundfunktionen). In Vorlesung und Ubungen werden die Ab-
leitungen einiger Grundfunktionen berechnet. Im Einzelnen handelt es sich um Ableitungen .. .

(1) konstanter und linearer Funktionen

d d . .
@C_O dx(sac—kc) s fir x € R und s,c € C;

(2) von Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponent k € Z

P =kt~ fir x € R (nur z # 0 falls k < 0) ;
T

(3) der natiirlichen Exponentialfunktion

iesxzsesz fir z € R und s € C;
dz

(4) einer Potenzreihenfunktion f(z) = > 7%, cx(z—a)* mit Entwicklungspunkt a € R und
Konvergenzradius R; eine solche Funktion f ist auf Ja—R, a+R]| differenzierbar, und ihre
Ableitungsfunktion f'(z) = >3, keg(z—a)*~! ist wieder eine Potenzreihenfunktion mit
gleichem Konvergenzradius R um a (wobei z als reelle Variable aufgefasst wird);

(5) des Sinus und des Kosinus

—sinz = cosz, —cosx = —sinx firz e R;
dzx dx
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(6)

des natiirlichen Logarithmus

d 1
ﬁlogm]:; fir z € R\ {0}.

Beispiele (fiir Nicht-Differenzierbarkeit stetiger Funktionen).

(1)

Die reelle Betragsfunktion ist an allen Stellen in R~ differenzierbar mit Ableitung 1 und
an allen Stellen in R.¢ mit Ableitung —1, an der Stelle 0 ist sie aber nicht differenzier-
bar. Es handelt sich um ein typisches Beispiel einer Knickstelle, in der beide einseitigen
Ableitungen existieren, aber nicht iibereinstimmen.

Bei ws(z) = (sgnz)|z|® mit festem Parameter s € ]0,1[ existiert w/(0) nicht, weil die
zugehorigen Differenzenquotienten gegen oo konvergieren. Auch solche Stellen, bei denen
eine Funktion ,,unendlich steil* wird und die Tangente an ihren Graphen vertikal liegt,
sind typische Nicht-Differenzierbarkeitsstellen.

Weitere typische Nicht-Differenzierbarkeitsstellen sind Stellen mit starker Oszillation der
Differenzenquotienten. Ein Beispiel hierfiir ist die durch h(0) := 0 und h(z) := z cos &

fiir © # 0 definierte stetige Funktion A: R — R mit Nicht-Differenzierbarkeitsstelle 0.

In den vorausgehenden Beispielen trat Nicht-Differenzierbarkeit nur an einzelnen Stellen
in R auf (und durch einfache Modifikationen bekommt man ohne Weiteres nur abzihlbar
viele Nicht-Differenzierbarkeitsstellen). Tatséchlich gibt es aber auch Beispiele stetiger
Funktionen f: R — R, die an keiner einzigen Stelle in R differenzierbar sind. In
der Vorlesung wird erldutert, dass ein solches Beispiel durch die Reihe

f(x) == 24”“ min{4*z—|4¥z|, |4k 2z |+1—4F2} firzr e R
k=0

gegeben ist.

Die Ableitungen weiterer Funktionen lassen sich mit Hilfe von Differentiationsregeln auf

die obigen Grundfunktionen zuriickfithren. Die wichtigsten solchen Regeln werden in den néchs-
ten drei Sédtzen zusammengefasst und in der Vorlesung bewiesen.

Sa

tz. Fir D C R und Funktionen f,g: D — K gelten
(I) die Summenregel (f+g) = f'+4,

(I) die Faktorregel (sf) = sf mitsc K,

(II1) die Produktregel (fg) = f'g+ fqg’,

!
(IV) die Quotientenregel <> _J 9T
g

f f'9—1g'
g

tiiberall wo " und g’ auf D existieren und, im Fall der Quotientenregel, g keine Nullstelle hat.

Satz (Kettenregel). Fir Funktionen f: D — R auf D C R und g: DK aufﬁ C R mit
f(D) C D gilt: Existieren f'(a) und ¢'(f(a)) fir ein a € D, so existiert auch die Ableitung der
Komposition

(9o f)(a)=g'(f(a)f'(a).

68



4.1. Definition und Berechnung von Ableitungen 69

Bemerkung (zur Kettenregel). Sind f und g jeweils auf dem gesamten Definitionsbereich stetig,
so kann die Kettenregel als

L o(7@) = (F@)f @) fixz €D oder (g0 f) = (g o f)f auf D

geschrieben werden. Unabhéngig von der genauen Schreibweise berechnet sich die Ableitung
der Komposition go f als Produkt der ,,iufleren* Ableitung ¢’, ausgewertet an den richti-
gen Stellen, mit der ,,inneren*“ Ableitung f’. Man bezeichnet die (oft nachtriiglich ausgefiihrte)
Berechnung von f’ auch als Nachdifferenzieren.

Satz (Ableitung der Umkehrfunktion). Seien I und J Intervalle sowie f: I — J eine
stetige Funktion mit stetiger Umbkehrfunktion f~': J — I. Ezistiert dann f'(a) # 0 fir ein
a € I, so existiert auch die Ableitung der Umkehrfunktion

1
I (@) = 5
Bemerkungen (zur Ableitung der Umkehrfunktion).
(1) Ist f auf ganz I differenzierbar, so besagt die Regel zur Ableitung der Umkehrfunktion
1 1
(f_l)/ of = 7 auf 1 beziehungsweise (f_l)/ = Fof 1 auf J .

(2) Kann f’ als Funktion ho f von f ausgedriickt werden, gilt also f' = ho f auf I, so ergibt

sich ( f ’1)/ = % auf J. Die ist fiir einige konkrete Ableitungs-Berechnungen sehr praktisch.

Beispiele. Mit Hilfe der vorausgehenden Regeln werden in der Vorlesung berechnet . ..

(1) die Ableitungen der Hyperbel- und Kreisfunktionen sinh, cosh, tan

— sinhx = cosh x, — coshx = sinh x firz e R,
dzx dz

—tanx =

2 . :
. o I+tan“x firx € R\ (2Z+1)7;

(2) die Ableitungen allgemeiner Potenz- und Exponentialfunktionen

d

d—:cs = sz°7! fiir x € Rsg und s € C,
x

aa‘”:a“loga fiir x € R und a € Rso;

(3) die Ableitungen der Arcus- und Areafunktionen arcsin, arctan, Arsinh

& arcsiny = 11—y2 fir y € |-1,1[,
1 .

d—y arctany = e firy e R,

4 Arsinhy = 1 firyeR.

&y Vi

Dariiber hinaus kénnen Ableitungen aller ,,elementaren Funktionsausdriicke*
mit den Differentiationsregeln schematisch ausgerechnet werden.
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70 KAPITEL 4. Differentialrechnung mit Funktionen einer Variablen

In vielen Féllen ist die Ableitung einer Funktion erneut differenzierbar, so dass man ein wei-
teres Mal oder tatséichlich viele weitere Male ableiten kann. Auch solche iterierten Ableitungen
werden sich spéter als sehr niitzlich herausstellen. Formal werden sie wie folgt definiert.

Definition (Ableitungen héherer Ordnung). Sei f: D — K eine Funktion auf D C R.
o Man setzt O := f und vereinbart fir beliebiges m € I rekursiv: Ezistiert f(m)(a) =

(f(mfl))/(a) in einem inneren Punkt a € D des Existenzbereichs von f(m~Y | so bezeichnet

man f als m-fach differenzierbar an der Stelle a und £ (a) als m-te Ableitung von
f an der Stelle a.

e Sei D offen in R und m € Ng. Ist f dann m-fach differenzierbar in jedem x € D, so sagt
man, [ sei m-fach differenzierbar auf D, und nennt f™) = g—nf: D — K die m-te
Ableitung oder m-te Ableitungsfunktion von f auf D. Ist die m-te Ableitung sogar
stetig auf D, so spricht man von einer m-fach stetig differenzierbaren Funktion, einer
C™-Funktion oder einer Funktion der Klasse C™ auf D.

o Ist D offen in R und existiert f(™) fir jedes m € N auf D, so heifit f beliebige oft
differenzierbare Funktion, C°°-Funktion oder Funktion der Klasse C*° auf D.

Bemerkungen (zu Ableitungen hoherer Ordnung).

(1) Durch ,elementare Funktionsausdriicke“ erhilt man stets C°°-Funktionen, deren hohere
Ableitungen iterativ ausgerechnet werden konnen. Auch bei Potenzreihen um a € R mit
Konvergenzradius R handelt es sich stets um C*-Funktionen auf |a—R, a+R|.

(2) Unter den Ableitungsregeln hoherer Ordnung wird hier nur die Leibniz-Regel, eine Produkt-
Regel hoherer Ordnung erwahnt. Diese besagt

m

oo =32 (7)o

k=0

fiir m-fach differenzierbare Funktionen f und g.

4.2 Ableitungskriterien fiir Extremstellen, Monotonie und Kon-
vexitit

Die néchste Serie von Definitionen benennt verschiedene spezielle Punkte R-wertiger Funktionen.

Definitionen (Extremstellen und andere ausgezeichnete Punkte). Fir eine Funktion
f:D =R auf D CK und einen Punkt x,. € D werden folgende Bezeichnungen vereinbart:

(1) Man nennt x, eine lokale Minimalstelle von f (auf D), wenn es ein § > 0 gibt, so
dass f(x.) < f(x) fir alle x € D mit |[z—x,| < 0 eintritt. Gilt fir alle x € D mit 0 <
|z—x| < & sogar die strikte Ungleichung f(z.) < f(x), so nennt man . eine strikte
lokale Minimalstelle von f (auf D).

(2) Eine (strikte) lokale Maximalstelle x, von f (auf D) erklirt man iber die umgekehrten
Ungleichungen f(x.) > f(x) beziehungsweise f(x.) > x und ansonsten véllig analog.

(3) Man nennt z. eine (strikte) lokale Extremstelle von f, wenn x, entweder (strikte) lokale
Minimalstelle oder (strikte) lokale Mazimalstelle von f ist.
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4.2. Ableitungskriterien fiir Extremstellen, Monotonie und Konvexitét 71

Liegt der Definitionsbereich in IK = R und ist f in einem inneren Punkt x, von D differenzierbar,
so sind weitere Begriffe sinnwvoll:

(4) Man bezeichnet x, als kritischen Punkt von f, wenn f'(x,) =0 ist.

(5) Man nennt x, einen Sattelpunkt von f, wenn x, kritischer Punkt, aber keine lokale Ex-
tremstelle von f ist.

(6) Man nennt x, einen speziellen Sattelpunkt von f, wenn x, kritischer Punkt von f ist
und entweder f(x.—h) < f(x.) < f(zs+h) fir alle ausreichend kleinen h € Rso oder
f(zs—h) > f(zs) > f(xs+h) fir alle ausreichend kleinen h € R eintritt.

Der Rest dieses Abschnitts dreht sich weitgehend um Methoden zur Berechnung und Klas-
sifikation solcher ausgezeichneter Punkte. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf dem Auffinden
lokaler Extremstellen, und die wohl grundlegendste Beobachtung hierzu folgt direkt.

Satz (Notwendiges Erster-Ordnung-Kriterium fiir Extremstellen im Innern). Hat
f: D — R eine lokale Extremstelle in einem inneren Punkt x,. von D C R und ist
f in z, differenzierbar, so gilt f'(x«) = 0, d.h. x, ist ein kritischer Punkt von f.

Gemif diesem Kriterium erhélt man durch Berechnung der Nullstellen der Ablei-
tung f’ bei differenzierbarem f schon alle Kandidaten, die als lokale Extremstellen
von f in Frage kommen.

Beweis. Ist x, eine lokale Minimalstelle von f, so gibt es ein 6 > 0, so dass die Differen-
zenquotienten m‘%)_ﬂx*) fir h € ]0,9] stets > 0 und fiir b € ]—6,0] stets < 0 sind. Fiir

f(xy) = limy_yg W ist somit nur der Wert 0 moglich. Im Fall einer lokalen Maximal-
stelle z, von f argumentiert man analog. O

Bemerkung. Handelt es sich bei einer lokalen Minimalstelle z, von f um eine Knickstelle von
f oder einen Randpunkt des Definitionsbereichs D und existieren die einseitigen Ableitungen
fi(x) und/oder f’ (z.), so zeigt die Argumentation aus dem Beweis die notwendigen Kriterien
fL(x+) <0 und/oder f’ (z.) > 0.

Schlagkraftigere Kriterien fiir Extremstellen folgen in Kiirze. Zunéchst werden aber noch
einige andere niitzliche Sétze behandelt.

Satz (von Rolle). Seia < b in R, und f: [a,b] — R sei stetig auf [a,b] sowie differenzierbar
auf la,bl. Ist f(a) = f(b), so enthilt |a,b| einen kritischen Punkt von f.

Beweis. Nach dem Extremalsatz besitzt f mindestens eine Minimalstelle und mindestens eine
Maximalstelle in [a,b]. Wegen f(a) = f(b) konnen a und b nicht alle solchen Stellen sein, also
gibt es mindestens eine Extremstelle von f in ]a,b[, und nach dem vorigen Satz ist diese ein
kritischer Punkt von f. O

Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei a < b in R, und f: [a,b] — R sei
stetig auf [a,b] sowie differenzierbar auf la,b]. Dann gibt es eine Zwischenstelle & € ]a, b[ mit

FO)—1(a)

1€ ==
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72 KAPITEL 4. Differentialrechnung mit Funktionen einer Variablen

Geometrisch besagt der Mittelwertsatz, dass die mittlere Steigung von f auf [a,b], das ist
die Steigung der Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)), an mindestens einer Stelle in ]a,b[ als
punktweise Steigung von f realisiert wird.

Beweis. Fiir die durch g(x) := f(x) — %x definierte Hilfsfunktion g gilt g(a) = g(b). Nach
dem Satz von Rolle gibt es daher ein £ € ]a, b[ mit

Durch Termumformung erhélt man die Behauptung. O

Wiéhrend der Satz von Rolle und der Mittelwertsatz der Differentialrechnung nur fiir R-
wertige Funktionen f gelten, bleibt das néchste Resultat auch fiir C-wertige f richtig:

Korollar (Konstanzsatz). Sei f: I — KK stetig auf einem Intervall I und differenzierbar auf
der Menge I der inneren Punkte von I. Genau dann ist [ konstant, wenn f' =0 auf I gilt.

Beweis. Die Ableitung eines konstanten f ist trivial Null. Wére f' = 0, aber f mit Werten in
K = R nicht konstant, so gibe es gemif Mittelwertsatz ein £ € T mit f/(§) # 0. Bei Werten in
K = C folgt dasselbe durch separate Betrachtung von Re f und Im f. O

Gemaéfl dem néchsten Satz ldsst sich bei einer R-wertigen Funktion f auch das Monotonie-
Verhalten an der Ableitung f” ablesen.

Satz (Monotoniesatz). Sei f: [ — R stetig auf einem Intervall I und differenzierbar auf der
Menge I der inneren Punkte von I. Dann gelten:

(I) Genau dann ist f monoton wachsend auf I, wenn f' > 0 auff gilt.

(IT) Genau dann ist f streng monoton wachsend auf I, wenn f' >0 aquO gilt und auf keinem
Teilintervall von I mit positiver Linge f' =0 eintritt.

Selbstversténdlich sind monoton fallende f analog durch f’ < 0 charakterisiert.
Beim in der Vorlesung vorgefiithrten Beweis des Monotoniesatzes gehen neben den Definitio-
nen der Begriffe nur der Mittelwertsatz und der Konstanzsatz ein.

Bemerkung. Die fiir die letzten Resultate verwendeten Argumente zeigen auch, dass Ablei-
tungen R-wertiger Funktionen stets eine Zwischenwerteigenschaft haben, selbst wenn
diese Ableitungen unstetig sind und der Zwischenwertsatz aus Abschnitt 3.3 auf sie keine An-
wendung findet. Genauer gilt der folgende Zwischenwertsatz von Darboux: Ist a < b in R
und f: D — R differenzierbar auf [a,b] C D (was so zu verstehen ist, dass die Existenz der
einseitigen Ableitungen f'(a) = f’ (a) und f’(b) = f’(b) in den Randpunkten ausreicht), so gibt
es zu jedem s € R, das zwischen f’(a) und f’(b) liegt, ein r € [a,b] mit f'(r) = s. (Zum Beweis
iiberlegt man, dass g(z) := f(z)—sz im Fall f’(a) # s # f'(b) ein nicht monotones und daher
nicht injektives g auf [a, b] gibt; nach Rolle existiert dann ein r € ]a, b mit 0 = ¢'(r) = f/'(r) —s.)

Nach diesen Vorbereitungen folgen die angekiindigten schérferen Kriterien fiir Extremstellen.

Satz (Hinreichende Kriterien fiir Extremstellen). Sei D C R und f: D — R eine Funk-
tion, die in einem inneren Punkt x, von D stetig ist.
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4.2. Ableitungskriterien fiir Extremstellen, Monotonie und Konvexitét 73

(I) Ewmistiert f'(z«+h) fiir 0 < |h| < 1 (fiir h = 0 zundchst nicht unbedingt), so gelten folgende
Erster-Ordnung- Vorzeichenwechsel- Kriterien

(a) Vorzeichenwechsel —/+ von f’ bei x,

(d.h. f’(x*—h) <0< f/(x*—i-h) fiir 0<h<c1) = x. lokale Minimalstelle von f,

Vorzeichenwechsel +/— von f’ bei x,

(dh f'(zamh) > 0> f(wath) fir0<h<l) = . lokale Maximalstelle von f.

Gibt es zudem beliebig kleine h € R, so dass die Ungleichung fiir f'(x.—h) strikt ist,
und (eventuell andere) beliebig kleine h € Rq, so dass die Ungleichung fiir f'(x.+h)
strikt ist, so ist x, sogar strikte lokale Minimal- bzw. Maximalstelle.

(b) Liegt in einem kritischen Punkt x. von f kein Vorzeichenwechsel von f’ vor
(d.h. f'(zs+h) > 0 fiir 0<|h|<1 oder f'(x«+h) < 0 fir 0<|h|<1), so ist x,. spezieller
Sattelpunkt von f.

(IT) Ewxistieren f'(x.) und f"(x), so gelten die Zweiter-Ordnung-Kriterien

Be

f(z) =0, f"(z:) >0 = x, strikte lokale Minimalstelle von f,

f(z) =0, f'(z.) <0 = m, strikte lokale Mazimalstelle von f .

weis. Die Kriterien (I) ergeben sich aus dem vorigen Satz, denn gemifl diesem ist f in der

richtigen Weise monoton auf |z.—d, z,] und auf [z, z.+d] mit 0<d<1. Die Kriterien (II) sind
Spezialfiille der Kriterien (Ia), denn aus f”(x.) = 0 = f'(z.) folgt w 2 0 fir O<|h|<l. O

Bemerkungen (zu Kriterien fiir Extremstellen).

(1)

Aus Teil (II) des Satzes folgen notwendige Kriterien zweiter Ordnung fiir innere lokale
Extremstellen (die das schon bekannte notwendige Erster-Ordnung-Kriterium verfeinern).
Konkret gelten bei zweifacher Differenzierbarkeit von f in einem inneren Punkt x, von D

7, lokale Minimalstelle von f = f'(z.) =0, f"(x.) >0,

x, lokale Maximalstelle von f = f'(z,) =0, f"(z) <0.

Teil (II) des Satzes kann zu hinreichenden m-ter-Ordnung-Kriterien verallgemeinert
werden: Bei m-facher (m € IN>y) Differenzierbarkeit von f in einem inneren Punkt x, von
D mit f'(z,) = () = f"(x2) = ... = £ D(z,) = 0 gelten

m gerade, f (m)(:zr*) >0 = uz, strikte lokale Minimalstelle von f,
m gerade, fU™(z,) <0 = x, strikte lokale Maximalstelle von f
m ungerade , f(m)(x*) %0 = x, spezieller Sattelpunkt von f.

Auch hieraus ergeben sich entsprechende notwendige Kriterien. Fiir die Rechenpraxis sind
solche Kriterien aber kaum niitzlich, denn die Berechnung der benottigten m Ableitungen
kann schon fiir méBig grofie m einen hohen Aufwand erfordern (und a priori lésst sich auch
gar nicht unbedingt einschétzen, wie groff m sein mag).

Einfacher und besser als die Kriterien aus Teil (II) des Satzes und der vorigen Bemer-
kung (2) funktionieren in den meisten Féllen die Vorzeichenwechsel-Kriterien aus Teil
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74 KAPITEL 4. Differentialrechnung mit Funktionen einer Variablen

(I) des Satzes. Zunéchst einmal erfordern diese Kriterien nur die Berechnung der einen Ab-
leitung f’. Zudem greifen sie (oft) auch dann, wenn f” und/oder hohere Ableitungen in z,
verschwinden. SchlieBlich sind diese Kriterien auch in Knickstellen x, von f anwendbar und
konnen auf Randpunkte x, eines Definitionsintervalls D ausgeweitet werden.

Nichtsdestotrotz konnen auch die Vorzeichenwechsel-Kriterien unter Umstédnden versagen.
Ein Beispiel hierfiir, bei dem f’ nahe dem zu untersuchenden kritischen Punkt unendlich
oft das Vorzeichen wechselt, wird in der Vorlesung diskutiert.

Zusammenfassend sei iiber die Berechnung und Klassifikation von Extremstellen festgehalten:

Verfahren (Bestimmung von Extremstellen/Extremwerten). Fiir eine ,an den meisten
Stellen® differenzierbare Funktion f: D — R auf D C R lassen sich Extremstellen und -werte
wie folgt bestimmen:

Schritt 1: Man berechnet die Ableitung [ und ihre Nullstellen; die so erhaltenen kritischen
Punkte samt eventuellen Nicht-Differenzierbarkeitsstellen und Randpunkten stellt man
zu einer Kandidatenliste fiir Extremstellen zusammen.

Schritt 2: Interessiert man sich fiir lokale Fxtremstellen, so bestimmt man den Typ der Kan-
didaten (also, ob sie lokale Minimalstellen, lokale Mazimalstellen oder Sattelpunkte
sind); beispielsweise kann man dazu auf die im ersten Schritt berechnete Ableitung f’
und die Vorzeichenwechsel-Kriterien zurickgreifen.

Schritt 2': Interessiert man sich fiir absolute Extremstellen, auch globale Extremstellen
genannt, auf A C D, so gilt es zundchst deren Existenz zu priifen/sichern; dazu
bestimmt man Limites von [ beim Grenziibergang gegen nicht zu A gehdrige Rand-
punkte und prift, ob eine Version des Extremalsatzes greift. Anschlieffend berechnet
man fir die zu A gehérigen Punkte x der Kandidatenliste die Funktionswerte f(x)
und stellt einen Wertevergleich an. (Dabei muss Schritt 2 nicht unbedingt vorher
durchgefiithrt werden; falls er aber durchgefithrt wurde, kann man aufgrund der Er-
gebnisse eventuell schon einige Kandidaten ausschliefien.)

Beispiel (zur Bestimmung von Extremstellen). Als Beispiel wird die durch
f(x) == (222 —18z+9)e*/® fiir x € R>o
gegebene Funktion f auf Rsg betrachtet.

Schritt 1: Man erhélt (nach Ableiten und einer Rechnung inklusive Losen einer quadratischen
Gleichung)

fila) =1 DD e

Die Kandidatenliste besteht daher aus den drei kritischen Punkten 1, % und 3 von f.

fir x € IR>0 .

Schritt 2: Mit den Vorzeichenwechsel-Kriterien identifiziert man 1 und 3 als strikte lokale Mi-
nimalstellen von f sowie % als strikte lokale Maximalstelle von f.

Schritt 2: Wegen limg o f(z) = 0o = limg_e f(2) ist die Existenz eines globalen Minimums
durch eine Variante des Extremalsatzes gesichert, ein globales Maximum existiert
dagegen nicht. Der Vergleich der beiden Werte f(1) = —7e¢? = —51,7233... und
f(3) = —27e¢*/3 = —52,5888... in den lokalen Minimalstellen zeigt, dass 3 einzige
globale Minimalstelle von f ist und der Wert des globalen Minimums —27¢2/3 betrégt.
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Es folgen weitere wichtige Begriffe, die ebenfalls mit der Untersuchung R-wertiger Funktionen
und ihrer Extremstellen zusammenhéngen.

Definition (Konvexitét, Konkavitét). Sei I ein Intervall. Dann heifst f: I — R konvexe
Funktion auf I, wenn die Konvexititsungleichung

FOy+A=XN)z) < Af(y) + (1=N) f(x) fiir alle x,y € I, X\ € [0,1]

gilt. Gilt fiir x # y, 0 < A < 1 sogar die strikte Ungleichung f(Ay+(1—X)z) < Af(y)+(1=X) f(z),
so heifit f streng konvexe Funktion auf I. Ist —f (streng) konvex, gilt also fiir f statt der
Konwvexititsungleichung genau die umgekehrte Ungleichung, so spricht man von der Konka-
vitdtsungleichung und nennt f (streng) konkave Funktion.

Bemerkungen (zu Konvexitit und Konkavitét).

(1) Geometrisch bedeutet Konvexitit von f, dass der Graph von f unter allen seinen
Sehnen (Verbindungsstrecken zwischen je zwei seiner Punkte) verlduft. Durchlduft man
den Graphen von kleineren hin zu groéfleren Zahlen als Argumenten von f, so erscheint er
damit ,,linksgekriimmt*. Analog bedeutet Konkavitét, dass der Graph iiber seinen Sehnen
verlduft und ,,rechtsgekriimmt® erscheint.

(2) Genau dann ist eine Funktion f gleichzeitig konvex und konkav auf einem Intervall, wenn
sie dort affin linear ist.

Die Charakterisierungen des néchsten Satzes sind fiir die Untersuchung von und dem Umgang
mit Konvexitidt oder Konkavitiat von zentraler Bedeutung.

Satz (Konvexitdtssatz). Sei f stetig auf einem Intervall I und differenzierbar auf I. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent (und zwar sowohl dann, wenn alle Erginzungen in ge-
schweiften Klammern mit gelesen, als auch wenn diese alle ignoriert werden):

(I) f ist {streng} konvex auf I.
(IT) Es gilt die Stiitzfunktionsungleichung
f(x) > f(xo) + f'(z0)(z—20) firalexoel,zel
{mit Gleichheit einzig fir x = xo}.
(II) f' wichst auf I {streng} monoton.

Falls f auf I zweifach differenzierbar ist, so ist aufSerdem dquivalent:

(IV) Es gilt
f”>o0 auf 1

{und auf keinem Teilintervall von I mit positiver Linge tritt f' =0 ein}.
Ein Beweis des Satzes wird in der Vorlesung gegeben.
Bemerkungen (zum Konvexitéitssatz).

(1) Die Stutzfunktionsungleichung aus der Charakterisierung (II) besagt, dass der Graph von f
iiber seinen Tangenten (aber nichtsdestotrotz unter seinen Sehnen) verlduft. Die Tangenten
sind dabei durch die Tangentengleichung (x*) aus Abschnitt 4.1 beschrieben und werden im
hiesigen Zusammenhang auch als Stiitzfunktionen bezeichnet.
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76 KAPITEL 4. Differentialrechnung mit Funktionen einer Variablen

(2) (Strenge) Konkavitidt kann ganz analog charakterisiert werden.

die zu Beginn des Abschnitts begonnene Liste spezieller Punkte kann nun um einen weiteren
Typ ergénzt werden:

Definition (Wendepunkte). Eine innerer Punkt x, von D C R heifst Wendepunkt von
f: D — R, wenn f'(x.) existiert und es ein 6 € Rxq gibt, so dass [ auf einem der beiden
Intervalle |x,—0, x4| und [x., z++I[ streng konvex, auf dem anderen streng konkav ist.

Bemerkung. In der Literatur findet sich eine Vielzahl leicht unterschiedlicher Definitionen fiir
Wendepunkte. So wird manchmal nur Konvexitéit/Konkavitéit statt strenger Konvexitit/Kon-
kavitit gefordert, zusiitzlich zur Existenz von f’(z,) wird auch die von f”(z.) verlangt, und /oder
es werden umgekehrt sogar Knickstellen/Stellen unendlicher Steilheit mit Nicht-Existenz von
f'(x,) erlaubt.

Korollar (Notwendige und hinreichende Ableitungskriterien fiir Wendepunkte). Sei-
en f: D — R eine Funktion auf D C R und x. ein innerer Punkt von D.

(I) Notwendiges Kriterium: Ist x. Wendepunkt von f und existiert f' auf |x.—0, z.+0],
0 >0, so hat f' in z. eine strikte lokale Extremstelle, insbesondere gilt bei Existenz von

f" (@) also f"(x.) =0.

(II) Hinreichendes Kriterium: Existiert f'(z.) und hat " bei x. einen strikten Vorzei-
chenwechsel (d.h. f"(x«+h) existiert fir 0 < |h| < 1 mit entweder f"(z.—h) < 0 <
f(xs+h) fiir 0 < h < 1 oder f"(xx—h) > 0> f"(z«+h) fir 0 < h < 1), so ist x, ein
Wendepunkt von f. Insbesondere greift dies, wenn f"(x.) =0 und " (x4) # 0 existieren.

Beide Kriterien folgen hierbei aus dem Konvexititssatz. Die zweite Form des notwendigen
Kriteriums mit f”(x,) ergibt sich aus dem notwendigen Kriterium fiir Extremstellen, die des
hinreichenden Kriteriums mit f”/(x,) iiber die Definition dieser Ableitung.

Fiir die Rechenpraxis gilt es sich von diesen Kriterien vor allem zu merken, dass
man bei zweifach differenzierbarem f alle inneren Kandidaten fiir Wendepunkte als
Nullstellen von f” erhilt.

Verfahren (Kurvendiskussion). Als Kurvendiskussion bezeichnet man den systematischen
Einsatz der in diesem Abschnitt diskutierten Methoden und Kriterien, um Informationen tber
den Graphen einer R-wertigen Funktion f einer reellen Variablen zu gewinnen. Vorausgesetzt,
dass Ableitungen an ausreichend vielen Stellen existieren, bestimmt man dazu konkret . ..

e den Definitionsbereich von f und Limites von f(x) bei x — ‘oo sowie bei Anndihe-
rung von x an Definitionslicken von f (eventuell auch mdéglichst einfache Asymptoten-
Funktionen g mit f(x)—g(x) — 0 bei x — £oo und bei Definitionsliicken),

e die Nullstellen und Positivitits-/Negativitits- Bereiche von f,
e die kritischen Punkte und (mazimalen) Monotonie-Intervalle von f,

e die Wendepunkte und (mazimalen) Konvexitits-/Konkavitdts-Intervalle von f
und
o fertigt auf Basis der gewonnenen Erkenntnisse eine Skizze des Graphen von f an.

Die Durchfiithrung einer Kurvendiskussion fiir eine konkret gegebene Beispielfunktion f wird
als Ubungsaufgabe gestellt.
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4.3 Der Schrankensatz und Anwendungen der Differentialrech-
nung

Der Schrankensatz bildet das zentrale Werkzeug der Analysis, um ausgehend von ihrer Ableitung
f! iiber eine Funktion f Informationen (vor allem in Form von Abschitzungen) zu gewinnen.
Der Satz kann folgendermaflen formuliert werden.

Hauptsatz (Schrankensatz). Sei f: I — KK stetig auf einem Intervall I und differenzierbar
auf der Menge I der inneren Punkt von I. Gilt dann 'l < C aufl2 mit einer Konstante
C € R>o, so folgt

|f(y)=f(@)| < Cly—=x|  fiir alle z,y € 1.

Bemerkungen (zum Schrankensatz).

(1) Im Fall K = R gelingt ein einfacher Beweis des Schrankensatzes, indem man mit dem Mit-
telwertsatz f(y)—f(z) = f/'(§)(y—x) fiir eine Zwischenstelle & € I schreibt. Die Abschiitzung
[f ()= f (@) = 17" (€)| ly—z| < Cly—=| ergibt dann die Behauptung.

(2) Dieselbe Argumentation zeigt fiir R-wertige f, die den Voraussetzungen des Satzes geniigen,
folgende einseitige Abschidtzungen:

fr<Caufl = f(y) < flz)+ Cy—z) fir & < yin I,
f'>—Caufl = f(y)> f(z) = Cly—z) firz <yin I.

(3) Der Schrankensatz besagt, dass jede Funktion f mit beschrinkter Ableitung auf ei-
nem Intervall I dort dehnungsbeschrinkt/Lipschitz-stetig ist, und genauer, dass jede
Schranke C fiir |f'| auf I dort eine Dehnungsschranke /Lipschitz-Konstante fiir f ist. Insbe-
sondere gilt die Abschétzung

1)1 < (suwlf1)ly-al o alle oy 1
I

mit der optimalen Dehnungsschranke/Lipschitz-Konstante sup; | f’| fiir f.

(4) Da bei einer Lipschitz-Funktion die Betrige aller Differenzenquotienten durch die Lipschitz-
Konstante abgeschétzt sind, ist die Ableitung einer solchen Funktion, wenn sie existiert, stets
beschriankt. Somit gilt auch eine Umkehrung zur vorigen Bemerkung, und man kann ins-
gesamt sagen: Die differenzierbaren Lipschitz-Funktionen auf Intervallen sind genau
die Funktionen mit beschrinkter Ableitung.

Beweis des Schrankensatzes (bei Werten in IK = C). Ohne Einschrinkung sei x < y in I (sonst
x, y vertauschen und/oder Punkte in 7\ I als Limites von Punkten in I behandeln). Fiir beliebiges
€ > 0 sei dann

Ae:=A{t €[z, y] : [f()—f(2)] < (CHe)(t—x)},  sc:=sup A

(wobei A; mindestens x enthélt und daher s, € [x,y] ist). Da A, durch schwache Ungleichungen
definiert wird, ist s, € A, das heifit

[f(se)=f(2)] < (C+e)(se—x).
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78 KAPITEL 4. Differentialrechnung mit Funktionen einer Variablen

Wire nun s. < y, so ergiibe sich mit |f/(s;)| < C' aulerdem
|f(set+h)—f(se)] < (C+e)h firo<h<1,,
Geméf der Dreiecksungleichung miisste dann
[f(seth)=f(@)| < [f(se)=f(@)| + [f(seFh)=f(sc)] < (Cte)(se+h—z)  fir 0<h <1

gelten, was der Wahl von s, als Supremum von A, widerspricht. Also ist y = s. € A, und dies
bedeutet

[f(y)—f(2)| < (CHe)(y—2).
Da e > 0 beliebig ist, folgt mit |f(y)—f(z)| < C(y—=z) die Behauptung. O

Als Konsequenz des Schrankensatzes wird in der Vorlesung hergeleitet:

Korollar (Differenzierbarkeit an Stellen stetiger Ergiinzbarkeit der Ableitung). Seien
I ein Intervall, a € I und f: 1\ {a} — K eine (in Randpunkten einseitig) differenzierbare
Funktion auf I. Ezistiert limys, ., f'(x) € K, so existiert auch f(a) :=limjs,_q f(z) € K und
erginzt f zu einer (in Randpunkten einseitig) differenzierbaren Funktion mit stetiger Ableitung
f" auf ganz I.

Die Umkehroperation des Differenzierens wird fiir die Zwecke des néchsten Satzes wie folgt
benannt. In der Analysis II wird diese Umkehroperation dann noch viel ausfiihrlicher diskutiert
und untersucht.

Definition (Stammfunktionen). Sei I ein Intervall. Eine Stammfunktion zu f: I — K auf
I ist eine (in Randpunkten einseitig) differenzierbare Funktion F: I — K mit F' = f auf I.

Bemerkung (zur Eindeutigkeit von Stammfunktionen). Falls eine Stammfunktion F zu f auf I
existiert, so ist auch jede Funktion F'+C mit C' € K eine Stammfunktion zu f auf I, und geméf
dem Konstanzsatz sind tatséchlich alle Stammfunktionen zu f auf I von der Form F+C'. In
diesem Sinn sind Stammfunktionen (nur) bis auf (Addition von) Konstanten eindeutig.

Konvergiert eine Folge oder Reihe differenzierbarer Funktionen, so liegt die Frage nach Dif-
ferenzierbarkeit der Grenzfunktion nahe. Wie schon bei der in Abschnitt 3.3 behandelten
Frage nach der Stetigkeit der Grenzfunktion, héingt auch diesmal die Antwort mit gleichméBiger
Konvergenz zusammen:

Satz (Differentiation und Stammfunktionsbildung bei Funktionenfolgen/-reihen).
Sei I ein Intervall, und seien fi, f: I — K gegebene Funktionen.

(I) Gliedweise Differentiation: Existiert limy_,o fr = f bzw. ZZO:]CO fr = [ punktweise
auf I, sind die fi, auf I differenzierbar’, und konvergiert auf Ebene der Ableitungen
limy o0 ff, bzw. Ziiko f1. gleichmdflig auf I, so ist die Grenzfunktion f differenzierbar
mit Ableitung

f/:klim fr baw. f'= E fr auf I
— 00
k=ko

(und die Konvergenz limy_,o fr, = f bzw. Zzozko fr = [ ist dann tatsdchlich gleichmdifig
auf jedem beschrankten Teilintervall von I).

In eventuell zu I gehérigen Randpunkten ist an einseitiges Differenzieren und in Folge stets an einseitige
Ableitungen gedacht.
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(IT1) Gliedweise Stammfunktionsbildung: Konvergiert limg_,o, fr, = f bzw. Z?;ko fe=1f
gleichmadjfig auf I, sind Fy: I — K Stammfunktionen zu fi auf I, und konvergiert auf
Ebene der Stammfunktionen limy_o. Fy(w0) bzw. Y772, Fi.(wo) an einer Stelle xo € I in
K, so konvergiert limy_, o, Fy bzw. Zi‘;ko Fy, tatsdchlich gleichmdf$ig auf jedem beschrink-
ten Teilintervall von I, und die Grenzfunktion

oo
= lim F; bzw. F := F
Jm B b =) B

=Fkr0

ist eine Stammfunktion zu f auf I.
Bemerkungen (zu gliedweiser Differentiation und Stammfunktionsbildung).

(1) Der Satz ist eine erneute Manifestation des Prinzips, dass die Vertauschung zweier Grenz-
prozesse bei gleichmiéfliger Konvergenz erlaubt ist. Hier ist der eine Grenzprozess der Limes
bzw. die Reihe, der andere ist in Teil (I) die Differentiation und in Teil (II) die Stammfunk-
tionsbildung.

(2) Die Konvergenz der Stammfunktionen in (II) l&sst sich stets durch Addition geeigneter
Konstanten erreichen, konkret indem man von Fj zu Fji—Fj(x¢) tibergeht (wobei gemifl
obiger Bemerkung mit F} auch Fy—Fj(xg) eine Stammfunktion zu fj ist).

el Potenzreihen liegt — jedenialls weg vom Ran es Konvergenzbereichs — stets

3) Bei Pot ihen li jedenfall Rand des K bereich
gleichméflige Konvergenz vor. Daher ist der Satz dort stets anwendbar und rechtfertigt die
schon in Beispiel (4) des Abschnitts 4.1 angesprochene gliedweise Berechnung der Ableitung.

(4) Anstelle gleichméBiger Konvergenz auf ganz I reicht als Voraussetzung in (I) bzw. (IT) schon
gleichméfBige Konvergenz auf jedem kompakten Teilintervall von I — man spricht von kom-
pakter Konvergenz auf I. Dies ergibt sich durch Anwendung des Satzes auf kompakte Teilin-
tervalle (und natiirlich bekommt man auch bei den Aussagen dann nur die GleichméBigkeit
auf kompakten statt beliebigen beschriankten Teilintervallen).

Der Beweis des Satzes iiber gliedweise Differentiation und Stammfunktionsbildung wird in
der Vorlesung ausgefiihrt.

Anwendungen (der gliedweisen Stammfunktionsberechnung).

\/172 = Ziso(=DF(” 1/2) erhalt

(1) Durch Stammfunktionsbildung bei der Binomialreihe
man die Arcussinus-Reihe

, 35, (2k=3) - (2k—1) x2h+! .
= . f —-1,1{.
arcsinx = ,; 2716. 22 % il ir z € ]—1,1]

(2) Aus der Partialbruchzerlegung des Kotangens gewinnt man (mit in der Vorlesung erlduter-
tem Vorgehen) das Eulersche Sinus-Produkt

%sin(m;) = :cfll <1+%> (1—%> firz e R.
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80 KAPITEL 4. Differentialrechnung mit Funktionen einer Variablen

(3) Durch Einsetzen von z = 5 im Sinus-Produkt ergibt sich das Walissche Produkt

- 2k)2 2.2 4-4 6-6 T
-2 3
i ( (

2k—1)(2k+1) 1-3 3.5 5.7

(Alternativ kann man der Wert des Wallisschen Produkts {ibrigens auch mit Hilfe der Arcussinus-Reihe herleiten; dies
erfordert aber noch einige weitere Uberlegungen und wird hier nicht ausgefiihrt.)

Als Néachstes wird noch eine Anwendung der Differentialrechnung auf die Berechnung von
Grenzwerten behandelt. Die Grundlage hierfiir bildet folgender Satz:

Satz (Grenzwert-Regeln von I"Hospital). Sei I ein Intervall und a € R U {—o0, 00} ein
innerer Punkt von I oder einer der beiden Randpunkte von I. Seien auflerdem f,g: I'\{a} — R

f(z)

auf I'\{a} differenzierbar, und g sowie g’ besitze keine Nullstelle in I\ {a}. Ist dann lim,_, @)
unbestimmt vom Typ> g oder i%, so gilt

f(x)

!
lim —= = lim f/(x)
z—a g x) z—a g (;p)

)

falls der Grenzwert auf der rechten Seite in R U {—o00, 00} existiert.
Bemerkungen (zu den Regeln von ’'Hospital).

(1) Die Regeln von I'Hospital gelten (ohne weitere Voraussetzungen) nur fiir R-wertige Funk-

tionen und nur bei Vorliegen eines der Typen g oder i%

(2) Versucht man einen Grenzwert lim,_, % nach I’'Hospital zu berechnen und sto3t auf einen

Grenzwert lim,_,, %, der erneut unbestimmt vom Typ 8 oder i[% ist, so kann man

versuchen, durch eine weitere oder mehrfach wiederholte Anwendung der Regeln

JAI )

zu einem (leicht) berechenbaren Grenzwert lim,_, S () AU gelangen; vergleiche auch das
folgende Beispiel. Bei diesem Vorgehen ist natiirlich darauf zu achten, dass vor jedem Schritt

einer der zulédssigen Typen vorliegt.

(3) Die Regeln von I'Hospital erlauben oft die Berechnung von Grenzwerten, die auch mit Hilfe
von Potenzreihenentwicklungen bestimmt werden kénnen. Die ’'Hospital-Regeln lassen sich
dabei recht schematisch anwenden, eine Potenzreihenentwicklung ist oft intuitiver und er-
hellender. Insgesamt gibt es bei beiden Vorgehensweisen Vor- und Nachteile sowie Beispiele
fiir Félle, in denen sie besser oder schlechter funktionieren.

Beispiel. Durch zweifache Anwendung der I’'Hospital-Regeln berechnet man beispielsweise

2
x 2z 2 2
lim ——— = lim — = lim =-=2.
z—01 —cosx z—0sinxz z—0cosz 1
—_—
Typ 2 Typ 2

Der Beweis der I’'Hospital-Regeln beruht auf folgender Variante des Mittelwertsatzes:

3Die Voraussetzung an den Typ des Grenzwerts bedeutet, dass entweder lim,—,, f(z) = 0 = limg—4 g(x) oder
limg—q f(z) € {—00,00} 3 limgz—q g(x) gelten soll.
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Satz (Zweiter Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei a < b in R, und die Funk-
tionen f,g: [a,b] — R seien beide stetig auf [a,b] sowie differenzierbar auf |a,b[. Dann gibt es
eine Zwischenstelle £ € |a, b[ mit

Beweis. Die durch h(x) := f(x)[g(b)—g(a)] — g(x)[f(b)—f(a)] definierte Hilfsfunktion h erfiillt
h(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a) = h(b) und besitzt nach dem Satz von Rolle einen kritischen Punkt

§ € Ja,b[. Es gilt also 0 = h'(£) = f(§)[g(b)—g(a)] — g'(E)[f (b)—f(a)]. -

Beweis der Regel von [’Hospital fiir den Typ 8. Da uneigentliche Grenzstellen durch Substitu-
tion in eigentliche iiberfithrt werden kénnen, wird ohne Einschrinkung a € R angenommen.
Weil lim,,_,, % vom Typ 8 ist, werden f und g durch f(a) := 0 =: g(a) stetig fortgesetzt, und
fiir jedes x € I\ {a} ldsst sich nach dem zweiten Mittelwertsatz

flz) _ f@)=fla) _ f'(&)

g(z)  glx)—g(a)  ¢'(&)

mit einer Stelle &, echt zwischen a und z schreiben. Da mit 0 < |z—a| < § auch 0 < |[,—a| < §

gilt, folgt hieraus lim,_,q % = limg_,q £ ,’Eg, sofern der rechte Grenzwert existiert. ]

Beweis der Regel von [’Hospital fiir den Typ i% Es reicht, den Fall I = Ja, co[ mit @ € R und den Typ 22 mit

zu behandeln (denn andere Fille kdnnen via Substitution darauf zuriickgefiihrt werden). Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es
ein § > 0 mit
f'(€)

g'(§)

Fiir jedes = € ]a, a+4[ erlaubt der zweite Mittelwertsatz die Umschreibung

L—e <

< L+e fiir alle £ € |a, a+4][.

f@) _ f(z)=fla+d) g(@)—g(atd)  flat+d) _ f'(&) {1_9(a+5)} 4 flat9)

g(z)  g(z)—gla+d) g9(x) g(z)  g'(&) g9(x) g9(z)

mit einer Stelle & € ]z, a+d[ C ]Ja, a+4[. In Anbetracht von limg\ q g(x) = co entnimmt man jetzt einerseits

) é
limsup 2% < (Lte) Tim {1—M} +aim 2O
aNa 9(@) @ \a 9(z) aNa  g(x)
und andererseits 5 5
liminf 2% > (L—¢) tim [l_g(ﬂ”r )} + tim £@ _
aNa g(x) @\a g(z) eNa  g(z)
Aufgrund der Beliebigkeit von € muss folglich lim;\ 4 % = L gelten. |

4.4 Taylor-Entwicklung

Wie beim Grenziibergang n — oo mit Folgen lésst sich auch bei einem kontinuierlichen Grenziiber-
gang * — a mit Funktionen ein Vergleich von Konvergenz-Geschwindigkeiten durchfiihren.
Hierfiir wird folgende Terminologie eingefiihrt (die fiir » = 1 teils schon in Abschnitt 4.1 auf-
trat):
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82 KAPITEL 4. Differentialrechnung mit Funktionen einer Variablen

Definition (r-ter-Ordnung-Ubereinstimmung, r-ter-Ordnung-Verschwinden). Seien
f,9: D = K Funktionen auf D C R und a ein innerer Punkt von D. Fir r € Rsg sagt man,
dass f mit g bei a ...

e von mehr als r-ter Ordnung tbereinstimmt, wenn f(a) = g(a) gilt und f(z)—g(x)
bei x — a schneller als |x—a|" gegen 0 geht (letzteres bedeutet lil)n % = 0). Man
notiert hierfir f(x) = g(x) + o(Jxr—al|") bei v — a mit dem Landau-Symbol o.

e von mindestens r-ter Ordnung iibereinstimmt, wenn f(a) = g(a) gilt und f(x)—g(x)

bei x — a mindestens wie |x—al|" gegen 0 geht (dies heif$t lim sup % < o0). Man
Tr—a

notiert hierfir f(z) = g(x) + O(|z—al") bei x — a mit dem Landau-Symbol O.

e von genau r-ter Ordnung tbereinstimmt, wenn f(a) = g(a) gilt und f(x)—g(z) bei
x — a genau wie |x—a|” gegen 0 geht (d.h. 0 < lim inf % < lim sup % < 00).
z—a Tz—a
Gleichbedeutend damit, dass f mit g von (mehr als/mindestens/genau) r-ter Ordnung tberein-
stimmt, verwendet man auch die Sprechweise, dass f durch g von (mehr als/mindestens/genau)
r-ter Ordnung approximiert wird. Speziell im Fall g = 0 sagt man auch, dass f in seiner
Nullstelle a von (mehr als/mindestens/genau) r-ter Ordnung verschwindet.

Die aus Abschnitt 4.1 bekannte Erster-Ordnung-Approximation mit linearen Funktionen
wird nun verallgemeinert zu einer m-ter-Ordnung-Approximation mit Polynomen vom Grad
< m bei beliebigem m € IN.

Definition (Taylor-Polynome). Sei a ein innerer Punkt von D C R, set m € Ny, und
f: D — K sei m-fach differenzierbar an der Stelle a. Dann wird das m-te Taylor-Polynom
T f von f zur Stelle a definiert durch

™) (g
@) =Y D ey
k=0

f"(a)
2

(m)
(z—a)® +...+ / m!(a) (x—a)™ firxeR.

= f(a) + f'(a)(z—a) +
Die hier auftretenden Zahlen % € K heiffen Taylor-Koeffizienten von f zur Stelle a.

Hauptsatz (Satz von Taylor; qualitative Form). Sei a ein innerer Punkt von D C R,
set m € N, und f: D — K sei m-fach differenzierbar an der Stelle a. Dann ist T'f das
eindeutige Polynom vom Grad < m, mit dem f bei a von mehr als m-ter Ordnung tibereinstimmit.
Insbesondere gilt die Taylor-Formel

flz) =T, f(z) + o(|lz—a|™) bei x — a.

Ist f an der Stelle a sogar (m+1)-fach differenzierbar, so stimmt f bei a von mindestens (m+1)-
ter Ordnung mit T7' f dberein, dann gilt also stirker

f(x) =T"f(z) + O(|z—al™) bei z — a.

Ein Beweis des Hauptsatzes auf Basis des Schrankensatzes wird in der Vorlesung gegeben. Da-
bei geht die Ubereinstimmung der Ableitungen (T7 f)*) (a) = f*)(a) fiir alle k € {0,1,2,...,m}
ein, die die eigentliche Motivation fiir die Definition der Taylor-Polynome darstellt.
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4.4. Taylor-Entwicklung 83

Die Bestimmung der im Satz auftretenden Taylor-Polynome T} f gelingt in vielen Fillen
(insbesondere bei gutartiger Wahl der Stelle a) durch elementare Berechnung des Funktionswerts
und der Ableitungswerte f(a), f'(a), f"(a),..., f™(a).Ist f eine Potenzreihenfunktion oder gar
ein Polynom, so lassen sich die Taylor-Polynome T} f nach Ubergang zum Entwicklungspunkt
a trivial ablesen.

Die Bedeutung von Taylor-Polynomen wird vor allem dadurch begriindet, dass T%" f(x) mit
0 < |r—a|] < 1 und m > 1 in vielen Fillen als N#dherungswert fiir den u.U. schwieriger zu
berechnenden Funktionswert f(z) angesehen werden kann. Die qualitative Aussage des vorigen
Satzes stellt die Verlésslichkeit solcher Ndherungswerte aber noch nicht sicher. Hierfiir benttigt
man vielmehr Formeln und Abschétzungen fiir den Fehler f(x)—T7' f(x), wie sie erst der néchste
Satz bereitstellt.

Satz (Satz von Taylor; quantitative Form). Sei a < z in D C R, sei m € Ny, und
f: D — K sei (m+1)-fach differenzierbar in allen Punkten des Intervalls [a,x] C D. Fir das
Taylor-Restglied

Ry f(x) = f(z) = Tq'f(x)

gelten dann folgende Restglied-Formeln und Restglied- Abschitzungen, die Formeln nur
im reell-wertigen Fall K = R, die Abschdtzungen auch fir K = C:

e Lagrange-Form

FrE)
R f(x) = W(ac—a)"”rl fir eine Zwischenstelle € € |a, x|,
m+1)!
m z—a|™t! m
Ra' f(2)] < W}S&E’[’f( +1)‘ )
e Cauchy-Form
m Frm,m R
Ry f(z) = T(x—n) (x—a) fir eine Zwischenstelle n € |a, x|,
r—a
R 7)) < 2 (g e )

Ml eaal

e Schlomilch-Form mit beliebigem FExponent p € Rsq

m f(erl)(ﬁp) m+1— . . .
R f(z) = T'p(x—ﬁp) P(z—a)P fir eine Zwischenstelle 9, € la, x|,
—alP
Ry )] < T g gyt o))

m!p d€la,z|

Ist x < a statt © > a, so bleiben all diese Aussagen richtig, sobald man |a,z] durch [z,a] und
la, x| durch |z, a] ersetzt.

Beweise der Formeln kénnen auf den Satz von Rolle, den Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung oder den zweiten Mittelwertsatz der Differentialrechnung (vergleiche Abschnitte 4.2 und
4.3) aufgebaut werden. Eine solche Herangehensweise wird in der Vorlesung erldutert.
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84 KAPITEL 4. Differentialrechnung mit Funktionen einer Variablen

Bemerkungen (zu Restglied-Formeln und -Abschéitzungen).

(1) Fiir C-wertige Funktionen f gelten zwar die Restglied-Abschétzungen |[R}'f(z)| < ..., aber
im Allgemeinen nicht die Restglied-Formeln R} f(z) = ... des Satzes.

(2) Die Lagrange-Form ist fiir p = n+1 und die Cauchy-Form fiir p = 1 in der allgemeineren
Schlémilch-Form enthalten. Fiir die allermeisten Anwendungen reicht es, die Lagrange-Form
der Restglied-Abschéitzung zu kennen. Diese ldsst sich auch relativ leicht merken, denn ihre
rechte Seite entspricht bis auf das Supremum gerade dem (m+1)-ten Taylor-Term.

(3) Bei der natiirlichen Exponentialfunktion exp hat das m-te Taylor-Polynom zur Stelle 0 die
Form T{'exp(z) = > /", %T, und die Lagrange-Form der Restglied-Abschéitzung besagt

| ’m+1

R exp(o)] < oo

max{e”, 1} fir alle x € R.

Im Fall z > 0 ist diese Fehlerabschétzung bereits aus Abschnitt 2.3 bekannt, im Fall z < 0
verbessert sie die frithere Version.

(4) Im Fall m = 0 reduziert sich der Satz im Wesentlichen auf schon bekannte Resultate: Die
Restglied-Formeln nach Lagrange und Cauchy entsprechen dann dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, die zugehorigen Restglied-Abschéitzungen dem Schrankensatz.

(5) Schon fiir m = 1 bringt die Restglied-Abschétzung nach Lagrange aber neue Erkenntnisse:
Sie liefert bei Linearisierung einer zweifach differenzierbaren Funktion f im Sinne der Taylor-
Formel f(z) = f(a)+ f'(a)(z—a)+RLf(z) die Abschéitzung des Linearisierungsfehlers

2

L] < el
Rf(@) <

sup [ "]

Ja,z[

Im Folgenden wird ein anderer Standpunkt zur Taylor-Entwicklung eingenommen, bei dem
anstelle der Taylor-Polynomen mit endlich vielen Taylor-Termen eine ganze Potenzreihe mit
unendlich vielen Taylor-Termen betrachtet wird.

Definition (Taylor-Reihen). Sei f: D — K an der inneren Stelle a von D C R beliebig oft
differenzierbar. Dann heifit die Potenzreihe

= M (a
kzo k:'( )(:c—a)k

in der reellen Variablen x die (formale) Taylor-Reihe von f zur Stelle a.

Bemerkungen (zu Taylor-Reihen).

(1) Die Partialsummen der Taylor-Reihe von f zur Stelle a sind die Taylor-Polynome T7'f,
dementsprechend ist der Wert dieser Reihe an der Stelle z (falls in R U {—o00, 00} existent)
der Limes limy, o0 T ().
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4.4. Taylor-Entwicklung 85

(2) In vielen, doch nicht allen Fillen konvergiert die Taylor-Reihe von f zu einer
beliebigen Stelle a gegen die Ausgangsfunktion f, d.h. es gilt

() (g
S D oy = ).
k=0

Man spricht dann auch davon, dass f fiir die betreffenden  durch seine Taylor-Reihe
zur Stelle a dargestellt wird. Abstrakte Kriterien fiir dieses Verhalten liefert der néchste
Satz.

Satz (Kriterien fiir die Darstellbarkeit einer Funktion durch ihre Taylor-Reihe). Sei
f: D — K an der inneren Stelle a von D C R beliebig oft differenzierbar. Dann sind folgende
vier Aussagen alle dquivalent:

(I) Es gibt eind € Rso, so dass f auf [a,a+0[ durch seine Taylor-Reihe zur Stelle a dargestellt
wird.

(IT) Es gibt ein 6 € Rso, so dass f auf [a,a+d[ durch irgendeine Potenzreihe zum Entwick-
lungspunkt a dargestellt wird.

(IIT) Es gibt ein § € Rso, so dass limy, oo RU' f(z) = 0 fir alle x € [a, a+d][ gilt.

(IV) Es gibt ein § € R~o und ein S € Rxg, so dass f auf [a,a+d] von der Klasse C* ist und
L SUDP)q, a4 |F™)] =0 erfiillt.

Ebenso sind die analogen Aussagen mit linksseitigen Intervallen |a—d, a] oder beidseitigen Inter-
vallen Ja—9, a+4d[ untereinander dquivalent.

Bemerkung. Wird f wie in (II) durch eine Potenzreihe dargestellt, so kann es sich bei dieser
Reihe nur um die Taylor-Reihe handeln; dies folgt aus dem vorigen Satz und dem Identitétssatz
fiir Potenzreihen in Abschnitt 2.6.

Die Aquivalenz der Aussagen (I) und (IIT) im Satz gilt trivial. Die anderen Aquivalenzen
werden in der Vorlesung iiber eine Rechnung mit Potenzreihen und die Lagrange-Restglied-
Abschitzung bewiesen.

Definition (reell-analytische Funktionen, Klasse C¥). FEine Funktion f: D — K auf
offenem D C R heifst reell-analytische Funktion oder Funktion der Klasse C¥ auf D, wenn es
zu jedem a € D ein § > 0 gibt, so dass f auf Ja—d,a+0[ als Potenzreihe darstellbar ist.

Bemerkungen (zu reell-analytischen Funktionen).

(1) Aus dem vorigen Satz folgt, dass die C“-Funktionen auf offenem D C R genau die C*°-
Funktionen sind, die auf einem kleinen Intervall um jedes a € D durch ihre Taylor-Reihe
zur Stelle a dargestellt werden.

(2) Fiir viele Grundfunktionen wurden in Abschnitt 2.6 Potenzreihen-Entwicklungen angege-
ben, und die Regeln dieses Abschnitts liefern analoge Entwicklungen fiir zusammengesetzte
Terme und Bildungen aus solchen Grundfunktionen. Daher haben die allermeisten ele-
mentaren Funktionsausdriicke die C*¥-Eigenschaft, und viele Taylor-Reihen stimmen
mit Potenzreihen aus Abschnitt 2.6 iiberein.
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86 KAPITEL 4. Differentialrechnung mit Funktionen einer Variablen

(3) Dennoch ist die Klasse der C¥-Funktionen echt kleiner als die der C°°-Funktionen, das
heifit mit anderen Worten, reelle Analytizitit ist eine echt stidrkere Forderung als
Differenzierbarkeit beliebiger Ordnung. Zu Beispielen von C®-Funktionen, die nicht
C“ sind und somit keine Taylor-Entwicklung erlauben, sei gesagt:

e Gemif einem Satz von E. Borel ist jede formale Potenzreihe Y 32, ¢ (x—a)* mit belie-
bigen ¢;, € C und a € R (Reihen mit Konvergenzradius 0 sind erlaubt!) die Taylor-Reihe
einer C*°-Funktion R — R zur Stelle a. Taylor-Reihen kénnen also Konvergenzradi-
us 0 haben und an {iberhaupt keiner Stelle (auBer natiirlich dem Entwicklungspunkt)
konvergieren.

e Durch

f) m {exp (—ﬁ) fl?r x#0
0 firz =0

ist eine C®°-Funktion f: R — R mit ™ (0) = 0 fiir alle m € INy gegeben. Die Taylor-
Reihe von f zur Stelle 0 ist also die Null-Reihe, und f ist nahe 0 nicht reell-analytisch.
Es handelt sich hierbei um ein absolutes Standard-Beispiel einer C*°-Funktion,
die nicht C¥ ist.

(4) Auch bei C*-Funktionen auf einem offenen Intervall / muss die Taylor-Reihe iibrigens nicht
auf ganz I konvergieren; dies zeigen so einfache Beispiele wie z + (1—2)~ ' auf I =] — oo, 1|
oder z — (14+22)~1 auf I = R.

Unter der starken Zusatzvoraussetzung des néchsten Satzes ist die Analytizitdt einer R-
wertigen C*°-Funktion und die Moglichkeit der Taylor-Entwicklung bis zum Rand des Definiti-
onsbereichs aber doch sichergestellt:

Satz (von S. Bernstein). Sei [a,a+R[ C D C R mit R € Rso U {oo}, sei f: D — R an
allen Stellen aus [a,a+R] beliebig oft differenzierbar, und es gebe ein ko € Ng mit %) >0 auf
[a, a+R]| fir alle k > ko. Dann konvergiert die Taylor-Reihe von f zur Stelle a auf ganz [a, a+ R|
gegen die Ausgangsfunktion f, und insbesondere ist f auf]a,a+R] reell-analytisch.

Der Beweis des Satzes ist Thema der Ubungen.
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Kapitel 5

Integration von Funktionen einer
Variablen

5.1 Definition und grundlegende Eigenschaften des Riemann-
Integrals

In diesem Abschnitt soll fiir Funktionen f: [a,b] — R auf kompakten Intervallen [a,b] ein
mathematischer Begriff geprigt werden, der folgende Konzepte prézisiert:

(I) Flicheninhalt unter dem Funktionsgraphen von f,
(IT) mittlerer Funktionswert von f (im Sinne einer Art arithmetischen Mittels)

(III) zwischen den Zeitpunkten a und b zuriickgelegter Weg, wenn f(t) die Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt ¢ angibt,

(IV) Gesamt,,masse* einer physikalischen Grofle (z.B. Masse, elektrische Ladung, ... ), wenn
f(z) deren Dichte an der Stelle x angibt.

Als Vorgehensweise bietet es sich an, den gesuchten Begriff erst fiir eine sehr einfache Klasse
von Funktionen einzufiihren und dann zu verallgemeinern. Dies wird nun durchgefiihrt.

Definition (Treppenfunktionen und elementares Integral). Sei a < b in R. Dann heifst
eine Funktion g: [a,b] — K Treppenfunktion, wenn es ein n € I und Zwischenstellen
Oy L1, X2y oy X1, Ty € [a,b] mit a = g < 11 < 23 < ... < Tp—1 < T, = b gibt, so dass
g auf jedem Intervall |z;—1,x;[ mit i € {1,2,...,n} einen konstanten Wert ¢; € K hat. Das
elementare Integral 1°(g) einer solchen Treppenfunktion g erklirt man als

n

IZ(Q) = Zci(ﬂfi—l“i—l) c K.

=1

Bemerkung (zur Definition des elementaren Integrals). Die Werte in den Zwischenstellen z;
sind fiir den Wert von I%(g) offensichtlich belanglos. Auierdem kann man bei fester Treppenfunk-
tion g immer zusétzliche Zwischenstellen x; einfithren und/oder gewisse z; weglassen (ndmlich
solche, fiir die ¢; = g(x;) = ¢j+1 gilt). Man sieht aber problemlos, dass solche Modifikationen
I (g) nicht #indern, dass 12(g) also wirklich nur von g, nicht von der Wahl der z; abhingt und
in diesem Sinne wohldefiniert ist.
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88 KAPITEL 5. Integration von Funktionen einer Variablen

Definition (Riemann-Integrierbarkeit und bestimmtes Riemann-Integral). Fira <b
in R sei f: [a,b] = R eine beschrinkte reell-wertige Funktion.

e Als Oberfunktion zu f auf |a,b] bezeichnet man eine Treppenfunktion g: [a,b] — R mit
g > f auf [a,b]. Analog nennt man eine Treppenfunktion g: [a,b] — R mit g < f auf [a,b]

eine Unterfunktion zu f auf [a,b].

e Das Oberintegral und das Unterintegral von f iber [a,b] werden definiert als

*rb

/ f= inf{Ig(g) : g ist Oberfunktion zu f auf [a,b]} eR,
b

/ f= sup{Ig(g) . g ist Unterfunktion zu f auf [a,b]} € R.

Die dabei auftretenden elementaren Integrale von Ober- und Unterfunktionen heiffen Ober-
und Untersummen, die Funktion f heifit Integrand, a bezeichnet man als untere
Integrationsgrenze und b als obere Integrationsgrenze.

e Die Funktion f heifst (Riemann-)integrierbar iber [a,b], falls Gleichheit

L=/

ewntritt. In diesem Fall nennt man den gemeinsamen Wert

[ fren

das (bestimme Riemann-)Integral von f iber [a,b].

e Gleichbedeutend mit f; f verwendet man die Notation ff f(x)dx, bei der statt der Funk-
tion f der Funktionsterm f(x) als Integrand notiert wird. An Stelle von ,x‘ kann eine
beliebige andere Benennung der Integrationsvariablen treten.

Bemerkungen (zum Riemann-Integral).

(1) Fiir jedes beschrénkte f: [a,b] — R besteht zwischen dem Ober- und dem Unterintegral die

triviale Ungleichung
*rb b
=1

Gleichheit tritt per Definition genau fiir die integrierbaren f ein.

(2) Treppenfunktionen sind stets integrierbar, und ihr elementares Integral stimmt mit ihrem
Integral iiberein. Insbesondere gilt fiir die Integration einer Konstanten C' € R die (triviale,
aber in der Integrationstheorie stéindig verwendete) Regel

/:C':C(b—a).
8
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5.1. Definition und grundlegende Eigenschaften des Riemann-Integrals 89

(3) Das Integral f; f entspricht anschaulich dem Flidcheninhalt der Fliche, die zwi-
schen dem Intervall [a,b] auf der z-Achse und dem Graphen der Funktion f
liegt (und am linken und rechten Intervallrand senkrecht abgeschnitten wird). Dabei gehen
Teile der Fliche oberhalb der z-Achse mit positivem Fldcheninhalt ein, Teile unterhalb der
z-Achse zéhlen mit negativem Fliacheninhalt; hat f Vorzeichenwechsel, so werden positive
und negative Flidcheninhalte dementsprechend verrechnet.

Neben diesem zu Kapitelanfang unter (I) genannten Konzept prizisiert das Integral auch die
dort unter (IIT) und (IV) genannten. Das unter (II) genannte Konzept wird nicht durch das
Integral fab f selbst, sondern durch das sogenannte Mittelwertintegral ﬁ fab f realisiert.

Als Nichstes werden einige fiir den Umgang mit Integralen grundlegende Regeln festgehalten.
Die Beweise orientieren sich direkt an der vorausgehenden Definition und verlaufen problemlos;
der Fall der Regel (3) wird auch in den Ubungen kurz angesprochen.

Grundeigenschaften (des Riemann-Integrals).
(0) Abénderung der Funktionswerte von f an endlich vielen Stellen dndert f; f nicht.

Sofern es sich bei f und g um geeignete beschriankte Funktionen handelt und die Integrale auf
der rechten Seite existieren, gelten ...

(1) die Linearitét des Integrals
b b b
/(rf—l—sg):r/ f—l—s/g fira<bin Rund r,s € R,
a a a

(2) die Additivitit des Integrals beziiglich des Integrationsintervalls

c b c
/fZ/f+/f fira<b<cinR,
a a b

(3) die Regeln fiir Translation, Skalierung, Spiegelung des Integranden und des Integra-
tionsintervalls

b rb+c
/f(rm—l—c)dx:/ f fira<binR,ce Rundr >0,
a r ra-+c

b ra+c

1

/f(m:—i—c)dx:—/ f fira<binR,ce Rundr <0.
a T Jrbte

Und fiir geeignete Riemann-integrierbare Funktionen f, f, und g gelten ...

(4) die Monotonie des Integrals beziiglich des Integranden
b b
fegmilat — [7< [,
a a
(5) die fundamentalen Abschitzungen

b
(—a)int 1< [ 1< (b-a)sup s,

Ja,b
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90 KAPITEL 5. Integration von Funktionen einer Variablen

(6) die Dreiecksungleichung und der Schrankensatz fiir Integrale

b b
f‘< f S b_ f?
/a /a 1l <( a)]sigl \

(7) der (einfachste) Konvergenzsatz

b b
fn — f gleichméBig auf Ja, b = / fn — f-

n—oo

Grundlegend ist auch die Frage, welche Funktionen integrierbar sind. Der folgende Satz iden-
tifiziert eine weite Klasse solcher Funktionen, die praktisch alle konkret auftretenden Funktionen
enthalt:

Satz (iiber Integrierbarkeitskriterien). Fiir a < b in R sei f: [a,b] — R eine beschrinkte
Funktion.

(I) Ist f = limp oo gn €in auf [a,b] gleichmdfliger Limes von Treppenfunktionen
gn: [a,b] = R, so ist f iber [a,b] Riemann-integrierbar mit

b
— b
/a f= lim To(gn).

(I) Genau dann ist f ein auf [a,b] glesichmdéfiger Limes von Treppenfunktionen, wenn
f auf [a,b] eine sogenannte Regelfunktion ist, das heifit, wenn alle einseitigen Grenz-
werte f(xz+) mit x € [a,b] und f(z—) mit x € |a,b] in R ezistieren.

Zu den gemifl dem Satz integrierbaren Regelfunktionen auf einem kompakten Inter-
vall geh6ren insbesondere die monotonen Funktionen und die stetigen Funktionen
sowie allgemeiner die zwischen endlich vielen Sprungstellen stiickweise stetigen Funktionen.

Beweis von Teil (1) des Satzes. Sei ¢ > 0. Fiir n > 1 ist dann g,+e Oberfunktion und g,—¢
Unterfunktion zu f auf [a, b], woraus sich die Ungleichungen

xpb b
/ f = elb—a) <T(gn) < / f+e(b—a)

ergeben. Da generell 7: f=, f; f gilt und € > 0 beliebig ist, folgen die Existenz von lim,, o 12 (g5)

und ff f sowie die Ubereinstimmung dieser beiden Werte. O

Ein Beweis von Teil (II) des Satzes wird in der Vorlesung skizziert und im Folgenden der
Vollstandigkeit halber noch etwas genauer ausgefiihrt; fiir den weiteren Aufbau der Integralrech-
nung sind die betreffenden Details aber nicht relevant.

Beweis von Teil (II) des Satzes. Es gilt zwei Implikationen zu zeigen:

Fiir die erste Implikation seien f = limn— 00 gn gleichméBiger Limes von Treppenfunktionen g, und z € [a,b] eine
fixierte Stelle. Aus der Definition der Treppenfunktionen ergibt sich die Existenz gewisser 0, > 0 und ¢, € R mit g, = cp,
auf |z, z+0,[. Die gleichméBige Cauchy-Eigenschaft der g, impliziert, dass auch die ¢, eine Cauchy-Folge bilden, also
existiert ¢ := limp—o00 ¢n € R. Zu e > 0 gibt es daher ein n € IN mit [c—cy| +sup(q 5] lgn—f] < €, und fiir y € |z, x+d5 [ folgt
le—=f(y)| < le—cn| + lgn(y)—f(y)| < €. Damit ist die Existenz von f(z+) = ¢ € R gezeigt. Analog sieht man die Existenz
von f(z—) € R fiir « € ]a,b] ein, also ist f auf [a, ] eine Regelfunktion.
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5.1. Definition und grundlegende Eigenschaften des Riemann-Integrals 91

Fiir die zweite Implikation seien f eine Regelfunktion auf [a, b] und € > 0. Die Argumentation verlduft {iber:
Hilfsaussage 1. Es gibt hochstens endliche viele Stellen x € ]a, b mit |f(z+)—f(z)| + |f(z—)—f(z)| > e.

Waire Hilfsaussage 1 falsch, so gébe es eine ganze Folge solcher Stellen (xy)ren und dann auch eine Teilfolge (2, )¢cn mit
entweder xp, . fiir ein x. € Ja,b] oder xp, \ z« fiir ein z. € [a,b]. Wegen der angenommenen Eigenschaft der z,
gébe es weiterhin Stellen y, € ]a, b, die |f(z,)—f(yr,)| > § erfiillen und von der gleichen Seite wie die xy, gegen
konvergieren. Damit bestiinde ein Widerspruch zur Existenz von f(z«+) beziehungsweise f(z«—), und Hilfsaussage 1 ist
verifiziert.

Seien jetzt z1,x2,...,2p_1 mit 1 < x2 < ... < xy_1 die endlich vielen Stellen der Hilfsaussage 1. Zudem sei zg := a

und zy :=b. Der néchste Schritt ist:
Hilfsaussage 2. Es gibt ein > 0, so dass fiir z,Z € [a, ] gilt:
x,T € Jri—1, x| fiireini € {1,2,...,0}, |[T—z| <0 = |f(@)—f(z)] <e.

Wiire Hilfsaussage 2 falsch, so gébe es ein ¢ € {1,2,...,¢} und Folgen (z)ken, (Tk)reN In Jzi—1, 2] mit [T —zk| < % und
|f(Zk)—f(xk)| > € fiir alle k € IN. Fiir eine Teilfolge (k¢)eew mit limy_, oo T, = limy_,oo Tp, = T« € [T;_1,7;] existierten
dann auch limy_, oo f(xg,) und limy_, o0 f(Zg,) in R mit [limg_ o0 f(Tk,) — limys oo f(2,)| > €. Im Fall x4 € {z;-1,%;}
ergébe sich sofort ein Widerspruch, da lim_, o f(2r,) und lim,_, o f(Z,) beide mit f(x;—1+) oder beide mit f(z;—)
iibereinstimmen miissten. Im verbleibenden Fall z. € |z;—1,2;[ wéren fiir limy_, o f(zx,) und limy_, o f(Zg,) nur die
Werte f(z+—), f(z«+), f(x«) moglich, so dass sicher |f(z«+)—f(z«)| + |f(x+—)—f(z+)| > € gelten miisste. Die Stellen
mit dieser Eigenschaft wurden aber als x1,x2,...,xy_1 gewihlt, so dass sich auch in diesem Fall ein Widerspruch ergibe.
Damit ist Hilfsaussage 2 nachgewiesen.

Ausgehend von Hilfsaussage 2 kann eine Treppenfunktion g mit SUP[q, ] lg—f] < e wie folgt konstruiert werden. Man
zerlegt jedes Intervall Jz;_1, z;[ in endlich viele Teilintervalle der Lange < §. In jedem solchen Teilintervall I wéhlt man
eine beliebige Stelle z und realisiert g als auf I konstante Funktion mit Wert f(z), so dass |g—f| < € auf dem Teilintervall
I gemaB Hilfsaussage 2 gilt. Vereinbart man zusitzlich g(z;) := f(z;) fiir i € {0,1,2,...,£}, so folgt sup, ) [g—f| < € fur
die Treppenfunktion g.

Alles in allem erhélt man die Darstellung f = limy,—soo gn als gleichméBiger Limes, wenn man mit g, die zur Wahl des
Stammbruchs € = % gehorige Treppenfunktion g bezeichnet. O

Teil (I) des vorigen Satzes kann zur Berechnung konkreter Integrale verwendet werden und
erlaubt es dann, statt mit Ober- und Untersummen mit den etwas flexibleren Naherungssummen
1% (gn) zu arbeiten. Konkrete Beispiele fiir solche Integralberechnungen werden in der Vorlesung
und den Ubungen gegeben. Die folgenden Beispiele sind dagegen von vorwiegend theoretischem
Interesse und dienen dazu, die Grenzen des Satzes und des Riemannschen Integralbegriffs aus-
zuloten:

e Die Thomae-Funktion 1, auch Riemann-Funktion genannt (aber keinesfalls zu ver-
wechseln mit der Riemannschen Zeta-Funktion), wird definiert durch

fiir vollsténdig gekiirzte Briiche x = % €eQmitpeZ,qeN

a) = firz e R\ Q

O Q=

Die Funktion 1 ist eine beschrinkte Regelfunktion und daher iiber alle kompakten Inter-
valle [a, b] positiver Linge Riemann-integrierbar. Fiir alle diese Intervalle gilt fab 9 =0,
man spricht daher von einer Riemannschen Nullfunktion.

e Die charakteristische Funktion 1o der Cantor-Menge C (bekannt aus den Ubungen
zur Analysis I) erfiillt
1 firzedC

lo(z) = .
“@=10 firzer\C

Die Funktion 1 ist keine Regelfunktion, aber dennoch iiber alle kompakten Intervalle
positiver Lidnge Riemann-integrierbar und Riemannsche Nullfunktion.
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92 KAPITEL 5. Integration von Funktionen einer Variablen

e Als Dirichlet-Funktion bezeichnet man die charakteristische Funktion 1g des Zahlkor-

pers Q@ mit
1 firzeQ
Lg(z) = iy :
0 firzeR\Q

Die Funktion 1q ist iiber kein Intervall [a,b] mit ¢ < b in R Riemann-integrierbar,

denn stets gilt
*rb b
/HQ—b—a>0—/f.
a *J a

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird der Integralbegriff auf C-wertige f verallgemeinert.

Definition (Integration komplex-wertiger Funktionen). Sei a < b in R. Fine beschrdnkte
C-wertige Funktion f: [a,b] — C heifit iber [a,b] (Riemann-)integrierbar, wenn Re f und
Im f beide Riemann-integrierbar iber |a,b] sind, und das (bestimmte Riemann-)Integral von f
iiber [a,b] wird dann erklirt als

/abf: Lb(xef)+iLb(Imf)€C-

Praktisch alles im R-wertigen Fall Behandelte iibertrégt sich auf Integrale C-wertiger Funk-
tionen f. Insbesondere gilt die Dreiecksungleichung { f: f ‘ < fab | f|, wie man durch Fixieren eines

w € Cmit |w| =1 und w f(f f € R>p und Anwendung der reellen Version auf Re(wf) einsieht.

5.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, In-
tegrationstechniken

In diesem Abschnitt werden Resultate und Techniken behandelt, die Ndherungssummen vermei-

den und die explizite Berechnung von Integralen stattdessen mit Differentialrechnung in Verbin-

dung bringen. Die folgenden Konzepte bereiten eine elegante und umfassende Formulierung der
diesbeziiglichen Sétze vor.

Definitionen. Sei I ein Intervall in R, und f: I — K sei eine Funktion, die iber jedes kompakte
Teilintervall positiver Linge von I Riemann-integrierbar ist.

(I) Seien a,b € I. Im Fall a < b wurde das Riemann-Integral fabf im vorigen Abschnitt de-
finiert. Unter dem orientierten Riemann-Integral versteht man die Erginzung dieses
Begriffs durch die Festlequngen f;f = — [ f fira > b und f; f:=0 fira="o.

(IT) Eine Funktion ®: I — K heif§t ein unbestimmtes Integral von f auf I, wenn es ein
xg € I und ein C € K mit

@(x):/ f+C fir alle x € 1
o

gibt. Die Konstante C' bezeichnet man als Integrationskonstante.

Bemerkung. Bei Kenntnis eines unbestimmten Integrals ¢ von f auf I erhélt man auch
alle bestimmten Integrale von f iiber Teilintervalle von I, denn dann gilt

a

/abf N /z: f- /x: f=(2(6)=C) = (2(a)=C) = (b)) — &(a) = ®
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(wobei die abkiirzende Schreibweise <I>|Z rechts auch in der Form <I>(z)|zza oder [q)(x)]fc:a ver-
wendet wird und bei langem Funktionsterm ®(x) sehr praktisch ist). Die Berechnung eines
unbestimmten Integrals von f wiederum entspricht gemifl dem folgenden zentralen Satz
der Berechnung einer Stammfunktion F zu f (also einer Funktion F' mit F’ = f, wie
in Abschnitt 4.3 definiert) und kann mehr oder weniger schematisch angegangen werden. Die-
ses Vorgehen wird nun genauer diskutiert und ist im Hinblick auf ezplizite und ezakte Be-
rechnungen von Integralen sehr viel leistungsfihiger als die Betrachtung elementarer
Néaherungssummen.

Hauptsatz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, HDI). Sei I ein Inter-
vall in R, und f: I — K sei eine stetige Funktion. Dann gelten:

(I) Jedes unbestimmte Integral von f auf I ist eine Stammfunktion zu f auf I, es
gilt also

d xr
da:/mf:f(x) fiir alle xg,z € I.

(IT1) Jede Stammfunktion F zu f auf I ist ein unbestimmtes Integral von f auf I und

erfillt daher
b
[ior

Beweis. Zum Beweis von Teil (I) des Satzes betrachtet man fiir beliebig fixiertes xo € I die
Differenzenquotienten 7 ( f;:hf - ffo f) des unbestimmten Integrals. Mit dem Schrankensatz fiir
Integrale (Eigenschaft (6) in Abschnitt 5.1) ergibt sich fiir diese Differenzenquotienten

L L)l ()

x+h
| [ s

b
a

fiir alle a,be I.

Al

< sup |f=f(z)] — 0
|z,z+h| h—o00
bzw.

Jo+h,z|
(wobei das Supremum fiir h > 0 iiber |z, z+h[ und fiir h < 0 iiber |x+h, [ zu bilden ist). Damit
ist L f;cof = f(z) gezeigt.

Zum Beweis von Teil (II) bildet man, wieder bei beliebig fixiertem xo € I, das unbestimmte
Integral ®(z) := ffﬂ f. Die Stammfunktion F erfiillt dann F' = f = &', wobei die zweite
Gleichheit gemif Teil (I) gilt. Nach dem Konstanzsatz folgt F' = &4C auf [ fiir ein C' € K. Mit
® ist also auch F' ein unbestimmtes Integral von f, und ff f=r ‘Z gilt geméf Voriiberlegung. [

Bemerkungen (zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

(1) Der HDI zeigt, dass unbestimmte Integration von stetigen Funktionen f nichts
anderes ist als Stammfunktionsbildung, d.h. die Umkehroperation zur Differentiation.
Diese Feststellung ist aber keineswegs trivial — denn Integration und Stammfunktionsbil-
dung wurden ganz unterschiedlich definiert — und oft sehr niitzlich, um Eigenschaften des
einen Konzepts auf das andere zu iibertragen: Zum Beispiel ist aus Abschnitt 5.1 klar, dass
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94 KAPITEL 5. Integration von Funktionen einer Variablen

fiir stetige f stets ein unbestimmtes Integral existiert. Dass f auch eine Stammfunktion
besitzt, ergibt sich aber erst mit dem HDI. Andererseits ist jede Stammfunktion eines ste-
tigen f trivialerweise stetig differenzierbar, fiir unbestimmte Integrale von f folgt stetige
Differenzierbarkeit erst mit dem HDI.

(2) Fiir die Differentiation eines Integrals (mit stetigem Integrand f: I — IK) nach der unteren
Integrationsgrenze folgt aus dem HDI die Regel

d [
dx/ f=—f(z) fiir zo,x € I.

(3) Der Konstanzsatz garantiert, dass Stammfunktionen und unbestimmte Integrale ® zu
f bis auf Addition von Konstanten eindeutig sind, aber eben nicht villig eindeutig.
Man verwendet deshalb die Schreibweisen

/f = ®+const auf I, /f(a:) dz = ®(x)+const firz el

und denkt bei den Integralen ohne Integrationsgrenzen an die Menge aller Stammfunktionen
zu f, beim Hinzufiigen von ,,4+const“an die Addition einer beliebigen Konstanten aus IK.

Erste Beispiele fiir konkrete Integralberechnungen mit dem HDI, bei denen man die benétigte
Stammfunktion direkt ,erraten” kann, werden in der Vorlesung gegeben.

In vielen Féllen kann man eine Stammfunktion zu einem gegebenen Integranden aber nicht
mehr ohne Weiteres bestimmen. Fiir solche Félle gibt es Integrationstechniken; die beiden wohl
wichtigsten ergeben sich — wie in der Vorlesung erklirt wird — als direkte Folgerungen aus
dem HDI sowie den Differentiationsregeln fiir Produkte und Verkettungen.

Satz (Produktintegration, partielle Integration, Wilzformel). Sei I ein Intervall in
R, und seien f,g: I — KK stetig differenzierbare Funktionen auf I (einseitig differenzierbar in
eventuell zu I gehiorigen Randpunkten). Dann gelten

/ab(fg’) = [fq]’ - /ab(f’g) fiir a,b eI,
Judr=to- [g) +eomst a1,

Satz (Substitutionsregel, Transformationsregel). Seien I und J Intervalle in R, seien
f:+J — K eine stetige und g: I — J eine (in eventuellen Randpunkten einseitig) stetig diffe-
renzierbare Funktion. Dann gelten

b g(b)
/ Flg(2))g (x) de = / F(y) dy firapel,
a g(a)

g(z)
/f(g(z:))g'(z) dx = /f(y) dy +const  firxzel,

wobei g(m)ff(y) dy fiir die Terme ®(g(x)) steht, die sich durch Einsetzen von g(x) in ein unbe-
stimmtes Integral ® von f ergeben.
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Bemerkungen (zur Substitutionsregel).

(1) In der Rechenpraxis wird die Substitutionsregel oft so angewandt, dass man mittels der
Gleichung y = g(«) und der formalen (!) Umrechnung von Differentialen dy =
g’(z) dz die ,,alte* Variable x iiberall durch die ,,neue® Variable y ersetzt. Ist g
monoton und hat ¢’ in I keine Nullstelle, so existiert die C'-Umkehrfunktion g~!, und dann
kann man mittels der nach x aufgelésten Gleichungen x = g~ 1(y) und da = 9’(9’711(@/)) dy
tatséichlich bei beliebig gegebenem Integranden mittels g substituieren. (Fiir allgemeine g
muss der Integrand dagegen wie auf der linken Seite der Regeln von spezieller Form sein.)

(2) Neben der beschriebenen Umrechnung des Integranden gilt es bei Substitution, ...

e bei bestimmten Integralen die Grenzen a und b durch g(a) und g(b) zu ersetzen,

e bei unbestimmten Integralen nach Abschluss der Integration die Riicksubstitu-
tion vorzunehmen, d.h. die ,neue* Variable y am Ende wieder durch g(x) zu ersetzen.

Beispiele fiir Integralberechnungen mit partieller Integration oder Substitution werden in
der Vorlesung gegeben. Anders als bei solchen Beispielaufgaben ist bei echten Anwendungen
der Integralrechnung aber zumeist nicht klar, welche Integrationstechnik zielfithrend oder be-
sonders giinstig ist. Es gibt hierfiir auch keine allgemeinen Regeln oder Methoden, sondern nur
solche, die spezielle Klassen von Integranden abdecken. Féllt ein Integrand nicht eine Klasse von
Funktionen, deren Integration man bereits beherrscht, so kommt man im Allgemeinen nur durch
Ausprobieren verschiedener Techniken oder ,,Erraten“ der richtigen Vorgehensweise zum Erfolg.
Deshalb ldsst sich sagen: Ganz im Gegensatz zum schematischen Vorgang des Differenzierens

ist Integrieren eine Kunst!

Eine sehr einfach zu integrierende Klasse bilden die Polynomfunktionen, denn fiir diese
braucht man nur die Regel [z®dz = ﬁ%xsﬂ + const (hier relevant nur fiir s € INg, aber
natiirlich giiltig fiir alle s € R\ {—1}) und die Linearitéit des Integrals. Etwas schwieriger ge-
staltet sich die Integration von sogenannten rationalen Funktionen, das heiffit von Quotienten
von Polynomen. Der néchste Satz ermdglicht aber auch fiir solche Funktionen ein schematisches

Vorgehen.
Satz (Partialbruchzerlegung und Integration rationaler Funktionen).

(I) Komplexe Partialbruchzerlegung: Sei

_p
r—==

q

eine rationale Funktion iber C, das heifit ein Quotient von Polynomen p und ¢ mit
komplexen Koeffizienten. Dann besitzt r(z) eine eindeutige Darstellung als komplexe
Linearkombination von Potenzen

P2 mit j € Ny, j < Grad(p)—Grad(q)

und von Partialbriichen

=0 zu Nullstellen ¢ € C von ¢, k € IN, k < Vielfachheit(() .
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(1)

Auf Intervallen in R ohne Nullstelle von q kann r(x) mit Hilfe der Regeln

. 1 .

r=—2 + const,

2’ d g+l t
Jj+1

1 Log(z—() + const firk =1

—pdr = 1 1 .

(x—C) ~ %1 @m—q)r—1 + const fiir k > 2

integriert werden. (Dabei steht Log fiir den komplexen Logarithmus des Abschnitts 2.6 mit
Log(z—()=log|z—(|+iArg(x—() und Arg(x—()=arctan *= Re ¢ —sgn(Im )5 fir ¢ ¢ R.)

Im(

Reelle Partialbruchzerlegung: Sei

eine rationale Funktion iber R, das heifft ein Quotient von Polynomen p und q mit
reellen Koeffizienten. Dann besitzt r(x) eine eindeutige Darstellung als reelle Line-
arkombination von Potenzen

x’ mit j € Ng, j < Grad(p)—Grad(q)

und von reellen Partialbriichen

1
@) zu Nullstellen r € R von q, k € IN, k < Vielfachheit(r),
x—r
1
(r—ay1 B2k ™ Nullstellen a+iB € C\ R wvon q, k € N, k < Vielfachheit(a+if)
T—a

(=) p2F ™ Nulistellen a+ip € C\ R von q, k € N, k < Vielfachheit(a+iJ) .

Auf Intervallen ohne Nullstelle von q gelingt die Integration von r(x) mit Hilfe der reellen
Regeln

, 1 .
/xj de = — 27! + const,
j+1

/ 1 log |z—r| + const firk=1
k dz = 1 1 .. ;
(z—r) TE1 (ar)F T + const  fiir k > 2

/ e %log((x—oz)Z—FﬁQ) + const fiirk =1
((z—a)24p2)k ™ ye=1 + const firk>2"
1

1 3 arctan % -+ const firk=1
(a2 = (21 da + 5t 1-a fiir k> 2
2(-1)F% ) (w=a)?+B7)F T T 2E-DF ((w—a)7+ge 1 U=
)

1 1
2(k—1) ((z—a)?+52

(wobei fiir den letzten Fall nur eine Rekursionsformel angegeben wurde).

Eine Beweisskizze zur Existenz und Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung wird in der
Vorlesung gegeben (auch wenn es sich eher um ein Problem der Algebra als der Analysis handelt).
Die angegebenen Integrationsregeln lassen sich durch Differenzieren problemlos nachrechnen.
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Verfahren (Herstellung der Partialbruchzerlegung). Sei eine rationale Funktion

_p
r—==

q
mit Polynomen p und q tber R oder C gegeben. Zur praktischen Berechnung der Partial-
bruchzerlegung (PBZ) von r geht man dblicherweise in folgenden Schritten vor:

(0) Optional: Man bestimmt durch Polynomdivision die in der PBZ auftretenden Potenzen
und reduziert die Betrachtung auf einen Quotienten, dessen Zihler-Polynom der bei der
Polynomdivision verbliebene Rest ist und kleineren Grad als das Nenner-Polynom q hat.

(1) Man bestimmt die Nullstellen des Nenner-Polynoms q und ihre Vielfachheiten. (Bei
Ubereinstimmungen mit Nullstellen des Zihlers empfiehlt sich auch das Kiirzen der zugehori-
gen Linearfaktoren.)

(2) Man macht fiir die PBZ von r einen Ansatz als Linearkombination aus den im Satz
beschriebenen Partialbriichen (und bei Vorgehen ohne Polynomdivision auch aus den
Potenzen) mit noch unbekannten Koeffizienten.

(3) Man stellt ein lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten auf.
Oft kann man hierbei durch geschicktes Vorgehen erheblichen Rechenaufwand einsparen und
einige einfache Gleichungen direkt ablesen, beispielsweise indem man einen Wachstums-
vergleich beim Grenziibergang gegen die Polstellen und oo und/oder einen Wertevergleich
an anderen geeigneten Stellen durchfihrt. Auch Symmetrie-Betrachtungen konnen weitere
Gleichungen liefern. Als letztes Mittel, das immer und schematisch zum Ziel fiihrt, aber
oft groffen Rechenaufwand erfordert, kann man den Ansatz mit dem Hauptnenner multi-
plizieren und die Koeffizienten der resultierenden Polynome vergleichen. In jedem Fall sind
mindestens so viele Gleichungen aufzustellen wie unbekannte Koeffizienten vorliegen (und
noch mehr, falls die Gleichungen nicht auf Anhieb linear unabhdngig sind).

(4) Man lost das lineare Gleichungssystem fiir die Koeffizienten und erhdilt die gesucht
PBZ von r.

Manchmal kann ein gegebener Integrand auch durch eine Substitution in einen rationalen
Integranden iiberfithrt und dann geméf dem obigen Vorgehen integriert werden; Beispiele hierfiir
werden in den Ubungen behandelt.

Zum Schluss dieses Abschnitts sei noch betont, dass mit den behandelten Methoden keines-
wegs jeder aus Grundfunktionen zusammengesetzte Integrand integriert werden kann. Tatséchlich
muss die Stammfunktion eines solchen Integranden auch gar nicht notwendig eine Darstellung
als elementarer Funktionsausdruck aus Grundfunktionen besitzen: Bekannte Beispiele solcher
elementarer Funktionen ohne elementare Stammfunktion sind

1g2 e’ sinz cos 1 x sinx
e = _—
’ x x x logz’ logx’ Nz

sowie die Integranden der sogenannten elliptischen Integrale, das sind Funktionen des Typs
r(x, p(a:)) mit rationaler Funktion r und Polynom p vom Grad 3 oder 4.

Im Fall einer nicht-elementaren Stammfunktion niitzen der HDI und die darauf auf-
bauenden Integrationstechniken offensichtlich wenig, man kann dann im Allgemeinen nur im
Sinne numerischer Ndherungswerte oder durch Reihenentwicklung des Integranden
und gliedweise Stammfunktionsbildung im Sinne des Abschnitts 4.3 integrieren.
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5.3 Uneigentliche Integrale, Parameter-abhingige Integrale

Als Nichstes wird der Integralbegriff auf unbeschriankte Integrations-Intervalle und (nahe einer
Integrationsgrenze) unbeschrinkte Integranden erweitert.

Definition (uneigentliche Riemann-Integrale).

(I) Fiir —oo < a < b < oo sei f:]a,b] — K dber alle kompakten Teilintervalle von [a,b]
Riemann-integrierbar. Wenn der Grenzwert existiert, heifst dann

[r=m [ s

das (an der oberen Grenze) uneigentliche Riemann-Integral von f dber [a,b].

(IT) Fir —o0o < a < b < oo sei f:]a,b] — K dber alle kompakten Teilintervalle von ]a,b]
Riemann-integrierbar. Wenn der Grenzwert existiert, heifst dann

[r=mm [

das (an der unteren Grenze) uneigentliche Riemann-Integral von f iber ]a,b].

(IIT) Fir —oo < a < b < oo sei f:]a,b] — K dber alle kompakten Teilintervalle von |a, b|
Riemann-integrierbar. Wenn der Grenzwert' existiert, heifst dann

[r=m [

B/
das (an beiden Grenzen) uneigentliche Riemann-Integral von f ber |a,bl.

Wenn die jeweiligen Limites in IK existieren, spricht man von Konvergenz des uneigentli-
chen Integrals, andernfalls von seiner (bestimmten/unbestimmten) Divergenz.

Bemerkungen (zu uneigentlichen Integralen).

(1) Die vorausgehende Definition verallgemeinert den Integralbegriff des Abschnitts 5.1
. . . b
und die zugehdrige Notation fa f

e zum einen auf uneigentliche Grenzen a = —oo und/oder b = oo,

e zum anderen auf bei z N\, a und/oder /b unbeschrinkte Integranden f(z).

(2) Fiir eigentliche Grenzen a < b in R und auf ]a, b] beschriankte Integranden f: Ja,b] — K
stimmt das uneigentliche Integral dagegen mit dem zuvor eingefithrten Integral iiberein
(zumindest wenn man letzteres fiir nur auf |a, b statt [a,b] definierte Funktionen erklért;
problemlos moglich, da der Wert an den einzelnen Stellen f(a) und f(b) belanglos ist).
Diese Ubereinstimmung rechtfertigt erst die unverinderte Notation f: f und folgt selbst
aus Grundeigenschaft (6) in Abschnitt 5.1, denn gemé&8 dieser Eigenschaft hingen Integrale
beschriankter Funktionen stetig von den Integrationsgrenzen ab.

'Den simultanen Limesprozess mit den beiden Grenzen o und § kann man wie folgt erkliren: Man
vereinbart, dass der Limes existiert und Wert L € K hat, wenn zu jedem ¢ € Rx¢ ein d €]0,b—a] existiert, so
dass fiir alle « € |a, a+46[ und B €]b—0, b stets ’L— ff f! < € gilt, und entsprechend erkliart man fiir K = R die
Existenz des Limes mit oo oder —oo. Aquivalent ist es, den Limes als limaNa f;” f+limg ffo f mit beliebigem
zo € ]a, b] einzufithren. Die genaue Wahl von zg beeinflusst Existenz und Wert dabei nicht.
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5.3. Uneigentliche Integrale, Parameter-abhéngige Integrale 99

(3) Die Grundeigenschaften des Abschnitts 5.1 iibertragen sich problemlos auf uneigentliche
Integrale.

(4) Fir —oo < a < b < oo sei F: Ja,b] — K eine auf ]a,b[ stetig differenzierbare Funkti-
on. Durch Anwendung des ,normalen“ HDI auf kompakte Teilintervalle [«, 5] C Ja, b] und
Grenziibergang erhélt man den HDI fiir uneigentliche Integrale

b bh—
/ F'=F(b-) - F(a+)=: F N

sofern der Ausdruck F(b—)—F'(a+) in RU {—o00,00} oder C erklért ist.

Auch beim ,normale“ HDI wird jetzt klar, dass die in der fritheren Version implizit voraus-
gesetzte Differenzierbarkeit bis in die Randpunkte a,b € R iiberfliissig ist. Tatséchlich folgt

f; F =F ‘Z unter den Voraussetzungen, dass F': [a,b] — K auf |a, b[ stetig differenzierbar,
doch auf [a, b] nur stetig ist.

Auch die Regeln zur Produktintegration und Substitution iibertragen sich selbstversténdlich
auf uneigentliche Integrale und Félle ohne Differenzierbarkeit in Randpunkten.

(5) Geometrisch beschreiben uneigentliche Integrale die Flicheninhalte unbeschrinkter
Flichenstiicke (die wie frither zwischen den Funktionsgraphen und der z-Achse liegen).

(6) Ist f: f auch als uneigentliches Integral nicht sinnvoll erklért, so existieren eventuell noch
sogenannte Hauptwerte des nicht-existenten Integrals. Im Fall a = —o0, b = 00 ist

[eS) R
e g

ein solcher Hauptwert. Ist f dagegen bei einem inneren Punkt zy von [a,b] C R unbe-
schrénkt, so kann man den Cauchy-Hauptwert

o [t ([ 1+ [

betrachten. Im Gegensatz zum an beiden Grenzen uneigentlichen Integral wird hierbei aber
stets ein gekoppelter Limesprozess mit zwei Grenzen durchgefiihrt.

Beispiele. Bekannte Beispiele uneigentlicher Integrale sind ...

e die Integrale von Potenzfunktionen

[e'e) 1
/ z°dx und / z° dx
1 0

(konvergent fiir s € C genau wenn Re s < —1 beziehungsweise Res > —1),

e das (vollstéindige) Gauf3sche Fehlerintegral
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e die die Gamma-Funktion definierenden Integrale

00 1
I'(s) :== / ¥ le ™ dx = / (—logt)*~1dt
0 0

(konvergent fiir s € C genau wenn Re s > 1; erfiillen I'(n+1) = n! fir n € INyp),

e nur durch Kiirzungseffekte konvergente Integrale wie das Dirichletsche Integral

und die Fresnel-Integrale

| eostatydo= [ sintayas = /7 [ e = a3

FEtwas genauer werden diese und weitere Beispiele in der Vorlesung erlautert.

Die Konvergenztheorie uneigentlicher Integrale verliduft sehr weitgehend analog zu
der der Reihen (vergleiche mit den Abschnitten 2.3 und 2.4). Insbesondere unterscheidet man
zwischen absoluter Konvergenz von f; f (diese bedeutet definitionsgeméf f; |f| < o0) und

nicht-absoluter Konvergenz von ff f in K. Weitgehend analog zu Reihen gilt auch:

Satz (Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale). Fiira < zop < b in RU{—oc0o0}
sei f:]a,b] — K dber jedes kompakte Teilintervall von la,b| eigentlich Riemann-integrierbar.
Dann gelten:

(I) Cauchy-Kriterium: Genau dann konvergiert f;o f, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0

gibt, so dass N
b
KE
B

fiir alle B,B € |b—0,b] (Fall b < o00) beziehungsweise alle [3, E € ]%, oo[ (Fall b = 00) gilt.

(II) Beschrdinktheitskriterium: Sei IK = R und f > 0 auf |a,b]. Genau dann konvergiert
f; f, wenn es ein M € R gibt, so dass fir alle a, 3 € R mit a < aa < < b gilt:

/jng.

(ITIT) Majorantenkriterium: Gilt |f| < g auf la,b[ fir eine Majorante g: ]a,b[ — [0, 00[,
die tber alle kompakten Teilintervalle von |a,b[ eigentlich Riemann-integrierbar ist und
f;g < oo erfiillt, so konvergiert f:f absolut.

(IV) Abel-Kriterium: Konvergiert ffo f und ist g: [x0,b] = R eine monotone Funktion mit

limsupg , [g(B)| < oo, so konvergiert f;o(fg).

(V) Dirichlet-Kriterium: Gilt limsupg , Ufo f| < oo und ist g: [xg,b[ — R eine monotone
Funktion mit limg ~, g(8) = 0, so konvergiert f;o (fg).
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Die Kriterien (I), (II) und (III) ergeben sich dabei aus analogen Kriterien fiir Grenzwerte.
Das Abel-Kriterium (IV) und das Dirichlet-Kriterium (V) dienen zum Nachweis nicht-
absoluter Konvergenz; der Vollstéindigkeit halber wird ihr Beweis ausgefiihrt.

Beweis der Konvergenzkriterien (IV) und (V). Sei zuniichst f stetig mit Stammfunktion F' und g stetig differenzierbar.
Dann gilt fiir zo < 8 < B < b die Produktintegrations Formel

/ (fg) = / (Fg")

Auf der rechten Seite verschwindet [Fg}g im Limes 3 > 8 — b (im Fall des Abel-Kriteriums, weil F(b—) € K und g(b—) € R
existieren; im Fall des Dirichlet- Krlterlums weil F' nahe b beschrinkt bleibt und g(b—) = 0 gilt). Wegen Monotonie von g

ldsst sich auBerdem }fﬁ Fgh| < ! g {sup 16,51 |F| = |g(B)—g(B)| sup| 5 5 |F| abschiitzen, so dass auch der zweite Term

auf der rechten Seite beim Grenziibergang /3 > 8 — b verschwindet. Nach dem Cauchy-Kriterium (I) existiert daher fg (f9).
Ohne Zusatzvoraussetzungen an f und g bleibt die Abschédtzung

B 3 -

| [ - [Fall| < lo(B)-9(0)| s 17

B 18,80
fiir jedes unbestimmte Integral F' von f richtig, und man erhélt die Existenz von f;(fg) analog zur vorigen Argumentation.
Um die angegebene Abschitzung zu erhalten, iiberlegt man sich durch Rechnen mit endlichen Summen, dass diese fiir
monotone Treppenfunktionen g gilt. Allgemeine monotone Funktionen g sind Regelfunktionen und nach Abschnitt 5.1
gleichméBige Limites von Treppenfunktionen g, . Durch naheliegende Modifikation der g, oder Beweisanalyse in Abschnitt
5.1 sieht man, dass die g, sogar monoton gewéhlt werden kénnen, und iibertrigt obige Abschéitzung von den gy, auf g. O

Fiir iiber kompakte Teilintervalle von ]a, b[ integrierbare f: ]Ja,b[ — R ergibt sich aus dem
Beschrinktheitskriterium (auch dies ganz analog zu Reihen): Ist f > 0 auf ]a, b[, so konvergiert

fab f in R>¢ oder hat den Wert oo, und fiir allgemeine f tritt einer der folgenden Félle ein:
o Fall fab fi < oo, fab f- < oo: In diesem konvergiert fab f absolut.
o Fall ff fi = oo, ff f- < oo: In diesem gilt fff = 0.
e Fall f; fi < oo, ff f— = oo: In diesem gilt fff = —00.
e Fall f; f+ = o0, fab f— = oo: Hier kann fab f nicht-absolut in R konvergieren, Wert —oo

oder oo haben oder gar nicht in R U {—o00, 0o} existieren. Man spricht vom Typ co—oo.

Als Nichstes sollen statt eines einzelnen Integrals ganze Familien eventuell uneigentlicher
Integrale betrachtet werden, die von einem (zumeist reellen) Parameter abhéingen.

Definitionen (Parameter-abhiingige Integrale, gleichgradige Integrierbarkeit). Seien
P eine Menge (von Parametern), —oo < a < b < oo und f: |a,b[ x P — K eine Funktion.

e Fualls f(-,p) fiir jedesp € P tiber jedes kompakte Teilintervall von ]a,b] Riemann-integrierbar
ist und das eventuell uneigentliche Integral

/abf(x,p)dw - /abf(-,p)

fiir alle p € P in K existiert, spricht man von einem Parameter-abhdngigen Integral.

e Die Familie von Integranden (f(-,p))pep eines Parameter-abhingigen Integrals heifit bet
b gleichgradig integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass

‘/;f(ﬂc,p)dcC

fiir alle p € P und alle B € b—6,b] (Fall b < 0o) beziehungsweise alle 3 € %, 00[ (Fall b=
o0) gilt. Gleichgradige Integrierbarkeit von (f(-,p))pcp bei a definiert man analog.

<e€

101



102

KAPITEL 5. Integration von Funktionen einer Variablen

Im Zusammenhang mit solchen Integralen stellt sich oft die Frage, ob ein Grenziibergang
mit dem Parameter mit der Integration vertauscht werden darf. Der néchste Satz zeigt, dass
eine solche Vertauschung in vielen Féllen durchgefiihrt werden kann, aber keineswegs trivial ist
und der Rechtfertigung (durch Uberpriifung der entsprechenden Voraussetzungen) bedarf.

Satz

(Vertauschungsprinzipien fiir Parameter-abhingige Integrale). Sei ff fx,p)da

ein Parameter-abhdngiges Integral im Sinn und mit den Bezeichnungen der vorigen Definition.
Dann gelten folgende Vertauschungsprinzipien:

(D)

(111)

Grenziibergang unter Integral: Sei (f(-,p))pecp bei a und b jeweils gleichgradig inte-
grierbar, seipy € P, und sei ein nicht-leeres Umgebungssystem Sp, C P(P) gegeben. Liegt
(mit Sp, erklirte) Konvergenz limpsy_sp, f(+,p) = f(+,p0) auf Ja,b[ vor und ist diese
gleichmifig auf jedem kompakten Teilintervall von ]a,b[, so gilt

b b
lim f(x,p)da;—/ f(z,po)de.

P>p—po a

Differentiation unter Integral: Sei P ein offenes Intervall in R, die Ableitung dd—pf(x,p)

nach dem Parameter p ezistiere fir alle (x,p) € |a,b] x P, und (dipf( . ’p))peP sei bei a

und b jeweils gleichgradig integrierbar. Ist p — %f(a:,p) fiir jedes x € la,b| stetig auf
P und ist fiir jedes kompakte Teilintervall J C |a,b] diese Stetigkeit gleichmdf$ig in den
x € J, so gilt

d b b q
dp/a f(z,p)dz /a dpf(a:,p) dx fiir alle p €

Vertauschung von Integrationen: Sei () # P = [p,,p*] C R, und (f(+,p))pep sei bei
a und b jeweils gleichgradig integrierbar. Ist f(x, -) fir jedes x € ]a,b[ stetig auf P und
ist fir jedes kompakte Teilintervall J C |a,b| diese Stetigkeit gleichmdfig in den x € J,
so gilt

*

/:* (/abf(x,p)dx> dp_/j( : f(x,p)dp> de .

Bemerkungen (zu den Vertauschungsprinzipien fiir Parameter-abhéngige Integrale).

Das Prinzip (I) mit P = INU {0}, Spy = {IN>p, @ no € IN} enthélt den Konver-
genzsatz fiir Funktionenfolgen aus Abschnitt 5.1 als Spezialfall und verallgemeinert
diesen auf Félle, in denen die Konvergenz nur auf kompakten Teilintervallen, nicht auf
dem Gesamtintervall |a, b gleichméBig ist. Eine analoge Aussage gilt fiir Funktionenrei-
hen, allgemeiner ist das Prinzip aber auch auf kontinuierliche Grenziiberginge mit
einem reellen Parameter p anwendbar und zeigt dann unter geeigneten Voraussetzungen
Stetigkeit Parameter-abhingiger Integrale fab f(z,p) dz im Parameter p.

Im Fall P C R sind die Voraussetzungen der Prinzipien (I) und (III) typischerweise erfiillt,
wenn f stetige Funktion beider Variablen (x,p) ist — in einem Sinn, der erst in Abschnitt
6.1 genauer erklért wird.
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5.3. Uneigentliche Integrale, Parameter-abhéngige Integrale 103

e Fiir die Vertauschung (II) von Differentiation (nach einem Parameter) und Integra-
tion benétigt man dhnliche Voraussetzungen wie bei den anderen Prinzipien, jedoch in
diesem Fall fiir die Ableitung d% f(z,p).

Beweis von Teil (I) des Satzes. Sei € € Rsq beliebig fixiert. Wegen der vorausgesetzten gleich-
gradigen Integrierbarkeit gibt es dann ein § € |0, 25%] mit |faa+5 f(,p)|+ ]fbb_5 f(-.p)] < ie
und fiir alle p € P. Wegen gleichméfiger Konvergenz auf dem kompakten Teilintervall [a+d, b—0]
gibt es weiterhin eine Umgebung U € Sp, von pg mit (b—a)supjai5p—g) [f(+:)—f(+:po)| < €
fiir alle p € U. Durch Zerlegung des Integrationsbereichs und Anwendung von Dreiecksunglei-

a+5
a

’/abf(-,p) —/abf(-,po)

\ 7. >\ /6_6\f<-,p>—f<-,po>\

b—9
+‘/a f(+,po) '/f,po

1 1 1
<zetget+ge=c¢
fir alle p € U. Damit ist die Behauptung limps,_,p, f; f(,p f f(+,po) nachgewiesen. [J

3 3 3

Der Beweis von Teil (II) des Satzes verwendet &dhnliche Argumente auf der Ebene von Ab-
leitungen. Die prézise Umsetzung ist etwas technisch; daher wird sie in der Vorlesung nicht im
Detail behandelt, hier aber ausgefiihrt.

Beweis von Teil (II) des Satzes. Ohne Einschrinkung sei K = R.
Man weist die Behauptung zunéchst fiir kompakte Teilintervalle nach, zeigt also

—/ frp)dw—/ o f(@p)da

fiir alle o und 8 mit a < a@ < 8 < b und alle p € P. Dazu schreibt man fiir p € P und h € R.g mit p+h € P geméfl dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung w = %f(x,gx) mit Stellen &, echt zwischen p und p+h. Es folgt

‘%(/jf(x,pwdx_/jf(x,p)dx) —/j%f(a:,p)dz _ ‘/j (dipﬂx,fz)—if(x,p)) d

S N N f(w | =0,
e€la, B dp —0
g€lp—|hl,p+|h|[

wobei im letzten Schritt die Stetigkeit von (f—p f(z,p) in p und deren GleichmiBigkeit in den relevanten z benutzt wurde.
Damit ist die Behauptung fiir kompakte Teilintervalle gezeigt.

Um den allgemeinen Fall zu behandeln, sei € € R+ fixiert. Wegen der vorausgesetzten gleichgradigen Integrierbarkeit,
gibt es dann ein § € }O, b_Ta [, so dass fiir a € [a,a + 6] und B8 € |b — 4, 1] stets

‘/a+6ifxp)dx ‘/ f(:):p ) dz

gilt. Mit der bereits gezeigten Aussage und dem Schrankensatz folgt hieraus (wobei wieder p € P und h € Rg mit p+h € P

sei)
a+§ a+§8
[ t@pinde = [ @) de

@ @

1
—€
2

B B 1
+’/ f(z,p+h)dz —/ f(z,p)dz| < =¢h
b—o b—§ 2

zunédchst nur fiir @ > a und B < b, nach Grenziibergang konnen die Grenzfille « = a und 8 = b aber wieder hinzugenommen
werden. Damit ist nun klar, dass

‘%(/abf(m,p-l-h)da:—/abf(zyp)@) —/ab ;;f(z’p)dm

durch den gleichen Term mit a+d anstelle von a und b—¢ anstelle von b bis auf £ abgeschitzt werden kann. Da fiir
letzteren Term schon die Konvergenz gegen Null bei h — 0 gezeigt wurde und € € R~ beliebig ist, verschwindet auch der
Ausgangsterm mit @ und b im Limes h — 0. Damit ist die behauptete Ableitungseigenschaft gezeigt. g
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104 KAPITEL 5. Integration von Funktionen einer Variablen

Beweis von Teil (II1) des Satzes. Fiir fixiertes pg € P setzt man

Fap) = | fle,q)dg e alle (z,p) € a, ] x [pu. 7).
Po

Geméfl dem HDI gilt dann dipF (z,p) = f(x,p), und deshalb liegen alle Voraussetzungen vor,
um das Parameter-abhéngige Integral mit Integranden F'(-,p) geméf Teil (II) des Satzes zu
differenzieren. Es folgt

b b
di F(z,p)dz = / f(z,p)dx fiir alle p € |p., ™|,
p a a

also ist p — fab F(x,p)dr Stammfunktion zu p — fab f(z,p)dz. Mit dem HDI erhélt man nun

/f*/abf(x,p)d:rdpz/abF(:v,p*)d:r—/abF(%p*)dx
T L Lo R L LT,
/a Po /a Po a Jp.

Somit ist die Behauptung verifiziert. O
Beispiele (zu Berechungen von/mit Parameter-abhéingigen Integralen).

(1) Beim uneigentlichen Integral

1 r5—1
/ dx mit Parameter s € R
o logx

sieht man mit Potenzfunktionen als Majoranten und Minoranten, das (absolute) Konvergenz
genau fiir s > —1 besteht. Da das Auffinden einer Stammfunktion (fiir s # 0) problematisch
scheint, bietet sich zur Berechnung des Wertes die Differentiation unter dem Integral

d [tas-1 Ld z-1 ! 1
- do= | =2 dx:/ ¥dr = —
ds Jo logx o dslogz 0 s+1

an. Diese Rechnung ist fiir s > —1 gerechtfertigt, da die unter dem Integral gebildete Ablei-
tung x° fiir s > sg > —1 die Majorante x*° besitzt (denn |z¥| = 2° < 2% fiir 0<x < 1) und die
benotigte gleichmiBige Stetigkeit in s aufweist (denn |2°—2°| < max{z®, 2°}|logz||3—s| <
max{a®®, 1}|log a||s—s| fir 0<a <z <1). Durch Stammfunktionsbildung folgt

Ves—1
/ dz =log(s+1) + C fir alle s € R>_
o logx

mit einer Integrations-Konstante C' € R, und durch Betrachtung des trivialen Falls s = 0
identifiziert man C' = 0. Damit ist das eingangs angegebene Integral berechnet.

(2) Auch die Werte des Gaufischen Fehlerintegrals, des Dirichletschen Integrals und der Fresnel-
Integrale konnen durch (teils trickreiche) Rechnungen mit Parameter-abhéingigen Integralen
bestimmt werden. Dies wird (zumindest teilweise) in den Ubungen diskutiert.
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5.4 Integral-Mittelwerte und -Ungleichungen

In diesem Abschnitt werden Resultate zusammengetragen, die Integral-Mittelwerte betreffen.
Satz (Mittelwertsitze der Integralrechnung).

(I) (Erster) Mittelwertsatz: Fir a < b in R sei f:]a,b[ — R eine stetige Funktion.
Konvergiert fabf in R, so gibt es eine Zwischenstelle & € |a, b mit

ro=5 [ 1

(II) Zweiter /verallgemeinerter Mittelwertsatz: Seien —oo < a < b < oo, f:]a,b] = R
eine stetige Funktion und v: ]a,b] — R>¢ eine nicht-negative Funktion, die tber alle

kompakten Teilintervalle von |a,b] Riemann-integrierbar ist. Konvergieren f:( fv) und

ffw in R, so gibt es eine Zwischenstelle & € |a, b| mit

7€) /abv:/abm)-

Der erste Mittelwertsatz ist dabei im zweiten als Spezialfall v = 1 enthalten. Die Benennung
beider Sétze als Mittelwertsitze erfolgt wegen des Auftretens des Integral-Mittelwerts ﬁ f: f

von f und des gewichteten Integral-Mittelwerts ( fab 7)71 f;( f~v) von f zur Gewichtsfunktion
(letzterer tritt im Fall f;’y > 0 nach Umformung auf).

Beweisen kann man die Mittelwertsétze durch eine einfache Anwendung des Zwischenwert-
satzes; man vergleiche mit der Vorlesung.

Bemerkung. Ein weiteres Resultat, das manchmal als dritter Mittelwertsatz der Integral-
rechnung bezeichnet wird, besagt: Ist f: ]Ja,b[ — R iiber jedes kompakte Teilintervall von |a, b]
Riemann-integrierbar, ist g: [a,b] — R monoton, und konvergiert f; f absolut, so konvergiert

auch f;( fg) absolut, und es gibt eine Zwischenstelle n € [a, b] mit

/ab(fg)zg(a)/anf+g(b)/:f-

Im Gegensatz zu den vorigen Sdtzen kann die Zwischenstelle i hier aber nicht unbedingt im
Intervall-Inneren |a, b[ gewihlt werden.

Der Beweis des dritten Mittelwertsatzes dhnelt dem der Abel- und Dirichlet-Konvergenzkriterien. Bei stetigem f und
stetig differenzierbarem g kann man iiber partielle Integration und eine Anwendung der zweiten Mittelwertsatzes argumen-
tieren. Um den allgemeinen Fall zu erhalten, geht man aber besser so vor, dass man zunéichst monotone Treppenfunktionen
g iiber Rechnen mit endlichen Summen und den Zwischenwertsatz abhandelt; fiir beliebige monotone g folgt die Behauptung
dann durch gleichméflige Approximation.

Bemerkung. Alle von Summen und Reihen bekannten Ungleichungen haben Ana-
loga in der Integralrechnung: Unter anderem gelten fiir —oo < a < b < oo (sobald die

auftretenden Integrale existieren und endlich sind) ...

[l (o) ()

fiir Funktionen u,v: Ja,b[ — K und konjugierte Exponenten p, ¢ € |1, co[ mit %—}—% =1,

e die Hélder-Ungleichung
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106 KAPITEL 5. Integration von Funktionen einer Variablen

e die Mittelwert-Ungleichungen zwischen dem geometrischen Integral-Mittelwert und
den Potenz-Integral-Mittelwerten

e ([ b(vlogf)> <(/ bm”))i <(/ b(vfs)>i,

fiir eine nicht-negative (hierbei gemittelte) Funktion f: |a,b[ — R>o, eine nicht-negative
Gewichtsfunktion v mit f; v = 1 und positive Exponenten r < s in R~g.

Den Zusammenhang zwischen diesen Ungleichungen und den entsprechenden Ungleichungen fiir
endliche Summen und Mittelwerte endlicher Tupel erkennt man, indem man sie auf Treppen-

funktionen u, v und f spezialisiert (bei = ist dies nicht notig). Beispielsweise geht, wenn fiir
a=u1z9 < <...<ux,=>bkonstante Werte f = ¢; auf |z;_1,z;[ vorliegen und ~; := 5:_1 0%
abgekiirzt wird, das linke Integral bei den Mittelwert-Ungleichungen in das bekannte gewichtete

geometrische Mittel exp Y 1 | viloge; =[], ¢}

Jtvon ¢, ¢, ..., ¢y iiber.

Zum Beweis der Holder-Ungleichung, ohne Einschrankung nur im eigenthchen Fall, fixiert man € > 0 und findet gemé&f
Definition des Integrals Oberfunktionen @ zu |u|P und v zu |v|q mit 18 (7) < f \u\p +eund (D) < f |v|? + e. Fiir
eine geeignete Zerlegung a = 29 < 1 < ... < xp, = b gelten & = u; € ]Rzo und ¥ = v; € Ryq auf Jzi—1,x:[. Mit der

Oberfunktion @*/P51/4 zu |uv| und der H('jlder-Ungleichung fiir Summen erhélt man

b n 1 1
/ luv| <> [u(@i—ai—1)]7 [vi(wi—2i1)] 9
@ i=1

< (Futncr)} (Erinca) = (w4 (L)

Wegen Beliebigkeit von € > 0 folgt f: luv| < ( fa |ulP) v (fa [v|7) a , und die Behauptung ergibt sich per Dreiecksungleichung.

Bei den Mittelwert-Ungleichungen kann man die rechte Ungleichung durch Anwendung der Hélder-Ungleichung (mit
w=A"5fr 0=t/ p= %) erhalten. Ein Beweis der linken Ungleichung wird technisch etwas komplizierter (zumin-
dest, wenn man keine zusitzliche Voraussetzung wie etwa die, dass f und v Regelfunktionen sind, machen méchte). Eine
Mbglichkeit sei hier angedeutet: Ohne Einschridnkung seien die betrachteten Integrale eigentlich und f beschridnkt. Man
betrachtet fiir n € IN die dquidistanten Stellen z; ,, :=a + = (b a), beliebige Zwischenstellen &; ,, € |€;—1,n, i n[ und die
Gewichte v; ,, 1= f;j_ﬁ L mit >0 4 vin = 1. Als Spez1alfall der Ungleichungen zwischen Mittelwerten endlicher vieler

Zahlen erhilt man dann i

eXpZW/znlogffzn)< (Z'anf gmn )

(wobei die linke Summe nichts anderes ist als das geometrische Mittel [T ; f(&i,n)7""). Jetzt verwendet man ein bisher noch
nicht behandeltes Prinzip, namlich die Konvergenz beliebiger Zwischen-Summen gegen das Integral bei gegen Null gehen—

der Feinheit der Intervall-Zerlegung. Dieses Prinzip gibt die Konvergenzen Y . (z;—xi—1)7v(&, n) f Y= Vin

und Z?:l(a:i—xi_l)'y(&’n) log f(&i,n) n:; f;’('y log f), aus denen man auf Z?:l Yi,n log f(&in) n:;o fa ~log f) schlieBt
(Beschrinktheit von f beim letzten Schluss verwendet). Also konvergieren die endlichen geometrischen Mittel gegen das geo-
metrische Integral-Mittel auf der linken Seite der Behauptung. Analog erhilt man Konvergenz bei den Potenz-Mittelwerten
zum Exponenten r, daher folgt die behauptete Ungleichung.

Allgemeinere Versionen aller Ungleichungen ergeben sich in der hoheren Analysis (mit anderer Integrationstheorie).

5.5 Integrale und Reihen

Fin grundlegender und anschaulich plausibler Zusammenhang zwischen Reihen und uneigentli-
chen Integralen wird hergestellt durch:

Satz (Ifrite}glral Kriterium fiir die Konvergenz von InIt‘,{g;'lglr;n

nicht-negative, monoton fallende Funktion f: [m,oo] — R>¢ gegeben. Dann gilt
> flk+1) s/ F<Y 0 fk
k=m m k=m
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Insbesondere bedeutet dies

/ f<oo = ) f(k) < oo,
m k=m
also konvergiert frzo [ genau dann, wenn y_.° - f(k) konvergiert.

Zum Beweis des Satzes beobachtet man Z,@;l f(k+1) < fﬁ f< Z,szjm f(k) fir B € Jm, o0
und macht den Grenziibergang 5 — oo.

Bemerkungen (zum Integral-/Reihen-Kriterium).

(1) Man kann das Kriterium als Erklérung fiir viele Ubereinstimmungen im Konvergenzverhal-
ten von Reihen und Integralen ansehen, zum Beispiel dafiir, dass die Reihe ) 72, k% und
das uneigentliche Integral floo % dz beide genau fiir s > 1 konvergieren.

(2) Das Kriterium gilt nicht ohne Monotonie von f; dies zeigen Beispiele wie f(x) = |sin(7x)|.
Bei (notwendigerweise nicht-monotonen) Funktionen f mit unendlich vielen Vorzeichenwech-
seln wie f(z) = sin(27rx) kann sogar > oo, |, :H f konvergieren, ohne dass féo f konvergiert.

Der néchste Satz stellt einen noch deutlich engeren Zusammenhang zwischen (Partial-)Sum-
men (von Reihen) und Integralen her.

Satz (Euler-MacLaurin-Summenformel). Fir m < n in Z und ¢ € N sei f: [m,n] — K
eine Funktion der Klasse C? (in den Randpunkten m und n reicht Existenz und stetige Annahme
der einseitigen Ableitungen bis zur Ordnung g—1). Dann gilt

fm) f) X2 [ SR e GO )
m Iy f(k)—/meer::l@j)!f " [ Bila o) £ @) o,

k=m-+1
wobei b; die i-te Bernoulli-Zahl, B, das q-te Bernoulli-Polynom bezeichnet; siehe Abschnitt 1.4.
Bemerkungen (zur Euler-MacLaurin-Formel).

(1) Die Summe auf der linken Seite der Euler-MacLaurin-Formel kann man als Ndherungss-
umme an das Integral f:l f auf der rechten Seite interpretieren. Tatséchlich ergibt sich
die Summe gemif der Trapezregel, bei der man fiir jedes k € {m,m+1,m+2,...,n—1}
das Teilintegral |, :H f durch den orientierten Flicheninhalt @ + @ des Trapezes mit
Eckpunkten (k,0), (k+1,0), (k+1, f(k+1)), (k, f(k)) anndhert. Die zusétzlichen Terme auf
der rechten Seite kann man als Korrekturterme verstehen, die den bei dieser Naherung
gemachten Fehler sehr prézise beschreiben. Der Parameter ¢ € IN ist dabei frei wéahlbar;
groflere g geben (tendenziell) eine genauere Beschreibung des Fehlers durch die Summe mit

den Bernoulli-Zahlen und einen kleineren Wert des Integrals mit dem Bernoulli-Polynom.

(2) Aus der Summenformel lassen sich ganz verschiedene Sachverhalte ablesen. Wendet man
sie fiir m = 0 und f(x) = 27 an, so verschwindet das Restintegral, und es ergibt sich die
allgemeine Potenzsummen-Formel des Abschnitts 1.4. Eine andere interessante Anwendung,
die auf der Wahl f(x) = logx beruht, wird im Folgenden behandelt.

Zum Herleitung der Summenformel kann man das folgende Lemma verwenden, das man
problemlos durch g-fache partielle Integration erhalt.

107



108 KAPITEL 5. Integration von Funktionen einer Variablen

Lemma. Sei (p;)ien, eine Familie von Polynomen mit p}, = ip;—1 fir alle i € N und pyp = 1.
Dann gilt fiir ¢ € IN und eine C4-Funktion f: I — K auf einem Intervall I die Identitit

! 1)1 o, (=1 q
/f:;( F pz'f()-l-q!)/(qu())-

Zum Beweis der Summenformel wendet man dieses Lemma mit (verschobenen) Bernoulli-
Polynomen p;(x) = B;(z—k) auf die bestimmte Integration von k bis k+1 an. Unter Riickgriff
auf Eigenschaften der Bernoulli-Zahlen und -Polynome (B1(0)=—2, B;(1)=1, B;(0)=B;(1)=b,
fir 4 > 2 und b;=0 fiir ungerade j > 3) und nach Summation iiber k € {m, m+1,m+2,...,n—1}
ergibt sich die Summenformel. Genauer wird dies in der Vorlesung erldutert.

Jetzt folgt die oben angekiindigte Anwendung.

Satz (Stirlingsche Formel fiir das Wachstum der Fakultéten). Bei IN 5 n — oo verhalten
sich die Fakultdten n! asymptotisch gleich zu 2—:\/5, das heifst, der Limes

existiert in R~qg. Die hierdurch definierte Stirlingsche Konstante C' hat den Wert /27, und fiir
jedes n € N gilt die Stirlingsche Formel mit Fehlerterm

n 9,
n! = mn—ﬁ exp (—) fiir ein 9, € [0,1].
en 12n

Bemerkung (zur Stirlingschen Formel). In den Ubungen zur Analysis I wurde durch Induktion
nach n € IN die (gar nicht so schlechte) Abschéitzung eZ—Z <nl < eZ—Zn bewiesen. Die Stirlingsche
Formel verbessert und prézisiert diese Abschitzung wesentlich.

Ein Beweis der Stirlingschen Formel gelingt durch Anwendung der Euler-MacLaurin-Formel
mit m = 1, f(x) = log z und ¢ = 3. Genauer erhélt man hieraus zunéchst die Existenz des Limes
und damit der Konstanten C, zur expliziten Bestimmung von C' geht dann ein Hilfsresultat
(z.B. Wert des Wallis-Produkts) ein, die Grofie des Fehlerterms kann man wieder aus der Euler-
MacLaurin-Formel (und Eigenschaften von Bs) ablesen. Details zu dieser Argumentation werden
in der Vorlesung ausgefiihrt.

Schliefllich bietet sich im vorliegenden Kontext noch ein Nachtrag zur in Abschnitt 4.4 be-
handelten Theorie der Taylor-Entwicklung an.

Satz (Satz von Taylor; quantitative Form mit Integral-Restglied). Seien a,x € R, sei
m € N, und sei f: [a,x] — K beziehungsweise f: [x,a] — K eine Funktion der Klasse C™*! (in
den Randpunkten a und x reicht Existenz und stetige Annahme der einseitigen Ableitungen bis
zur Ordnung m). Dann hat das Restglied R])' f(x) in der Taylor-Formel f(z) = T f(x)+RI f(x)
die Integral-Darstellung

(x_a)m—‘rl

m)!

T 1
REf() = o [ (o)™ ) dy = | a=tm s e at,

wobei die beiden angegebenen Integrale durch Substitution y = a+t(x—a) ineinander ibergehen.
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5.6. Ausblick: Allgemeinere Integralbegriffe 109

Zum Beweis wendet man das Lemma dieses Abschnitts mit den Polynomen p;(y) = (y—z)?,
mit ¢ = m und f’ anstelle von f auf die bestimmte Integration von a bis z an (ohne Ein-
schrinkung nur fiir z > a). Die behauptete Restglied-Formel folgt problemlos.

Bemerkung (zur Integral-Form des Taylor-Restglieds). Aus der vorausgehenden Formel lassen
sich die aus Abschnitt 4.4 bekannten Restglied-Formeln und -Abschéitzungen mit dem verallge-
meinerten Mittelwertsatz beziehungsweise Schrankensatz fiir Integrale recht einfach folgern. Die
préazisere Darstellung des Restglieds in der Integral-Form ist aber gelegentlich niitzlich.

5.6 Ausblick: Allgemeinere Integralbegriffe

Zum Abschluss des Kapitels iiber Integralrechnung wird ein kurzer, oberflichlicher und unvoll-
standiger Ausblick auf Verallgemeinerungen der behandelten Riemannschen Integrationstheorie
gegeben. Genaueres zu den erwihnten (oder diesen iiberlegenen) Konzepten folgt erst in der
héheren Analysis.

Ausblick (zu weitgehenden Verallgemeinerungen des Integralbegriffs).

(1) Fiir a < b in R und eine beliebige monotone Funktion g: [a,b] — R wird das Riemann-
Stieltjes-Integral zu g wie folgt eingefiihrt: Man definiert das elementare Integral

n

Ig(h dg) = Z G [g(xi)_g(mi—l)]

=1

fiir Zerlegungen a = 29 < 1 < 29 < ... < Tp—1 < T, = b von [a,b] und zunichst nur fiir
solche Treppenfunktionen h: [a,b] — R mit h = ¢; auf |z;_1, x;[, die in allen Unstetigkeits-
stellen von ¢ stetig sind?. Wie in Abschnitt 5.1 erklirt man dann das Ober-/Unterintegral
von f: [a,b] — R durch Infimum-/Supremumbildung iiber die elementaren Integrale 1% (hdg)
solcher Ober-/Unterfunktionen h, die in den Unstetigkeitsstellen von g stetig sind. Stimmen
Ober- und Unterintegral iiberein, so nennt man f Riemann-Stieltjes-integrierbar und den
gemeinsame Wert das Riemann-Stieltjes-Integral fab f(z)dg(z) = fab fdg von f (beziiglich
g). Wie in Abschnitt 5.1 fiihrt man auch hier das Integral C-wertiger Funktionen f auf den
reellen Fall zuriick. Der so eingefiihrte Integralbegriff . . .

e reduziert sich im Fall g(x) = « auf das ,,normale“ Riemann-Integral;

e lisst sich fiir (stiickweise) C!'-Funktionen g (mit endlich vielen Knick-, aber keinen
Unstetigkeitsstellen) auf das ,normale“ Riemann-Integral zuriickfithren, denn dann gilt

/abfdgz/:(fg');

2Die Stetigkeitsforderung an Treppenfunktionen h erklirt sich daraus, dass das Riemann-Stieltjes-Integral zu
Punktauswertungen in den Unstetigkeitsstellen von g fithrt und fiihren soll. Arbeitet man (ohne Einschrinkung)
mit rechtsseitig stetigem g, so kann man nur linksseitige Stetigkeit von h in den Unstetigkeitsstellen fordern (wie
sie bei Treppenfunktion A mit h = ¢; auf halboffenen Intervallen ]mi,h xl] automatisch vorliegt) und den Inte-
gralbegriff dadurch etwas verallgemeinern. Analog kann man bei linksseitig stetigem g mit rechtsseitig stetigem h
arbeiten. Ein noch etwas allgemeineres Riemann-Stieltjes-Integral erhdlt man, wenn man jede Stetigkeitsforderung
an g und h fallen ldsst und dafiir die Summanden c; [g(aci)—g(xi,1)] in der Definition des elementaren Integrals
durch die Terme

h(wi)[g(zi)—g(zi=)] + ci[g(@i=)—g(zi1+)] + h(zi-1) [g(zi-1+)—g(wi-1)]
ersetzt, die auch die Einzel-Werte h(z;) beriicksichtigen.
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0 fir xz < xg
1 fir x > 29
mit g € R einen ganz anderen Integralbegriff, bei dem fiir a < zg < b genau die
an der Stelle x( stetigen Funktionen f: [a,b] — K integrierbar sind mit

e liefert fiir monotone Funktionen g mit Sprungstellen wie g, (x) := {

b
/ J gy = f(x0)

man spricht bei Integralen, die sich derart auf eine Punktauswertung reduzieren, auch
von Dirac-Integralen.

Bei den genannten Punkten handelt es sich aber nur um spezielle Fille, denn g kann ja eine
beliebige monotone Funktion, sogar eine so verquere wie die Cantor-Funktion, sein.

Das Lebesgue-Integral wird in der htheren Analysis im Rahmen einer allgemeinen Maf3-
und Integrationstheorie eingefiihrt und verallgemeinert das Riemann-Integral. Es stellt sich
heraus, dass (eigentlich) Riemann-integrierbare Funktionen auch (eigentlich) Lebesgue-in-
tegrierbar sind und das Lebesgue-Integral solcher Funktionen denselben Wert hat wie ihr
Riemann-Integral. Tatséchlich sind aber noch viele weitere Funktionen wie zum Beispiel die
Dirichletsche Funktion 1g Lebesgue-integrierbar, was fiir die Rechenpraxis irrelevant ist, sich
spéter aber als extrem vorteilhaft fiir die Theorie erweisen wird. Der Hauptgrund fiir die
Verbesserung liegt darin, dass schon das Lebesguesche Elementar-Integral viel allgemeiner
ist als das Riemannsche, und tatséchlich ist 1q in der Lebesgueschen Theorie eine Funktion,
die elementar integrierbar ist (iibrigens mit Integral Null iiber jedes Intervall).

Weitere Konzepte, die sich im Rahmen der Lebesgueschen Integrationstheorie sehr allgemein
und natiirlich ergeben, sind das Lebesgue-Stieltjes-Integral (das das Riemann-Stieltjes-
Integral verallgemeinert und systematisiert), die Integration von Funktionen in zwei
oder mehr Variablen und das allgemeine Maflintegral.

Genaueres hierzu ist, wie bereits angekiindigt, ein Hauptthema der hcheren Analysis.
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Kapitel 6

Metrische und topologische
Konzepte, allgemeine stetige
Funktionen

Bisher wurden in der Vorlesung (fast ausschliellich) Funktionen auf Definitionsbereichen in R
oder C sowie mit Werten in R oder C untersucht. Im Folgenden soll sich dies &ndern, und es sollen
— zumindest voriibergehend — recht allgemeine Definitions- und Wertebereiche X zugelassen
werden. Die néichsten Abschnitte beschéiftigen sich daher mit ,Rédumen* X', die hierfiir in Frage
kommen.

6.1 Metrische und normierte Riaume

Der Abschnitt beginnt mit zwei fundamentalen Definitionen, die in fast jedem Teilgebiet
der Mathematik eine Rolle spielen:

Definition (Metriken, metrische Riume). Seien X eine Menge und d: X x X — R eine
Abbildung. Dann heiffen d eine Metrik auf X und das Paar (X,d) ein metrischer Raum,
wenn folgende drei Axiome erfillt sind:

(I) (Strikte) Positivitat: d(z,y) > 0 fir alle x,y € X mit Gleichheit genau im Fall © = y;
(IT) Symmetrie: d(z,y) = d(y,x) fir alle x,y € X;
(III) Dretecksungleichung: d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) fir alle x,y,z € X.

Definition (Normen, normierte Riume). Seien X ein K-Vektorraum und || - ||: X — R
eine Abbildung. Dann heiflen || - || eine Norm auf X und das Paar (X, || -||) ein normierter
Raum iber IK, wenn folgende drei Aziome erfillt sind:

(I) (Strikte) Positivitdt: ||z|| > 0 fir alle x € X mit Gleichheit genau im Fall x = Oy;
(II) Dreiecksungleichung: ||xz+y| < ||z| + ||yl fir alle x,y € X;
(ITI) (Absolut-) Homogenitit: ||sx| = |s|||x| fir alle x € X und s € K.

Zahlreiche Erlduterungen und Beispiele hierzu folgen.
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112 KAPITEL 6. Metrische und topologische Konzepte, allgemeine stetige Funktionen

Bemerkungen (zu metrischen und normierten Rdumen).

(0) Statt des Paares (X,d) beziehungsweise (X, || - ||) bezeichnet man sehr oft auch X allein
als metrischen beziehungsweise normierten Raum. Diese weniger genaue Sprechweise ist
dadurch gerechtfertigt, dass sich die Wahl der Metrik beziehungsweise Norm meist aus dem
Kontext erschlieft und/oder es eine Standard-Wahl dy beziehungsweise || - ||x gibt.

(1) Bei einer Metrik d stellt man sich d(z,y) als Abstand zweier Punkte x und y vor, bei
einer Norm || - || interpretiert man ||z| als Linge des Vektors x.

(2) Jede Norm ||-| auf X induziert eine Metrik d auf X’ und auf jeder beliebigen Teilmenge
von X durch die Festlegung des Abstands zweier Punkte als Lange des Verbindungsvektors,
das heift durch

d(z,y) = ||ly—x|| fir z,y € X .

In diesem Sinne ist jeder normierte Raum und jede Teilmenge eines normierten
Raums ein metrischer Raum.

(3) Umgekehrt wird nicht jede Metrik auf einem IK-Vektorraum X von einer Norm induziert.
Tatséchlich sind die Metriken d, die von einer Norm herriihren, genau die, die mit der
linearen Struktur von X in dem Sinne vertréglich sind, dass

d(sz,sy) = |s|d(x,y) und d(x+z,y+z) = d(z,y) fir alle z,y,2z € X und s € K

gelten. Ist eine solche Metrik d gegeben, so erhélt man die sie induzierende Norm || - ||
natiirlich aus ||z|| = d(z,0x) fir x € X.

Beispiele (von Normen und normierten Rdumen). Es folgen wichtige Standard-Beispiele
von Normen und normierten Riumen. Beliebige Teilmengen der genannten R&ume liefern
gemifl Bemerkung 2 auch Beispiele fiir metrische Riume.

(0) Die wohl einfachste Norm ist die Betragsfunktion auf R oder C.

(1) Ubliche Normen auf R™ und C¥ mit N € IN sind die p-Normen | - |,, die durch

N 1
P
|z|p = (Z xi\p> fiir & = (z1,29,...,2y) € K" und p € [1,00]
i=1
sowie
|7|0o == max{|z1], |22], ..., |TN]|} fiir x = (21, 22,...,zy) € KY

definiert werden. Mit Hilfe dieser Normen kann die Hélder-Ungleichung fiir Summen
in der Form

N
g TiYi
i=1

ausgedriickt werden (wobei natiirlich [1,00] = R>1 U {oo}, £ =0, z = (21,...,2n) € KV
und y = (y1,...,yn) € KV zu verstehen ist). Die Holder-Ungleichung kann man iibrigens
auch verwenden, um die Dreiecksungleichung fiir |- |, (dies ist hier das einzige nicht-triviale
Norm-Axiom) zu verifizieren: Fiir z,y € KV, z+y # 0 und p € |1, 00[ schiitzt man dazu

1 1
<z|plylq fiir konjugierte Exponenten p, g € [1, oo] mit 1;—1—6 =1
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w+ylh < N ity P il + 2Nzt Pyl < letylp ol + la+yl T ylp ab (wobei
im zweiten Schritt die Holder-Ungleichung mit den Exponenten p/(p—1) und p verwendet
wurde) und erhilt die Behauptung nach Division durch |z-+y[5~ . Im Fall p € {1, 00} gilt
die Dreiecksungleichung trivial.

Falls nichts anderes gesagt wird, verwendet man auf RY oder CV stets die 2-
Norm. Man schreibt auch nur | - | fiir | - |2 und nennt | - | die Euklidische Norm auf K"
sowie |z| = |z|2 den Betrag des Vektors z € KV, denn || entspricht nach dem Satz des
Pythagoras der elementargeometrischen Linge von z.

Der Raum der p-summierbaren Folgen iiber R oder C wird fiir p € [1, oo definiert als
e e}
® = P(K) = {(:ci)iem : (2i)ien ist Folge in K mit Y |z < oo} :
i=1

Dieser unendlich-dimensionale (!) Folgenraum wird zu einem normierten Raum mit
der #P-Norm

0 1
P
z|ler := <Z |xz~]p> fir x = (x;)ien € 7.
i=1

Fiir p = oo kann man als Analoga den Raum ¢ = (*°(KK) aller beschrénkten Folgen in KK
und den Raum ¢y = ¢y(IK) aller Nullfolgen in K betrachten, die beide durch die £*°-Norm
l|z]|gee := sup{|z;| : ¢ € IN} normiert werden. Mit diesen Notationen gilt die Holder-
Ungleichung fiir Reihen

[e.o]
E LilYi
i=1

11
< ||z|lee ||y ]| ea fir z € P, y € £7 und p, q € [1, 00| mit E—i-g =1.

Fiir a < b in R sei R([a,b],K) der Raum der Regelfunktionen f: [a,b] — K, die f(a) =
fla+), f(b) = f(b—) sowie f(x) = w fiir alle x € |a, b[ erfiillen!, und C°([a, b], K)
sei der Raum der stetigen Funktionen f: [a,0] — K. Beide diese Funktionenriume
R([a,b], K) und C°([a, b], K) werden mit jeder der LP-(Integral-)Normen

b\l
1 llras) = ( / mp) . pellodl,

zu normierten Radumen. Eine weitere (tatséchlich sehr natiirliche) Norm auf R(]a, b], IX) und
C%([a, b], K) ist die L>°-(Supremums-)Norm ||f|[i(qp = SUpjq[ | f], und diese letzte
Norm macht auch allgemeiner auf dem Raum B(]a,b[, K) aller beschréinkten Funktionen
Ja,b[ — K Sinn. Die Holder-Ungleichung fiir Integrale gilt in der Form
.. 1
< ”f”Lp(a,b)HgHLq(a,b) fur f,g € R([a7 b]v]K) und p,q € [1700] mit —+—=1.

/ () e

!Auf dem Raum aller Regelfunktionen oder dem Raum aller Riemann-integrierbaren Funktionen gibt die

Definition von || f||Lr(a,p) nur eine sogenannte Halbnorm, bei der || f||Lr(a,) = 0 noch fiir andere Funktionen neben

der

Nullfunktion gilt (beispielsweise fiir Funktionen, die nur an endlich vielen Stellen von Null verschieden sind),

aber ansonsten alle Norm-Axiome erfiillt sind. Dies ist der Grund fiir die Forderung der obigen Zusatzbedingungen,
mit deren Hilfe man aus || f||rr(q,6) = 0 tatséchlich auf f(x) = 0 fir alle x € [a, b] schlieen kann, so dass ||« ||Lr (a,p)
eine echte Norm auf R([a, b], K) wird.
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114 KAPITEL 6. Metrische und topologische Konzepte, allgemeine stetige Funktionen

Viele Konzepte der Analysis machen auch in/auf metrischen oder normierten Réumen Sinn.
Die Definitionen verlaufen dabei oft analog zu den in/auf K bekannten und werden daher im
Rahmen der folgenden Auflistung nur kurz diskutiert.

Bemerkungen und Definitionen (zu/von Konzepten in metrischen R&umen). Die
folgende Konzepte machen in jedem metrischen Raum X mit Metrik dy, insbesondere in jedem
normierten Raum, Sinn:

(1) Die offene Kugel und die abgeschlossene Kugel in X mit , Mittelpunkt“ zp € X und
Radius r € R+ werden definiert als

By(xg) i={z e X : dy(z,z0) <r} und Br(z0) =={z € X : dx(z,70) <7} .
Die Sphére in X mit ,Mittelpunkt® xg € X und Radius r € R~ ist

Si(w0) := By(x0) \ Bp(w0) = {x € X : dx(x,20) =7} .

Im Fall X = R? bezichungsweise X = R3 mit der Euklidischen Norm handelt es sich bei
B, (z0) und B, () tatsichlich um Kreisscheiben beziehungsweise Kugeln mit Mittelpunkt x
und Radius r im elementargeometrischen Sinn, bei S, (zo) handelt es sich um die zugehérigen
Kreislinien beziehungsweise Kugeloberflichen. Verwendet man auf R? eine p-Normen mit
p # 2, so kann man sich die Kugeln B, (z) als ,,ausgedellte® (fiir 2 < p < o0) oder ,,eingedell-
te“ (fiir 1 < p < 2) Kreisscheiben vorstellen, die schlieflich in Quadrate mit achsenparallelen
(fiir p = 00) oder diagonalen (fiir p = 1) Seiten tibergehen.

In einem allgemeinen metrischen Raum haben die Kugeln (noch viel) wenig(er) mit ele-
mentargeometrischen Kugeln gemein. Im Extremfall besteht X = {xo} aus nur einem
Punkt, oder X enthilt einen sogenannten isolierten Punkt z( (d.h. einen Punkt zy mit
inf, e\ {wo} (%, w0) > 0); dann ist tatsdchlich B,.(xo) = {x0}, Sy(wo) = 0 fiir 0 < r < 1.

(2) Neben den Abstdnden dy(z,y) zweier Punkte z,y € X erkldrt man auch ...

e den Abstand
dist(z, A) := inf{dx(x,y) : y € A} € R>o

eines Punktes x € X zu einer nicht-leeren Teilmenge A von X

e den Abstand
dist(A, B) ;= inf{dx(z,y) : z€ A, y € B} € R>g

zweier nicht-leerer Teilmengen A und B von X;

e den Durchmesser
diam A := sup{dx(z,y) : =,y € A} € R>oU {o0}
einer Teilmenge von X' (mit der Konvention diam () = 0).

(3) Die Konvergenz von Folgen (z,)nen in & ,,in der Metrik* wird durch die allgemeine
Grenzwert-Definition des Abschnitts 3.1 erklért, wobei man S, := {B:(x) : € € Ry} als
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Umgebungssysteme von x € X verwendet. Mit € und 4 lésst sich die Konvergenz gegen einen
Limes ¢ € X dann durch

lim x, =2 in X <= Ve € Ryp: 3ng € N: Vn € N>yt dy(zp,2) <€

n—oo

charakterisieren, sie kann aber auch durch

lim 2, =2z in X < lim dy(x,,z) =0

n—oo n—oo

auf Folgenkonvergenz in R zuriickgefiihrt werden.

Auch im metrischen Kontext sind konvergente Folgen (x,,),cn iibrigens stets beschrinkt
in dem Sinn, dass sie sup,,cy dx (zn, o) < oo fiir jeden (Basis-)Punkt z¢ € & erfiillen.

Ahnlich kann man Hiaufungswerte von Folgen in X verstehen.

Grenzwerte von Funktionen f: D — Y auf D C X und mit Werten in einem wei-
teren metrischen Raum (), dy) werden ebenfalls durch die Definition des Abschnitts 3.1
abgedeckt, wobei man sowohl in & als auch in ) standardméflig Umgebungssysteme aus
Kugeln verwendet. In der e-d-Formulierung lautet die ausgeschriebene Grenzwert-Definition
zur Grenzstelle 29 € X und zum (potentiellen) Grenzwert yo € ) dann

lim  f(z) = yo

D>x—xg

< Ve € Ryg: 36 € Ruo: Vo € D\ {wo}: [dx(z,20) <0 = dy(f(z),y0) <e].

Der so definierte Grenzwert yg ist eindeutig, sobald xg kein isolierter Punkt von X ist.

Auch der Grenziibergang gegen den unendlich fernen Punkt cox des metrischen Raums A" kann iiber das
Umgebungssystem Soo, := {D \ By/5(z0) : 6 € R>0} von ocox mit beliebig fixiertem zo € X erklart werden. Man
erhilt fiir yo € ) die Charakterisierung

lim  f(z) =yo < Ve € Ry0:30 € Rug: Vz € D: [dx(z,2z0) > 1/ = dy(f(z),y0) < €]

D3x—o00x

und kann sich im Nachhinein iiberlegen, dass Konvergenz und Limes tatséchlich nicht von der Wahl von z¢ abhéngen.

Zudem kann man natiirlich auch Haufungswerte von Funktionen D — Y auf D C X erkléren.

Stetigkeit von Funktionen f: D — ) auf D C X und mit Werten in einem weiteren
metrischen Raum (), dy) bedeutet nichts anderes als limps,_q f(2) = f(a) fiir alle a € D,
wobei die Grenzwerte im gerade diskutierten Sinn zu verstehen sind. Die Stetigkeit von f
auf D wird charakterisiert durch die e-9-Bedingung

Va € D: Ve € Rug: 30 € Rug: Vo € D: [dy(w,a) <6 = dy(f(z), f(a)) <e].

Auch die Konzepte der H6lder- und Lipschitz-Stetigkeit machen fiir f: D — Y auf
D C X und einen weiteren metrischen Raum (), dy) Sinn. Holder-Stetigkeit von f zum
Exponent s € ]0,1] auf D bedeutet

dy(f(z), f(z)) < Cdy(z,x)* fir alle x,z € D

mit einer festen Holder-Konstante C' € R>p. Im Fall s = 1 spricht man von Lipschitz-
Stetigkeit und der Lipschitz-Konstante.
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Bemerkungen und Definitionen (zu/von Konzepten in normierten Riéumen). Folgende
Konzepte machen fiir jeden normierten Raum X iiber I mit Norm || - ||» Sinn:

(1) Fiir jedes z € X \ {Ox} gibt es genau eine positive reelle Zahl r € R~ mit ||rz||x = 1 und

;”X. Man nennt rax = m die Normierung des Vektors z.

Zwar r = I

(2) Generell gelten die (verallgemeinerte) Dreiecksungleichung

n
E Si L
=1

und die umgekehrte Dreiecksungleichung

n
< Z\s@] Il || 2 fiir s1,89,...,8, € Kund x1,29,...,2, € X
X =1

lylle=llzllx| < ly—allx  firz,y € X.
Daher ist jede Norm || - ||x: & — R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1.

(3) Fiir konvergente Folgen (z)new und (yn)nenw im normierten Raum & und eine konvergente
Folge (sp)nenw in C mit Grenzwerten z := lim, ooz, € X, y = limp 00y € X und
s :=limy, s Sp, € C gelten die Summen- und Faktorregeln

lim (zp+y,) =2+y in X und lim (spzy) = sz in X.
n—oo n—oo
(4) Zwei Normen || - ||; und | - ||2 auf demselben K-Vektorraum X kann man manchmal
im Sinne des folgenden Konzepts vergleichen: Man nennt || - ||; schwécher als || - ||2 (und

dementsprechend ||- |2 stérker als ||+ ||1), wenn es eine Konstante C' € R>o mit ||z|; < C||z]|2
fiir alle x € X gibt. Ist ||-||1 sowohl schwécher als auch stérker als || - |2, gibt es also Konstan-
ten C, c € R>o mit ¢||z||2 < ||z|1 < CJz||2 fiir alle z € X, so spricht man von &quivalenten
Normen || - [|; und || - |2 auf X. Diese Terminologie ist sinnvoll — einerseits, weil Aquiva-
lenz tatséichlich eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf X ist, andererseits,
weil dquivalente Normen zu denselben Konzepten von Konvergenz, Grenzwer-
ten und Stetigkeit fithren. (Kugeln und Holder-/Lipschitz-Konstanten zu dquivalenten
Normen kénnen sich allerdings zu einem gewissen Grad unterscheiden.)

(5) Im endlich-dimensionalen Fall zeigt der niichste Satz, dass man sich um die genaue Wahl
der Norm nicht zu viele Gedanken machen muss:

Satz (Aquivalenz aller Normen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum).
Auf einem endlich-dimensionalen K- Vektorraum X (beispielsweise auf KN) sind alle Nor-
men dquivalent, und die Konvergenz einer Folge in X in irgendeiner Norm auf X ist dqui-
valent zu threr komponentenweisen Konvergenz beziiglich einer beliebigen Basis von X.

Dabei bedeutet komponentenweise Konvergenz einer Folge (zy,)nen in X gegen einen Grenz-
wert @ € X beziiglich einer IK-Basis e, eg,...,eny von X, dass limy,_,oo(zy); = ; fiir alle
i €{1,2,...,N} gilt, wenn bei der Darstellung z, = Zfil(:cn)iei und z = Zf\il xie; in
dieser Basis die (bekanntlich eindeutigen) Koeffizienten (x,); € K und z; € K auftreten.

Ein Beweis des Aquivalenz-Satzes wird in der Vorlesung gefiihrt. Er verwendet neben ele-
mentaren Eigenschaften von Normen nur den Satz von Bolzano-Weierstra8.
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(6) Im unendlich-dimensionalen Fall dagegen gibt es stets indquivalente Normen: Fiir die
Folgenrdume zu Exponenten 1 < p < ¢ < oo gilt beispielsweise

#cer und |+ llea <[« [|er auf 7,
eine umgekehrte Abschétzung des Typs || « || < C|| « ||¢a gilt aber nicht.

SchlieBllich wird noch ein Konzept der (bi)linearen Algebra angesprochen, das in enger Ver-
bindung zu Normen steht.

Definition (Skalarprodukte, Skalarproduktriume). Sei X' ein K-Vektorraum, und sei
(+,+): X x X — K eine Abbildung. Dann heifst X ein (reelles/komplexes) Skalarpro-
dukt auf X und das Paar (X, (-, +)) ein Skalarproduktraum iber IX, wenn die folgenden drei
Aziome erfillt sind, die sich im reellen und komplexen Fall leicht unterscheiden:

(I) (Positive) Definitheit: (x,x) € R>¢ fir alle x € X mit (z,z) =0 genau wenn x = Ox;

(IT) Hermiteschheit: (z,y) = (y,x) fir alle x,y € X
(reduziert sich im Fall K = R zu Symmetrie: (z,y) = (y,z) fir alle z,y € X);

(ITT) Bilinearitit im Fall K = R: (z, -),(-,y): X = R mit festen x,y € X sind R-linear;
Sesquilinearitit im Fall K = C: (-,y): X — C mit festem y € X ist C-linear und
(x,+): X = C mit festem v € X ist R-linear.

Das lateinische ;sesqui‘ bedeutet hierbei janderthalb® und bezieht sich darauf, dass man aus
dem hinteren Argument eines komplexen Skalarprodukts nur reelle, aber nicht allgemeine kom-
plexe Faktoren herausziehen darf. In diesem hinteren Argument liegt also nur ,,Halb“-Linearitit
vor. Aus der C-Linearitdt im ersten Argument und der Hermiteschheit folgt aber sofort, dass
das Herausziehen solcher Faktoren doch moglich ist, wenn man sie gleichzeitig konjugiert, dass
also (x, sy) =5 (x,y) fir alle z,y € X und s € C gilt.

Bemerkungen und Beispiele (zu Skalarprodukten).

(0) Statt (z,y) schreibt man fiir das Skalarprodukt von z,y € X auch (z,y)x, x -y oder z - x y.

(1) Jedes Skalarprodukt auf X induziert eine Norm || - | auf & durch die Festlegung
x| :== /{x, z) fir x € X,

und in diesem Sinn ist jeder Skalarproduktraum ein normierter Raum. Der Beweis,
dass die obige Festlegung tatséchlich die Axiome einer Norm und vor allem die Dreiecksun-
gleichung erfiillt, wird in der linearen Algebra gefiihrt. Er hingt mit der in jedem Skalar-
produktraum X giiltigen Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[z, < llzll [yl fir alle z,y € X
(mit Gleichheit genau fiir linear abhéngige Vektoren x und y) zusammen.

(2) Umgekehrt wird nicht jede Norm von einem Skalarprodukt induziert, sondern genau die
Normen || - || auf X, die die Parallelogramm-Gleichung

lz+yl? + llz—yl* = 2]2l* +2[ly|*  fir allez,y € X

erfiillen, rithren von einem Skalarprodukt her.
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(3) Das wohl grundlegendste Beispiel eines Skalarprodukts ist das Euklidische Skalarpro-
dukt auf K, das durch

N
(T, y)gn = Z%E fiur z,y € KN
i=1

gegeben ist (wobei die Konjugation von y; fiir I = R natiirlich entfallen kann). Dieses
Skalarprodukt induziert die Euklidische Norm, mit anderen Worten die 2-Norm, auf K.

Weitere typische Beispiele sind das £2-Skalarprodukt auf dem Folgenraum ¢2, gegeben
durch

o0
(@, y)e = Z%E fir # = (z:)ien, y = (yi)iew € €2,
i=1

und das L2-Skalarprodukt auf R([a, b], K) und dem Teilraum C°([a, b], K), gegeben durch

b
. 9 ican) = / (fg)  fiir f.g € R([a, b, K).

Diese Skalarprodukte induzieren natiirlich die #2-Norm beziehungsweise die L?-Norm.

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung entspricht bei allen hier genannten Beispielen iibrigens
dem Spezialfall p = ¢ = 2 der jeweiligen Holder-Ungleichung.

(4) In jedem Skalarproduktraum X iiber R kann man den Winkel zwischen Vektoren z,y €
X\ {0x} als arccos % € [0, ] erkldren (wobei || - || fiir die vom Skalarprodukt induzierte
Norm steht und der Ausdruck aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wohldefiniert ist).
Insbesondere nennt man Vektoren z,y € X (zueinander) orthogonal, wenn (z,y) = 0
gilt (wobei letzteres auch iiber € Sinn macht).

Genauer werden Skalarprodukte und verwandte Konzepte in der linearen Algebra untersucht.

SchlieBlich wird noch ein vorerst letztes von R und C bekanntes Konzept ausgeweitet:

Definition (vollstéindige Rdume).

e FEine Folge (zy)nen in einem metrischen Raum (X,dx) heifit Cauchy-Folge, wenn es zu
jedem e € Rsg ein ng € IN gibt, so dass dx(zm,xn) < € fiir alle m,n € N>, gilt.

e Fin metrischer Raum X heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X gegen einen
Grenzwert in X konvergiert.

o Finen wvollstindigen normierten Raum nennt man Banach-Raum, einen vollstindigen
Skalarproduktraum Hilbert- Raum.

Bemerkungen und Beispiele (zu Vollstandigkeit).

(1) Vollstidndigkeit ist fiir die Analysis essentiell. Auf unvollstindigen Rdumen kann man
kaum Analysis betreiben.

(2) Ahnlich zur in Abschnitt 2.2 erwihnten Konstruktion von R aus Q kann man auch fiir jeden
normierten oder metrischen Raum X durch eine Konstruktion des Typs? ,,Cauchy-Folgen

2Bei normiertem X kann diese Konstruktion, ziemlich wortlich, als Faktorbildung mit IK-Vektorrdumen im-
plementiert werden. In allgemeinem metrischen X gibt es keine Null und keine Nullfolgen, aber es lédsst sich eine
analoge Faktorisierung nach einer Aquivalenzrelation durchfithren.
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modulo Nullfolgen®“ die sogenannte Vervollstdndigung X bilden. Auf diese Weise kann
man jeden normierten Raum X mit einer Teilmenge eines Banach-Raums X', jeden metri-
schen Raum X mit einer Teilmenge eines vollstéindigen metrischen Raums X identifizieren.

(3) Die schon diskutierten Standard-Beispiele normierter Riume sind (abgesehen von
technischen Problemen bei manchen Funktionenrdumen) alle vollstindig:

e Der endlich-dimensionale Raum K ist mit jeder p-Norm, p € [1,00], (und auch mit
jeder anderen Norm) ein Banach-Raum, mit der 2-Norm sogar ein Hilbert-Raum.

e Fiir jedes p € [1,00] ist der Folgenraum ¢P(IK) mit der /’-Norm ein Banach-Raum,
fiir p = 2 sogar ein Hilbert-Raum. Auch der Raum ¢y(IK) der Nullfolgen ist mit der
£%°-Norm ein Banach-Raum.

e Fiir a < b in R sind die Rdume B(]a,b[,K) (beschriankte Funktionen), R([a,b], K)
(gute Regelfunktionen) und C°([a, b], K) (stetige Funktionen) Banach-Riume mit der
L>®-Norm. Mit den LP-Normen zu p € [1, oo[ dagegen sind R([a, b],K) und C°([a, b], K)
nicht vollstdndig (und auch der Raum aller eigentlich Riemann-integrierbaren Funk-
tionen ist mit der entsprechenden Halbnorm nicht vollstindig). Bei diesem Mangel an
Vollstéindigkeit handelt es sich tatsdchlich um einen Defekt der Riemannschen Integra-
tionstheorie, denn Vervollstdndigung fithrt auf Rdume Lebesgue-integrierbarer Funk-
tionen.

Der Nachweis der Vollstiandigkeit basiert in allen genannten Féllen auf der Vollstdndigkeit
des zugrunde liegenden Korpers IK und gelingt ohne grofiere Probleme; einzelne Fille werden
in den Ubungen diskutiert.

In vollstdndigen metrischen Rdumen gilt der Kontraktionssatz aus Abschnitt 2.2 fast wort-
lich. Dies wird als erster allgemeiner Sachverhalt auf Basis von Vollstandigkeit festgehalten:

Satz (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionssatz). Sei X' ein vollstindiger metrischer
Raum. Ist f: X — X strikte Kontraktion von X (d.h. Lipschitz-stetige Abbildung von X in sich
mit Lipschitz-Konstante echt kleiner als 1), so gibt es genau einen Fizpunkt x. von f in X, und
fiir beliebiges xo € X konvergiert die durch xn41 := f(xy,) fir n € Ny definierte Iterationsfolge

(l‘n)nelNo gegen ITx.

Zum Beweis iibertrigt man die Argumentation aus Abschnitt 2.2 auf die allgemeinere Si-
tuation, wozu lediglich die Betrdge von Differenzen durch Abstdnde im Sinn der Metrik von
X zu ersetzen sind. Auch die Abschnitt 2.2 angegebenen Fehlerabschitzungen gelten in jedem
vollstdndigen metrischen Raum vo6llig analog.

6.2 Topologische Grundbegriffe

Das mathematische Gebiet ,Topologie‘ beschéftigt sich mit qualitativen Untersuchungen der
Lage und der Eigenschaften von Punkten und Mengen in gewissen ,,topologischen“ Riumen.
Charakteristisch fiir die Topologie ist, dass es sich hierbei um qualitative Untersuchungen han-
delt; quantitative GroBen wie Langen, Abstéinde oder Winkel sind in der Topologie unwichtig,
deren Untersuchung ist eher Gegenstand des Nachbargebiets ,Geometrie*.

Eine prézise Definition der der Topologie zugénglichen Riéume folgt:
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Definition (Topologien, topologische Riume). Seien X eine Menge und T eine Teilmen-
ge der Potenzmenge P(X). Dann heiflen T eine Topologie auf X und das Paar (X,T) ein
topologischer Raum, wenn folgende drei Axziome erfillt sind:

(I) Es gelten 0 € T und X € T;

(IT) T ist abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten, das heifst, fir O1,02 € T ist
stets O1 N Oy €T

(III) T ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen, das heifit, fir jede Familie
(Oi)ier von Mengen O; € T (mit beliebiger Indexmenge I) ist | J;c; O; € T.

Die Mengen O € T nennt man offene Teilmengen von X oder (in X) offene Mengen. Die
Teilmengen A von X mit offenem Komplement X\ A € T nennt man abgeschlossene Teilmengen
von X oder (in X) abgeschlossene Mengen.

Bemerkungen (zu topologischen Rdumen).

(0) Das Axiom (II) bedeutet natiirlich auch, dass fiir beliebiges n € N und O1,0s,...,0, € T
stets ();_, O; € T gilt.

(1) Per Definition sind sowohl () als auch X stets offen und abgeschlossen in X.

(2) ,abgeschlossen® ist nicht das Gegenteil von ,offen‘. Tatséchlich gibt es fiir {ibliche topologische
Réume (X, T) viele Mengen in P(X), die weder offen noch abgeschlossen sind.

(3) Das System {A € P(X) : X\ A € T} der abgeschlossenen Teilmengen von X hat zu (II)
und (I1T) komplementire Eigenschaften: Dieses System ist abgeschlossen unter beliebigen
Durchschnitten und endlichen Vereinigungen.

(4) In einem topologischen Raum (X, 7)) lassen sich zu jedem Punkt z € X Umgebungs-
systeme

S;={0e€T :2€0} wd &:={UeP(X):30eT:2c0cCU}

erkliren. Die O € S; heiflen dabei offene Umgebungen, die U € Sy (allgemeine) Um-
gebungen von x. Geméf der allgemeinen Grenzwert-Definition aus Abschnitt 3.1 sind mit
den Umgebung(ssystem)en auch folgende Konzepte in einem allgemeinen topologi-
schen Raum X sinnvoll:

e Konvergenz von Folgen in X' (wobei Eindeutigkeit von Grenzwerten unter der schwa-
chen Voraussetzungen sichergestellt ist, dass X" die sogenannte Hausdorfl-Eigenschaft
hat, d.h. es zu x,7 € X mit T # x stets O € S, O € S mit O N O = () gibt);

e Grenzwerte von Funktionen f: D — Y auf D C & mit Werten in einem weiteren
topologischen Raum ) (wobei Eindeutigkeit des Grenzwerts limps,—., f(x) € Y si-
chergestellt ist, wenn zp nicht-isolierter Punkt von D ist, d.h. YO € S;,: OND # {xo},
und Y die Hausdorfl-Eigenschaft hat);

e Stetigkeit von Funktionen f: D — Y auf D C X mit Werten in einem weiteren
topologischen Raum Y bedeutet limps,—,, f(z) = f(a) fiir alle a € D (wird spéter
noch genauer betrachtet).

120



6.2. Topologische Grundbegriffe 121

Ob man mit den Systemen S, oder den Systemen Sy arbeitet, ist fiir alle hier genannten
Konzepte irrelevant und veréindert diese nicht.

(5) Jede Menge X kann mit der trivialen Topologie T; = {0, X'} oder der diskreten Topologie
Ta = P(X) versehen werden. Diese sehr einfachen Wahlen von Topologien spielen in der
Analysis aber nur eine untergeordnete Rolle, das tatséchliche Interesse gilt vor allem den
als Néchstes eingefiihrten ,, metrischen“ Topologien, die einem Mittelweg zwischen 7; und
T4 entsprechen:

(6) Jeder metrische Raum X — insbesondere KV, jeder Skalarproduktraum, jeder normierte
Raum — wird zu einem topologischen Raum (in dem die Hausdorff-Eigenschaft erfiillt
ist), wenn man X mit der Standard-Topologie

T = { U By, (z;) : I beliebige Indexmenge, Vi € I: z; € X,r; € IR>0}
el
={0 € P(X) : Vo € O: 3r € Rop: B,(z) C O}

versieht, wobei auch I = () erlaubt ist und es sich bei B;,(z;) und B,(z) um die mit der
Metrik von X definierten offenen Kugeln handelt. Fiir das Folgende gilt es sich hiervon vor
allem die folgende Charakterisierung offener Mengen iiber Kugeln im metrischen
Raum X zu merken: Fiir O € P(X) gilt

Ooffenin ¥ < Vx€O:3reRsp: B (z) CO. ‘

Dass die beiden angegebenen Charakterisierungen von 7 iibereinstimmen, ldsst sich iibrigens leicht verifizieren: Ist eine
Menge der Form O = (J;c; Br; (z;) gegeben, so gibt es zu jedem z € O ein i € I mit x € By, (%), und fiir r := r;—|z—z;]|
ist Br(z) C Br;(x;) C O. Hat umgekehrt O die Eigenschaft, dass zu jedem x € O ein r; € R0 mit By, (z) C O
existiert, so folgt die Darstellung O = |J,¢ o Br, (), bei der O auch die Rolle der Indexmenge {ibernimmt. Mit beiden
Charakterisierungen zur Hand ist dann auch schnell klar, dass es sich bei T tatsichlich um eine Topologie handelt:
Das Axiom (I) ist sowieso trivial erfiillt, das Axiom (II) ergibt sich recht einfach aus der zweiten Charakterisierung
(Minimum von endlich vielen Radien nehmen), das Axiom (III) sieht man der ersten Charakterisierung direkt an.

Bei obiger Wahl der Topologie 7 auf einem metrischen Raum X stimmen die gerade be-
sprochenen topologischen Konzepte von Konvergenz, Grenzwert und Stetigkeit mit den ent-
sprechenden metrischen Konzepten des Abschnitts 6.1 iiberein; dies folgt direkt aus der
Tatsache, dass jede Umgebung von = € X eine Kugel um x enthélt und man sich deshalb

auf Kugeln als ,,fundamentale Umgebungen“ beschrinken kann.

In topologischen Rdumen lassen sich sehr allgemeine und grundlegende Begriffe bilden:

Definition (topologische Punktlagen, Inneres, Abschluss, Rand). Sei (X,T) ein topo-
logischer Raum. Fir einen Punkt x € X und eine Teilmenge A von X wird vereinbart:

e = innerer Punkt von A <— 10 € S,: O C A,

e 1 duflerer Punkt von A < 30 € S,: ANO = 0 (entspricht innerem Punkt von X\ A),
e 1 Beriihrpunkt von A < YO €S,: ONA#,

r Randpunkt von A < VO €S,: ONA#0#A0\ A,

x Hdufungspunkt von A <— YO € S,: (O N A enthdlt co viele Elemente),

x isolierter Punkt von A <— 30 € S,: ONA={z}.
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Hierbei bezeichnet S, das oben eingefiihrte System der offenen Umgebungen von x (anstelle
dessen man aber dquivalent S, oder in einem metrischem Raum X auch {B.(z) : r € Rx¢}
verwenden kann). Man definiert auflerdem . ..

e das Innere A von A (in X) als Menge aller inneren Punkte von A,
e den Abschluss A von A (in X) als Menge aller Beriihrpunkte von A,
e den Rand A von A (in X) als Menge aller Randpunkte von A.

Bemerkungen (zu Innerem, Abschluss und Rand).

(1) Bei festem A C X teilt die Definition die Punkte in X in die drei disjunkten Klassen
der inneren Punkte von A, der Randpunkte von A und der dufleren Punkte von A auf.
Beriihrpunkte von A sind dabei alle inneren Punkte und alle Randpunkte von A, es gilt also

A=AUdA.
Auch Haufungspunkte und isolierte Punkte von A sind stets Beriihrpunkte von A und
liefern neben der in innere Punkte und Randpunkte noch eine andere Unterteilung der
Beriithrpunkte in zwei disjunkte Klassen — jedenfalls bei metrischem X und allgemeiner

bei jedem X mit der HausdorFf—Eigenschaft. (Nur im pathologischen Fall eines Raums X ohne Hausdorff-

Eigenschaft kann es manchmal Berithrpunkte geben, die weder Haufungspunkte noch isolierte Punkte sind.)

(2) Per Definition gilt stets

Ac AcCA,

und daraus folgen die allgemeingiiltigen Identitdten A=A \0A und A = AUDA.

(3) Weitere wichtige Folgerungen sind die Charakterisierungen der offenen und der ab-
geschlossenen Mengen

Aoffen <= A=A «— A> A, A abgeschlossen <= A=A < ACA.

(4) Verwandte Konzepte, die ebenfalls fiir jeden topologischen Raum X und beliebige Teil-
mengen A von X Sinn machen, sind der Folgen-Abschluss und Folgen-Abgeschlossenheit:
Der Folgen-Abschluss von A in X wird definiert als Menge aller in X existenten Limites
lim;, o0 @5, von Folgen (z,,)nen in A, und man nennt A Folgen-abgeschlossen in X', wenn
A mit seinem Folgen-Abschluss in X’ iibereinstimmt. ,,Normalerweise“ fallen diese Begrif-
fe mit den zuvor betrachteten Begriffen zusammen, denn im Rahmen der Ubungen wird
gezeigt:

Satz. Seien X ein metrischer Raum und A eine Teilmenge von X. Dann stimmt der Folgen-
Abschluss von A in X mit A iberein, und A ist genau dann Folgen-abgeschlossen in X, wenn
A abgeschlossen in X ist.

Das Zusammenfallen der Konzepte rechtfertigt tatséchlich den hiufig verwendeten Schluss

T, — rinXundx, € Afirn>1 = xc A

n—oo

(und sogar den Schluss auf € A bei abgeschlossenem A). Abgesehen von Anwendungen
dieser Schlussweise wird der Folgen-Abschluss aber vorerst keine Rolle mehr spielen.
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(5) In der Vorlesung wird auflerdem der folgende, oft niitzliche Sachverhalt bewiesen:

Satz. Fir einen vollstindigen metrischen Raum X und eine Teilmenge A von X gilt

A abgeschlossen in X <= A wvollstindig,

wobei mit Vollstindigkeit von A die Vollstindigkeit von A als eigener metrischer Raum mit
der FEinschrinkung der Metrik von X auf A gemeint ist.

Beispiele (zu den topologischen Begriffen).

(0) Naheliegende Beispiele von offenen und abgeschlossenen Mengen sind offene und abgeschlos-
sene Intervalle in R sowie offene und abgeschlossene Kugeln in beliebigen metrischen Rdumen
(jeweils mit Standard-Topologie).

(1) Das Rechteck R := ]—1,2] x [1,3] ist in R? (mit Standard-Topologie) weder offen noch
abgeschlossen mit Innerem R = ]—1,2[ x ]1,3[, Abschluss R = [—1,2] x [1, 3], Rand R =
({—1,2} x [1,3]) U ([-1,2] x {1,3}). Die Héufungspunkt von R sind in diesem Fall genau
die Beriithrpunkte, also alle Punkte in R, isolierte Punkte besitzt R nicht.

(2) Die Menge S := {2 : n € N} der Stammbriiche ist in R (mit Standard-Topologie) weder
offen noch abgeschlossen mit Innerem S = (), Abschluss S = S U {0}, Rand S = S U {0}.
Dabei ist 0 einziger Haufungspunkt von S, alle Stammbriiche sind isolierte Punkte von S.

(3) Das Liniensegment L := |—7,—3[ x {0} ist weder offen noch abgeschlossen in R? (mit
Standard-Topologie) und hat dort leeres Inneres. Allerdings ist L offen in R x {0} und
abgeschlossen in |—7, =3[ x R (mit den Standard-Topologien auf diesen Teilmengen).

Das letzte Beispiel zeigt hierbei eindeutig, dass topologische Konzepte im Allgemeinen
nicht nur von den betrachten Mengen und Punkten, sondern auch vom umgebenden topo-
logischen Raum abhingen. Dies gilt es immer im Kopf zu behalten, eventuelle Unklarheiten
sind zu vermeiden, indem man Prézisierungen wie ,,in X'“ hinzusetzt.

Es folgen weitere topologische Begriffe:

Definition (dichte, nirgends dichte und diskrete Mengen). Sei (X,7) ein topologischer
Raum. Eine Teilmenge A von X heifit . ..

o dicht in X, wenn A =X gilt;
e nirgends dicht in X, wenn A = () gilt (Abschluss besitzt keine inneren Punkte);
o diskret® in X, wenn alle Punkte in A isolierte Punkte von A sind.

Beispiele (von dichten, nirgends dichten und diskreten Mengen).

(1) QY und RY \ Q¥ sind beide dicht in R" (mit Standard-Topologie). Es handelt sich hierbei
um die absoluten Standard-Beispiele dichter Mengen.

(2) Z" ist nirgends dicht und diskret in R" (mit Standard-Topologie).

3Mit anderen Worten ist A genau dann diskret in X', wenn die Einschrinkung der Topologie (im unten dis-
kutierten Sinn) auf A die diskrete Topologie ergibt. In einem Hausdorff-Raum X ist dies auch gleichbedeutend
damit, dass es in X’ keinen Haufungspunkt von A gibt.
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(3) Die Menge S der Stammbriiche aus obigem Beispiel (2) ist nirgends dicht, aber nicht diskret
in RY, und RY wiederum ist abgeschlossen und nirgends dicht, aber nicht diskret in CV. Die
Cantor-Menge ist ein weiteres Beispiel einer abgeschlossenen und nirgends dichten Menge
in R, ist aber ebenfalls nicht diskret ist.

Bemerkung. Im Normalfall — n&mlich immer dann, wenn der umgebende Raum X keine
isolierten Punkte besitzt — ist jede in X diskrete Menge auch nirgends dicht in X.

SchlieBlich werden einige, oben teils implizit verwendete Konzepte genauer ins Auge gefasst:

Definition & Bemerkung (Topologie auf Teilmengen). Seien (X,7) ein topologischer
Raum und M eine beliebige Teilmenge von X. Man nennt eine Teilmenge A von M (relativ)
offen/abgeschlossen in M, wenn es eine in X offene/abgeschlossene Menge B mit BONM = A
gibt. Tatsdchlich handelt es sich hierbei um nichts anderes als die schon bekannten Begriffe of-
fener und abgeschlossener Mengen, wenn M mit der sogenannten Spurtopologie oder Rela-
tivtopologie Ty := {ONM : O € T} versehen und damit als eigener topologischer Raum
betrachtet wird. Das System Ty der in M (relativ) offenen Mengen ist hierbei vom System
{OeP(M) : O€eT} derin X offenen Teilmengen von M zu unterscheiden; die beiden Syste-
me stimmen nur dann iberein, wenn M selbst offen in X ist. Betrachtet man einen metrischen
Raum X mit der Standard-Topologie T, so ist Ty michts anderes als die Standard-Topologie des
metrischen Raums M mit der darauf eingeschrinkten Metrik; daher ergibt sich die Relativtopo-
logie in fast allen konkreten Fillen automatisch.

Bemerkungen (zu stetigen Funktionen zwischen topologischen Riumen). Seien X und
Y topologische Rdume sowie f: D — ) eine Funktion auf D C X.

(1) Wie bereits erwihnt, konnen Grenzwerte und verwandte Konzepte auch fiir derart allgemei-
ne Funktionen f iiber die Umgebungssysteme S, (oder S,) erkliart werden. Konkret heifit
yo € Y ein Haufungswert von f(z) beim Grenziibergang D > = — z( gegen g € X', wenn
fiir alle offenen Umgebungen V' € Sy, von yp in Y und alle offenen Umgebungen U € S,
von g in X stets f(UND\ {zo}) NV # 0 gilt (was natiirlich nur fiir nicht-isolierte Punkte
xo von D Sinn macht und normalerweise nur fiir solche verwendet wird). Analog erhélt man
fir zg € X, yo € Y die Charakterisierung des Grenzwerts

lim f(z)=yy <= YW e€S,:U €S,,: fF(UND\{zo}) CV

D3z— g
und fiir zp € D die Charakterisierung der Stetigkeit
[ stetig in g <= YV € Sy(yy): 3U € Syt f(UND) C V.
Stetigkeit von f auf ganz D heifit natiirlich gerade, dass letzteres fiir alle g € D gilt.

(2) Folgen-Stetigkeit von f auf D bedeutet wie in Abschnitt 3.2, dass

lim f(z,) = f(a) fiir jede gegen a € D konvergente Folge (z,,)pen in D

n—o0

gilt. Geméifl dem Folgenkriterium fiir allgemeine Grenzwerte aus Abschnitt 3.1 fallt Folgen-
Stetigkeit ,,normalerweise“ mit dem in (1) betrachteten Stetigkeitsbegriff zusammen:

Satz. Fir einen metrischen Raum X und Y, f, D wie oben ist f genau dann Folgen-stetig
auf D, wenn f stetig auf D ist.

124



6.2. Topologische Grundbegriffe 125

(3) Als einfache Konsequenz der Charakterisierung aus (1) ergibt sich auch:

Satz (Abbildungseigenschaften stetiger Funktionen). Fir X, Y, f, D wie oben gilt:

f stetig auf D <= f~1(O) offen in D fir alle in' Y offenen Mengen O
= f_l(A) abgeschlossen in D fiir alle in' Y abgeschlossenen Mengen A.

(4) Die vielleicht wichtigsten Konsequenzen des Satzes in (3) sind folgende Prinzipien:

e Durch endliche viele strikte Ungleichungen mit stetigen f;, g;: D — R definierte
Mengen {z € D : fi(z) < gi(z), fo(x) < g2(z), ..., fu(z) < gn(x)} sind stets
offen. Dieses Prinzip gilt auch, wenn ,,<“ an einigen oder allen Stellen durch ,,>“ oder
, 7 ersetzt wird.

e Durch schwache Ungleichungen mit stetigen f;,g;: D — R definierte Mengen
{z € D : fi(x) < gi(x) fiir alle i € I} mit beliebiger Indexmenge I sind stets ab-
geschlossen. Dieses Prinzip gilt auch, wenn ,,<“ teils/insgesamt durch ,,>*“ oder ,=*
ersetzt wird.

(5) Ist fir alle in D offenen O das Bild f(O) offen in Y, so bezeichnet man f als offene Ab-
bildung. Ist fiir alle in D abgeschlossenen A dagegen f(A) abgeschlossen in ), so heifit f
abgeschlossene Abbildung. Anders als die Charakterisierungen aus (3) arbeiten diese De-
finitionen aber mit Bildern, nicht mit Urbildern; dies macht einen wesentlichen Unterschied,
und im Allgemeinen* besteht zwischen offenen/abgeschlossenen und stetigen Abbildungen
kein einfacher Zusammenhang. Fiir bijektive f allerdings sind Offenheit und Abgeschlossen-
heit von f gemiB (3) jeweils dquivalent zur Stetigkeit der Umkehrabbildung 1.

Ubrigens bezeichnet man eine stetige Bijektion mit stetiger Umkehrabbildung (oder #qui-
valent, eine stetige offene Bijektion) auch als Homdomorphismus. Eine solche Abbil-
dung erhalt alle topologischen Eigenschaften, und ihre blofle Existenz bedeutet, dass der
Definitions- und Zielbereich einander in topologischer Hinsicht gleichen.

(6) Zum Nachweis der Stetigkeit konkret gegebener Funktionen kann man analog zum
Fall einer Variablen vorgehen. Im Wesentlichen reicht es zu wissen, dass Grundfunktionen
einer Variablen stetig sind, dass Stetigkeit bei Rechenoperationen und Verkettung erhalten
bleibt, und dass f: D — KM auf D ¢ K genau dann stetig ist, wenn alle Komponenten-
funktionen f1, fo, ... fas auf D stetig sind.

Zum Abschluss dieses Abschnitts werden als letzte topologische Konzepte Zusammenhangs-
begriffe definiert:

Definitionen (Zusammenhang, Wegzusammenhang, Zusammenhangskomponenten).
Seien (X,T) ein topologischer Raum und A eine Teilmenge von X.

(I) Man nennt A zusammenhdngend, wenn fir jede disjunkte Zerlegung A = O1 U Og,
01N 03 =0 von A in offene Teilmengen O1 und Oo von A stets O1 = () oder Oy = () gilt.

4Speziell fiir Abbildungen R — R gilt der bemerkenswerte Sachverhalt, dass zugleich offene und abgeschlossene
Abbildungen immer stetig sind; der Beweis ist elementar, aber nicht ganz einfach. Inwiefern analoge Aussagen fiir
allgemeinere Rdume gelten, ist dem Vorlesenden nicht bekannt.
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(IT1) Als Pfad, Weg oder Kurve in A bezeichnet man eine stetige Abbildung c: I — A
etnes Intervalls I nach A. Ist I = [a,b] kompaktes Intervall mit Randpunkten a < b in
R, so heiffen c(a) und c(b) die Endpunkte von c.

(III) Man nennt A wegzusammenhdngend, wenn es zu je zwei Punkten x,y € A stets eine
Kurve in A mit Endpunkten x und y gibt.

(IV) Die (Weg-) Zusammenhangskomponenten von A sind die (beziiglich Mengeninklusi-
on) mazimalen (weg)zusammenhdingenden Teilmengen von A.

Bemerkungen (zu den Zusammenhangsbegriffen).

(1) (Weg-)Zusammenhang und (Weg-)Zusammenhangskomponenten von A héngen nur von A
und der Spurtopologie T4 auf A ab, aber ansonsten nicht vom umgebenden Raum (X', 7T);
in diesem Sinn handelt es sich um innere Eigenschaften der betrachteten Menge A.

(2) Bei zusammenhiingendem A sind () und A die einzigen Teilmengen von A, die
gleichzeitig offen und abgeschlossen in A sind. Auf dieser Tatsache basiert eine ele-
gante Methode, um eine Eigenschaft fiir alle Punkte einer zusammenhingenden Menge A
nachzuweisen: Man zeigt, dass die Punkte mit der betreffenden Eigenschaft eine nicht-leere,
sowohl offene als auch abgeschlossene Teilmenge bilden, denn dann ist diese Teilmenge zwin-
gend ganz A.

Ist A nicht zusammenh#ngend, so gibt es mehr Teilmengen von A, die zugleich offen und ab-
geschlossen sind: Besteht A beispielsweise aus endlich vielen Zusammenhangskomponenten,
so ist jede dieser Komponenten offen und abgeschlossen in A.

(3) Aus den Ordnungseigenschaften von R und dem Zwischenwertsatz folgt, dass die Eigen-
schaften Zusammenhang und Wegzusammenhang fiir Teilmengen von R (mit Standard-
Topologie) dquivalent und beide genau fiir Intervalle erfiillt sind. Mlit anderen Worten
ist ein Intervall nichts anderes als eine zusammenhingende Teilmenge von R.

(4) In einem allgemeinen topologischen Raum ist jede wegzusammenhingende Menge auch zu-
sammenhingend. Dass diese Begriffe schon in R? aber nicht mehr #quivalent ist, zeigt
das Standard-Beispiel der zusammenhéngenden, aber nicht wegzusammenhéngenden Menge

{(z,sinl) : 2 € Roo} U{(0,0)} in R

(5) Fiir offene Teilmengen von K” sind die Eigenschaften Zusammenhang und Wegzusammen-
hang aber doch wieder dquivalent, und solche Mengen besitzen héchstens abzdhlbar viele
(Weg-)Zusammenhangskomponenten, die wieder offen in KV sind.

(6) Die Cantor-Menge C' dagegen ist ein Beispiel einer (abgeschlossenen, nicht offenen) Teil-
menge von R mit iiberabzéhlbar vielen (Weg-)Zusammenhangskomponenten, nédmlich allen
ein-elementigen Teilmengen {x} mit z € C.

(7) Fiir eine (weg)zusammenhéngende Menge A in einem beliebigen topologischen Raum und
eine stetige Abbildung f: A — ) in einen weiteren topologischen Raum ) ist stets auch das
Bild f(A) (weg)zusammenhingend. Dieses Prinzip der Erhaltung des (Weg-)Zusam-
menhangs bei stetigem Bild verallgemeinert den Zwischenwertsatz sehr weitgehend.
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6.3 Kompaktheit und Gleichméfligkeit

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels behandelt eine weitere wichtige topologische Begriffsbildung:

Definition (Kompaktheitsbegriffe). Seien (X,T) ein topologischer Raum und A eine Teil-
menge von X.

e FEine Familie (O;);c; von Teilmengen O; von X (mit nicht-leerer, ansonsten beliebiger In-
dexmenge I) bezeichnet man als Uberdeckung von A, wenn A C Uicr Oi gilt. Sind bei
einer Uberdeckung (O;)icr von A alle O; mit i € I offen in X, so spricht man von einer
offenen Uberdeckung von A.

e Die Teilmenge A heifst (Uberdeckungs-)k:ompak:t, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung
(Oi)ier von A einn € N und Indizes i1,12,...,i, € I mit A C O;; UO;,U...UO;, gibt. In
Worten beschreibt man diesen Sachverhalt auch so, dass jede offene Uberdeckung (O;)ier
von A eine endliche Teiliiberdeckung (Oij)j:u,,,,n enthdlt.

e Die Teilmenge A heifit Folgen-kompakt, wenn jede Folge in A eine gegen einen Grenz-
wert in A konvergente Teilfolge besitzt.

e Die Teilmenge A heifit relativ kompakt respektive relativ Folgen-kompakt in X, wenn
thr in X gebildeter Abschluss A kompakt respektive Folgen-kompakt ist.

Bemerkungen (zu Kompaktheit).

(0) Wie durch Formulierung und Klammern in der Definition angedeutet, ist Kompaktheit
ohne weiteren Zusatz stets als Uberdeckungs-Kompaktheit zu interpretieren.

(1) Uberdeckungs- und Folgen-Kompaktheit von A sind innere Eigenschaften von A in dem
Sinn, dass sie nur von A selbst (oder, préziser formuliert, vom topologischen Raum (A, T4)
mit der Spurtopologie T4) abhéngen, doch nicht vom umgebenden topologischen Raum. Im
Fall der Uberdeckungs-Kompaktheit sieht man dies der Definition nicht sofort an (denn im
Allgemeinen O; ¢ A), man iiberlegt sich aber problemlos, dass man sich auf die Betrachtung
von Uberdeckungen (O; N A);c; aus relativ offenen Teilmengen O; N A von A zuriickziehen
kann. Bei Folgen-Kompaktheit dagegen ist wirklich offensichtlich, dass der umgebende Raum
keine Rolle spielt, denn in der Definition treten ja nur Folgen in A auf.

(2) Es folgen wichtige Grundeigenschaften von kompakten Mengen, die jeweils in einer
rein Mengen-basierten und einer Folgen-Version gelten:

(a) In einem beliebigen topologischen Raum gilt:
Jede Vereinigung von zwei kompakten Teilmengen ist kompakt.
Jede Vereinigung von zwei Folgen-kompakten Teilmengen ist Folgen-kompakt.
Vereinigungen von n (Folgen-)kompakten Mengen mit beliebigem n € IN sind natiirlich auch (Folgen-)kompakt.
(b) In einem beliebigen topologischen Raum gilt:
Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.
Jede Folgen-abgeschlossene Teilmenge einer Folgen-kompakten Menge ist Folgen-kompakt.

(¢) Ist X metrischer Raum (oder topologischer Raum mit Hausdorff-Eigenschaft), so gelten:
Jede kompakte Teilmenge von X ist abgeschlossen in X.
Jede Folgen-kompakte Teilmenge von X ist Folgen-abgeschlossen in X.

In Ergénzung zu diesen Eigenschaften sei angemerkt, dass in einem metrischen Raum X jede kompakte
oder Folgen-kompakte Teilmenge K (als eigener metrischer Raum mit der Einschrinkung der Metrik)
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vollstédndig ist (selbst wenn X selbst nicht vollstindig ist). Abstrakt ldsst sich dies dadurch begriinden, dass K
nach (1) und (2c) (Folgen-)kompakt und (Folgen-)abgeschlossen in der Vervollstdndigung X von X ist, und im

vollstindigen metrischen Raum X ist (Folgen-)Abgeschlossenheit von K gemif Abschnitt 6.2 nichts anderes als
Vollstandigkeit von K.

(d) Sind X;, A metrische oder topologische Rdume, und wird &X; x A mit der Produkt-
Metrik da, x x, (21, 22), (y1,92)) := dx, (21, y1) +dx, (22, y2) bzw. der Produkt-Topologie
Tarxxy = AU;er(Us x Vi) 2 Ui € Tay, Vi € T, fiir alle @ € I} versehen, so gelten:

Fiir kompakte Teilmengen K; von X; und K> von X5 ist K; X Ko kompakt.

Fiir Folgen-kompakte Teilmengen K7 von X; und K5 von Xy ist K7 x K9 Folgen-kompakt.

Natiirlich folgt aus diesen Eigenschaften, dass auch kartesische Produkte K; X Kg X ... X Ky mit n € IN
kompakten Faktoren K71, K2, ..., K, noch kompakt sind. Dariiber hinaus garantiert ein fortgeschrittener Satz
von Tychonov dasselbe auch fiir unendliche kartesische Produkte mit einer geeigneten Produkt-Topologie (wobei
die Faktoren mit einer beliebigen unendlichen Indexmenge indiziert werden kénnen).

Die Beweise dieser Grundeigenschaften werden teils in der Vorlesung, teils in den Ubungen
behandelt. Hier wird nur das wohl schwierigste Argument ausgefiihrt:

Beweis der Eigenschaft (2d) in der Mengen-basierten Version mit Uberdeckungs-Kompaktheit. Da offene Mengen in
X1 X X per Definition der Produkt-Topologie Vereinigungen von Mengen in Produkt-Gestalt sind, reicht es — wie in
den Ubungen auch noch genauer erklart wird — offene Uberdeckungen von K1 X K2 durch Mengen von Produkt-Gestalt
zu betrachten. Genauer sei (U; X V;);¢1 eine offene Uberdeckung von K7 x K2 mit beliebiger Indexmenge I # (), offenen
Teilmengen U; von X7 und offenen Teilmengen V; von Xs. Fiir jedes x € K7 ist dann (‘/i)iel(:c) mit der reduzierten

Indexmenge I(z) := {i € I : = € U;} eine offene Uberdeckung von Ka. GemiB der Uberdeckungs-Kompaktheit von
K> gibt es nun ein n(z) € IN und Indizes i1(z), i2(x), . . ., in(x)(z) € I(z) mit Ko C Vi, (5) U Viy@)yU... U Vn(z)(x)
Mit Us, (z)> Uis(a)s -+ Uin(m)(z) ist auch der endliche Durchschl{itt Wa = Uy () N Usy(z) N - N Uin(m)(z) offene
Umgebung von z in X1, und insgesamt ist daher (W ),c i, offene Uberdeckung von K. Gemif der Kompaktheit von
K1 gibt es ein m € N und z1,2,...,om € K1 mit K C Wy UWg, U...U W, . Insgesamt ergibt sich

K1 x Ko C | (Way, x K2) C | Wa, X (Vi (2) U Vig () Ui UVi o e)

k=1 k=1

U (Way X Vi (21)) U Way, X Vigay)) U U (Way X Vi)

Ui (@) X Vir (@) Y Wig(ay) X Vig(a)) Y-+ U (Us tn(ag) (@r) % ,L(L,c)(rk)))

i CS n

und damit ist fiir Uberdeckungen von K7 x Ko des ,Produkt-Typs® die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung
gezeigt. Wegen der zu Beginn des Beweises erwéhnten Moglichkeit der Reduktion auf diesen Typ folgt hieraus Kom-
paktheit von K7 x K. O

Beispiele von kompakten Mengen sind zunéchst einmal endliche Mengen (in einem beliebigen
topologischen Raum), denn fiir solche sind die Definitionen der Uberdeckungs- und der Folgen-
Kompaktheit beide trivial erfiillt. Tatséchlich sind aber noch viele weitere Mengen kompakt, und
zumindest in IKV lisst sich iiber Kompaktheit auch tatséichlich mit einem einfach zu priifenden
(aber gar nicht so einfach zu beweisenden) Kriterium entscheiden:

Hauptsatz (Charakterisierung der kompakten Mengen).

(I) Fir einen metrischen Raum X und eine Teilmenge A von X gilt:

A kompakt <= A Folgen-kompakt —> A abgeschlossen und beschrinkt in X .

(IT) In X = K" und jedem endlich-dimensionalen normierten Raum X gelten auch die noch
wichtigeren Umkehrungen, ndamlich:
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e Satz von Heine-Borel: Jede abgeschlossene und beschrankte Teilmenge von X ist
kompakt.

e Satz von Bolzano-Weierstrafl: Jede abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge
von X ist Folgen-kompakt, mit anderen Worten besitzt also jede Folge in einer abge-
schlossenen und beschrinkten Teilmenge A von X eine in A konvergente Teilfolge.

Insgesamt sind (Folgen-)kompakte Mengen in KN und endlich-dimensionalen nor-
mierten Rdumen also vollstindig charakterisiert als abgeschlossene und be-
schrdankte Mengen.

Insbesondere zeigt der Hauptsatz, dass kompakte Intervalle [a,b] mit @ < b in R auch kom-
pakte Mengen sind, was die schon in der Analysis I erfolgt Benennung dieser Intervalle im
Nachhinein erklért.

Der auch in der Vorlesung behandelte Beweis des Hauptsatzes wird nun im Detail ausgefiihrt:

Beweis des Hauptsatzes. Zum Nachweis von Teil (I) sei X ein metrischer Raum. Gemé&8 obiger
Bemerkung (2c) ist dann jede (Folgen-)kompakte Menge abgeschlossen. Aulerdem ist klar, dass
jede Folgen-kompakte Menge A beschrinkt sein muss, denn wire A unbeschriankt, so géibe es
eine Folge (xg)ren in A mit limy_, oo dx(zk,a) = oo fiir (ein und dann automatisch) alle a € A,
also eine Folge ohne konvergente Teilfolge. Somit bleibt nur die Aquivalenz von Kompaktheit
und Folgen-Kompaktheit zu zeigen, die nun in mehreren Schritten nachgewiesen wird:

Um , = ‘ mit einem Widerspruchsargument zu zeigen, wird A als kompakt, aber nicht
Folgen-kompakt angenommen. Dann gibt es eine Folge (x;);cn in A, die keine in A konvergente
Teilfolge besitzt. Es folgt, dass die Menge der Folgenglieder F' := {x; : i € N} C A eine
unendliche Menge ohne Haufungspunkt in A ist (denn Endlichkeit von F' wiirde bedeuten, dass
unendlich viele Folgenglieder iibereinstimmen und eine konvergente Teilfolge bilden; und die
Existenz eines Haufungspunkts a € A von F' wiirde bedeuten, dass man durch sukzessive Wahl
von iy <ip < i3 < ... mit z; € Bi(a), i, € Byja(a), iy € Byjz(a), ... eine gegen a konvergente
Teilfolge bilden kann). Da Haufungspunkte ausgeschlossen sind, ist jeder Beriihrpunkt von F' in
A ein isolierter Punkt von F'; insbesondere besitzt also jedes x; mit ¢ € IN eine offene Umgebung
U; mit U; N F = {z;}, und auflerdem ist F' abgeschlossen in A. Nach (2b) ist mit A auch die
abgeschlossene Teilmenge F kompakt, und aus der offenen Uberdeckung (Ui)ien von F' gewinnt
man eine endliche Teiliiberdeckung F' C U;; UU;, U...UU;, mit n € IN. Nach Konstruktion der
U; folgt F' C {zi,, iy, ..., x;, }, was im Widerspruch zur Unendlichkeit von F' steht.

Fiir den Beweis der verbleibenden Implikation niitzt folgendes Lemma (das nicht nur hier,
sondern auch in anderen Zusammenhéngen niitzlich ist):

Lemma (Lebesgue-Zahl einer Uberdeckung). Sei (O;);c; eine offene Uberdeckung einer
Folgen-kompakten Menge A in einem metrischen Raum X. Dann gibt es ein 6 € Rsq, das als
Lebesque-Zahl der Uberdeckung bezeichnet wird und durch folgende Eigenschaft charakterisiert
ist: Fir jede Teilmenge P von A mit Durchmesser diam P < § gibt es ein i € I mit P C O;.

Beweis des Lemmas. Wire das Lemma falsch, so konnte man zu beliebig kleinem 6 € R
,Gegenbeispiele“ von Mengen P ohne die geforderte Eigenschaft finden. Insbesondere gébe es
eine Folge (Py)ren von Teilmengen von A mit limg o, diam P, = 0, aber P, ¢ O; fiir alle
1 € I und k£ € IN. Insbesondere wiren alle Py nicht-leer, und fiir jedes k£ € IN kénnte man ein
xp € P, C A wéhlen. Gemé8 der Folgen-Kompaktheit von A existierte z, := limy oz, € A
fiir eine geeignete Teilfolge. Da (O;);er offene Uberdeckung von A ist, gibe es ein i, € I mit
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xy € O;, und ein 7, € Ryo mit B, (24) C O;,. Fiir £ > 1 wiirden nun aber dy(zg,, ) < %7‘*,
diam Py, < %r* und damit auch P, C B, (z4) C O;, eintreten. Dies steht im Widerspruch zur
eingangs geforderten Eigenschaft der Py, daher ist der Beweis des Lemmas komplett. O

Nun kann die fiir Teil (I) des Hauptsatzes noch benétigte Implikation , <= ¢ angegangen
werden. Dazu wird zuerst gezeigt, dass es zu nicht-leerem, Folgen-kompaktem A und beliebigem
e € Ryp stets ein n € N und x1,29,...,2, € A mit A C Bo(z1) U Bz(z2) U ... U Bc(xy,)
gibt. Wire dies namlich nicht der Fall so kénnte man sukzessive 1 € A, zo € A\ B.(z1),
x3 € A\ (Bo(z1) UBe(22)), ©4 € A\ (Be(x1) UB(22) UB(x3)), ...wihlen und auf diese Weise
eine ganze Folge (zk)ken in A mit dy(xp,x¢) > € fiir beliebige & # ¢ in IN erhalten. Diese
Folge hitte aber keine Cauchy-Teilfolge, somit keine konvergente Teilfolge und kann deshalb bei
Folgen-kompaktem A nicht existieren. Damit ist die Existenz von n € N und x1,x2,...,2, € A
mit A C Be(z1) UBg(z2) U...UB:(z,) gezeigt.

Ist nun A Folgen-kompakt und (O;);cr eine beliebige offene Uberdeckung von A, so wendet
man das gerade Gezeigte mit € = %5 an, wobei 6 € R+ die Lebesgue-Zahl der Uberdeckung aus
dem Lemma sei. Weil die Teilmengen A N B.(xx) von A Durchmesser < 2¢ = § haben, gibt es
nach dem Lemma Indizes i, € I mit AN B.(x) C O;, fir alle k € {1,2,...,n}, und insgesamt
folgt

A=(ANB:(z1)) U(ANB:(x2))U...U(ANBe(xy)) CO;, UO;, U...UO;, .
Damit ist (Uberdeckungs-)Kompaktheit von A anhand der Definition nachgewiesen, und Teil
(I) des Hauptsatzes ist bewiesen.

Fiir Teil (IT) des Hauptsatzes reicht es, die angegebene Version des Satzes von Bolzano-
Weierstra8 fiir Mengen in KV zu beweisen, denn jeder N-dimensionale normierte Raum iiber
K kann mit K” identifiziert werden, und gem#8 (I) folgt aus Bolzano-Weierstra$ auch Heine-
Borel. Sei also A abgeschlossen und beschrinkt in KV. Ist (z3)ren eine Folge von Punkten
e = ((zp)1, (T8)2, - - -, (z)n) € A C KV, so ist wegen der Beschrinktheit von A auch jede
Komponentenfolge ((xg)i)renw mit @ € {1,2,..., N} beschrénkt in K. Durch N-fache Anwen-
dung des (aus der Analysis I bekannten) Satzes von Bolzano-Weierstrafl in K ldsst sich erst
eine Teilfolge finden, so dass die ersten Komponenten konvergieren, dann eine weitere Teilfolge
hiervon, so dass auch die zweiten Komponenten konvergieren, und so weiter. Insgesamt kann

man erreichen, dass y; = limy_,oo(zx,); € K fiir alle i € {1,2,..., N} existiert. Dies bedeutet
limy—yo0 2, = (Y1,¥2,-..,Yn) in KY. Da A abgeschlossen und damit auch Folgen-abgeschlossen
in KV ist, ist (y1,v2,...,yn) € A. Damit ist Folgen-Kompaktheit von A gezeigt. O

Bemerkungen (zu den Sétzen von Heine-Borel und Bolzano-Weierstraf).

(1) Die Voraussetzung der Endlich-Dimensionalitéit von X ist fiir die Sitze von Heine-
Borel und Bolzano-Weierstrafl unverzichtbar. Tatsédchlich besagt ndmlich ein weiterer
Satz von Riesz, dass die abgeschlossene Einheitskugel in jedem unendlich-dimensionalen
normierten Raum nicht-kompakt ist, so dass Heine-Borel und Bolzano-Weierstrafl dort gar
nicht gelten kénnen. Speziell fiir die ¢P-Raume ldsst sich dies tatsdchlich sehr leicht einsehen:
Schreibt man e := (0,0,...,0,0,1,0,0,0,...) fiir das Einheitselement von ¢’ mit der 1
an der k-ten Stelle, so gilt ||ex—eg|| = 2V/P fiir k # £ in N, also besitzt (ex)pen keine
konvergente Teilfolge, und die abgeschlossene Einheitskugel in ¢ ist nicht kompakt.
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(2) Ersetzt man aber Beschrénktheit durch die (im endlich-dimensionalen dquivalente, im All-
gemeinen stérkere) sogenannte Totalbeschréanktheit, so gilt die Aquivalenz

A kompakt <= A Folgen-kompakt <= A abgeschlossen in X und total beschréinkt

sogar fiir Teilmengen A eines vollstdndigen metrischen Raums (und mit ,, A vollstandig“ statt
»A abgeschlossen in X'“ sogar fiir Teilmengen A eines beliebigen metrischen Raums). Dabei
heifit A total beschrinkt, wenn es zu jedem ¢ € R~ ein n € N und z1,x9,...,z, € X mit
A C U, Bo(z;) gibt. Der Beweis der Aquivalenz erfordert neben den oben ausgefiihrten
Argumenten (nur) ein sogenanntes Diagonalfolgenargument und ist Thema der Ubungen.

Definition & Bemerkung (Kompaktifizierung). Fiir jeden topologischen Raum (X, T) mit
der Hausdorff-Eigenschaft® kann man einen Punkt w ¢ X im Sinn der Festleqgungen

X, = X U{w}, To =T U{X,\ K : K kompakte Teilmenge von X'}

hinzufiigen und erhdlt einen weiteren topologischen Raum (X,,,T,,), der stets kompakt ist. Ist X
selbst auch schon kompakt, so bedeutet die Definition von (X,,Ty) tatsdchlich nur, dass w als
isolierter Punkt von X, hinzugefiigt wiirde. Ist X aber nicht-kompakt, so liegt X dicht im kompak-
ten Raum X,,, und man nennt X,, dann die 1-Punkt-Kompaktifizierung oder Alexandrov-
Kompaktifizierung von X.

In speziellen Fdllen reduziert sich die Kompaktifizierung auf einfachere und bereits bekann-
te Konzepte: Beispielsweise entspricht der Grenziibergang gegen den unendlich fernen Punkt cog
der Gaufischen Zahlenebene gerade dem Grenziibergang gegen w in der 1-Punkt-Kompaktifizierung
C,, von C. Analog entspricht auch die 1-Punkt-Kompaktifizierung von KN dem Hinzufiigen eines
unendlich fernen Punktes oogn. Die Erginzung von R durch oo und —oo ldsst sich ebenfalls
durch eine Topologie auf RU{—o00, 00} abbilden; hierbei handelt es sich allerdings um eine etwas
andere Form der Kompaktifizierung, die auch als 2-Punkt-Kompaktifizierung bezeichnet wird.

Jedenfalls machen alle topologischen Begriffe in Kompaktifizierungen Sinn, so dass man auch
uneigentliche Grenziiberginge als Grenziiberginge in topologischen Rdumen auffassen kann.

Zu den wichtigsten Sachverhalten in/auf kompakten Mengen gehort die unten folgende, all-
gemeine Version des Extremalsatzes. Bevor diese Version angegeben wird, sei aber vorbereitend
noch eine ebenfalls wichtige Abbildungseigenschaft stetiger Funktionen festgehalten:

Satz (Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt.). Seien X' und Y topologische
Riume und f: K — Y eine stetige Funktion auf K C X. Ist K kompakt, so ist auch f(K)
kompakt. Und ist K Folgen-kompakt, so ist auch f(K) Folgen-kompakt.

Der Beweis wird in der Vorlesung gefiihrt.

Hauptsatz (allgemeiner Extremalsatz auf kompakten Mengen). Seien X ein topologi-
scher Raum und K eine nicht-leere, kompakte (oder Folgen-kompakte) Teilmenge von X. Dann
besitzt jede stetige Funktion f: K — R eine Minimal- und eine Maxzimalstelle auf K.

STatséichlich kann man die Kompaktifizierung sogar fiir Réume (X,7) ohne die Hausdorff-Eigenschaft
einfithren; in diesem Fall verlangt man in der Definition von 7, dass K kompakt und abgeschlossen in X ist.
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Beweis. Nach dem vorigen Satz ist auch f(K) kompakt (oder Folgen-kompakt). Nach dem Satz
iiber die Charakterisierung kompakter Mengen ist die Teilmenge f(K) von R abgeschlossen und
beschrinkt, und deshalb ist das Infimum von f(K) selbst eine Element von f(K). Mit anderen
Worten gibt es ein z € K mit f(z) = infx f, und dieses = ist eine Minimalstelle von f auf K.
Die Existenz einer Maximalstelle begriindet man analog. O

Bei Folgen-kompaktem K (und generell in metrischen Rdumen, in denen Kompaktheit und
Folgen-Kompaktheit ja iibereinstimmen) kann man den Extremalsatz iibrigens auch wie in Ab-
schnitt 3.3 mit Minimal-/Maximalfolgen beweisen.

Zusatz (zum Extremalsatz). Folgende Variante des Extremalsatzes lisst sich auch bei feh-
lender Kompaktheit des Definitionsbereichs ecventuell noch anwenden: Ist A nicht-leere
Teilmenge eines topologischen Raums X, ist f: A — R auf A stetig, und g¢ilt beim Grenziiber-
gang gegen den zur 1-Punkt-Kompaktifizierung A, von A hinzugefiigten Punkt w die Bedingung
lim f(z) > inf f (beispz'elsweise weil  lim  f(x) = oo> ,
Adz—w A AdSz—w
s0 besitzt f eine Minimalstelle auf A. Im Fall X = KN entspricht der Grenziibergang A 3 x — w

dabei dem Grenziibergang gegen die nicht zu A gehorigen Randpunkte von A in KN wund bei
unbeschrinktem A auch gegen den unendlich fernen Punkt cogn .

Beweis des Zusatzes. Sei € :=lim g5, f(z) —infy f > 0. Es gibt dann eine Umgebung A, \ K
von w mit kompaktem K C A, so dass f > infu f + %5 auf A\ K gilt. Insbesondere ist K # 0,
nach dem Extremalsatz besitzt f eine Minimalstelle auf K, und diese ist wegen der Abschéitzung
auf A\ K auch eine Minimalstelle von f auf A. O

Anwendungsbeispiele (zum Extremalsatz).

(1) Eine nicht-leere kompakte Menge K in einem metrischen Raum X besitzt stets Extre-
malpunkte, die den Durchmesser realisieren, mit anderen Worten gibt es z,y € K mit
dx(z,y) = diam K. Man kann diese Punkte als Koordinaten einer nach dem Extremalsatz
existenten Maximalstelle (x,y) der stetigen Funktion dy: K x K — R erhalten.

(2) Stetige Funktionen f: K — ) auf kompakten Mengen K mit Werten in einem metri-
schen Raum Y sind stets beschrénkt, m.a.W. hat ihr Bild f(K) endlichen Durchmesser.
Dies folgt aus der Kompaktheit des stetigen Bildes f(K) und (1) oder durch direkte Anwen-
dung des Extremalsatzes auf die stetige Abbildung K x K — R, (z,y) — dy(f(z), f(v)).

(3) Viele weitere, fiir die Rechenpraxis relevante Anwendungen (des Hauptsatzes und
auch des Zusatzes) ergeben sich spiter bei der Extremstellenbestimmung bei Funktio-
nen mehrerer Variablen.

Im Folgenden werden verschiedene Gleichmafigkeitseigenschaften bei allgemeinen Funktio-
nen behandelt und mit Kompaktheit (von Definitionsbereichen) in Verbindung gebracht. Zum
Teil kamen solche Eigenschaften fiir Funktionen mit spezielleren Definitions- und Wertebereichen
bereits in der Analysis I vor. Hier werden diese Eigenschaften aber weitgehend verallgemeinert.

Definition (gleichmiBige Stetigkeit). Seien X und ) metrische Riume. Eine Abbildung
f: D — Y heifit gleichmdflig stetig auf D C X, wenn zu jedem € € Rsg ein § € Ryg
existiert, so dass fiir x,x € D gilt:

da(2,7) < § = dy(f(z), f(F)) <e.
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Bemerkungen (zu gleichméBiger Stetigkeit).

(1) Gleichméafige Stetigkeit ist eine stirkere Eigenschaft als ,normale“ Stetigkeit. Der entschei-
dende Punkt und der einzige Unterschied ist, dass das d bei gleichméfliger Stetigkeit
nicht von x abhingen darf, sondern vielmehr ein nur von f und e abhéngiges J fiir alle
2 und T ausreichen muss.

(2) Holder-stetige Funktionen und damit insbesondere Lipschitz-stetige Funktionen
sind gleichméfig stetig. Tatséchlich ist gleichméflige Stetigkeit von f: D — ) auf D
dquivalent zur Existenz eines Stetigkeitsmoduls fiir f auf D, d.h. zur Existenz einer
Funktion w: R>p — Rx>o U {oo} mit w(0+) = w(0) = 0 und dy(f(z), f(7)) < w(dx(z, 7))
fiir alle z,7 € D.

(3) Das Konzept gleichmiBiger Stetigkeit kann auch in topologischen Vektorrdumen, die sowohl die Struktur eines topo-
logischen Raums als auch eine damit vertréagliche Vektorraum-Struktur tragen, erklirt werden. Ganz allgemein macht

gleichmfBige Stetigkeit sogar in sogenannten uniformen R&dumen, einer gemeinsamen Verallgemeinerung metrischer
Ré&ume und topologischer Vektorrdume, Sinn.

Ein oft niitzliche Konsequenz gleichméfliger Stetigkeit ist:

Satz (iiber stetige Fortsetzung auf den Abschluss). Seien X ein metrischer Raum und )
ein vollsténdiger metrischer Raum. Ist f: D — Y gleichmdfig stetig auf D C X, so gibt es
genau eine auf D stetige Abbildung f: D — Y mit f = f auf D.

Ein Beweis des Satzes wird in der Vorlesung gefiihrt.

Die eigentliche Bedeutung der Kompaktheitsbegriffe besteht darin, dass man auf
kompakten Mengen automatische Gleichméfligkeitsaussagen erhalten und Lokal-Global-
Schliisse durchfiihren kann. Das erste dieser Prinzipien wird nun anhand eines grundlegenden
Satzes erldutert, das zweite danach anhand eines eher prototypischen Sachverhalts:

Hauptsatz (iiber gleichméflige Stetigkeit auf Kompakta). Seien X und ) metrische
Raume. Ist f: K — Y stetig auf einer kompakten Teilmenge K von X, so ist f schon gleichmdjig
stetig auf K.

Der Hauptsatz wird in der Vorlesung mit einem einfachen Widerspruchsargument auf Grund-
lage der Folgen-Kompaktheit von K bewiesen.

Beispiel. Ein grundlegendes Beispiel fiir einen Lokal-Global-Schluss ist folgende Aussage: Ist
f: K — K auf einer kompakten Teilmenge K eines topologischen Raums X lokal beschriankt,
so ist f auf ganz K beschrankt.

Die lokale Beschrinktheit bedeutet dabei, dass zu jedem = € K eine offene Umgebung U,
und ein M, € R>¢ mit |f| < M, auf U, existieren. Ist dies gegeben, so kann man (o.E. nur fir
K # ()) aus der offenen Uberdeckung (U,.).cx eine Teiliiberdeckung K C U,, UU,,U...UU,, mit
x1,T2,...,2, € K gewinnen. Mit |f| < max{My,, My,,..., M;,} < oo folgt die Beschrianktheit
von f auf ganz K.

Zum Abschluss des Abschnitts (und des Kapitels) werden ein allgemeines Konzept gleichméBi-
ger Konvergenz und damit zusammenhéngende Sétze behandelt:

Definition (gleichmiflige Konvergenz, gleichmiflige Cauchy-Folgen). Seien D eine
Menge, Y ein metrischer Raum und (fn)nen eine Folge von Funktionen f,: D — Y. Man sagt,
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dass fn bei n — oo gleichmdflig auf D gegen eine Grenzfunktion f: D — Y konwvergiert,
wenn gilt:

lim sup dy(f (), /() = 0.

n—oo zeD
Man nennt (fy)nen eine auf D gleichmdf$ige Cauchy-Folge, wenn sup,cp dy(fm(x), fn(x))
beim Grenziibergang n > m — oo gegen Null geht.

Satz (Cauchy-Kriterium fiir gleichméflige Konvergenz). Seien D eine Menge und Y ein
vollstindiger metrischer Raum. Eine Folge (fn)new von Funktionen fn: D — Y ist genau dann
gleichmdflig konvergent auf D, wenn sie auf D gleichmdfige Cauchy-Folge ist.

Satz (iiber Stetigkeit der Grenzfunktion bei gleichméfliger Konvergenz). Seien X ein
topologischer und Y ein metrischer Raum. Ist (fy)new eine Folge stetiger Funktionen fn: D —
Y auf einer Teilmenge D wvon X, und konvergiert f, bei n — oo gleichmdflig auf D gegen
f: D =Y, soist die Grenzfunktion f stetig auf D.

Fiir Funktionen mit Werten in Y = IK wurde diese Sitze bereits in den Abschnitten 2.5 und
3.3 behandelt. Die Beweise verlaufen im hier angegebenen allgemeinen Fall vollig analog.

Ein konzeptionell noch etwas schwierigerer Begriff ist:

Definition (gleichgradige Stetigkeit). Seien X ein topologischer, ) ein metrischer Raum
und P eine beliebige (Parameter-)Menge. Eine Familie (fy)pep von Funktionen f,: D — Y
heifit gleichgradig stetig auf D C X, wenn es zu jedem x € D und € € R~ eine Umgebung
U von x in X gibt, so dass

dy(fp(2), fo(x)) <e fiir alle x € UN D und alle p e P
gilt.
Bemerkungen (zu gleichgradiger Stetigkeit).

(1) Gleichgradige Stetigkeit von (f,)pep ist eine stirkere Eigenschaft als Stetigkeit der einzelnen
fp fiir alle p € P. Die den Unterschied ausmachende ,,Gleichgradigkeit® besteht darin, dass
die Umgebung U nicht vom Parameter p abhingen darf, sondern eine nur von der
Familie (fp)pep sowie € und x abhéngige Umgebung U fiir alle p € P ausreichen muss.

(2) Bei metrischem X spricht man von gleichgradiger gleichmiBiger Stetigkeit einer Familie stetiger Funktionen
D — Y auf D C X, wenn das fiir Stetigkeit relevante § wie bei gleichméfBiger Stetigkeit nicht vom Punkt z und
wie bei gleichgradiger Stetigkeit nicht vom Parameter p abhingen darf. Aquivalent ist, dass es einen gemeinsamen
Stetigkeitsmodul fiir alle Funktionen der Familie gibt. Bei kompaktem Definitionsbereich D ist eine gleichgradig stetige
Familie von Funktionen automatischen gleichgradig gleichmifig stetig.

Die Bedeutung gleichgradiger Stetigkeit liegt zu einem groflen Teil darin, dass sie die An-
wendung des folgenden Satzes ermdoglicht.

Satz (Auswahlsatz/Kompaktheitssatz von Arzela-Ascoli). Seien X ein topologischer
und Y ein endlich-dimensionaler (!) normierter Raum. Ist eine Folge (fn)new von Funktionen
fn: K — Y gleichmdfig beschrinkt und gleichgradig stetig auf einer kompakten (1) Teilmenge
K von X, so gibt es eine Teilfolge (fn, )ren, die gleichmdfig auf K gegen eine stetige Funktion
f: K — Y konvergiert.
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Bemerkungen.

(1) Der unten folgende Beweis und der Satz bleiben giiltig, wenn statt gleichméBiger Beschrankt-
heit von (fy)nen (d.h. sup,cnsupg |f| < oo) nur punktweise Beschranktheit von (fy,)nen
(d.h. sup,,en | fn(z)] < oo fir alle z € K') vorausgesetzt wird. Aus der schwicheren punktwei-
sen Beschrénktheit folgt zusammen mit den anderen Voraussetzungen des Satzes aber au-
tomatisch gleichméfige Beschranktheit, daher bedeutet letztere keine echte Einschréankung.

(2) Den Satz von Arzela-Ascoli macht eine Kompaktheitsaussage im Funktionenraum
C(K,Y) aller stetigen Funktionen K — ) und ersetzt (bei nicht-trivialem K) die im
unendlich-dimensionalen Raum CY(K,)) nicht giiltigen Siétze von Heine-Borel und
Bolzano-Weierstrafl. Genauer wird hierbei C°(K,Y) mit der L®-Norm || f|lco(x,y) =
sup,cx || f(x)||y versehen, und der Satz von Arzela-Ascoli macht dann iiber Teilmengen F
des Banach-Raums C°(K,)) die Aussage

F' abgeschlossen, beschréinkt und gleichgradig stetig = F kompakt

(wobei gleichgradige Stetigkeit der Menge F' natiirlich nichts anderes bedeutete als gleichgra-
dige Stetigkeit der Familie (f)fer). Die Umkehrimplikation zu dieser Aussage gilt iibrigens
auch und ist etwas einfacher einzusehen, es handelt sich also sogar um eine Charakterisierung
aller kompakten Mengen in C°(K,)), und man kann statt = sogar <= schreiben.

(3) Typische Funktionenfolgen (f,)n,en, auf die der Satz von Arzela-Ascoli Anwendung
findet, sind solche, bei denen alle f,, mit gleichem Exponenten und gleicher Konstante
Holder-/Lipschitz-stetig sind.

Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli. Sei ¢ € Ry fixiert. Geméafl der vorausgesetzten gleich-
gradigen Stetigkeit gibt es dann fiir jedes z € K eine offene Umgebung U, von z in K, so
dass

dy(fu(Z), fu(z)) <e fiir alle € U, und alle n € IN

gilt. Zu der offenen Uberdeckung (U,)zcx von K liefert die Kompaktheit von K ein £ € IN und
T1,%2,...,Ty € K mit
K CUy UUz U...UU,,.

Nun sind (fn(21))nen, (fn(22))nen, - - - (fn(ze))nen jeweils beschrénkte Folgen in Y (dies folgt
aus der vorausgesetzten gleichméfligen Beschrinktheit, wire aber auch bei nur punktweiser
Beschranktheit offensichtlich erfiillt). Daher liefert ¢-fache sukzessive Anwendung des Satzes
von Bolzano-Weierstraf§ auf diese Folgen im endlich-dimensionalen normierten Raum ) (oder
alternativ eine einzelne Anwendung im immer noch endlich-dimensionalen normierten Raum
V*) eine Teilfolge (furJkew von (fn)new, so dass (fn:(2i))kew fiir alle ¢ € {1,2,....0} in Y
konvergiert. Wegen der Cauchy-Eigenschaft konvergenter Folgen erhélt man durch Weglassen
endlich vieler Glieder eine weitere Teilfolge ( fy, )ken, so dass

dy (fr, (i), fr, (zi)) < € fir alle h,k € N und 7 € {1,2,..., ¢}
gilt. Wegen der eingangs getroffenen Wahl der Umgebungen U,,, ergibt sich daraus
dy (fry, (T); fn, (%)) < dy(fr(F), fr (20)) + dy (Fr (20), g, (20)) + dy (f, (20), fry, (7)) < 3e
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136 KAPITEL 6. Metrische und topologische Konzepte, allgemeine stetige Funktionen

fir alle h,k € IN, i € {1,2,...,4} und z € Uy,. In Anbetracht von K C U, UU,, U...UU,, ist
somit

supdy (foy, fn,) < € fiir alle h, k € IN

K

verifiziert.
Die bisher bei fixiertem e durchgefithrte Argumentation wird nun auf verschiedene Wahlen
von ¢ angewandt. Man verwendet sie zunéchst fiir e = 1 und erhélt eine Teilfolge (f,,1)ken von

1
k
(fn)ne]N mit
supdy(fni,fni)gl fir alle h, k € IN.
K

In einem zweiten Schritt mit € = % erhélt man eine weitere Teilfolge ( fn ) pely Von ( fni) ey Wit

2
k

fir alle h, k € IN.

DN |

sup dy(fniv fni) <
K

Durch iterative Fortsetzung mit € = % erhélt man auch fiir jedes j € IN>3 eine Teilfolge ( I, )

1) keN
von (fni’l)ke]N mit

supdy (f . f) <= fiir alle h,k € IN.
K k h

1
J
Man geht nun zur sogenannten Diagonalfolge ( I iiber. Fiir jedes j € IN ist diese Folge ab

ﬁ)ke]N

dem j-ten Glied eine Teilfolge von ( I, ) erfiillt also

7 ke

sup dy (fnﬁ’ fnz) < fur alle h, k € ]sz .
K

S| =

Damit ist die Teilfolge ( fnﬁ) kEN

nen K — Y. Nach dem Cauchy-Kriterium fiir gleichméfiige Konvergenz konvergiert ( fnﬁ)k €N
gleichméflig auf D gegen eine Grenzfunktion f: K — ). Geméfl dem Satz iiber Stetigkeit der

Grenzfunktion ist f auf K stetig, und damit ist der Satz von Arzela-Ascoli bewiesen. O

von (fp)nen eine gleichmifBige Cauchy-Folge von Funktio-
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Kapitel 7

Nachtrige zur Differential- und
Integralrechnung einer Variablen

In diesem Kapitel werden zwei wichtige, aber sehr unterschiedliche Anwendungen der Differential-
und Integralrechnung in einer Variablen kurz angerissen. Hierbei spielen auch Konzepte aus
Kapitel 6 eine Rolle, so dass sich die Behandlung erst an dieser Stelle anbietet.

7.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen (kurze Einfithrung)

Terminologie (bei gewohnlichen Differentialgleichungen). Als gewdhnliche Differentialglei-
chung (GDG) bezeichnet man eine Gleichung, in der eine auf einem Intervall I C R definierte
Funktion u einer reellen Variablen und endliche viele Ableitungen von u auftreten. Es
handelt sich also um eine Gleichung des Typs

F(udd o d" um=1), u(m)) =0 auf 1
beziehungsweise
F(z,u(z), o (z),u"(x), u" (z), ..., u™D(z), u™ (z)) = 0 fir alle x € 1.

Dabei heifit die Ordnung m € IN der hichsten tatsichlich' auftretenden Ableitung von u die
Ordnung der GDG. Die Funktion F nennt man die Strukturfunktion der GDG und be-
trachtet sie als gegeben, die Funktion u heifit die gesuchte oder unbekannte Funktion, und
ein konkretes m-fach differenzierbares u, fir das die Gleichung erfillt ist, heifst eine Lésung
der GDG. Im Fall einer Strukturfunktion F: D — K auf D C Rx K™ und einer K-wertigen
gesuchten Funktion u: I — K spricht man von einer Einzel-GDG oder einer skalaren GDG
fiir eine skalare Funktion w, im Fall einer Strukturfunktion F: D — X auf D C R x X' und
einer gesuchten Funktion u: I — X mit Werten in einem Banach-Raum? X spricht von einem
System von GDGen fiir eine Vektor-wertige Funktion. Meist ist dabei X = K ; dann handelt
es sich genauer um ein System von N GDGen fiir N unbekannte (Komponenten-) Funktionen.

'Hier wird implizit unterstellt, dass m und F sinnvoll gewihlt wurden, nimlich so, dass 1™ tatsichlich auftritt,
d.h. m.a.W. so, dass es keine Funktion F mit F(-,u, v/, u" v, ..., u™) = F(-,u,u o ", ..., u™ ) fiir
alle m-fach differenzierbaren Funktionen w auf I gibt.

2 Ableitungen X-wertiger Funktionen kénnen genau wie Ableitungen K-wertiger Funktionen iiber Differenzen-
quotienten erkldrt werden, wobei die Konvergenz der Differenzenquotienten in der Norm von X stattfindet. Dieses
Konzept kommt hier nur am Rande vor; es wird in Abschnitt 8.1 noch etwas genauer beleuchtet.
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138 KAPITEL 7. Nachtrédge zur Differential- und Integralrechnung einer Variablen

Bemerkung. Gewdhnliche Differentialgleichungen zeichnen sich dadurch aus, dass die gesuchte
Funktion von einer reellen Variablen abhéingt. Héngt die gesuchte Funktion selbst von mehreren
Variablen ab, so spricht man stattdessen von einer partiellen Differentialgleichung.

Die reichhaltige Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen kann in diesem Abschnitt
nur angerissen werden. Zunéchst werden dazu zwei grundlegende Methoden zur expliziten Be-
rechnung von Lésungen behandelt. Die erste wird als Satz formuliert und erlaubt die allgemeine
Losung gewisser einfacher GDGen durch hochstens zwei Stammfunktionsbildungen:

Satz (Losungsformel fiir die allgemeine skalare lineare GDG erster Ordnung). Sei [
ein Intervall positiver Linge in R, und seien a,b € C°(I,K) stetig. Dann hat die lineare GDG
' =au+b auf I beziehungsweise u'(z) = a(x)u(z) + b(z) firzel (%)

genau die Funktionen u = e (B+C) mit Stammfunktionen A zu a und B zu e~ b auf I sowie
einer Konstante C € K als Lisungen. Fordert man zusdtzliche eine Anfangsbedingung (AB)

u(zo) = Yo (o)

mit xg € I, yo € K, so ist die eindeutige Losung u des aus GDG (x) und AB (xx) bestehenden
Anfangswertproblems (AWPs) gegeben durch

u(z) = @ [B(x) — B(xg) 4 yoeA(#0)] = A®) [/ e~ AOp(t) dt + yoeA®0) firxel.

0

Bemerkungen (zu linearen GDG, Homogenitéit und Inhomogenitét).

(1) Die GDG (%) heift linear, da die Funktionen u und v’ affin linear auftreten. Dass die
Variable z im Allgemeinen nicht linear auftritt, spielt fiir diese Terminologie keine Rolle.

(2) Man nennt a die Koeffizientenfunktion und b die Inhomogenitéit der linearen Erster-
Ordnung-GDG (x). Im homogenen Fall b = 0 sind die Losungen u der GDG (%) genau
die Funktionen u = Ce”, und die eindeutige Losung des AWPs (%)—(#*) erhélt man als

u(x) = yoet®=A@0) = yoexp {/ a(t) dt] firezel.
o

Beweis des Satzes. Dass e(B+C) Losung von () ist, verifiziert man durch die Rechnung (mit
HDI, Produkt- und Kettenregel; beachte A’ = a, B’ = e~4b)

[eA(B—i—C)]I = ae?(B+0) +ete b =ale?(B+0)] +b  aufI.

Um zu zeigen, dass alle Losungen die behauptete Form haben, argumentiert man wie folgt:
Ist u Losung der homogenen GDG u' = au, so folgt

(efAu)/ =e Mu'—au] =0 auf I.

Nach dem Konstanzsatz ist damit e=4u = C und u = Ce” auf I. Ist v Losung der inhomogenen
GDG v/ = au + b, so folgt

(u—eAB), =u —ae*B-—eteb=au+b—ae'B-b= a(u—eAB) auf I,

und dies versteht man als homogene GDG fiir u—e B. Gemifi dem schon Gezeigten ergibt sich
erst u—eAB = Ce? und dann u = e*(B4C) auf I.

Die Losungsformel fiir das AWP folgt problemlos, indem man B als unbestimmtes Integral
schreibt und die Konstante C' durch Einsetzen bestimmt. O
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7.1. Gewdhnliche Differentialgleichungen (kurze Einfiihrung) 139

Beispiele (fiir Anwendungen der Losungsformel).

(1) Bei der homogenen linearen GDG
u = \u auf |—o0, 00|

mit Parameter \ € K zeigt der Satz (mit a = —\, A(z) = —Az), dass man durch u(z) = Ce
mit Konstanten C' € K alle IK-wertigen Losungen erhélt.

(2) Als Losung des AWPs
u'(z) = 2u(z) + zlogz fiir z € )0, 00], u(l) =2

berechnet man mit A(z) = 2logx im Satz:

x
u(z) = e?los® [/ e 2108 ttlog t dt + 2621Og1]
1

T logt
= 12 [/1 4 dt + 2] = 22 {%(logac)Q — 1(log1)? + 2| = 12*(logz)? + 227 .

Im Folgenden geht es um eine zweite wichtige Methode zur Berechnung expliziter Lésungen,
die auch manche nicht-linearen Erster-Ordnung-GDGen erfasst.

Verfahren (Separation der Variablen). Man geht, soweit maglich, in folgender Weise vor:

e Schritt 1 (eigentliche Separation der Variablen): Falls miglich (Einfach probieren,
ob es geht!) bringt man durch Umformungen die GDG auf die Form

g(u(x))u/(z) = h(z) firxzel

mit stetigen Funktionen g: J — R und h: I — R auf Intervallen I und J. Die hierbei
hergestellte Form bezeichnet man als GDG mit separierten Variablen.

e Schritt 2 (Stammfunktionsbildung): Fir Stammfunktionen G zu g auf J und H zu
h auf I — die es zu berechnen gilt — erhdalt man die Gleichung

G(u(z)) = H(z)+C firxel
mit einer Konstante C' € R.

e Schritt 3 (Auflésen): Hat g in J keine Nullstelle, so kann man jedenfalls fiir solche C
mit H(I)+C C G(J) nach u(x) auflésen und bekommt durch

u(z) = G (H(2)+0) firz el

mit der (dann ezistenten) differenzierbaren Umkehrfunktion G=1: G(J) — J zu G Lésun-
gen der urspringlichen GDG.

e Schritt 4 (Einsetzen der AB): Bei gegebener AB u(xo) = yo mit xg € I, yo € J kann
die Konstante C oft (eindeutig) bestimmt werden.
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140 KAPITEL 7. Nachtrédge zur Differential- und Integralrechnung einer Variablen

Beispiel (zur Separation der Variablen). Die nicht-lineare Erster-Ordnung-GDG

3

u(x)?

kann in die GDG 3u(x)?u/(z) = 2® mit separierten Variablen umgeformt werden. Stammfunk-
tionsbildung gibt u(x)3 = ixA‘—i—C, und durch Auflésen ergibt sich fiir Losungen w die explizite
Formel (in der v/t auch fiir negative ¢ die eindeutige reelle dritte Wurzel bezeichnet)

u(z) = {/321+C.

Man erhélt hier aber iibrigens nur fiir C' € R>o Losungen u auf ganz R. Fiir C' € R hat die
durch die vorausgehende Formel gegebene Funktion u dagegen Nichtdifferenzierbarkeitsstellen
bei x = +/4|C| und 16st nur auf Teilintervallen von |—oo, —v/—4C|, |—+/—4C, v/—4C[ und
]v/—4C, oo[ sowohl die eingangs betrachtete als auch die schon umgeformte GDG.

Der theoretische Hintergrund des letzten Verhaltens besteht darin, dass im vorliegenden Fall
mit G(y) = 3, H(z) = ix‘i eine Nullstelle von ¢ = G’ bei y = 0 vorliegt. Das Verfahren ist
daher nicht mit J =]—o0, oo[, sondern bestenfalls mit J = ]0, co[ oder J = ]—o0, 0] anwendbar,
und H(I)+C = {ix‘l—i-C' : o € I} ist fiir C < 0 und grofere als die genannten drei Intervalle 1
eben nicht in einem erlaubten Bildintervalle G(J) = ]0, oo oder G(J) = |—o00, 0 enthalten.

Ist zusétzlich zur obigen GDG die AB u(0) = 1, gegeben, so erhilt man durch Einsetzen

{/ i04 4+ C = 1, was sich sofort zu C' = 1 vereinfacht. Das AWP aus der GDG und dieser AB
hat also die eindeutige Losung u(z) = {/ iaz‘l + 1.

Bei allgemeineren GDGen ist oft schwierig oder gar unmdglich, explizite Formeln fiir ihre
Losungen herzuleiten. Es gibt aber eine abstrakte Theorie, die zumindest auf kleinen Intervallen
Existenz und gutartiges Verhalten von Losungen sehr viel allgemeinerer GDGen und GDG-
Systeme garantiert. Hier werden zwei grundlegende Resultate dieser Theorie zwar vorgestellt,
die Beweise werden jedoch nur sehr grob angedeutet:

3u'(x) = fir z € |]—o0, 00|

Satz (iiber lokale Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von AWPen). Seien m € N,
X ein Banach-Raum, D eine offene Teilmenge von® R x X™, f: D — X eine stetige Funktion
und (20, Y0, Y1, Y2, - - - s Ym—2, Ym—1) € D. Fiir das m-ter-Ordnung-GDG-System

u™ = fO ud u” ,u(mfz),u(mfl)) fiir X -wertige Funktionen u

samt den m ABen

m—2)(

w(zo) =yo, u'(zo)=w1, u'(x0)=va, ..., ul 20) = Ym—2, u™ Y (x0) = ym_1

gelten:

(I) Lokaler Ezistenz- und FEindeutigkeitssatz von Picard-Lindelsf: Ist f auf einer
Umgebung U von (2o, Yo, Y1,---,Ym—1) partiell Lipschitz-stetig in den X™-Variablen
(d.h. || f(z,y)—f(z, ) llx < Clly—yllam fir alle (x,y),(z,y) € U und ein C € R>y), so
gibt es ein e € Rxq, so dass die GDG auf |xo—e, zo+e[ genau eine Ldsung mit erfiillten
ABen besitzt.

(IT) Lokaler Existenzsatz von Peano: Ist X endlich-dimensional, so gibt es ein € € Ry,
so dass die GDG auf |xo—e, xo+c[ mindestens eine Ldsung mit erfillten ABen besitzt.

SX™ und R x X™ werden durch |[(o, y1, -, ym—1)|lam = 370" [[gallx und [[(2,y)[lrxx = |2]+ [[yllxm mit
Produkt-Normen versehen.
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7.1. Gewdhnliche Differentialgleichungen (kurze Einfiihrung) 141

Bemerkung und Beispiel (zu den Sétzen von Picard-Lindel6f und Peano). Die partielle
Lipschitz-Bedingung des Satzes von Picard-Lindelof ist essentiell, um lokale Eindeutigkeit der
Losung sicherzustellen. Dies zeigen einfache Beispiele wie die skalare Erster-Ordnung-GDG

u = 2+/|ul auf R,

bei der nahe y = 0 keine Lipschitz-Bedingung gilt und das AWP zur AB u(zp) = 0 mit g € R
eine 2-Parameter-Schar von Losungen u besitzt, ndmlich alle durch

—(z—Cy)? fiir v < C,
u(z) =<0 firC, <z <C*
(x—C*)?  fir C* <z
mit Konstanten Cy € R<y, U {—00} und C* € R>,, U {o0} gegebenen.

Der Satz von Peano kommt ohne partielle Lipschitz-Bedingung aus und ist damit (abgesehen
von der Beschriankung auf endliche Dimension, also auf Systeme mit endlich vielen Gleichungen)
viel allgemeiner; dafiir garantiert er aber auch nur lokale Existenz, eine Eindeutigkeitsaussage
kann man in Anbetracht des vorausgehenden Beispiels nicht mehr erwarten.

Grobe Beweisideen zu den Sditzen von Picard-Lindeldf und Peano. Zum Beweis beider Sétze ist
es praktisch, zunichst auf den Erster-Ordnung-Fall m = 1 zu reduzieren, indem man die X"-

wertige Funktion U := (u,u/,u”, ..., u(™= 2 4(m=1) zur unbekannten Funktion erhebt und zum
GDG-System Uy = Uy, Uy =Us, ..., U,_5 = Up—_1, U),_; = f(-,U) fiir diese iibergeht.

Der Beweis des Satzes von Picard-Lindelof im Fall m = 1 basiert dann auf der Umfor-
mulierung des betrachteten AWPs als Fixpunktproblem

Tul =u

fiir den durch T'[u](z) := yo+ f;o f(t,u(t)) dt definierten Integraloperator 7': A — A auf einer
abgeschlossenen Teilmenge A von CY(Jzg—e, zo+¢[). Fiir geeignete Wahlen von € und A kann
man nachweisen, dass dieser Operator eine strikte Kontraktion ist, und kann dann mit dem
Banachschen Fixpunktsatz l6sen.

Der Beweis des Satzes von Peano im Fall m = 1 beruht auf der Konstruktion von
Niherungslésungen uy der GDG mit ug(zg) = yo, so dass uy Lipschitz-stetig und auf Inter-
vallen der Lénge 7 affin linear ist. Bei geeigneter Wahl von ¢ kann man aus der approximativen
Losungseigenschaft der uy entnehmen, dass diese auf [zg—e, zo+e] gleichgradig Lipschitz-stetig
sind, und kann mit dem Satz von Arzela-Ascoli eine gleichméBig auf [zg—e, zo+¢] konver-
gente Teilfolge von (ug)gen erhalten. Es lisst sich dann nachweisen, dass die Grenzfunktion
das betrachtete AWDP 16st. O

Fiir alles Weitere zur (iibrigens sehr reichhaltigen) Theorie gewohnlicher Differentialglei-

chungen wird auf das Wahlpflicht-Modul ,, Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische
Systeme® (stets im Sommer, sinnvoll belegbar ab dem 4. Semester) verwiesen.
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142 KAPITEL 7. Nachtrédge zur Differential- und Integralrechnung einer Variablen

7.2 Fourier-Reihen (kurze Einfiihrung)
Definition (trigonometrische Polynome, trigonometrische Reihen).

o Fin trigonometrisches Polynom ist eine Funktion der reellen Variablen x € R, deren
Funktionsterm in der Form

NE

Z cpeth? oder % + [ay, cos(kz) + by sin(kz)]

e
I

|
3
e
Il

1

mit Koeffizienten c, € C oder ag, by, € C geschrieben werden kann.

o Fine trigonometrische Reihe ist eine Funktion der reellen Variablen © € R, deren
Funktionsterm in der Form*

k_Z_ cpelh? oder % + ; lay, cos(kz) + by, sin(kz)]

mit Koeffizienten c, € C oder ag, by, € C geschrieben werden kann.
Bemerkungen (zu trigonometrischen Polynomen und Reihen).

(1) Bei trigonometrischen Polynomen und Reihen handelt es sich um 2w-periodische
Funktionen R — C. Entscheidend ist dabei, dass man die Funktionen als Uberlagerungen
einer Konstanten ¢y bzw. % und sogenannter harmonischer Schwingungen cpef? 4c_pe~ike
bzw. aj cos(kx)+by sin(kz) mit (Kreis-)Frequenzen k € IN beschreibt, wobei man unter der
(Kreis-)Frequenz einer solchen harmonischen Schwingung die Zahl der in ,,Zeit“intervallen

der Lange 27 stattfindenden Vollschwingungen versteht.

(2) Ausgehend von der Eulerschen Formel e** = cos(kx) + isin(kz) kénnen die beiden
angegebenen Darstellungen trigonometrischer Polynome und Reihen stets ineinander
umgerechnet werden. Als allgemeiner Zusammenhang zwischen den Koeffizienten
der beiden Darstellungen ergibt sich

ar = Cptc_g fiir £ € Ny,
b = i(cy—c_) fiir ke IN.

(3) 2m-periodische Funktionen g auf R entsprechen (durch die in Anbetracht der Periodizitét
wohldefinierte Festlegung §(e'*) := g(z)) Funktionen g auf der Einheitskreislinie S! c C. Tri-
gonometrische Reihen > 727 cxe*® entsprechen bei dieser Korrespondenz den sogenannten
Laurent-Reihen Y 72 ¢z der komplexen Variablen z = el € S!. Laurent-Reihen spielen
in der Funktionentheorie (das ist die Theorie von Funktionen komplexer Variablen) eine
wichtige Rolle und werden dort genauer untersucht.

“In diesem Abschnitt wird >ore o --e = limpseo > g ... zur Definition beidseitig unendlicher Reihen
verwendet.
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7.2. Fourier-Reihen (kurze Einfiihrung) 143

Eine sehr einfache, aber nichtsdestotrotz wichtige Beobachtung im Zusammenhang mit tri-
gonometrischen Polynomen und Reihen ist:

Lemma (Orthogonalitéitsrelationen). Fir alle k,¢ € Z, und o € R gilt

a+2m .
/ R e T Q. = 278,
(0%

1 falls k=¢

0 ‘sonst ) Insbesondere definiert

(mz’t dem sogenannten Kronecker-Delta dgp :=

ep(z) == elk® firkeZ,xzeR

ein Orthonormalsystem 2m-periodischer Funktionen (ey)rcz beziiglich des normierten L2-
Skalarprodukts®

2m a2
fro=g [ U= [ U9)

:27T0

auf tiber kompakte Intervalle Riemann-integrierbaren 2m-periodischen Funktionen f,g: R — C
d.h. mit diesem Skalarprodukt gilt ey, - g = Oy fiir alle k, £ € 7.

Beweis. Man rechnet

at2r at2r [T 1de = 27 falls k = ¢
/ elkxe—lfx dr = / el(k—f):v dz = 1 i(k—0) a2
o o -0° * e T 0 fallsk #/
und erhélt alle anderen Behauptungen sofort. O

Bemerkung. Ein anderes Orthonormalsystem beziiglich desselben Skalarprodukts bilden
die Funktionen zu den Funktionstermen

1, V2cos(kx) mit k € IN, V2sin(kz) mit k € IN.

Dieses aus Kosinus- und Sinus-Termen zusammengesetzte System besteht ausschliellich aus
R-wertigen Funktionen.

Folgerungen (aus den Orthogonalitéitsrelationen).

(1) Fiir die Koeffizienten c; eines trigonometrischen Polynoms p gilt ¢, = p-e, da-
her sind diese Koeffizienten eindeutig bestimmt (und die Koeffizienten ay und by der
alternativen Darstellung sind es wegen der Umrechnungs-Formeln dann auch).

Beweis. Definitionsgemifl kann man p als p = >, cpey schreiben und erhélt p - ey =
(Zzz_n ckek) cep = ciler e => ekl = ¢ fiir alle £ € Z N [—n,n]. O

5Analog zu FuBnote 1 in Abschnitt 6.1 handelt es sich nicht um ein Skalarprodukt auf dem Raum aller iiber
kompakte Intervalle Riemann-integrierbaren 27-periodischen Funktionen, denn dort liegt keine strikte Positivitéit
vor. Auf stetigen Funktionen oder den in 6.1 schon betrachteten guten Regelfunktionen gibt die Festlegung aber
doch ein echtes Skalarprodukt, bei allgemeineren Funktionen macht zumindest die Notation f - g noch Sinn.
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144 KAPITEL 7. Nachtrédge zur Differential- und Integralrechnung einer Variablen

(2) Ist f =) po . cker als gleichmdflig auf R (oder, dquivalent, auf irgendeinem Intervall
der Lénge > 27) konvergente trigonometrische Reihe dargestellt, so ist f stetig, und
man hat die Formel fiir die Koeflizienten

1 a2 .
cp=1[f-ep= e f(z)e ko dy fiir alle k € Z
™
(mit irgendeinem « € R; oft einigt man sich auf @ = 0 oder a = —).

Beweis. Setzt man py, := > p_ . ce fir n € IN, so gilt ¢ = pp-e, = % fj”” pn(z)e e da

fir k € Z N [—n,n] nach Folgerung (1). Unter Verwendung der gleichméBigen Konvergenz

Pn — f erhélt man Stetigkeit von f und ¢, = f-ep = 1 SHW f(z)e 2 dg fir k € Z. O

Um fiir eine gegebene 27m-periodischen Funktion eine Darstellung als (gleichméifig) konver-
gente trigonometrische Reihe erhalten zu kénnen, erhebt man die Formel fiir die Koeflizienten
aus Folgerung (2) nun zur Definition:

Definition (Fourier-Koeffizienten, Fourier-Polynome, Fourier-Reihen). Sei f: R — C
ewne tiber kompakte Intervalle Riemann-integrierbare 2mw-periodische Funktion. Die Fourier-
Koeffizienten von f sind die komplexen Zahlen

N 1 2
ck=f(k):=f-er= > fx)e ™ dx  mitkeZ
T
oder auch, passend zur alternativen Darstellung trigonometrischer Reihen,

1 27

a = — f(z)cos(kx)dx  mit k € Ny,
T Jo
1 2

b = — f(x)sin(kzx) dx mit k € IN.
T Jo

Ausgehend von diesen Koeffizienten definiert man fiir n € Ng das n-te Fourier-Polynom von
f als das trigonometrische Polynom zum Funktionsterm

n n

Z F(k)ew(z) = Z ek = % + Z lak, cos(kx) + by sin(kz)]

k=—n k=—n k=1

und die Fourier-Rethe von [ als die trigonometrische Reihe zu
Z (k)ex(x) = Z cpet® 5 + ; ai, cos(kz) + by sin(kz)] .

Bemerkungen (zu Fourier-Reihen).

(1) Man hofft, dass die Fourier-Reihe einer 2m-periodischen Funktion f auch f darstellt,
d.h. dass

Y Flk)er=f aufR (%)

gilt. Diese Hoffnung ist verniinftig, denn, wenn f {iberhaupt als gleichméflig konvergente
trigonometrische Reihe dargestellt werden kann, dann muss diese Reihe gemé&fl der obigen
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7.2. Fourier-Reihen (kurze Einfiihrung) 145

Folgerung (2) die Fourier-Reihe sein, und tatsichlich wird die Hoffnung fiir sehr viele
f auch erfiillt. Dennoch gilt, dhnlich wie bei Taylor-Reihen, die Darstellung (*) nicht
trivial und nicht ohne Zusatzvoraussetzungen an f. Deshalb gehoren Sitze, die (x)
sicherstellen, zu den Hauptzielen dieses Abschnitts.

(2) Aus Symmetrien von f erhélt man Symmetrien bei seinen Fourier-Koeffizienten:

e Ist f gerade Funktion, so gilt by = 0 bzw. c_; = ¢ fir alle £ € IN; die Fourier-Reihe
von f kann dann nur mit Kosinus-Termen geschrieben werden.

e Ist f ungerade Funktion, so gilt ar = 0 bzw. c_; = —¢; flir alle £ € INy; die Fourier-
Reihe von f kann dann nur mit Sinus-Termen geschrieben werden.

o Ist f reell-wertig, so sind alle a; und by reell, und die ¢ erfiillen c¢_j = ¢j.

Ist sichergestellt, dass f durch seine Fourier-Reihe dargestellt wird, so gelten auch die Um-
kehrungen zu diesen Aussagen, dann sind die Symmetrien von f also tatsichlich dquivalent
zur zugehorigen Eigenschaft der Koeffizienten.

(3) Fiir die Fourier-Koeffizienten der Ableitung f’ einer 27-periodischen C'-Funktion f
erhilt man durch partielle Integration in der Definition die wichtige Regel

(k) =ikf(k) firkeZ.

Umgekehrt sind die Fourier-Koeffizienten der Stammfunktion F' einer stetigen 27-
periodischen Funktion f mit f(0) = 0 durch

F(k) =52 fir ke Z)\{0}

gegeben. Die Bedingung, dass der Mittelwert f(O) von f iiber Intervalle der Léinge 27 ver-
schwindet stellt hierbei sicher, dass F' iiberhaupt (27-)periodisch und der Fourier-Theorie
zugénglich ist. Der Mittelwert F(0) von F iiber Intervalle der Lénge 27 wird durch obige Re-
gel nicht festgelegt und entspricht der bei der Stammfunktionsbildung freien (Integrations-)
Konstanten. Entsprechende Regeln gelten auch fiir die Koeffizienten aj und by.

Beispiele (von Fourier-Reihen).
(1) Fiir die ungerade Treppen-Funktion T: R — R zu
0 wenn x = mm fiir ein m € Z
T(x):=< 1 wenn 2lm <z < 2¢r+ fiir ein ¢ € Z
—1 wenn 2¢m—m < x < 207 fiir ein £ € Z

A fiir ungerade k € N
. . . _ . — .o — kﬂ.
erhélt man die Fourier-Koeffizienten a;, = 0 fiir k € INg und by, { 0 fiir gerade k € N

Die Fourier-Reihe von T ist also

4 & sin( 23+1

T3 25+1

und diese Reihe konvergiert gleichméBig auf kompakten Intervallen I C R\ 7Z (letzte-
res folgt aus der gleichméBigen Beschrénktheit der Partialsummen %, sin((2j+1)z) =

Im (ei‘” %) mit € I und dem Dirichlet-Kriterium fiir gleichméBige Konvergenz).

Die Frage, ob die Reihe T'(z) darstellt oder was sonst der Grenzwert ist, wird unten geklért.
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146 KAPITEL 7. Nachtrédge zur Differential- und Integralrechnung einer Variablen

(2) Fiir die gerade Zacken-Funktion Z: R — R zu

Z(z) := min |z — 2{7|
leZ

—% fiir ungerade k € IN

0 fiir gerade k € IN und by, =0

erhélt man die Fourier-Koeffizienten ag = m, a; = {

fir £ € IN. Die Fourier-Reihe von Z ist also
T 4 Z cos((2j+1)x
(27+1)2
Da die Reihe gleichméBig in « € R konvergiert, stellt sie nach dem néchsten Satz Z(z) dar.

In diesen Beispielen ist Z stetig auf R und Z’ = T stetig auf R \ 77 (also nur nicht in den
Nichtdifferenzierbarkeitsstellen von Z). Die Regeln fiir die Fourier-Koeffizienten von Ableitung
und Stammfunktion bleiben in dieser Situation giiltig, daher kann man die Fourier-Koeffizienten
von T aus denen von Z oder die von Z aus denen von 1T gewinnen. An dieser Stelle wird auch
klar, dass die Fourier-Reihe von T tatséchlich T darstellt: Auf R \ 7Z folgt diese Darstellung
namlich durch gliedweise Differentiation der Fourier-Reihe von Z (dort erlaubt wegen der in (1)
diskutierten GleichméBigkeit der Konvergenz weg von 7Z), und an den Stellen aus 7Z gilt die
Darstellung trivial (dort sind 7" und seine Fourier-Reihe einfach Null).

Als Spezialfiille der Konvergenzen in diesen Beispielen erhédlt man iibrigens den Wert der
Leibnizschen Reihe 1-24+2—1+... = T (dazu z = % in (1) betrachten) und die verwandte

Identitét 1—&—3%—1—5%—1—7—12—1— coo= %2 (dazu z = 0 in (2) betrachten).

Im Folgenden wird die abstrakte Theorie der Fourier-Reihen ein Stiick weit entwickelt.
Satz (iiber Fourier-Reihen). Fliir stetige 2m-periodische Funktionen f,g: R — C gelten:
(I) (Identitditssatz) Ist f(k:) = g(k) fir alle k € Z, so stimmen f und g auf R iiberein.
(I) Konvergiert die Fourier-Reihe von f gleichmdflig auf R, so stellt sie f dar.

Zum Herleitung des vorausgehenden Satzes wird folgendes Resultat verwendet, dessen Beweis
hier ausgelassen und typischerweise in einer Vorlesung iiber Funktionalanalysis ausgefiithrt wird:

Satz (Weierstraflscher Approximationssatz).

e Version fiir Polynome: Ist f: I — K stetig auf einem kompakten Intervall I, so gibt
es eine Folge (pp)new von Polynomfunktionen mit Koeffizienten in K, fir die gleichmiffige
Konvergenz lim,, oo pr, = f auf I vorliegt.

e Version fiir trigonometrische Polynome: Ist f: R — C stetige 2w-periodische Funk-
tion, so gibt es eine Folge (pn)nenN trigonometrischer Polynome, fir die gleichmdfige Kon-
vergenz limy, oo pn = f auf R vorliegt.

Ubrigens handelt es sich bei den f approximierenden trigonometrischen Polynomen des Wei-
erstrafischen Approximationssatzes im Allgemeinen nicht (!) um die Fourier-Polynome von f.
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7.2. Fourier-Reihen (kurze Einfiihrung) 147

Beweis des Satzes iiber Fourier-Reihen. Zum Beweis von Teil (I) kann man ohne Einschrinkung
g = 0 annehmen. Mit dem Weierstrafischen Approximationssatz schreillt man f = lim, oo Pn
als gleichméfBigen Limes trigonometrischer Polynome p,,. Mit f -er = f(k) = 0 fiir alle k € Z
gilt dann auch f - p, = 0 fiir alle n € IN, und es folgt

2
[ = i [ = tim et =0,

Da f per Voraussetzung stetig ist, entnimmt man f =0 auf R.

Zum Beweis von Teil (II) wihlt man g :== > 72 f(k)ey als die durch die Fourier-Reihe
von [ dargestellte 2m-periodische Funktion. Da die Reihe nach Voraussetzung gleichméfig kon-
vergiert, ist g stetig, und Folgerung (2) garantiert die Ubereinstimmung f ( )= f ( ) fiir alle
k € Z. Teil (I) gibt nun die Gleichheit f = g auf R. O

Hauptsatz (iiber Konvergenz von Fourier-Reihen). Sei f: R — C eine 2w-periodische
Funktion der Klasse C'. Dann konvergiert die Fourier-Reihe von f normal, insbesondere kon-
vergiert sie auf R gleichmdf$ig und stellt f dar.

Bemerkung. Die Schlussfolgerungen des Hauptsatzes bleiben richtig, wenn eine stetige
2m-periodische Funktion f: R — C nur weg von isolierten Knickstellen von der Klas-
se C! ist, |f’|?> aber endliches uneigentliches Riemann-Integral auf Intervallen bis hin zu den
Knickstellen hat. Ebenso bleibt auch das néchste Lemma giiltig, wenn g nahe isolierten Stellen
unbeschrinkt sein darf, aber |g|? integrierbar bleibt. Die Beweise des Lemmas und des Haupt-
satzes funktionieren in dieser allgemeineren Situation ohne wesentliche Anderungen.

Lemma (Besselsche Ungleichung). Ist eine 2m-periodische Funktion g: R — C beschrdankt
und tiber jedes kompakte Intervall Riemann-integrierbar, so gilt

= 2 1 o 2
> 0P < o [ loP<oo.
k=—o00 0

Insbesondere ist die Bifolge (ﬁ(k‘))
es gilt Y52 [k < .
Tatsichlich tritt sogar stets Gleichheit > 70 [g(k)|? = 5= 027r lg|? in der Ungleichung des

Lemmas ein. Diese sogenannte Besselsche Gleichung ist aber etwas schwieriger zu beweisen
als die Ungleichung, die fiir den hiesigen Zweck schon ausreicht.

ez der Fourier-Koeffizienten von g Quadrat-summierbar, d.h.

Beweis des Lemmas. Seip, :=Y ,_ . g(k)ey das n-te Fourier-Polynom von g. Dann gilt g-e;, =
9(£) = pp ey fiir alle £ € ZN[—n, n], und daraus folgt die Orthogonalitétsrelation (g—py)-pn = 0
fiir alle n € IN. Damit und mit der bekannten Relation e - e = d; bekommt man

1 2m
o |.g|2 (.g pn+pn) (g_pn+pn)
T
= (9=pn) - (9=Pn) + (9=Pn) * Pn + Pn - (9=Pn) +Pn = Pn
>0 =0
2o = X a0 ) - (X al0e) = 30 a0 Y- 00— Y lath)?
k=—n {=—n k=—n {=—n k=—n
Grenziibergang n — oo in der resultierenden Ungleichung gibt die Behauptung. O
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148 KAPITEL 7. Nachtrédge zur Differential- und Integralrechnung einer Variablen

— ~

Beweis des Hauptsatzes. Mit der Formel f/(k) = ik f(k) fiir die Fourier-Koeffizienten der Ablei-
tung und mit der Besselschen Ungleichung fiir die stetige, 2m-periodische und damit beschrénkte
Funktion g = f’ gewinnt man

S Fml= Y KFwl <5 SRR Y <
R gty e gty

also konvergiert » 7> ‘f(k)| und ist eine konstante Majoranten-Reihe fiir die Fourier-Reihe

Y re o f(k)e von f. Damit konvergiert die Fourier-Reihe von f auf R normal und insbesondere
gleichméBig, und nach Teil (II) des fritheren Satzes iiber Fourier-Reihen stellt sie dann tatséchlich
f dar. ]
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Kapitel 8

Differentialrechnung mit Funktionen
mehrerer Variablen

8.1 Partielle Ableitungen, Richtungsableitungen, totale Ablei-
tung, ...

Dieser Abschnitt behandelt Konzepte von Differenzierbarkeit und Begriffe von Ableitungen fiir
Funktionen f mehrerer reeller Variablen. Zumeist wird die Theorie dabei abstrakt fiir Funktionen
f auf einem Definitionsbereich in einem normierten Raum X und mit Werten in einem weiteren
normierten Raum ) entwickelt. Im Vordergrund steht aber — das gilt es trotz des abstrakten
Rahmens nie zu vergessen — der Fall ¥ = RV, ¥ = RM, das ist der Fall, in dem M € IN
(Komponenten-)Funktionen von N € IN Variablen abhéingen.

Die wohl naheliegendste Weise, eine Funktion mehrerer Variablen zu differenzieren, besteht
darin, alle bis auf eine Variable festzuhalten und nach der einzig verbleibenden Variablen ,,ganz
normal® abzuleiten. Auch wenn es sich hierbei um kein wirklich neues Konzept handelt, ist es
iiblich, einige Konventionen zu treffen und den Kontext mehrerer prinzipiell gleichberechtigter
Variablen durch Verwendung des Symbols 0 (anstelle des dhnlich verwendbaren d) anzuzeigen:

Definition (partielle Ableitungen, Funktionalmatrizen). Sei f: D — ) eine Funktion
von einer Teilmenge D von RN in einen normierten Raum Y. Man vereinbart fiir einen inneren
Punkt a = (a1, az,...,an) von D:

(I) Falls die Ableitung nach der reellen Variablen t

d
6zf(a) 1= (f(al, N o 7 1 AN 7T IR ,aN))/(ai) = a‘t—a‘f(al’ ceey Q1,8 Qg1 - ,ClN)

— lim f(al, ey i1, ai+h,ai+1, e ,CLN) — f(al, ey Qi—1,Q5, Qi1 - - - ,aN) c y
R3h—0 h
fir ein i € {1,2,...,n} existiert (wobei der Limes in der Norm von ) gebildet wird), so

heif$t f an der Stelle a nach der i-ten Variablen differenzierbar, und 0;f(a) heifst die
i-te partielle Ableitung von f an der Stelle a. Gleichbedeutend mit 0;f(a) verwendet

man, vor allem wenn f als f(x1,x9,...,2N) geschrieben wird, die Notationen %f(a),

%(a) und Oy, f(a) (wobei die letzte Moglichkeit aufgrund starker Verwechslungsgefahr mit

anderen Konzepten nicht empfehlenswert ist). Bei anderer Benennung der Variablen, zum

Beispiel als (x,y, z) im Fall N = 3, verwendet man Notationen wie 8%7 a%, % analog.
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150 KAPITEL 8. Differentialrechnung mit Funktionen mehrerer Variablen

(IT) Ist f im RM -wertigen Fall Y = RM an der Stelle a nach allen N Variablen differenzierbar,
so bezeichnet man die (M xN)-Matrix

Df(a) := (31f(a) Oaf(a)| - '3N—1f(a) 3Nf(a))
d1 f1(a) Orfi(a) -+ On-1fi(a) On fi(a)
01 f2(a) O2fa(a) -+ On-1f2(a) On fa(a)
= : : s s e R
O1fu—1(a) Oafym—i(a) -+ On-1fm—-1(a) Onfrm—1(a)
Orfu(a)  Oafm(a) -+ On-1fm(a)  Onfml(a)

als Funktionalmatrixz oder Jacobi-Matrixz von f an der Stelle a.

Bemerkung (zur Ableitung von Kurven). Fiir N = 1 und ein Intervall D = I C R als
Definitionsbereich erklirt die Definition insbesondere die Ableitung einer Kurve ¢: I — ) mit
Werten im normierten Raum ). In diesem Fall handelt es sich bei der Ableitung ¢’(a) := 91¢(a)
in a € I nach der einzig vorhandenen (ersten) Variablen einfach um einen ,ganz normalen®
Limes von Differenzenquotienten; gegeniiber Kapitel 4 ist inzwischen nur die Moglichkeit hin-
zugekommen, die Konvergenz der Differenzenquotienten als Normkonvergenz bei allgemeinen
Wertebereich ) anstelle von R oder C zu erkliren. Geometrisch kann man ¢/(a) € Y als
Tangentialvektor an das Bild der Kurve ¢ im Punkt ¢(a) interpretieren.

Die genauere Diskussion von partiellen Ableitungen und Funktionalmatrizen wird hier zuriick-
gestellt und erfolgt im Kontext der néchsten allgemeineren Definitionen.

Definition (Richtungsableitungen, Ableitungen entlang Vektorfeldern). Sei f: D — Y
eine Funktion von einer Teilmenge D eines normierten' Raums X in einen weiteren normierten
Raum Y. Man vereinbart fiir einen inneren Punkt a von D:

(I) Falls die Ableitung nach der reellen Variablen t

B . flathv) — f(a)
T dt t:of(a+tv) N Rgilgo h

Oy f(a) :

ey

fiir einen Vektor v € X existiert (wobei der Limes auch hier in der Norm von ) gebildet
wird), so heifit f an der Stelle a in Richtung v differenzierbar, und 0, f(a) heifst die
Richtungsableitung von f an der Stelle a in Richtung v.

(I1) Unter der Richtungsableitung von f an der Stelle a entlang eines Vektorfelds®
V: D — X versteht man, wenn diese existiert, die Richtungsableitung

ov f(a) == Oy fla) €Y

Wichtige Spezialfille sind die Ableitung Ox f nach dem durch X(x) := x definierten
Ortsvektorfeld X und die radiale Ableitung Oiaqf := Orf mit dem durch R(x) :=
= definierten radialen Einheits-Vektorfeld R auf D C X\ {0}.

[

'Die Definition der Richtungsableitung 9, f (a) macht auch dann Sinn, wenn X kein normierter Raum, sondern
nur ein K-Vektorraum ist. Die Bedingung, dass a innerer Punkt von D ist, ist dann allerdings nicht mehr sinnvoll
und ist durch die zu ersetzten, dass 0 innerer Punkt von {t € R : a+tv € D} ist.

2Als Vektorfelder bezeichnet man Abbildungen V von einer Teilmenge von RY in denselben RY oder allge-
meiner von einer Teilmenge eines normierten Raums in denselben normierten Raum. Man stellt sich vor, dass an
jeden Punkt z des Definitionsbereichs der Vektor V' (z) angeklebt wird.
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Bemerkungen (zu Richtungsableitungen).

(0)

Partielle Ableitungen sind spezielle Richtungsableitungen im Fall von Definitions-
bereichen in X = RY. Genauer handelt es sich bei

azf = aeif

mit ¢ € {1,2,..., N} um die Richtungsableitung in Richtung des i-ten kanonischen Basis-
Vektors e; == (0,0,...,0,1,0,0,...,0) € RY (mit der einzelnen 1 an der i-ten Stelle).
Deshalb iibertragt sich alles Folgende von Richtungsableitungen auf partielle Ableitungen.

Eine Richtungsableitung 0, f von f: D — Y wird oft nicht nur an einer Stelle a betrach-
tet, sondern wird selbst als Funktion 0,f: D — ) aufgefasst, falls sie (z.B.) an allen
Stellen eines offenen Definitionsbereichs D existiert. Dabei nehmen die Richtungsableitungen
Oy f stets Werte im selben Raum ) wie die abgeleitete Funktion f an, Richtungsablei-
ten #dndert also den Zielraum nicht. Fiir ) = RM koénnen Richtungsableitungen eines

fl a'ufl
RM_wertigen f = < f? > komponentenweise gebildet werden, d.h. es gilt 0, f = ( a“;f 2 )

far B far
Fiir eine Funktion f: D — R auf D C RY entspricht die Richtungsableitung 0, f(a)

mit einem Einheitsvektor v € RY, |u| = 1 geometrisch der Steigung des Graphen
von f in RV*! in Richtung v. Am anschaulichsten ist dies (abgesehen vom schon frither
verstandenen Fall N = 1) natiirlich im Fall N = 2, in dem man den Graph von f als Fliche
in R3 veranschaulichen kann.

Ableitungsregeln fiir Richtungsableitungen erhélt man im IK-wertigen Fall aus den
entsprechenden Regeln fiir Funktionen einer Variable, und auch im )-wertigen Fall ergeben
sich solche Regeln mit identischen Beweisen. Zum Beispiel gilt die Summen- und Faktor-
regel O, (rf+sg) = r0y f+s0,g fiir r, s € K und Funktionen f, g mit gleichem Definitions-
und Zielbereich; das bedeutet mit anderen Worten, dass Richtungsableiten eine IK-lineare
Operation ist. Weiterhin gilt die Produktregel 0, (f*g) = f*(0y9)+(0y f)*g fiir f: D — Y,
g: D — Y und ein allgemeines Produkt (d.h. eine stetige bilineare Abbildung) *: Y x) — Z
zwischen normierten Rdumen ), ), Z, das kann z.B. die Multiplikation zweier Zahlen, die
Skalarmultiplikation einer Zahl und eines Vektor oder das Skalarprodukt zweier Vektoren

sein. Fiir J-wertiges f und IK_.o-wertiges g folgt die Quotientenregel 9, (5) = W.

Subtiler sind allerdings die Fragen nach der Giiltigkeit der Kettenregel und der Regel fiir die
Ableitung der Umkehrfunktion; diese werden spéter in allgemeinerem Kontext beantwortet.

Fiir normierte Rdume X', Y und f: D — Y auf D C X gilt ein Schrankensatz mit Rich-
tungsableitungen: Ist a # b in D, bleibt die Strecke [a,b] := {a + t(b—a) : t € [0,1]} in
D und ist f in jedem Punkt dieser Strecke in Richtung v := H‘f—% des Verbindungsvektors
von a zu b differenzierbar, so gilt

5= @ly < (s 0.7l ) Ib-alx.
z€la,b]

Um dies einzusehen, betrachtet man die Funktion g: [0, |[b—al|x] — YV, t — f(a+tv) einer

Variablen. Im Fall V = K kann dann der Schrankensatz aus Abschnitt 4.3 direkt auf diese

Funktion angewandt werden; fiir allgemeine Zielrdume ) funktioniert der in Abschnitt 4.3

gegebene Beweis nach Ersetzung von Betrigen durch Normen analog.
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Beispiele (zu partiellen Ableitungen und Richtungsableitungen).
(1) Eine affin lineare Funktion f: RY — R, z + a - z+b mit a = (a1, as,...,ay) € RY und
b € R hat fiir alle i € {1,2..., N} und v € R" konstante Ableitungen

0if = a; und Hhf=a-v auf RV .

(2) Bei Benennung der Einzel-Variablen in R? als (z,y) beziehungsweise in R? als (x,y, ) gelten
zum Beispiel

aieyw:“ry _ ?)nyQyLﬁnLy7 geym?’ﬂ; — ($3+1)eym3+y’
x Yy

2 4 4 2, 4 2.3 2, 4 2, 4
—zxy 2z =2xy° 2 —xy z =4x°y°z, —xYyz=x%y".

(3) Allgemeine Polynome

p(z) = Z Cat® in z € RY

konnen mit Hilfe der Multiindex-Schreibweise iibersichtlich aufgeschrieben werden. Da-
bei heift « = (a1,a9,...,ay) € ]N(])V Multiindex der Ordnung |a| := ay+as+...+ay
(Betragsstriche hier ausnahmsweise einmal fiir die 1-Norm, nicht wie sonst fiir die 2-Norm),
und man vereinbart die Schreibweise x® := z{'z5?- ... 2% fiir Monome. Als i-te partielle

Ableitung, i € {1,2,..., N}, des obigen p erhiilt man dann jedenfalls
Oip(x) = Z Cao;x* % fir z € RV .

laj<n
OéiZI

(4) Bei den rotationssymmetrischen Funktionen f: RN \ {Ogn} — R, 2 + |z|* ergeben sich
fiir Richtungsableitungen in Richtung v € R", Ableitung nach dem Ortsvektorfeld X und
radiale Ableitung die Formeln

8vf(x) = S|x|8_2$ ‘U, 8Xf($) = S|x|87 aradf(x) = $|x’8_1 fir 0 #z € RN
Viele weitere Beispiele finden sich in den Ubungen.

Bemerkungen und Beispiele (Verhalten und Limitation von Richtungsableitungen).

(1) Im Normalfall hingen Richtungsableitungen 9, f(a) wie in den vorausgehenden Bei-
spielen linear vom Richtungsvektor v ab, das bedeutet genauer

N
Opfla) = Zviaif(a) fiir alle v = (v1,v2,...,vn) € RY
i=1

(vorausgesetzt, f ist im inneren Punkt a von D C R¥ in allen Richtungen differenzierbar).
Tatséchlich liegt dieses wiinschenswerte Verhalten aber nicht immer vor, und

2 0 falls Ir] = X9 = 0
[ R® =R, (z1,22) = { 122
P sonst

v
2
vy

ist ein Beispiel, in dem 9, f(0,0) =

fgg nicht linear von v = (v1,v2) € R?\{(0,0)} abhiingt.
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(2) Partielle Ableitungen und Richtungsableitungen von f in a reichen zur Beschrei-
bung der Verhaltens von f nahe a nicht aus. Dies sieht man an den Beispielfunktionen
fi,fo: R? = R zu

_ 2 _
fi(z1,z2) = {é ié;lrllztm =270 und  folar,am) = {(1) £ilrllsstx1 =2 #0

fiir (x1,z2) € R?, denn bei f; existieren alle partiellen Ableitungen an der Stelle (0,0) mit
Wert 0, bei f, haben sogar alle Richtungsableitungen an der Stelle (0,0) Wert 0, aber f;
und fy sind im Punkt (0,0) nicht einmal stetig.

Insgesamt scheinen Richtungsableitungen also noch nicht das ,,richtige“ Konzept von Diffe-
renzierbarkeit fiir Funktionen mehrerer Variablen zu liefern.

Eine Verbesserung bringt die néchste Definition:

Definition (totale Differenzierbarkeit, totale Ableitungen). Seien X', Y normierte Rdume
und f D — Y eine Funktion auf D C X. Man nennt f (total) differenzierbar an der Stelle
a € D, wenn es eine stetige R-lineare Abbildung L: X — Y, v+— Lv mit

i @) —f@) —Lolly e i @) = S0~ Laa)ly

X30—0 v X3z—a |lx—all x

gibt. Dabei ist L, falls existent, stets eindeutig bestimmt, man bezeichnet die stetige R-lineare
Abbildung L mit f'(a) und nennt sie die (totale) Ableitung von f an der Stelle a.

Beweis der behaupteten Eindeutigkeitsaussage. Sind L,E: X — Y zwei Abbildungen mit der
definierenden Eigenschaft der totalen Ableitung, so folgt per Dreiecksungleichung

i Mo = Loly o= flato) + fa)ly |y o) — fa) = Lofly _

0.
xov=0  ||v||lx ~ X300 vl x X300 lv] x

Sind L und L verschiedene lineare Abbildungen, so gibt es ein v € X \ {0} mit Lvy # Lvo und
folglich

|Lv — Loy i V0 = Ltuolly _ |[Evo — Lug|ly

>0,

lim sup
om0 lvlla =0 |ltvollx [[voll
(wobei Linearitét von L und L im vorletzten Schritt benutzt wurde). Aufgrund des Widerspruchs
zwischen den abgesetzten Formeln miissen L und L tatsédchlich {ibereinstimmen. O

Bemerkungen (zu totalen Ableitungen).

(0) Im Fall X = R einer Variablen verallgemeinert die Definition ,normale“ Ableitungen,
wenn man die lineare Abbildung f/(a): R — ) aus der vorausgehenden Definition und den
Vektor f’(a) € Y aus fritheren Definitionen auf naheliegende Weise identifiziert — némlich
einfach die lineare Abbildung f’(a) mit dem Vektor f’(a)l, auf den sie die 1 abbildet, oder
dquivalent den Vektor f’(a) mit seiner Linksmultiplikations-Abbildung R — Y, r — f(a)r.

(1) Auch bei mehr als einer Variablen ist totale Differenzierbarkeit aber das ,,richtige* Kon-
zept von Differenzierbarkeit. Dies liegt (unter anderem) daran, dass dieses Konzept
die grundlegende Idee der (affin) linearen Approximation verwirklicht, d.h. dass
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sich bei Existenz von f’(a) als einfache Umformulierung der Definition die Erster-Ordnung-
Taylor-Formel

fx) = f(a) + f'(a)(z—a) + o(|lz—alx) ~ Dbeiz —a
ergibt.
Geometrisch entspricht (a, f(a))+Graph(f'(a)) = {(a+v, f(a)+f'(a)v) : vE X} C X XY
einer verallgemeinerten Tangentialebene an Graph(f) = {(z, f(z)) : x € D} C X x Y
im Punkt (a, f(a)) € Graph(f). Speziell im Fall X = R™, Y = RM handelt es sich hierbei

um eine N-dimensionale Tangentialebene an eine N-dimensionale Fliche in X x) = RNV+M
die man sich nur im Fall N = 2, M = 1 als Ebene im Anschauungsraum R? vorstellen kann.

(2) Die Uberlegenheit der totalen Differenzierbarkeit iiber die bisher betrachteten Begriffe be-
steht auch darin, dass aus totaler Differenzierbarkeit von f: D — ) an der Stelle a die
Stetigkeit von f in @ und die Existenz aller partiellen Ableitungen und Richtungs-
ableitungen von f in a mit

Oy f(a) = f'(a)v firve X

und folglich linearer Abhingigkeit vom Richtungsvektor v € X folgen. Der Nachweis
der Stetigkeit wird dabei in der Vorlesung erldutert, die Existenz der Richtungsableitungen
wird in den Ubungen verifiziert.

(3) Existiert f/(a) im Fall X = RN, Y = RM, so folgt aus der vorigen Bemerkung, dass die
R-lineare Abbildung f'(a): RY — RM beziiglich der kanonischen Basen von RY und RM
durch die Funktionalmatrix Df(a) € RM*Y dargestellt wird, d.h.

Df(a)v = f'(a)v = 0,f(a) fiir alle v € X'
Weitere Eigenschaften totaler Ableitungen werden spéter behandelt, zuvor soll aber der
begriffliche Rahmen etwas genauer abgesteckt werden:

Einschub (zu stetigen linearen Abbildungen). Fiir normierte Rdume X, ) und eine R-
lineare Abbildung L: X — ), z — Lz bezeichnet man

Lx
ILlceey == swp |Zally= sup [Zally= sup E22 R oo}

z€B1(0) £€9B1(0) zeX\{0} ([l x
(mit der Einheitskugel B1(0) in X) als Operatornorm der linearen Abbildung L. Somit ist
| L]l z(x,y) die kleinste Schranke fiir L auf B1(0) und 9B1(0), die kleinstmégliche Konstante in
der Abschétzung ||Lz|ly < ||L| zxy)llzllx fir 2 € X und die optimale Lipschitz-Konstante von
L auf X. Es ist auch leicht einzusehen, dass fiir R-lineares L: X — ) gilt:

L stetig auf X <= L stetig in 0 <= L Lipschitz-stetig auf X
<= L beschrinkt auf B1(0) <= |[L|z(x,y) < o0.

Insbesondere ist || - [|z(x,y) endlich auf dem Raum L£(X,Y) der stetigen R-linearen Ab-
bildungen X — Y, und man sieht schnell, dass es sich bei der Operatornorm tatséchlich um
eine Norm auf diesem Raum handelt, mit der er im Folgenden stets versehen wird.

Ist X endlich-dimensional, also z.B. X = R, so sind alle linearen Abbildungen X — Y auto-
matisch stetig (denn dann gilt ja L( ZfL xiei) = Zfil x;Le; mit einer Basis eq, es,...,ex von
X), und L£(X,Y) ist dann der Raum aller R-linearen Abbildungen X — ). Die Operatornorm
bleibt aber auch im endlich-dimensionalen Fall eine nicht-triviale und relevante Bildung.
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Mit den gerade eingefiihrten Notationen ldsst sich die totale Ableitung von f: X D D — Y
an der Stelle a € D als Element f/(a) € £(X,Y) von £(X,Y) auffassen und die Operatornorm
£ (@)l cx,y) € Rxo bilden. Hierbei ist es essentiell, dass in den Definitionen der totalen Ab-
leitungen und des Raums £(X,)) mit R-linearen und selbst im Fall normierter Rdume X', )
iiber C nicht etwa mit C-linearen Abbildungen gearbeitet wurde; dies unterscheidet niamlich die
in diesem Kapitel untersuchten reellen Ableitungsbegriffe von stirkeren komplexen Ableitungs-
begriffen mit ganz anderem Verhalten, das in der Funktionentheorie untersucht wird. Bei auf
offenem D existenter totalen Ableitung f’ ist es zudem moglich und iiblich, diese als Funktion
'+ D — L(X,)) aufzufassen. Man beachte dabei aber, dass keineswegs die Abbildung f” von
D nach £(X,)Y) linear sein muss, sondern nur jeder ihrer Werte selbst eine R-lineare Abbildung
X — Y ist. Mit anderen Worten hingt f’(z)v € Y i.A. nicht-linear von = € D, aber stets
R-linear von v € X’ ab.

Nach noch einer kurzen Definition folgt jetzt mehr Grundlegendes zu totalen Ableitungen.

Eingeschobene Definition (konvexe Mengen). Fine Teilmenge A eines IK-Vektorraums
heifit konvex, wenn fir alle a,b € A auch die Verbindungsstrecke [a, b] := {(1—t)a+tb : t € [0,1]}
in A enthalten ist.

Satz (Schrankensatz mit der totalen Ableitung). Seien X, Y normierte Riume, D eine kon-
vexe und offene Teilmenge von X und f: D — Y eine in jedem Punkt von D total differenzier-
bare Funktion. Dann gilt

1F(b)=f(a)lly < (Sgg ||f'($)|!c<x,y)> lb—allx  fiir alle a,b€ D.

Der Satz ist eine direkte Konsequenz des zuvor erwédhnten Schrankensatzes mit Richtungs-
ableitungen und der Identitét [|0,f(z)lly = [[f'(x)vlly < IIf'(@)llzx,y) fiir Einheitsvektoren
v € X. Eine Konsequenz des Schrankensatzes ist, dass auf offenen und konvexen Mengen
(genau wie in Abschnitt 4.3 auf Intervallen beobachtet) die differenzierbaren Lipschitz-
Funktionen genau die Funktionen mit beschrinkter Ableitung sind. Die Beschrénktheit
der Ableitung bedeutet dabei natiirlich nichts anderes als Endlichkeit des im Satz auftretenden
Supremums mit der Operatornorm.

Die Frage, wie man totale Differenzierbarkeit einer gegebenen Funktion iiberhaupt nachweist,
wurde bislang iiberhaupt noch nicht angesprochen. Im Fall X = RY gibt es aber ein einfaches
und fiir fast alle praktischen Zwecke ausreichendes Kriterium:

Hauptsatz (hinreichendes Kriterium fiir totale Differenzierbarkeit). Sei f: D — Y
eine Funktion von D C RY in einen normierten Raum ). Ezistieren die partiellen Ableitungen
von f nach allen N Variablen in einer Umgebung von a € D und sind all diese partiellen
Ableitungen in a stetig, so ist f in a total differenzierbar, insbesondere hingt 0, f(a) = f'(a)v
linear von v € RN ab.

Ein Beweis folgt unten.

Definition (stetige Differenzierbarkeit, C!-Funktionen). Seien X, J normierte Riume
und D eine offene Teilmenge von X. Man nennt f: D — ) stetig differenzierbar auf D
oder Funktion der Klasse C' auf D, wenn die totale Ableitung f': D — L(X,Y) auf ganz
D existiert und stetig ist (natirlich beziglich der Operatornorm auf L(X,Y)). Man schreibt
CY(D,Y) fiir den Raum aller C'-Funktionen D — ).
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Aus dem Hauptsatz und dem Zusammenhang 0;f(x) = f'(x)e; (bei Existenz von f’(z) fiir
r € D C RY) ergibt sich folgendes kanonische Kriterium zum Nachweis der C'-Eigenschaft:

Korollar. Fir D C RY, einen normierter Raum Y und f: D — Y gilt:
feCYD,Y) < 0if,f,...,0nf existieren und sind stetig auf D .

Beweis des Hauptsatzes. Man definiert zunichst eine R-lineare Abbildung L € £(RY,)) durch
Ly := Zf\;l v;0; f (a) fiir v = (v1,v2,...,v5) € RY. Die Hilfsfunktion

g:=[f-L

hat dann auf einer Umgebung von a und fir ¢ = {1,2,...,n} partielle Ableitungen 0,9 =
0if—0;f(a), die in a stetig sind mit d;g(a) = 0. Zu beliebigem ¢ € R~ gibt es deshalb ein
§ € Rso mit [|9;g]ly < ~¢ auf Bs(a) fiir alle ¢ € {1,2,..., N}. Unter Verwendung des Schran-
kensatzes mit Richtungsableitungen (nicht die Version mit der totalen Ableitung, deren Existenz
ja erst noch zu zeigen ist) ergibt sich

N
lg(@) = g(@)lly <> llgar, . a1, 2o wigr .. 2n) — glar, ..., aic1, a6, Tig1, - 28 ||y
=1

N N
1
<> ( sup ]&g”y) zi—ai| < yelv—al =elz —a| fir alle x € By(a),
=1

i=1 Bs(a)
wobei benutzt wurde, dass fiir € Bs(a) die Strecke von (ai,...,a;—1,%i,Zit1...,2N) nach
(aty...,Gi—1,a;,Tit1,...,xN) stets in Bs(a) bleibt. Damit ist gezeigt, dass
_ ~ I(r— _
oy 190) = F@) = La=ally _ o g(a) — glally _
T—a \m—a\ T—a |(IZ—G’

gilt. Da € € R+ beliebig war, ist der vorausgehende lim sup sogar gleich Null, und f ist an der
Stelle a total differenzierbar mit Ableitung f’(a) = L. O

Wie fiir alle Ableitungsbegriffe gelten auch fiir totale Ableitungen naheliegende Summen-,
Faktor- und Produktregeln, die hier aber nicht im Detail erértert werden. Interessanter ist die
folgende allgemeine Kettenregel, auf die man alle anderen Regeln iibrigens zuriickfithren kann:

Satz (Kettenregel fiir totale Ableitungen). Seien X, Y, Z normierte Riume, f: D — Y
eine Funktion auf D C X und g: D — Z eine Funktion mit f(D) C D C Y (so dass go f
wohldefiniert ist). Ist f in a total differenzierbar und ist g in f(a) total differenzierbar, so ist
auch g o f in a total differenzierbar mit

(gof)(a)=g'(f(a)f'(a) € L(X, Z),

wobei auf der rechten Seite die Komposition v — ¢'(f(a))(f'(a)v) der stetigen R-linearen Abbil-
dungen f'(a) € L(X,Y) und ¢'(f(a)) € L(V, Z) zu bilden ist.
Beweis. Zunéchst wird der Fall ¢’(f(a)) = 0 behandelt. In diesem Fall erhilt man durch
lo@w)—g(fla)llz ¢
hy) =4 Ts@ny -y 7S
0 fir y = f(a)
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eine in f(a) stetige Funktion h. Wegen limsupys,_., W If'(a)llzx,y) < oo und
h(f(a)) = 0 folgt
i WU @z _ @@l

X3x—a H.’L’—CLH)( Xox—a HI’—GHX

Also ist g o f in a total differenzierbar mit (g o f)'(a) = 0, und die Behauptung ist im Fall
g (f(a)) = 0 verfiziert.

Im allgemeinen Fall setzt man L := ¢'(f(a)) € L(Y, Z) und g(y) := g(y) — Ly. Fiir die so
definierte Hilfsfunktion g gilt ¢'(f(a)) = ¢’(f(a))—L = 0 und dann auch (go f) (a) = 0 gemiB
dem Gezeigten. Anhand der Definition der totalen Ableitung verifiziert man (Lf)'(a) = Lf’(a),
und dann ergibt sich mit (go f)'(a) = (go f)'(a) + (Lf)'(a) = Lf'(a) die Behauptung. O

Folgerungen (weitere Versionen der Kettenregel). Aus der Kettenregel fiir totale Ab-
leitungen kann man weitere Versionen der Kettenregel ableiten, die jedenfalls unter denselben
Voraussetzungen an f und g gelten, aber tatséichlich (kleine Zusatzargumente) auch schon dann,
wenn nur die jeweils auftretenden Ableitungen von f und die totale Ableitung ¢'(f(a)) existieren.

(1) Mit f'(a)v = 0, f(a) gewinnt man die Kettenregel fiir Richtungsableitungen in Rich-
tung v € X

du(go f)la) =0uwg(f(a)) € 2 mit w:=0,f(a) €Y

(2) Speziell im Fall ¥ = RY, Y = RM, Z = R” ergibt sich, weil die totale Ableitung ja dann
durch die Funktionalmatrix dargestellt wird, die Kettenregel fiir Funktionalmatrizen

D(go f)(a) = Dg(f(a))Df(a) € R**¥,
bei der rechts das Produkt der Matrizen Dg(f(a)) € RE*M und Df(a) € RM*N steht.

(3) Ebenfalls im Fall X = RY, Y = R™, Z = R* erhilt man durch Ausschreiben des Matrix-
Produkts in der vorigen Regel (oder alternativ auch aus der Version fiir Richtungsableitun-
gen) die Kettenregel fiir partielle Ableitungen

n(gio f)(a Za]gz a))oxf;(a) € fir i € {1,2,...,L}, ke {1,2,...,N}.

Beispiele (zur Anwendung von Kettenregeln).

(1) Fiir beliebiges differenzierbares g: R? — R” gibt die Kettenregel (mit N = 3, M = 2)

a—g(:ﬂy?’ez, 2+ siny) = Oy g(xy3e®, 24 siny) 3zy?e® + dag(zy’e®, 2+ siny) cos y
Y

fiir (z,y,2) € R3.

(2) Auch die simultane Differentiation eines Integrals nach einer Integrationsgrenze und einem
Parameter kann mit der Kettenregel durchgefiihrt werden. Zum Beispiel erhélt man

d t2 2 5 t2 2

— e ds=e""2t — / s2e™t" ds firte R

dt 0

aus der Kettenregel mit N =L =1, M =2und g: R2 - R, (z,y) — Iy e v ds.
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Neben den bereits behandelten Ableitungsgréfien gibt es noch einige weitere:

Definition (Gradienten). Seien D C RY, f: D — R eine R-wertige Funktion und a € D.
Falls die Richtungsableitung O, f(a) fiir alle v € RN existiert und R-linear von v € RN abhdingt,
s0 gibt es stets einen Vektor V f(a) € RN mit

Opf(a) =v-Vf(a) fiir alle v € RY
(wobei - das Euklidische Skalarprodukt auf RN bezeichnet), und tatsichlich kann

o f(a)
2 f(a)
On-1f(a)
In f(a)
konkret angegeben werden. Eine alternative Notation fir V f(a) ist grad f(a).

Vf(a) = (01f(a),02f(a),...,On-1f(a),0n f(a)) =

Bemerkungen (zum Gradienten).

(1) Der Gradient Vf(a) € RY = R¥*! macht nur bei R-wertigen Funktionen Sinn und ist
dann die transponierte Matrix der Funktionalmatrix D f(a) € R,

Allgemeiner kann man den Gradienten Vf(a) € X iibrigens auch dann erkliren, wenn RY in der Definition durch
einen beliebigen Hilbert-Raum X ersetzt wird, man kann ihn dann aber natiirlich nicht mehr als expliziten Vektor
mit endlich vielen Eintrdgen angeben. Trotzdem existiert V f(a) € X, sobald 9, f(a) stetig und R-linear von v € X
abhéngt, ein Beweis hierfiir geht aber iiber den Rahmen der Vorlesung hinaus.

(2) Aus der Definition des Gradienten folgt gemifl der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
—|v| |V f(a)| < 0yf(a) < |v||Vf(a) fiir alle v € RY

mit ,=* in der linken/rechten Ungleichung genau dann, wenn v und V f(a) negativ/positiv
linear abhéngig sind. Daraus erkennt man die geometrische Bedeutung des Gradien-
ten: Der Vektor V f(a) zeigt in die Richtung des stirksten Anstiegs des Graphen
von f vom Punkt (a, f(a)) aus, und |V f(a)| ist die zugehorige stérkste Steigung in diesem
Punkt. Entsprechend ist die Richtung von —V f(a) natiirlich die des stirksten Abfalls des
Graphen von f von (a, f(a)) aus.

(3) Existiert Vf(a) an allen Stellen a eines offenen D C RY, so sicht man Vf: D — R als
Vektorfeld auf D an und nennt dieses das Gradienten(vektor)feld von f.

Definition (Ableitung lings Kurven). Seien X',) normierte Riume, f: D — Y eine Funk-
tion auf D C X und c: I — D eine auf einem Intervall I definierte (injektive) Kurve in D.

Fiir tg € I heift dann
d
— t
Sl s ey,

falls diese Ableitung existiert, die Ableitung von f im Punkt a = c(to) ldngs der Kurve c.

Wird in der Definition keine Injektivitdt von ¢ angenommen, so kann die Kurve ¢ Selbst-
schnitte besitzen, es kann also ¢(t) fiir verschiedene ¢ mit demselben a € D iibereinstimmen. Fiir
solche Schnittpunkte a ist die Sprechweise der Definition ,, Ableitung von f im Punkt a lings
c“, streng genommen, nicht wohldefiniert, bei zusétzlicher Angabe des zugrunde gelegten Para-
meterwerts tyo kann man das Konzept aber auch dann noch verwenden. In eher theoretischem
Kontext vermeidet man das Problem meist einfach durch die (implizite) Voraussetzung, dass ¢
injektiv oder zumindest a kein Schnittpunkt von ¢ mit sich ist.
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Bemerkung (zur Ableitung lings Kurven). Richtungsableitungen von f mit Richtungsvektor
v € X sind ein Spezialfall der Ableitung von f liangs Kurven; sie entsprechen der Wahl der
Geraden ¢(t) := a+tv (fiir ¢ in einem ausreichend kleinen Intervall I um ¢y = 0).

Folgerungen (Konsequenzen der Kettenregel fiir Gradienten und Ableitungen ldngs Kurven).

(1) Existieren, unter den Voraussetzungen der vorausgehenden Definition, ¢/(¢p) und die totale
Ableitung f/(a) im inneren Punkt a = ¢(tp) von D, so existiert auch die Ableitung von f
in a lings der Kurve ¢ und stimmt mit der Richtungsableitung 9, f(a) in Richtung
des Tangentialvektors v := ¢/(ty) € X an die Kurve ¢ im Punkt a tiberein.

(2) Ist Y = R und ¢: I — D eine differenzierbare Niveaukurve von f: D — R, d.h. ist
f o ¢ konstant, so steht, jedenfalls dort wo f" auf ¢(I) existiert, der Gradient V[ von f
senkrecht auf dem Tangentialvektor ¢’ an die Kurve, das bedeutet genauer

() - Vf(e(t) =0
fir alle ¢ € I, fiir die f’(c(t)) existiert. Grob gesprochen ist der Gradient also immer

orthogonal zu ausreichend regulidren Niveaumengen von f.

Zum Abschluss des Abschnitts fithren wir noch ein:

Definitionen (]?ivergenz, Rotation). Sei V: D — RY ein Vektorfeld auf D C RY, das an
einer Stelle a € D nach allen N Variablen differenzierbar ist.

(1) Man nennt die Spur
N
divV(a) := Spur(DV(a)) = > _9;Vi(a) € R
1=1

der Funktionalmatriz DV (a) die Divergenz von V an der Stelle a.

(2) Man nennt den doppelten antisymmetrischen Anteil

Rot V(a) := DV (a)=DV(a)" = (9;Vi(a)=0;Vj(a)), ,_y, € RVH

der Funktionalmatriz DV (a) die Rotation oder Rotationsmatriz von V an der Stelle a.
Ausgeschrieben hat diese Matrixz die Form

0 RVi—01Va <o ONVI—01 VN ONVi—Oh VN
01Va—02V1 0 oo ON—1Va—02Viv ONVa—0 VN
: : - : : (a).
NhVN_1—-0n-1Vi RVN_1—0On_1V2 --- 0 ONVN_1—ON-1VN
hVN—0OnWV1 LVN—0Nn Vo <o ON—1VN—ONVN—1 0

Speziell im Fall N = 3 nennt man auch

82‘/?3(60—83‘/2(&)
rot V(a) := | 93Vi(a)—01V3(a) | € R?
81V2(a)—82V1(a)

Rotation oder Rotationsvektor von V an der Stelle a, und im Fall N = 2 nennt man
rot V(a) := div(Va, —V1)(a) = 01 Va(a)—02Vi(a) € R

Rotation oder Rotationsskalar von V an der Stelle a.
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160 KAPITEL 8. Differentialrechnung mit Funktionen mehrerer Variablen

Definition (Hesse-Matrizen). Sei f: D — R eine R-wertige Funktion auf D C RN, so dass
das Gradientenfeld auf einer Umgebung von a € D existiert und an der Stelle a nach allen N
Variablen differenzierbar ist. Dann heifit

Hf(a) = D(V[)(a) = (0;(0:f) (@), ;_y 5. € RN

die Hesse-Matrix von [ an der Stelle a. Ausgeschrieben hat diese Matrixz die Form

8181f(a) 6281f(a) s 8N_181f(a) 6N81f(a)

B102f(a)  Dedaf(a) -+ On-1af(a)  OnOaf(a)
816N;1f(a) aQaN;lf(a) - 8N_18]‘v_1f(a) 8N8N;1f(a)

10nfla)  Dednfla) -+ On1Onfla)  OnOnf(a)

Bemerkungen (zu Divergenz, Rotation und Hesse-Matrizen). Hier wird nur eine kleine Aus-
wahl aus sehr vielen méglichen Kommentaren zu diesen Ableitungsgrofien angegeben:

(1) Falls divV, Rot V, rot V, Hf an allen Stellen eines offenen D C R existieren, konnen sie
natiirlich als Funktion oder Vektor-/Matrixfeld mit Werten in R, RV*V | R3 bzw. R, RV*V
aufgefasst werden.

(2) Mit dem formalen Operator ,,Nabla*

01

0o

V= (01,00 On-1,08) = |
ON-1

ON

schreibt man Gradient, Divergenz und Rotationsvektor (letzteren nur fir N = 3 und Vek-
torfelder auf Teilmengen von R?, wie er auch nur definiert wurde) alternativ als

grad f =V f, divV =V .V, rotV=VxV.
Diese besonders in der Physik verbreiteten Notationen betonen die Analogien zum Ska-
VW3 —V3W2
larprodukt - des RY und zum sogenannten Kreuzprodukt v x w := | v3w;—vijws | € R?
V1w —0V2W1

von Vektoren v,w € R3, das bilinear, aber nicht (!) kommutativ ist. Tats#chlich verschwin-
det v X w = —w X v bei linearer Abhéngigkeit von v und w und ergibt sonst einen zu v
und w orthogonalen Vektor, so dass v, w, v X w positiv orientierte Basis des R? ist und
lv x w|? + |v-w|? = |[v]*|w]? gilt.

(3) Die Divergenz divV kann man als Quelldichte (dort wo sie positiv ist) beziehungsweise
Senkendichte (dort wo sie negativ ist) des Vektorfelds V' interpretieren. Préziser wird dies
in der hoheren Analysis durch sogenannten Satz von Gaufl oder Divergenzsatz erklért.

(4) Die Rotationsmatrix ist stets antisymmetrisch/schiefsymmetrisch, d.h. sie erfiillt
(Rot V)T = —Rot V. Tatsichlich kann jede Matrix A als Summe ihres symmetrischen Anteils
%(A—i—AT) und ihres antisymmetrischen /schiefsymmetrischen Anteils %(A—AT) geschrieben
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8.2. Extremstellenbestimmung bei Funktionen mehrerer Variablen 161

werden, und in diesem Sinn wurde Rot V' bereits in der Definition als doppelter antisym-
metrischen Anteil von DV bezeichnet. Insbesondere verschwinden die Diagonaleintriage ei-
ner (N xN)-Rotationsmatrix, und die Eintridge oberhalb und unterhalb der Diagonalen un-
terscheiden sich nur um Vorzeichen, so dass %N (N—1) unabhéngige Eintrige verbleiben
(m.a.W. hat der Raum der antisymmetrischen (N xN)-Matrizen Dimension $N(N—1)).
Speziell im Fall N = 3 hat eine (3x3)-Rotationsmatrix also 3 unabhéngige Eintréige, die
den 3 Eintrdgen des Rotationsvektors entsprechen, im Fall NV = 2 bleibt nur ein unabhéngi-
ger Eintrag, der dem Rotationsskalar entspricht.

Die Hesse-Matrix Hf ist im Normalfall stets symmetrisch, d.h. es gilt (Hf)" = Hf.
Die Giiltigkeit dieser Aussage ist aber nicht offensichtlich und wird im spéteren Abschnitt
8.4 noch als Satz (dann natiirlich mit Angabe der genauen, fiir den Normalfall benotig-
ten Voraussetzungen) formuliert und bewiesen. Symmetrie der (N x N)-Matrix Hf bedeutet
nichts anderes als Vertauschbarkeit partieller Ableitungsoperatoren 0;0;f = 9;0;f
fir i,5 € {1,2,..., N}, und mit anderen Worten verschwindet der doppelte antisymmetri-
sche Anteil
Rot(Vf) =0

von Hf = D(Vf). Deshalb ist das Verschwinden der Rotation Rot V' = 0 ein notwen-
diges Kriterium dafiir, dass ein Vektorfeld V ein Gradientenfeld ist.

Fiir R-wertige Funktionen f und Vektorfelder V auf offenem D C R gilt die Produktregel
fiir die Divergenz (mit Skalarprodukt - des R™)

div(fV) = fdivV +V-Vf  auf D,

falls die rechte Seite existiert. Diese Regel ist in der Analysis in ganz verschiedenen Zusam-
menhingen immer wieder einmal von Relevanz. Speziell fiir das Ortsvektorfeld X auf RY
ergibt sich

div(fX)=Nf+0xf auf D,

und zum Beispiel verschwindet deshalb

div, (]az|s|x|> = (N4s—1)|z*! mit Parameter s € R
x

im Fall N = 3 genau dann fiir alle z € R3\ {0}, wenn s = —2 ist. Letzteres kann als Hin-

tergrund physikalischer GesetzmifBigkeit wie beispielsweise des Coulomb-Gesetzes (Betrag

der elektrischen Feldstirke fillt wie |#|~2, wenn |z| der Abstand zu einer Punktladung ist)

angesehen werden.

8.2 Extremstellenbestimmung bei Funktionen mehrerer Varia-

blen

In diesem Abschnitt geht es um Kriterien und Verfahren der Differentialrechnung, die zur Ex-
tremstellenbestimmung bei Funktionen mehrerer Variablen dienen. Dabei wird nur der Fall von
Funktionen D — R auf D c RY behandelt. Fiir Definitionsbereiche D in oco-dimensionalen
normierten Réumen/Banach-Réumen/Hilbert-Riumen gilt manches analog; derartige Verallge-
meinerungen werden hier aber nicht diskutiert.
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162 KAPITEL 8. Differentialrechnung mit Funktionen mehrerer Variablen

Als Erstes werden einige von Funktionen einer Variablen bekannte Begriffe verallgemeinert:

Definitionen (lokale Extremstellen, kritische Punkte). Seien D eine Teilmenge von RN
und f: D — R eine R-wertige Funktion auf D.

e Man nennt a € D eine lokale Minimalstelle von f auf D, wenn es eine Umgebung U
von a in D gibt, so dass f(a) < f(x) fir alle x € U gilt. Kann U sogar so gewdhlt werden,
dass die strikte Ungleichung f(a) < f(z) fir alle x € U\ {a} eintritt, so spricht man von
einer strikten lokalen Minimalstelle a von [ auf D.

e Fine (strikte) lokale Maximalstelle a € D von f auf D erklirt man villig analog mit
umgekehrten Ungleichungen.

e Fine (strikte) lokale Extremstelle von f auf D ist eine Stelle, die entweder (strikte)
lokale Minimalstelle oder (strikte) lokale Mazimalstelle ist.

e Man bezeichnet eine innere Stelle a von D als kritischen Punkt von f, wenn f in a
differenzierbar® ist und V f(a) = Ogn gilt, d.h. der Gradient von f in a verschwindet.

Neue Definitionen absoluter Extremstellen werden hier iibrigens nicht benétigt, denn solche
konnten bereits in Abschnitt 3.3 fiir Funktionen auf vollig beliebigen Definitionsbereichen erklart
werden.

Ein erstes, sehr einfaches und zugleich sehr grundlegendes Kriterium fiir Extremstellen ist:

Satz (notwendiges Kriterium fiir innere Extremstellen). Sei D C RY. Ista € D lokale
Extremstelle von f: D — R auf D, und ist f in a differenzierbar, so ist a notwendig ein
kritischer Punkt von f.

Beweis. Fiir jedes ¢ € {1,2,..., N} ist die i-te Komponente a; des Vektors a eine lokale Ex-

tremstelle von f(ay,...,a;—1,+, ait1,...,ayn). Die Differentialrechnung einer Variablen liefert
also 0;f(a) = (f(al,...,ai_l,-,ai+1,...,aN))/(a,-) = 0 fiir alle ¢ € {1,2,..., N}. Folglich ver-
schwindet auch V f(a) = (01 f(a),02f(a),...,0n f(a)). O

Bemerkung. Liegt in einer lokalen Mini.malstelle avon f: D — R auf D ¢ RY keine tota-
Maximal

le Differenzierbarkeit vor, aber existiert die Richtungsableitung oder zumindest die einseitige
Richtungsableitung (das ist gerade der folgende Ausdruck) in Richtung eines Vektors v € R,
so ergibt sich aus der Differentialrechnung einer Variablen das notwendige Kriterium

4 fla+tv) — 0.

dt lt=0+

IN IV

Auf dem vorausgehenden Satz baut ein vom Prinzip her sehr einfaches Verfahren auf:

Verfahren (zur Bestimmung absoluter Extremstellen bei mehreren Variablen). Sei
f: D — R eine Funktion auf D C RN. Zur Bestimmung der Extremstellen von f auf einer
Teilmenge A von D empfiehlt sich das Vorgehen in folgenden drei Schritten:

3Soweit nicht anders spezifiziert, ist Differenzierbarkeit fortan immer als totale Differenzierbarkeit zu verstehen.
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8.2. Extremstellenbestimmung bei Funktionen mehrerer Variablen 163

(I) Existenz sicherstellen:

Ist A kompakt und ist f stetig auf A, so folgt die FExistenz einer absoluten Minimal-
und einer absoluten Maximalstelle von f auf A aus dem allgemeinen Extremalsatz des
Abschnitts 6.3.

Andernfalls untersucht man das Verhalten von f bei Grenziibergingen gegen nicht zu A
gehirige Randpunkte in (0A) \ A, den unendliche fernen Punkt cogn und/oder Unste-
tigkeitsstellen; meist folgt dann Existenz aus dem Zusatz zum Extremalsatz, oder Nicht-
Existenz wird offensichtlich.

(IT) Vollstindige Kandidatenliste aufstellen:

In diese Liste sind einerseits Nichtdifferenzierbarkeitsstellen und kritische Punkte
von f im Innern A von A aufzunehmen. Zur Berechnung kritischer Punkte x € A geht
man dabei vom Gleichungssystem V f(x) = 0, d.h. ausgeschrieben 0, f(xz) = 0, d2f (z) = 0,
..., Onf(z) = 0, aus. Dieses System von N im Allgemeinen nicht-linearen Gleichungen
fiir die N Variablen x1, xa, ..., xn kann keine, eine, mehrere oder gar unendlich viele
Lésungen haben.

Andererseits sind in die Kandidatenliste auch gewisse zu A gehdrige Randpunkte in
AN OA aufzunehmen. In glicklichen Fdillen (beispielsweise, wenn A offen ist, wenn nur
endlich viele Randpunkte zu A gehdren, oder, wenn die Menge der zugehdrigen Funktions-
werte tberschaubar bleibt) kann man einfach alle solchen Punkte in die Kandidatenliste
aufnehmen und zum letzten Schritt des Verfahrens tibergehen. Im Allgemeinen braucht
man aber Kriterien zur Auswahl der Randkandidaten, die im Verlauf dieses
Abschnitts noch behandelt werden.

(III) Wertevergleich durchfiihren:

Man berechnet und vergleicht die Funktionswerte in allen auf die Kandidatenliste
genommenen Punkten. Die Punkte mit den kleinsten und gréfsten Funktionswerten
sind damit — so die Fxistenz gesichert und die Liste korrekt aufgestellt wurde — als
absolute Extremstellen identifiziert.

Beispiele (zur Extremstellenbestimmung).
(1) Als erstes Beispiel wird die stetige Funktion f: R® — R zu
f(z,y,2) == z+y+yz—y*—22—2z* auf ganz R3
betrachtet und obiges Verfahren auf diese angewandt:

(I) Da R? nicht kompakt ist, ist der Extremalsatz nicht direkt anwendbar. Aufgrund von*
hm(z’yvz)_woﬁg f(x,y,2z) = —oco ist aber klar, dass es keine absolute Minimalstelle von
f auf R3 gibt, wihrend mindestens eine absolute Maximalstelle gem&f dem Zusatz
zum Extremalsatz existiert.

(IT) Man berechnet Vf(x,y,z) = (1-8z%, 1+2—2y, y—22) und erhilt das Gleichungs-
system 1-8z% = 0, 14+2—2y = 0, y—2z = 0 fiir innere kritische Punkte. Die einzige
Losung dieses Gleichungssystems ist (z,y, 2) = (3, 2, 1). Nichtdifferenzierbarkeitsstel-
len oder Randkandidaten gibt es hier nicht, da f glatt und R3 offen ist.

4Zum Nachweis der Konvergenz schitzt man mit Hilfe der Youngschen Ungleichung yz < %yQ—&—%zQ und
—2z* < —12* < —12°+1 ab und erhilt f(z,y,2) <2[(z,y,2)|—3[(z,y,2)|*+1 — —o0 bei |(z,y, 2)| — oo.
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164 KAPITEL 8. Differentialrechnung mit Funktionen mehrerer Variablen

(ITIT) Da es nur einen Kandidaten gibt, ist kein Wertevergleich nétig.

Insgesamt ist nachgewiesen, dass es keine absolute Minimalstelle von f auf R? gibt, wihrend

(3,2,1) die einzige absolute Maximalstelle von f auf R? ist.

(2) Als zweites Beispiel wird die stetige Funktion f: R? — R zu

f(z,y) = z(1-2*—y?) auf der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe E? (0)

betrachtet und obiges Verfahren erneut angewandt:

I) Da B;(0 kompakt ist, garantiert der Extremalsatz die Existenz mindestens einer
1
absoluten Minimal- und mindestens einer absoluten Maximalstelle von f auf E?(O).

(IT) Man berechnet Vf(x,y) = (1-32%2—y?, —2xy) und erhilt das Gleichungssystem
1—322—y? = 0, 2y = 0 fiir innere kritische Punkte. Es kommen nur Losungen mit
x = 0 oder y = 0 in Frage. Der erste Fall fiihrt formal auf die beiden Losungen
(z,y) = (0,£1), die aber nicht im Innern B%(0) von E? (0) liegen, der zweite Fall fithrt
auf die beiden Kandidaten (:l:%\/g, 0) € B%(0). Zudem sind (im Moment; mangels
bekannter Randkriterien) alle Punkte in 9B2(0) auf die Kandidatenliste zu nehmen.

(IIT) Es reicht hier, f(3v/3,0) > 0 > f(—%v/3,0) und (gliickliches Zusammentreffen!)
f(z,y) = 0 fiir alle (z,y) € 0B?(0) zu bemerken.

Damit sind (—1+/3,0) als einzige absolute Minimalstelle von f auf ET(O) und (£v/3,0) als

einzige absolute Maximalstelle von f auf E? (0) identifiziert.

Es gibt auch Moglichkeiten zur Untersuchung des lokalen Verhaltens nahe kritischer Punkte:

Bemerkung (zu Zweiter-Ordnung-Kriterien fiir Extremstellen). Ahnlich wie im Fall
einer Variablen kann auch bei mehreren Variablen der Typ eines kritischen Punkts mit
Hilfe von Zweiter-Ordnung-Kriterien untersucht werden. Genauer gelten fiir f: D — R auf
D c RY und eine Stelle a € D, an der (f')(a) existiert:

. ap e . Minimal . _
e Notwendiges Kriterium: Ist a lokale MaximalSteHe von f auf D, so gilt Vf(a) = 0,

und die Hesse-Matrix Hf(a) von f an der Stelle a ist positiv

.. semidefinit.
negativ

e Hinreichendes Kriterium: Gilt Vf(a) = 0 und ist die Hesse-Matrix Hf(a) von f an

der Stelle a positlv definit, so ist a strikte lokale Minimal g4 11 yon f auf D.
negativ Maximal

Die Zweiter-Ordnung-Kriterien sind in verschiedenen theoretischen Zusammenhéngen niitzlich,
fiir die Rechenpraxis ist ihr Einsatz aber kaum empfehlenswert, da die Berechnung der
Hesse-Matrix (aus allen zweiten Ableitungen!) und die Priifung ihrer Definitheit (z.B. durch
Determinanten-Berechnungen bis N x N mit dem Hauptminorenkriterium!) einen betrichtlichen
Rechenaufwand erfordern — und dies, ohne dass der Gewinn einer Information a priori iiber-
haupt garantiert werden kann.

Die Beweise der Zweiter-Ordnung-Kriterien fiigen sich gut in den Rahmen des spiteren
Abschnitts 8.4 ein und werden dort nachgetragen.

Das néchste Thema ist die Bestimmung von Extremstellen auf nieder-dimensionalen Teil-
mengen von RY. In diesen Kontext werden sich auch die (schon angekiindigten) Kriterien fiir
Extremstellen am Rand ergeben. Zunéchst werden nun ein formaler Rahmen abgesteckt und
verschiedene mogliche Betrachtungsweisen erléutert:
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8.2. Extremstellenbestimmung bei Funktionen mehrerer Variablen 165

Formaler Rahmen (Extremstellenbestimmung auf nieder-dimensionalen Mengen).
Sei f: D — R eine R-wertige Funktion auf offenem D c RY. Fiir L € {1,2,...,N—1,N}
macht die Frage nach Extremstellen von f dann Sinn ...

(I) ... auf einer , L-dimensionalen“® Menge der Form
B=Dnu®).

Man spricht von einer parametrischen Darstellung von B als (Teil-)Bild eines offenen
Parameterbereichs ¥ € R” unter einer Funktion u: ¥ — R¥. Ist u zumindest stetig, so
kann man diesen Fall auf die Untersuchung von fou auf der offenen Menge u~(D) C ¥ C
R% und damit auf die Bestimmung innerer Extremstellen zuriickfiihren; deshalb
wird die Extremstellenbestimmung mittels parametrischer Darstellungen im Folgenden
nicht weiter thematisiert.

(IT) ... auf einer ,, L-dimensionalen“ Menge der Form
S={zeD:yg(x)=0firi=1,2,...,M} mit M :=N — L.

Man spricht von einer impliziten Darstellung von S durch M Nebenbedingungen
der Form ¢g; = 0 mit Funktionen g¢i,¢o,...,9m: D — R. Schlagkriftige Kriterien fiir
diesen Fall werden im nichsten Satz bereitgestellt.

Insbesondere gibt es bei (Teilen von) ,,(N—1)-dimensionalen® Réndern 0A oft eine solche
Darstellung mit M = 1, typischerweise gilt fiir eine Funktion g: D — R dann sogar

DNA={zeD: g(x)>0},
DNoA={zxeD : g(x) =0},
D\A={xeD: g(z) <0}.

(ITI) ... auf einer allgemeinen ,,geometrischen“ Menge G C D (die keine speziellen Eigen-
schaften und vielleicht gar keine offensichtliche Dimension haben muss). Ein Kriterium,
das selbst diese allgemeine Situation erfasst, wird im iibernéichsten Satz formuliert.

Es folgt das angekiindigte Kriterium fiir Extremstellen auf Mengen des Typs S aus (II):

Satz (notwendiges Kriterium fiir Extremstellen bei Nebenbedingungen ). Unter den
Voraussetzungen von (II) sei f an der Stelle a € S differenzierbar, und g1, g2, ..., gu seien
von der Klasse C' auf einer offenen Umgebung von a. Ist dann a eine lokale Extremstelle von
f auf S, so sind die Gradienten V f(a), Vgi(a), Vga(a), ..., Vgn(a) iber R linear
abhdingig.

Ein Beweis des Satzes (der allerdings einen Vorgriff beinhaltet) wird am Ende des aktuellen
Abschnitts ausgefiihrt.

5Die hier betrachteten Mengen sind im Allgemeinen keine (Unter-)Vektorrdume, so dass der Dimensionsbegriff
der linearen Algebra nicht anwendbar ist. Vielmehr wird an dieser Stelle auf die naive Vorstellung von Dimension
Bezug genommen, in der eine ,normale* Kurve 1-dimensional, eine ,normale“ Fliache 2-dimensional, der ,,normale®
Raum 3-dimensional ist.
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166 KAPITEL 8. Differentialrechnung mit Funktionen mehrerer Variablen

Bemerkungen (zur Extremstellenbestimmung bei Nebenbedingungen und am Rand).

(1) Von Bedeutung ist der Satz insbesondere in dem Fall, dass fiir z € S die M zu den Neben-
bedingungen gehorigen Gradienten Vgq(x), Vga(x), ..., Vgar(x) linear unabhiingig
sind. Man kann sich dann vorstellen, dass diese M Vektoren an der Stelle x senkrecht auf der
Niveaumenge S von (g1,92,...,9nm) stehen und einen M-dimensionalen Untervektorraum
V, von R aufspannen, so dass V. (oder eigentlich der affine Unterraum z+V;) an der Stelle
x senkrecht auf S steht. Fiir lokale Extremstellen = von f auf S besagt das Kriterium des
Satzes dann V f(z) € V,, oder, ausgeschrieben,

Vf(x) =MVgi(x)+ Vg (z)+...+ A Vau(x) fiir gewisse A1, A, ..., Ay € R. (%)

Geometrisch entspricht® dies der sehr plausiblen” Aussage, dass V f(x) an der Stelle x
senkrecht auf S steht.

Zur praktischen Berechnung von Kandidaten x fiir Extremstellen fasst man (%) zu-
sammen mit den S definierenden Gleichungen

91(55)207 92($)=0, cee gM(x):()

als System von N+M im Allgemeinen nicht-linearen Gleichungen fiir die N+M
Variablen x1,xs,...,2N, A1, A2, ..., Ay € R auf. Man versucht dieses System durch suk-
zessive Elimination von Variablen zu 16sen. Das Ziel besteht dabei in der Bestimmung von
xr1,T2,...,TN, wihrend die sogenannten Lagrange-Multiplikatoren A, Ag, ..., Ay nur
Hilfsvariablen sind und moglichst schnell eliminiert werden sollten. Prinzipiell kann man als
Losungen (und damit Kandidaten fiir Extremstellen) iibrigens eine beliebige Anzahl von
Punkten = € S erhalten (keinen, genau einen, endlich oder unendlich viele), und anders
als bei den linearen Gleichungssystemen der linearen Algebra bilden die Losungen hier im
Allgemeinen auch keinen (affinen) Unterraum.

Zusitzlich zu den derart bestimmten Losungen des Gleichungssystems sind in die Liste der
Kandidaten noch Nicht-C!-Stellen von f und den g; sowie Stellen linearen Abhiingig-
keit von Vg1, Vg2, ..., Vgnr aufzunehmen; in diese Kategorie fallen auch Ecken, Kanten
und andere geometrisch ausgezeichnete Stellen von S.

(2) Man kann das Kriterium fiir Extremstellen bei einer einzelnen Nebenbedingung (M = 1) oft
zur Bestimmung von Randkandidaten fiir Extremstellen nutzen. Diese vielleicht
wichtigste Anwendung erfasst Rinder 0A, die (teilweise) in A enthalten sind und eine
implizite Darstellung

DNoA={zxe D : g(x) =0}

erlauben (wie sie sich oft zugleich mit DN A = {z € D : g(x) > 0} ergibt). Es folgt dann,
dass C!-Stellen 2 € DNAA nur als lokale Extremstellen von f auf A in Frage kommen, wenn
V f(z) und Vg(z) linear abhéngig sind. Mit anderen Worten gilt es in die Kandidatenliste als

5Genau genommen wird hier unterstellt, dass V, alle zu S an der Stelle a orthogonalen Vektoren beinhaltet.
Unter der gemachten Annahme, dass Vgi(z), Vg2(z), ..., Vgu(z) linear unabhéngig sind, ist dies auch richtig,
es ist aber nicht trivial und wird sich erst mit dem Beweis des Satzes herausstellen.

"Direkt einzusehen ist jedenfalls, dass die Ableitung 9, f(z) = %‘t:tmf(c(t)) = 0 an der Stelle z = ¢(t;) in
Richtung jedes Tangentialvektors v := ¢/(t;) an eine in S durch z verlaufende Kurve ¢ verschwindet und daher
V f(x) senkrecht auf solchen Tangentialvektoren steht.
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Randkandidaten im Randteil DNJA neben eventuellen Nicht-C!-Stellen alle Nullstellen
von Vg in DN JA und alle Lésungen x € D des Gleichungssystems

Vi(x)=AVg(z),  g(z)=0

(aus N+1 Gleichungen fiir N+1 Variablen inklusive eines einzelnen Lagrange-Multiplikators
A € R) aufzunehmen.

Beispiel (zur Extremstellenbestimmung am Rand). Als (vielleicht zu) einfaches Beispiel zur
Bestimmung von Randkandidaten fiir Extremstellen wird die Funktion f: R? — R zu

f(z,y) == a3—y? auf dem Dreieck A := {(z,y) € R? : z4+y > 0, max{z,y} < 1}

betrachtet und anhand der bisher entwickelten Verfahrensweisen untersucht:

(D)

(1)

(111)

Man

Da A kompakt ist, wird die Existenz einer absoluten Minimal- und einer absoluten Ma-
ximalstelle durch den Extremalsatz sichergestellt

Der Gradient Vf(z,y) = (322, —2y) verschwindet nur fiir (z,y) = (0,0). Da (0,0) nicht
im Innern, sondern auf dem Rand von A liegt, gibt es keine inneren Kandidaten fiir
Extremstellen.

Als Néchstes wird das Randstiick 91)A := {(x,y) € |-1, 112 : 24y = 0} ins Auge gefasst.
Eine Vorgehensweise besteht darin, d(1yA durch u(t) := (¢, —t) iiber ¥ = |-1, 1[ zu para-
metrisieren; dann zeigt einfache Differentialrechnung einer Variablen, dass die kritischen
Punkte von f(u(t)) = t3—t? genau bei t = 0 und ¢ = 2 liegen, und man erhélt fiir Rand-
extremstellen von f in 9(1)A die Kandidaten u(0) = (0,0) und u(3) = (3,-2). Alternativ
kann man J(;)A implizit {iber die Nebenbedingung g(r,y) := x+y = 0 darstellen. Dann
ist Vg = (1,1), und Vf(z,y) = (322, —2y) ist genau dann linear abhingig von (1,1),
wenn die beiden Eintrdge von Vf(x,y) iibereinstimmen. Aus dem resultierenden Glei-
chungssystem 322 = —2y, x+y = 0 erhilt man die gleichen Kandidaten (z,y) = (0,0)

und (l’,y) = (%77%)
Die Kandidaten auf den Randstiicken d3)A = |—1,1[ x {1} und 93)A := {1} x |=1,1]

kann man analog berechnen. Da es sich um achsenparallele Strecken handelt, laufen alle
Vorgehensweise einfach darauf hinaus, die Nullstellen von 0 f auf d(3)A und von 0, f auf
J(3)A zu bestimmen. Man erhilt die Kandidaten (0,1) € 9()A und (1,0) € J3)A.

Um den Rand 94 = 91yA U 999A U 9(35yA U {(—1,1),(1,—1),(1,1)} zu komplettieren,
sind als letztes noch die drei Ecken (—1,1), (1,—1) und (1,1) des Dreiecks A in die
Kandidatenliste aufzunehmen.

Schliefflich sind die Funktionswerte in den sieben ermittelten Kandidaten zu vergleichen:

f(0,0) =0, f3,-3)=-%, f(0,1) =-1, f(1,0)=1,
f(=1,1) = -2, f(1,-1)=o0, f(1,1)=0.

liest ab, dass (—1,1) die einzige absolute Minimalstelle und (1,0) die einzige absolute

Maximalstelle von f auf dem Dreieck A ist.
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168 KAPITEL 8. Differentialrechnung mit Funktionen mehrerer Variablen

Vor dem Beweis der Kriteriums fiir Extremstellen unter Nebenbedingungen wird jetzt noch
ein damit zusammenhéingendes Kriterium fiir Extremstellen auf allgemeinen , geometrischen*
Mengen (Fall (IIT) des formalen Rahmens) behandelt:

Satz (notwendiges geometrisches Kriterium fiir Extremstellen). Seien D offen in RN

. Minimal ) . : . :
U‘nd a€e@G C’ D. Ist a eine lokale MaximalStelle von f: D — R auf G und ist f in a differen
zierbar, so gilt
S e —a (xk)ken Folge in G,
Ovfla) = 0 fiir alle v € Tan(G,a) := ¢ lim F e RN . limyg_yo0 Tk = @,
< k—oo T

(re)rew Folge in R

Dass man in diesem Satz nur eine Ungleichung und keine Gleichung als notwendiges Kri-
terium erhélt, ist — bei richtiger Betrachtungsweise — ein vertrautes Phénomen. Tatséchlich
traten bereits in der Differentialrechnung einer Variablen Ungleichungen als Kriterien auf, wenn
entweder nur einseitige Differenzierbarkeit in einer Extremstelle angenommen wurde oder diese
am Rand des betrachteten Intervalls lag. Beide diese Situationen gibt es natiirlich auch in der
Differentialrechnung mehrerer Variablen. Zu der einen, in der man mit einseitiger Richtungs-
Differenzierbarkeit als Annahme auskommt, wurde bereits am Anfang dieses Abschnitts eine
Bemerkung gemacht. Die andere, in der die Extremstelle a am Rand des betrachteten Bereichs
G liegen darf, behandelt der gerade angegebene Satz; er identifiziert dann die Richtungen, die
von a aus ,einigermafBen“ in/bei G bleiben und in denen man obige Bedingung daher iiberhaupt
erwarten darf, als die Richtungen v in Tan(G, a).

Bemerkungen und Beispiele (zum geometrischen Kriterium fiir Extremstellen).

(1) Man bezeichnet die im Satz definierte Menge Tan(G, a) als Tangentialkegel an G ina € G
und a+Tan(G, a) als affinen Tangentialkegel an G in a € G. Geometrisch ist a+Tan(G, a)
der abgeschlossene Kegel® mit Spitze a, der das Verhalten von G nahe a am besten wider-
spiegelt, und kann genauer als der kleinste abgeschlossene Kegel mit Spitze a charakterisiert
werden, der G bei a von erster Ordnung enthilt”.

Falls es sich bei Tan(G,a) um einen Untervektorraum von R”Y handelt, schreibt man fiir
Tan(G, a) auch T,G und nennt T,G den Tangentialraum an G in a € G sowie a+T,G
den affinen Tangentialraum an G in a € G.

(2) Bei der praktischen Berechnung von Extremstellen niitzt dieses Kriterium vor allem
auf einfachen Mengen G mit bekannten (oder leicht zu erahnenden) Tangentialke-
geln. Dies ist zum Beispiel bei (N—1)-dimensionalen Sphiren SY~1(a) ¢ RY sowie N-
dimensionalen, abgeschlossenen Kugeln BY (¢) ¢ RY und Wiirfeln a+[—r, 7] ¢ RN mit
Mittelpunkt a € RY und Radius/halber Seitenlinge r € R+ der Fall:

e In Punkten z € SY ~!(a) der Sphére ist der Tangentialkegel an diese ein (N—1)-dimensionaler Tangentialraum,
und zwar ist Tz (SN "1(a)) = {z—a}+ der zu z—a orthogonale Unterraum.

8Eine Menge K in X = R” oder einem normierten Raum X bezeichnet man als Kegel mit Spitze a € X,
wenn fiir z € K, r € Ry stets a+r(z—a) € K gilt. Im Allgemeinen wird nicht festgelegt, ob die Spitze im Kegel
enthalten sein muss oder nicht, in einem nicht-leeren abgeschlossenen Kegel ist sie aber automatisch enthalten.
Wird die Spitze nicht explizit benannt, so ist normalerweise von einem Kegel mit Spitze 0 auszugehen.

9Die Terminologie, dass eine Menge K eine Menge G bei a von erster Ordnung enthélt, soll hier bedeuten,
dass a € K ist und sup,cgnp,.(o) dist(x, K) € o(r) bei r 0 gilt.
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8.2. Extremstellenbestimmung bei Funktionen mehrerer Variablen 169

e In inneren Punkten z € BN (a) hat die Kugel BY (a) natiirlich den Tangentialraum T (BY (a)) = RY. In
Randpunkten z € S ~1(a) der Kugel BY (a) ist ihr Tangentialkegel Tan (BN(a),z) ={v € RN : v-(z—a) <0}
ein Halbraum.

e In inneren Punkten & € a+]—r,r[Y hat der Wiirfel a+[—r,7]" natiirlich den Tangentialraum RY. In Rand-
punkten z, die zu einer k-dimensionalen Facette Fj des Wiirfels a+[—r, T‘]N gehoren, ist sein Tangentialkegel
allgemein ein 2N ~*_tant, z.B. fiir + € Fy_1 ein Halbraum, fiir z € Fy_o ein Quadrant, fir z € Fy_3 ein
Oktant, ..., fiir x € F» (Seitenfliche) ein 2V ~2-tant, fiir z € F; (Kante) ein 2% ~1-tant, fiir z € Fo (Ecke) ein
2N _tant. Genauer gilt Tan(a+[—r, 7], x) = I1(z1) x Ia(z2) X . .. x In (z) wobei Ij(xj) := Ryg fiir ; = a;—r,
Ij(z;) := R fiir aj—r < zj < a;+r und I;(x;) := R<g fiir ; = a;+r vereinbart werden.

Schliefllich folgen die Beweise der beiden letzten Sétze, wozu erst einmal folgendes Hilfsre-
sultat gezeigt wird:

Lemma. Seien (xj)ren eine Folge in RY und (r)ren eine Folge in R, so dass b := limy_,o0 T
und v := limp_, 2e=b in RN egistieren. Fiir jede in b differenzierbare Funktion h (von einer

Umgebung von b in RN in einen normierten Raum V) existiert dann limy_, s %}:h(b) = Oph(b).

Beweis des Lemmas. Aus der Abschitzung mit der Dreiecksungleichung

h(zx)—h(b)

h(zy)—h(b
] -1
Tk y TL Y
[we—=b| |[A(xk)—h(b)—h () (@e=b)ly ./ x—b
< . W (b _
< e O gy |20
N—— —_——
k:;olvl k:;ﬂ k? 0
entnimmt man limg_, H%}:h(b)—&,h(b)“y =0. O

Beweis des letzten Satzes (geometrisches Kriterium fir Extremstellen). Seiv € Tan(G, a). Nach
Definition des Tangentialkegels Tan(G, a) gibt es dann eine Folge (zj)rew in G und eine Folge

(ri)ken in Rso mit limg_yoo 25 = a und limg_, x’g“ = v. Gemifl dem Lemma (mit h = f und
b = a) folgt
_ o fla)=fla) >
Oofla) =l == <O
wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass a lokale M;?{iiﬁzllstelle von f auf G ist und (x)ren
in G gegen a konvergiert. O

Beweis des vorletzten Satzes (Kriterium fiir Extremstellen bei Nebenbedingungen). Zuerst wer-
den die S definierenden Funktionen gi,g2,...,gm: D — R zu einer R™-wertigen Funktion
g:=(91,92,...,9m): D — RM mit Nullstellenmenge S = {x € D : g(z) = 0} und insbeson-
dere mit g(a) = 0 fiir den Punkt a € S zusammengefasst. Aulerdem sei an die Vereinbarung
N = L+M erinnert. Ohne Einschriankung wird angenommen (andernfalls ist nichts zu zeigen),
dass die M Vektoren Vgi(a), Vga(a), ..., Vga(a) iiber R linear unabhéngig sind, also mit
anderen Worten Dg(a) den maximalen Rang M hat. Unter Vorgriff auf den Satz iiber im-
plizite Funktionen — der erst im Folge-Abschnitt 8.3 behandelt wird — gibt es dann lokal
bei a eine Parametrisierung « von S mit vollem Rang L. Hier reicht es zu wissen, dass dazu
ein § € R~o und eine C'-Funktion u: B¥(0) — D in L Variablen gehoren, so dass u(0) = a ist,
Du(0) maximalen Rang L hat und

u(z) € S bzw. dquivalent g(u(z)) =0 fiir alle € BZ(0)
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170 KAPITEL 8. Differentialrechnung mit Funktionen mehrerer Variablen

gilt. Geméaf der Kettenregel folgt Dg(a)Du(0) = 0, also Bild Du(0) € KernDg(a). Wegen der
Rangbedingungen haben Bild Du(0) und KernDg(a) die gleiche Dimension L (wobei die Di-
mensionsformel dim Kern(Dg(a)) = N—dimBild(Dg(a)) = N—M = L der linearen Algebra
und implizit auch die Ubereinstimmung von Zeilenrang und Spaltenrang benutzt wurden), und
dann folgt fiir den Unterraum Bild Du(0) voller Dimension auch gleich die Ubereinstimmung

Bild Du(0) = Kern Dg(a) .

Fiir w € Kern Dg(a) gibt es damit stets ein v € RY mit w = Du(0)v. Gemif dem vorausgehenden

Lemma (mit A = u und b = 0) folgt aus limg_, v/k = 0 und limg_, 1’/1];7;0 = v dann J,u(0) =

limpg_y o0 w € Tan(9S,a), wobei auch u(0) = a € S und u(v/k) € S fir kK > 1 benutzt
wurden. Insgesamt ergibt sich w = Du(0)v = 9,u(0) € Tan(S, a), und mit dieser Argumentation
ist
KernDg(a) C Tan(S, a)

gezeigt. (Tatsdchlich ldsst sich jetzt auch T,S = KernDg(a) leicht zeigen; fiir die weitere Ar-
gumentation ist dies aber irrelevant). Geméfl dem zuvor bewiesenen Satz gilt bei einer lokalen
Minimalstelle a von f auf S nun Df(a)w = 0y f(a) > 0 fir alle w € Tan(S,a) und damit
insbesondere fiir alle w € Kern Dg(a). Da mit w aber stets auch —w im Unterraum Kern Dg(a)
enthalten ist, folgt auch —D f(a)w = d_, f(a) > 0, also insgesamt

Df(a)w =0  fur alle w € KernDg(a).

Im Fall einer lokalen Maximalstelle a von f auf S ergibt sich die letzte Gleichheit ganz analog,
sie gilt also allgemein fiir die im Satz betrachteten Extremstellen. In jedem Fall ist damit D f(a)
Element von V, := {4 € RN 1 Aw = 0 fiir alle w € KernDg(a)}. Weil Kern Dg(a) Dimension
L hat, ist V, ein Vektorraum der Dimension N—L = M, der auBerdem (klar per Definition)
die M Matrizen Dgi(a), Dga(a), ..., Dgar(a) enthélt. Aus Dimensionsgriinden folgt, dass die
M+1 Funktionalmatrizen Df(a), Dgi(a), Dgz2(a), ..., Dgar(a) aus V, linear abhéngig sind.
Damit sind auch die Gradienten Vf(a), Vgi(a), Vga(a), ..., Vgur(a) als Transponierte der
Funktionalmatrizen linear abhéngig. O

8.3 Der Umkehrsatz und der Satz iiber implizite Funktionen

In diesem Abschnitt geht es zuerst um die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion und
damit die letzte Ableitungsregel, die hier auf Funktionen mehrerer Variablen ausgedehnt wird.
Natiirlich wird die allgemeinere Regel immer noch der in Abschnitt 4.1 fiir den Fall einer Va-
riablen formulierten #hneln. Ein prinzipieller Unterschied besteht aber darin, dass schon die
Existenz einer stetigen Umkehrabbildung bei mehreren Variablen nicht mehr nur auf Monotonie-
Betrachtungen zuriickgefiihrt werden kann und soll. Jedenfalls gilt:

Hauptsatz (Umkehrsatz). Seien D eine Teilmenge von RY, a € lo), und f: D — RN sei
(zumindest auf einer Umgebung von a) eine Cl-Funktion. Ist die lineare Abbildung f’(a) in
L(RN,RY) invertierbar, so gibt es offene Umgebungen U von a und V von f(a), so dass U
durch f bijektiv auf V abgebildet wird und die zugehirige Umkehrfunktion f~': V — U von
der Klasse C! ist. Aufierdem gilt dann die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion

Y@= W) € L®Y,RY)  firaleyeV.
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Bemerkungen (zum Umkehrsatz).

(1)

Natiirlich kann die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion auch mit Funktio-
nalmatrizen geschrieben werden und lautet dann analog

D(f ) (y) = [DF(f )] eRVN  firyeV.

Der Exponent —1 an der eckigen Klammer steht dabei fiir die Bildung der inversen
Matrix (die eine ,punktweise“ Operation nach Einsetzen eines festen y ist) und spielt
somit eine fundamental andere Rolle als der Exponent —1 bei f (der ja fiir die Bildung der
Umkehrfunktion steht). Fiir den Fall einer Variablen, in dem das Invertieren der Matrix sich
zu einer Reziproken-Bildung reduziert, war dies schon bekannt, und auch bei der im Satz
formulierten Version der Regel verhilt es sich dhnlich: Dort steht die —1 an der eckigen
Klammer fiir das Invertieren der linearen Abbildung f’ ( f _1(y)) in L(RN,RY), also schon
fiir die Bildung von deren Umkehrfunktion, aber es empfiehlt sich in der Analysis meist,
Operationen mit linearen Abbildungen als prinzipiell andere und viel einfachere Operationen
anzusehen als solche mit eventuell nicht-linearen Abbildungen.

Vor diesem Hintergrund sollte man auch moglichst vermeiden, die Regel fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion als Gleichheit von Funktionen (f=1) = [f'o f~17, (f71) = f'~lto f1,
D(f~Y) = [(Df) o f~171 oder D(f~!) = (Df)~! o f~! auf V zu schreiben. Zwar haben
all diese Gleichheiten eine korrekte Interpretation, aber sie bergen auch groflie Gefahr, die
rechten Seiten im Sinn einer Umkehr von f'o f=1, f/. (Df) o f~! oder Df misszuverstehen,
obwohl deren Umkehrfunktionen eben nicht gemeint sind und gar nicht sinnvoll gebildet
werden konnen.

Die im Satz vorausgesetzte Invertierbarkeit der linearen Abbildung f/(a) € L(RY,RY)
von RY in sich oder, dquivalent, der zugehorigen quadratischen Matrix D f(a) € RV*V ist
wesentlich. Gemé$ linearer Algebra ist fiir diese Invertierbarkeit notwendig und hin-
reichend, dass fiir die Funktionaldeterminante

det (Df(a)) #0

gilt.

Der Satz gilt analog fiir Banach-Rdume X', ) und Funktionen f: D — Y auf D C X. In
diesem Fall muss man wissen, dass f’(a) € £(X,)) eine stetig-lineare!® Umkehrabbildung
[f'(a)] e L(Y, X) besitzt. Ein einfaches Kriterium hierfiir (wie im endlich-dimensionalen
Fall das mit der Funktionaldeterminante) gibt es bei unendlicher Dimension allerdings nicht.

Seien D, B offene Mengen in normierten Raumen. Man nennt eine bijektive C'-Abbildung
f von D auf B mit (natiirlich auch bijektiver) C!-Umkehrabbildung f~! von B auf D einen
(C!-)Diffeomorphismus von D auf B. Gilt Entsprechendes nur fiir jedes a € D zwischen
offenen Umgebungen U von a, V von f(a) (wie im Umkehrsatz), so nennt f einen lokalen
(C!-)Diffeomorphismus von D auf (die dann auch offene Menge) f(D). Der Umkehrsatz

10T atsichlich ist, wenn es iiberhaupt eine Umkehrabbildung einer stetigen linearen Abbildung X — Y zwischen
Banach-Réumen X, Y gibt, diese Umkehrabbildung automatisch linear (einfaches Resultat der linearen Algebra)
und stetig (nicht-triviales Resultat der Funktionalanalysis, das auf der Vollstdndigkeit von X', Y beruht und auch
als Banachscher Isomorphiesatz bekannt ist).
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identifiziert also Invertierbarkeit von f’(a) bzw. D f(a) an jeder Stelle a eines offenen
D c RV als hinreichendes (und iibrigens auch notwendiges) Kriterium dafiir, dass eine
Cl-Funktion D — R ein lokaler Diffeomorphismus von D auf f(D) ist.

(5) Ein lokaler Diffeomorphismus muss nicht auf dem ganzen Definitionsbereich injektiv
und deshalb kein (globaler) Diffeomorphismus sein. Dies zeigt das Beispiel der kom-
plexen Exponentialfunktion (in reellen Koordinaten)

exp: R? = R?, (z,y) — (e%cosy, e“siny),

die lokaler Diffeomorphismus von R? auf R? \ {0}, aber nicht global injektiv ist (denn

det(Dexp(z,y)) = ® # 0 fiir alle (z,y) € R2, aber z.B. exp(0,0) = 1 = exp(0, 27)).

Kriterien, die ein solches Verhalten ausschliefen und sicherstellen, dass ein globaler Diffeomorphismus vorliegt, sollen

hier nur am Rande erwdhnt werden:

Satz (Kriterien fiir globale Umkehrbarkeit). Sei D offen in RN, und f: D — RN sei eine Cl-Funktion auf D,

die eine der folgenden Eigenschaften aufweist:

(a) Kleine Storung der Identitit: Fir alle x € D gilt || f'(z)—idgn~ @~ mry <1

(b) Dreiecksgestalt: D ist konvex, und fir jedes ¢ € {1,2,...,N} kann die i-te Komponentenfunktion f; durch
fi@) = i(xs, Tig1, ..., xN) mit gif (z) # 0 fir alle x € D dargestellt werden.

(¢) Positive Ableitung: D ist konvex, und Df(x) ist fir alle x € D positiv definit.

(d) Globaler Umkehrsatz von Hadamard: Fiir D = RN ist f lokaler C'-Diffeomorphismus von D auf f(D) mit

Dann ist f globaler Ct-Diffeomorphismus von D auf f(D).

Falls bei (a) sogar D = RN, sup, cpn ||f/(z)—idgn |z~ mNy <1 gelten, und generell im Fall (d) folgt f(D) = RN.

Zum Beweis ist in allen Fillen Injektivitit von f nachzuweisen. Bei (a), (b), (c) ergibt sich globale C'-Umkehrbarkeit
von f dann aus dem Umbkehrsatz; im Fall (d) folgt sie dann aus der Voraussetzung, dass f lokaler Diffeomorphismus
ist. Abgesehen davon verlduft die Argumentation in den verschiedenen Féllen aber recht unterschiedlich: Im Fall (a)
erhiilt man Injektivitit von f aus dem Schrankensatz, und die Behauptung f(D) = R ergibt sich (unter der stirkeren
Voraussetzung), indem man den unten folgenden Beweis des Umkehrsatzes als globales statt lokales Argument ausfiihrt.
Im Fall (b) ist ¢; streng monoton in x;, aufgrund der speziellen Struktur kann man bei f(z) = y dann sukzessive nach
TN, TN—1, -- ., T2, 1 16sen und Injektivitit sicherstellen. Im Fall (c) ist 9y (v - f(x)) = v -Df(z)v > 0 fiir z € D und
0 # v € RN, folglich ist t — v - f(a+tv) fiir @ # b in D und v := b—a # 0 streng monoton wachsend in ¢ € [0,1],
und es gilt v+ (f(b)—f(a)) > 0, also sicher f(a) # f(b); damit ist in diesem Fall Injektivitét nachgewiesen. Im Fall (d)
schlieBlich kann man elementar einsehen, dass f(D) zugleich offen und abgeschlossen ist, also f(D) = RN gilt. Der
Nachweis der Injektivitit ist dagegen aufwendiger und geht iiber den Rahmen der Grundvorlesung hinaus; fiir den Fall
von C2-Funktionen f, erginzende Kommentare und weitere Literaturhinweise wird auf das spezialisierte Buch [5] und
genauer auf das Umfeld von [5, Theorem 6.2.3] verwiesen.

Es folgt ein Beweis des Umkehrsatzes, der wesentlich auf dem aus Abschnitt 6.1 bekannten
Banachschen Fixpunktsatz aufbaut.

Beweis des Umkehrsatzes. Zum Nachweis der Bijektivitdt und der Existenz einer differenzier-
baren Umkehrfunktion ldsst sich ohne Einschrénkung

a=0, £(0) =0, #(0) = idgw

annehmen, denn andernfalls kann man zur Betrachtung von f(z) := f(@)7 [ f(a+z)—f(a)]
iibergehen (Invertierbarkeit von f’(a) benutzt!). Unter diesen Annahmen gibt es wegen der
Stetigkeit von f’ nahe 0 ein 0 € Rxo mit [|f'(z)—idgn| @y my) < $ fiir alle 2 € BY(0). Fiir
fixiertes y € B(ZS\;Q(O) wird nun f,: D — RY durch

fy(x) =y—f(x)+x firxe D
eingefiihrt. Wegen

1y @) ey vy = 1 (2)—idgn | oy gyy < 5 fir alle & € B (0)

[\
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ist dann f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante % auf BY(0), und es gilt
|fy(@)| < £y 0)] + 3|z| = |y| + &|z| < & fiir alle z € B (0).

Damit ist f, strikte Kontraktion von BY (0) in sich, sogar mit Werten f,(z) € BY(0) im Innern
fiir alle € BY (0). Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es genau einen Fixpunkt z von
fy in BY(0), der — wegen der Beobachtung iiber die Werte — sogar in BY (0) liegt. Da das
Argument alle y € B;/5(0) erfasst und die Fixpunktgleichung f,(z) = x nichts anders bedeutet
als f(x) = y, ist damit gezeigt, dass U := B(]SV(O)ﬂf_l(B(]S\b(O)) durch f bijektiv auf V := BQ/Q(O)
abgebildet wird, und nach Konstruktion sind U und V offene Nullumgebungen.

Da die vorausgehende Argumentation fiir alle ausreichend kleinen positiven ¢ funktioniert,
und das eindeutige Urbild z = f~!(y) von y € Bs /2(0) in B5(0) gefunden wurde, ist die Umkehr-
funktion f~1: V — U stetig in 0 (und erfiillt tatsichlich sogar die Lipschitz-artige Bedingung
|f~(y)| < 2y| fiir y € V). Jetzt lisst sich die Existenz von (f_l),(O) = idg~ nachrechnen: Uber
die Definition der totalen Ableitung, mit der Substitution z = f~!(y) und unter Verwendung
der gerade nachgewiesenen Stetigkeit sowie von f(0) = 0, f/(0) = idg~ erhélt man

) N o 1 2 B A O s [y If(rc)l]_l Coiog
sl e f@l e Jo] [ o

Weil die Voraussetzungen des Umkehrsatzes auch nahe jedem anderen Punkt der offenen Menge
U erfiillt sind, folgt Differenzierbarkeit (und insbesondere Stetigkeit) von f~! nun auf ganz V.

Damit bleiben nur noch Stetigkeit von ( f _1), und die Formel fiir die Ableitung der Um-
kehrfunktion nachzuweisen, was nun allgemein, ohne die am Anfang des Beweises gemachten
Zusatzannahmen, geschehen soll: Aus f( f _1(y)) = y fiir y € V (definierende Eigenschaft der
Umkehrfunktion) erhélt man mit der Kettenregel und der Differenzierbarkeit von f auf U und
frauf V

Df(f 7' W)D(f )y =1y firyeV

mit der Einheitsmatrix Iy € RY*V. Mit anderen Worten ist D f ( f _1(y)) invertierbar, und fiir
die Funktionalmatrizen gilt

D(f ) = [DF(f )] firyeV,

was der behaupteten Regel fiir die totalen Ableitungen entspricht. Wegen der Stetigkeit von f~!
auf V und Df auf U = f~1(V) héngt auch Df(f~!(y)) stetig von y € V ab. Der Ubergang zur
inversen Matrix erhilt diese Stetigkeit; dies sieht man z.B. an der Formel A~! = (det A)~'Ad(A)
fiir invertierbare (!) A € RV*Y mit der Adjunkten Ad(A) € RY*N zu A, die sich aus den
Minoren der Ordnung (N—1) von A zusammensetzt. Deshalb ist auch D( f _1) stetig auf V', und
gemif Abschnitt 8.1 folgt die C!'-Eigenschaft von f~! auf V. O

Als Néchstes folgt eine wichtige Erweiterung des Umkehrsatzes, auf die bereits im vorigen
Abschnitt zuriickgegriffen wurde:

Hauptsatz (Satz iiber implizite Funktionen). Sei D eine Teilmenge von RY = R¥ x RM,
wobei L, M € {1,2,...,N—=2, N—1} mit L+ M = N fiziert sind, seia = (a’,a") € D c RExRM,
und sei f: D — RM (zumindest auf einer Umgebung von a) eine C'-Funktion mit Nullstelle
in a, d.h.mit f(a) = 0. Ist die ,partielle totale Ableitung” 2L, (a) nach den letzten M

8m//
Variablen 2" € RM (gemeint ist damit die totale Ableitung von RM — RM | 2" s f(d',2")
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174 KAPITEL 8. Differentialrechnung mit Funktionen mehrerer Variablen

an der Stelle a") in L(RM,RM) invertierbar, so gibt es offene Umgebungen U’ von o’ in R”
und U" von a” in RM sowie eine Ct-Funktion g: U' — U", so dass fir alle x' € U’ gilt:

‘Q?”GU”, f@,2") =0 < x”:g(az’).‘

Bemerkungen (zum Satz iiber imlizite Funktionen).

(1) Der Satz besagt, dass man das unterbestimmte System f(z/,z”) = 0 von M im All-
gemeinen nicht-linearen (Komponenten-)Gleichungen fiir die N = L+M Variablen
x = (2, 2") zumindest lokal eindeutig nach den M Variablen z// auflésen kann. Ahnlich
wie in der linearen Algebra bei unterbestimmten linearen Gleichungssystemen kann man
also einen Teil der Variablen, hier die L Variablen z’, vorgeben und daraus die anderen
Variablen, hier die M Variablen z”, berechnen. Anders als in der linearen Algebra kann
man fiir nicht-lineare Gleichungssysteme aber auch bei gegebenem z’ keine globale
Eindeutigkeit von z”, sondern nur lokale Eindeutigkeit innerhalb der (tendenziell)
kleinen Umgebung U” erwarten. Dies ist der Grund, warum man bei obiger Aquivalenz
weitere Losungen auflerhalb von U” ausschliefien und auf der linken Seite explizit 2"/ € U”
fordern muss.

(2) Die Funktion g des Satzes heifit (nach z”) auflésende Funktion des Gleichungssystems
f(@',2") = 0 oder implizit durch f(z’,2"”) = 0 gegebene Funktion. Sie erfiillt insbesondere
g(a’) = a” und

f(@',g(z") =0 fiir alle 2’ € U’ .

(3) Die Invertierbarkeit der partiellen totalen Ableitung 885, (a) € LRM RM) ist wesentliche
Voraussetzung des Satzes und ist dquivalent zur Invertierbarkeit der zugehorigen ,, partiellen
Funktionalmatrix“ Dy~ f(a) € RM*M die aus den letzten M Spalten, also den z”-Spalten,
der vollen Funktionalmatrix D f(a) € RM*¥ besteht. Die lineare Algebra liefert fiir diese
Invertierbarkeit das notwendige und hinreichende Kriterium

det (Dx//f(a)) #0.

(4) Ist gxf,, (a) nicht invertierbar, aber hat die totale Ableitung f'(a) € L(RY,RM) bezie-
hungsweise die Funktionalmatrix Df(a) € RM*" den maximal méglichen Rang
M, so kann man stets M linear unabhéngige Spalten von D f(a) finden. Analog zum Satz
kann man dann nach den zu diesen Spalten gehérigen Variablen (statt nach den letz-
ten M Variablen z”/) auflésen. Formal ergibt sich dies durch Anwendung des Satzes nach
geeigneter Permutation der Variablen.

(5) Der Satz bleibt allgemeiner fiir Banach-Réume X', X”, ¥ und Funktionen f: D — Y
auf D C X' x X" richtig. Wie beim Umkehrsatz muss man dann allerdings wissen, dass
%(a) € L(X",Y) eine Inverse in L£(), X”) besitzt.

(6) Geometrisch besagt der Satz, dass die Nullstellenmenge {(z/,2") € D : f(a/,2") = 0}
der C'-Funktion f: RN > D — RM zumindest lokal (d.h. geschnitten mit U’ x U”) als
Graph {(2/,g(z')) : 2’ € U’} der C'-Funktion g: R" > U’ — RM dargestellt werden kann.
Mit anderen Worten ist die Graphenabbildung u: RY > U’ — RY, 2/ — (2/,u(z'))
eine lokale C!-Parametrisierung der Nullstellenmenge mit maximalem Rang; sie erfiillt
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8.3. Der Umkehrsatz und der Satz iiber implizite Funktionen 175

u(a") = a sowie f(u(z')) = 0 und Rang(Du(2’)) = L fiir alle 2’ € U’, wie es im vorigen
Abschnitt benutzt wurde (nur dass dort mit einer Umgebung der 0 in R” statt der Umgebung
U’ von @' in RY gearbeitet wurde; dabei handelt es sich aber nur um eine Verschiebung, die
keinen echten Unterschied macht).

Diese geometrischen Aussagen sind iibrigens keineswegs selbstversténdlich. Sie gelten im
Allgemeinen nicht global und in Stellen nicht-maximalen Rangs von D f auch nicht lokal.

Unter den gleichen Voraussetzungen an f (abgesehen nur davon, dass f(a) = 0 nicht mehr
benotigt wird) kann man auch die Gleichung f(z’, z”’) = y mit allgemeiner rechter
Seite y € RM lokal zu 2" = g(z',%) auflésen, wobei g: U’ x V — U” eine C'-Funktion ist,
U’ und U” dieselben Umgebungen wie zuvor bezeichnen und V eine jetzt zusétzlich benstigte
Umgebung von f(a) ist. Insbesondere gelten damit g(d’, f(a)) = a” und f(2/,g(2',y)) =y
fiir alle (2/,y) € U’ x V, und geometrisch hat man damit nicht nur die Nullstellenmenge,
sondern eine ganze Schar von Niveaumengen {z € D : f(z) = y} mit |[y—f(a)] < 1 als
Graphen von C!'-Funktionen dargestellt.

Diese Version des Satzes, die auch C'-Abhsingigkeit der Losung und der Graphendarstel-
lung von der rechten Seite y beinhaltet, gewinnt man problemlos durch Anwendung der
oben formulierten Version auf f((2/,y),2") := f(a’,2”)—y (oder kann sie alternativ direkt
durch marginale Modifikation des unten folgenden Beweises erhalten). Ein Vorteil dieser
Betrachtungsweise besteht darin, dass man den Umkehrsatz als genaues Analogon des Sat-
zes liber implizite Funktionen im Fall L = 0, M = N erkennt: Streicht man nédmlich alle

Auftreten von 2/, so entspricht g gerade einer lokalen Umkehrfunktion zu f.

Fiir 2/ € U’ erhilt man durch Ableiten von f(2/, g(2')) = 0 mit der Kettenregel und Auflésen
die Formeln

-1
/) = = | ghaa@))| gL,
Dy(a') = — Dy f(«', g(2'))] ' Dar f (', g(2"))

fiir die Ableitung von g. Analog kann man im allgemeineren Rahmen der Bemerkung (7)

Formeln fiir %, g—g beziehungsweise D,/g, Dyg herleiten.

Beispiele (zum Satz iiber implizite Funktionen). Im Fall L = N—1, M = 1 identifiziert man
L(R,R) und R'™! mit R, daher reduziert sich die Invertierbarkeitsvoraussetzung des Satzes
darauf, dass die partielle Ableitung -24;(a) € R einer skalaren Funktion f: D — R auf D ¢ RY

ax//

nach der letzten Variablen 2”7 € R von z = (2/,2”) € RV =1 x R nahe einer Nullstelle a € D von
f nicht Null ist. Fiir diesen Fall werden folgende Beispiele betrachtet:

(1)

Die Gleichung
f(x) = @@")*=a'P=0  firzecRY

kann wegen %(m) = 22" nahe allen Nullstellen z = (2/,2") € R¥~! x R von f mit 2” # 0
lokal durch eine C'-Funktion nach z” aufgelést werden. Die aufgeloste Gleichung lautet
@’ = +|a'|3/? := g(a’), wobei fiir 2’ > 0 das Vorzeichen Plus, fiir 2/ < 0 das Vorzeichen
Minus zu wihlen ist. Global gibt es also zu x’ # 0 stets zwei Losungen z”, nur lokal ist z”
eindeutig. Die Nullstelle Ogn von f dagegen ist auch Nullstelle von f/, und nahe ihr ist kein
Auflgsen moglich (auch nicht nach einer der z’-Variablen). Dies kann man fiir N = 2 oder
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176 KAPITEL 8. Differentialrechnung mit Funktionen mehrerer Variablen

N = 3 auch an einer Skizze der Nullstellenmenge erkennen, denn diese Menge verzweigt sich
im Ursprung und hat dort eben nicht die lokale Struktur eines Graphen.

(2) Die Gleichung
f(x) :=12'| — 2" log|2"| =0 firz e D c RN

wird hier auf dem Definitionsbereich D := {(z/,2") € RN"1 xR : 2’ # 0, 2" # 0}
betrachtet, auf dem eine C'-Funktion f vorliegt. Wegen %(m) = —log|z”|—1 ist nahe
allen Nullstellen z = (2/,2”) € D von f mit |2”| # % das lokale Auflésen zu z” = g(2/)
moglich, die auflésende Funktion g kann hier aber nicht ohne Weiteres explizit angegeben

werden. Nahe den beiden verbleibenden Nullstellen (1, —1), (=1, —1) € D kann man nicht

nach z” auflosen, ersatzweise ist dort aber ein lokales Auflésen nach jeder der z’-Variablen

moglich, denn die zugehorigen Ableitungen g? afi , ng,, cee az(?f sind an diesen Stellen alle
1 2 N-1

ungleich Null. Auch hier ist eine Skizze der Nullstellenmenge instruktiv.

Man kann den Satz iiber implizite Funktionen aus dem Umkehrsatz ableiten, indem man
Komponentenfunktionen ergénzt und so ein voll bestimmtes Gleichungssystem herstellt. Dies
wird nun ausgefiihrt.

Beweis des Satzes tiber implizite Funktionen. Durch

f@' 2"y = (2, f(«',2")) fir (2/,2") € D

erhilt man eine Funktion f: D - RY mit f(a) = (d,0), die C' nahe a ist und dort eine
invertierbare Funktionalmatrix Df(a) € RV*Y (ni#mlich eine von Block-Dreiecks-Gestalt mit
den invertierbaren Blocken I, € RY*F und 6‘1 I (a) € RM*M auf der Diagonale) besitzt. Nach
dem Umkehrsatz gibt es dann Umgebungen U von a in RY und W von (a’,0) in RY sowie eine
Ql—Umkehrfunktion ful: W — U zu frnit fvil(a’ ,0) = a. Aufgrund der speziellen Wahl von
f mit Erhaltung der z’-Variablen hat diese Umkehrfunktion notwendig die Gestalt

Flay) = (@50 y)  fir (@y) €W,

wobei g: W — RM eine C!-Funktion mit g(a’, 0) = a” ist. Man wihlt!'! jetzt offene Umgebungen

U’ von @’ in R* und U” von a” in RM mit U’'xU"” C U und U’'x{0} ¢ W und §(U’x{0}) c U".
Fiir 2’ € U’ ergibt sich dann

2" eU”, f(2',a") =0 < 2" eU", f(m’,:c”) = (2/,0)
— (.’IJ’, l'//) = (l’l,g(.’L’/, 0)) = 1’ = g(x/70) :

Dies ist die Behauptung fiir die C'-Funktion ¢ := g(-,0): U’ — U". O

HUWie diese ‘Wahl erfolgen kann, wird klarer, wenn man sie in zwei Schritten vornimmt: Man wihlt erst offene
Umgebungen U’ von &’ und U” von a” mit U’'xU"” C U und dann — bei schon fixiertem U” — eine eventuell
kleinere offene Umgebung U’ C U’ von &’ mit U'x{0} C W und g(U'x{0}) C U". Der zweite Schritt beruht
dabei auf der Stetigkeit von g in (a,0) mit g(a’,0) = a”.
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8.4 Ableitungen zweiter und héherer Ordnung, Satz von Taylor,
konvexe Funktionen

Im finalen Abschnitt dieser Notizen werden auch fiir Funktionen mehrerer Variablen Ableitungen
zweiter und, allgemein, m-ter Ordnung mit beliebigem m € IN untersucht. Zwar trat auch zuvor
mit der Hesse-Matrix schon ein Konzept in dieser Richtung auf, deren genauere Untersuchung
und der Nachweis ihrer Symmetrie folgen aber erst jetzt.

Als Erstes wird die (sehr naheliegende) Definition von partiellen Ableitungen und Richtungs-
ableitungen hoherer Ordnung vorgestellt:

Definition (partielle Ableitungen und Richtungsableitungen héherer Ordnung). Sei-
en X, Y normierte Riume, f: D — Y eine Funktion auf D C X und a € D. Fir m € N und
V1, V2, ..., Um_1,Um € X nennt man

avmav e avzamf(a) = 8Um(avm—l(' . avz(amf)"))(a) € y

m—1

(falls die iterierte Ableitung auf der rechten Seite ezistiert, was insbesondere die Existenz von
Ov, [ Ouy(Ouy f)y ooy O,y (o 00y (Ony f)..) auf einer Umgebung von a voraussetzt) eine Rich-
tungsableitung m-ter Ordnung von f an der Stelle a.

Speziell fir X = RN und 1,40, ... ,im_1,im € {1,2,..., N—1, N}, mit zugehorigen Vektoren
@iy Cinys -5 1, aus der kanonischen Basis von RY, heifit

&;m@i v 81‘2 87;1 f(a) =0 . (‘3% aeil f(a)

m—1 Cim

Do,

—1 "

(wenn existent) eine partielle Ableitung m-ter Ordnung von f an der Stelle a.
Wird m-mal in der gleichen Richtung v € X oder m-mal nach der gleichen i-ten Variablen
abgeleitet, so bezeichnet man die zugehdrigen Ableitungen

0y f(a) := 0y0y ...0u0, f(a) beziehungsweise 0" f(a) := 0;0; ...0;0; f(a)
m-mal m-mal

als reine Richtungsableitungen m-ter Ordnung bezichungsweise reine partielle Ablei-
tungen m-ter Ordnung, in allen anderen Fillen spricht man von gemischten Ableitungen
m-ter Ordnung.

Im Normalfall ist die Reihenfolge, in der die einzelnen Operatoren 9,, beziehungsweise 0;,
bei den gerade definierten Ableitungen auftreten, irrelevant:

Satz (iiber Vertauschbarkeit von Richtungsableitungen). Seien X', Y normierte Riume,
f: D — Y eine Funktion auf D C X und a € D. Ezistieren fir v,w € X die Richtungsableitun-
gen Oy f und Oy f auf einer Umgebung von a, so gilt

9,0 f(a) = 040, (a) ]

vorausgesetzt dass eine der folgenden schwachen Zusatzvoraussetzungen erfillt ist:
(a) OOy f existiert auf einer Umgebung von a und ist in a stetig;
(b) Die totalen Ableitungen (0yf) (a) und (0 f) (a) existieren.

Unter Voraussetzung (a) ist der Satz als Satz von Schwarz (nach H.A. Schwarz) bekannt.
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Beweis. Es reicht, den Satz fiir den Spezialfall partieller Ableitungen und genauer im Fall
X =R2 a=(0,0),v=(1,0), w = (0,1) zu beweisen, denn der allgemeine Fall kann durch Be-
trachtung der Funktion R? — Y, (x,y) — f(a+zv+yw) darauf reduziert werden. Im Folgenden
wird deshalb nur der speziellere Fall behandelt:

Fiir den Beweis unter Voraussetzung (a) wird die durch g(z,y) := f(x,y)—0201 f(0,0)zy de-
finierte Hilfsfunktion g mit d201¢(0,0) = 0 betrachtet, und es ist dann zu zeigen, dass 9192¢(0,0)
existiert und ebenfalls den Wert 0 hat. Hierzu entnimmt aus der vorausgesetzten Stetigkeit von
0201 f in (0,0) zuerst, dass

li 020 =0
(Cc,y)liz%(),O) 2 19(1")3/)

gilt. Mit dem Schrankensatz folgt
alg(x,y)—alg(x,()) :O(|y|) bei (l‘,y) - (050)7

wobei das Landau-Symbol o beim Grenziibergang (x,y) — (0,0) vollig analog zum in Abschnitt
4.4 betrachteten Fall von Grenziibergédngen mit einzelnen reellen Variablen verwendet wird. Eine
erneute Anwendung des Schrankensatzes ergibt nun

[9(z,y)—9(,0)]=[9(0,4)—9(0,0)] = o(|zlly])  bei (z,y) = (0,0).
Die partielle Ableitung d»g (die nahe (0, 0) wegen der vorausgesetzten Existenz von 0, f existiert)
schreibt man als Differenzenquotient aus und erhélt

gz, y)—g(x,0)~g(0,4)+9(0,0
32g<x,0)_529(0,0):%9(”3 vota )yg( D900

= o(|z|) bei z — 0.

Die letzte Formel bedeutet aber nichts anderes als die erstrebte Existenz von
829(3;7 0)_829<07 0)
T

=0.

01629(0,0) = lim
z—0

Unter Voraussetzung (b) existiert insbesondere die partielle Ableitung 920; f(0,0). Auflerdem
existiert fiir obiges g mit g(z,y) := f(z,y)—0201 f(0,0)zy die totale Ableitung (d1¢)’(0,0), und
wegen 92019(0,0) = 0 gilt (019)'(0,0)(x,y) = 62¢(0,0)z fiir (z,y) € R?. Gem#B der Definition
der totalen Ableitung bedeutet dies nichts anderes als

Wendet man diese Aussage einmal wie angegeben und einmal fiir (x,y) = (x,0) an, so bekommt
man insgesamt
O1g(x,y)—019(x,0) = o(|z|+|yl)  bei (z,y) — (0,0).
Mit dem Schrankensatz folgt
[9(z,y)—9(,0)]=[9(0,4)—9(0,0)] = o(|z[(|z|+]yl))  Dei (z,y) — (0,0).
Verwendet man dies speziell fiir (z,y) = (¢,t) und kehrt von g zu f zuriick, so erhélt man

Ft, ) —F(t,0)—F(0,£)+£(0,0)—020: £(0,0)t* = o(t?)  beiR>t—0.

Aus der Voraussetzung erhilt man auch die Existenz von 010 f(0,0) und kann dann voéllig analog
zu g die durch h(z,y) := f(z,y)—0102f(0,0)xy definierte Hilfsfunktion h mit (92h)'(0,0)(z,y) =
02h(0,0)y fiir (z,y) € R? behandeln. Auf diese Weise gelangt man zu

Ft, ) —£(0,8)—f(t,0)+£(0,0)—0102£(0,0)t* = o(t?)  bei R>t—0.
Der Vergleich der beiden o(t?)-Bedingungen gibt die Behauptung 9,95 f(0,0) = 9201 £(0,0). [
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Folgerungen (aus der Vertauschbarkeit von Richtungsableitungen).

(1) Fiir f: D — Y auf D ¢ RY mit nahea € D existenten partiellen Ableitungen 0; f, 0; f erhélt
man als Spezialfall des vorigen Satzes die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen

0:0;f(a) = 0;0:f(a)

unter den (a) und (b) entsprechenden schwachen Voraussetzungen. Sind diese Voraussetzun-
gen fur alle 7,5 € {1,2,..., N} erfiillt und hat f Werte in Y = R, so folgen die Symmetrie
der Hesse-Matrix Hf(a) und die Regel Rot(V f)(a) =

(2) Als Konsequenz aus (1) konnen partielle Ableitungsoperatoren bei ausreichend oft diffe-
renzierbaren Funktionen f stets ,umsortiert® werden. Jede partielle Ableitung m-ter
Ordnung kann daher mit Hilfe eines Multiindex o = (o, 9,...,any_1,an) € ]Név der
Ordnung |a| := aj+as+ ... +any_1+ay = m in der Multiindex-Notation

0%f == 071057 .. (90”\] e
ausgedriickt werden.

Als Néchstes werden totale Ableitungen hoherer Ordnung definiert, was naheliegenderwei-
se durch einfache Iteration dieses Konzepts geschehen konnte. Da die totale Ableitung von
f: D — Y auf D C X (wenn existent) aber eine Funktion f': D — L£(X,)) ergibt, ist deren
Ableitung (wenn ebenfalls existent) eine Funktion (f'): D — L(X,L(X,))). Ist ein weiteres
Ableiten méglich, so bekommt man ((f'))': D — L(X,L(X,L(X,)))). Man erkennt hieran
zwar wesentliche Eigenschaften totaler Ableitungen m-ter Ordnung wie die, dass sie von m Ar-
gumenten aus X jeweils stetig und R-linear abhéingen, formal wird der Wertebereich aber sehr
kompliziert. Es erweist sich daher als iibersichtlicher, die Bildung geringfiigig abzuéndern und
mit m gleichberechtigten Argumenten zu arbeiten:

Definition (totale Ableitungen héherer Ordnung). Seien X und Y normierte Rdiume,
f: D — Y eine Funktion auf D C X und a € D. Fir m € Ny wird die totale Ableitung
m-ter Ordnung f)(a) von f an der Stelle a rekursiv definiert: Fiir m € {0,1} vereinbart
man formal fO(a) := f( ) und fM(a) == f'(a). Fir m € Ny wird f'™(a) genau dann
erklart, wenn ( fm=1) ) (beziiglich der Norm der néchsten Bemerkung auf dem Wertebereich
von f"=1) ezistiert, und dann ist f(a) die m-lineare'? Abbildung X™ — Y mit

£ (@) (01,02, V1, V) =[O, (F D) (@)] (01,02, V1) €Y
fiir (vi,v2,. .., Vm—1,0m) € X™.
Bemerkungen (zu totalen Ableitungen hoherer Ordnung).

(1) Fiir normierte Raume X', Y wird mit £™(X,Y) der Raum der stetigen m-linearen Ab-
bildungen Q: X™ — Y bezeichnet. Stetigkeit eines m-linearen @ ist dabei dquivalent zu
einer Produkt-Abschitzung ||Q(vi, v2, ..., vm—1,vm) ||y < Cllvillxl|v2llx-- - - [|vm—1llx||vm]| 2
fir alle vy,v2,...,Vm—1,Vn € X mit festem C € R, und deshalb wird £L™(X,)) durch
die zugehorige Operatornorm ||Q|| zm =su Q(v,02:---s0m—1,0m) |y

geoTIEe Lp £m(2.Y) 7= 5P om €X\{0} Tor]lx ozl

Tomoi Tl 20
Q € L™(X,)) normiert.

12Mit m-linearen Abbildungen sind hier und im Folgenden immer solche gemeint, die in jedem ihrer m Argu-
mente R-linear sind, d.h. die m-Linearitdt wird immer auf die reellen Zahlen als Grundkorper bezogen.
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Wenn nun — in der Situation der Definition — die totale Ableitung m-ter Ordnung
F(™ (a) existiert, ist sie ein Element von £™(X,)); dies ergibt!? sich aus der friihe-
ren Definition der totalen Ableitung (erster Ordnung). Existiert die totale Ableitung m-ter
Ordnung an allen Stellen eines offenen Definitionsbereich D, so lidsst sie sich als Funktion
fm: D — £™(X,Y) auffassen.

(2) Ausgehend von'* [&,m (f(mfl))(a)] (V1,02 .+, Up—1) = Oy, [f(mfl)(~)(1)1, v, ... ,vm_l)] (a)
sicht man mit Induktion nach m € IN: Existiert die totale Ableitung f("™ (a), so existieren
alle Richtungsableitungen m-ter Ordnung, und

Oy Oy q - - - Ony Oy, fa) = f(m)(a)(vl,vg,...,vm,l,vm)

hingt stetig und m-linear von den Richtungsvektoren (vi,va,...,Up_1,0y) € X™
ab. Im Fall X = RY bedeutet dies insbesondere
N

8vm <. avzaulf(a) = Z (Ul)h (U2)i2‘ s '(vm)im (8Zm s 82'282'1 f)(a) )

i17i27---1im:1
wobei (v;); die i-te Komponente des Vektors v; € RY bezeichnet.

(3) Aufgrund des Satzes iiber die Vertauschbarkeit von Richtungsableitungen (der in der Version
mit Voraussetzung (b) stets anwendbar ist) ist die stetige m-lineare Abbildung £(™) (a) im-
mer symmetrisch, d.h. sie liegt im Unterraum L, (X, )) derjenigen @ € £™(X,)) mit
Q(Ul,’vz, ve ,vm_l,vm) = Q( U(l), U( ) ERER 7Ua(mfl) o(m )) fir alle V1,V2,...,Um—1,Um € X
und alle Permutationen o von {1,2,...,m—1,m}.

(4) Fiir reine Richtungsableitungen in Richtung v € X erhélt man aus (2) einerseits

) fla) = f(m)(a)(v,v, Ce,0,)

m-mal
und im Fall X = RY durch Zahlen gleicher Terme v;, vj,- . . . -v;, andererseits die Multino-
mialformel
m
orsia) = 3 (1) s(o).
|a)]=m
mit den Multiindex-Konventionen v® := v{vg?- ... -0}, al := ajlag! ... -an!, (Z‘) = %’

3 Tatséchlich ist m-Linearitét einfach einzusehen, die Stetigkeit der m-linearen Abbildung f (m)(a) begriindet

man durch Induktion nach m und die formale Abschitzung (mit beliebigen vi,v2, ..., Vm—1,Vm € X)
1™ (@) (1,02, v 1, vm) |y = ([ [Oo (£ D) (@] (01,02, - vm1) |,
|H f<m D /(a ](vl,vg,...,vm_1)||y
<[[(F ) (@) vm [—r— y)||vl||X||v2||X'~~-'||vm—1\|x
<N DY @ ey Il o2l o llllomlx

“Diese zunichst kompliziert anmutende Identitit reduziert sich auf die einfache Regel Ld,g(a) = 9,(Lg)(a)
fiir an der Stelle a € D C X in Richtung v € X differenzierbare g: D — Z und L € £(Z,)) und kann daher
als spezieller Fall der Kettenregel angesehen oder direkt mit der Definition der Richtungsableitung verifiziert
werden. Man wihlt dazu g := £~V und betrachtet die Auswertungsabbildung L € £(£™ 1(X,Y),)) mit
LQ := Q(v1,v2,...,vm—1) bei festen Richtungen vi,vs,...,vm-1 € X.
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(5) Speziell im Fall m = 2 zweiter Ordnung ist f”(a) := £ (a) € £2,,(X,)) bilinear mit

sym
B0y f(a) = f"(a)(v,w), 02 f(a) = f"(a)(v,v)
fir v,w € X. Im Fall ¥ = RY gelten auch
w0y f(a Z viw;0;0; f(a) , 0rf(a)=2 > ww;00if(a +Zv282
ij=1 1<i<j<N

fiir v,w € RY, und fiir ¥ = RY, ) = R reprisentiert die Hesse-Matrix Hf(a) € RV*V
die symmetrische Bilinearform f’(a) € Esym(IRN ,R) im Sinn von

" (a)(v,w) =v-Hf(a)w fiir v,w € RV .

Definition (C™-Funktionen). Seien X', Y normierte Riume und D offene Teilmenge von X .

o Fir m € WNg heifit f: D — Y eine m-fach stetig differenzierbare Funktion, eine C™-

Funktion oder eine Funktion der Klasse C™ auf D, wenn f™) auf ganz D ezistiert

und stetig ist. Der Raum aller Y-wertigen C™-Funktionen auf D wird mit C™(D,)Y) be-
zeichnet.

e Hat f die C™-FEigenschaft fiir alle m € Ny, so heifst f beliebig oft differenzierbare Funktion,
C°-Funktion oder Funktion der Klasse C°° auf D. Fiir den Raum aller Y-wertigen
C°-Funktionen auf D schreibt man C>*(D,)).

Bemerkung (Kriterium fiir C™-Funktionen). Notwendig und hinreichend fiir die C™-
Eigenschaft, m € INg, einer Funktion f: D — Y auf einem offenen Definitionsbereich D ¢ RM
ist, dass alle partiellen Ableitungen 9 f mit einem Multiindex o € N} der Ordnung |a| = m
auf D existieren und stetig sind. Dies ist fiir m = 1 bereits aus Abschnitt 8.1 bekannt und folgt
fiir beliebiges m durch Induktion aus den zuvor behandelten Zusammenhéngen.

Auch fiir Funktionen mehrerer Variablen macht das Konzept der Taylor-Entwicklung Sinn:

Definition (Taylor-Polynome). Sei f: D — RM eine Funktion auf D C RN, so dass f™(a)
mit m € Ny an der Stelle a € D existiert. Dann wird das m-te Taylor-Polynom T f von f zur
Stelle a definiert durch

TV f(z) == Z %f(k)(a)(x—a,w—a, ce,T—a,T—a) = Z 0 f'(a) (x—a)® fiir z € RY |
k=0 " k-mal a€NYY “
la|<m

wobei f*)(a) als Element von E’Sfym(]RN, RM) quf die folgenden k Argumente anzuwenden ist.

Beispiel (spezieller Taylor-Polynome). Speziell im Fall von N = 2 Variablen ist das Taylor-
Polynom T3 f von f der Ordnung m = 3 zur Stelle a = (0,0) =: 0 durch

flay) = £0)+ 1(0)(5) + 3£0)((5). (3)) + 6FPO((v). (¥). (¥))  fiir (z,y) € R?
gegeben, wobei die ausgeschriebenen Terme die Gestalt
7'(0)(3) = 01 (0)z+82£(0)y
3/"0)((3), () = 301 f(0)2%+0102(0)ay+35 f(0)y”
§/PO((5).(5). (7)) = §071(0)2 43508021 (0)”y+50105 f (0)xy>+ 85 £ (0)y”
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annehmen. Im Fall M = 1 einer R-wertigen Funktion kénnen die Terme erster und zweiter
Ordnung auch mit dem Gradienten V f(0) und der Hesse-Matrix Hf(0) als

F)(y) = (y) - v0), 270)((3) (3)) = 2(5) - HF(0)(F)
geschrieben werden.

Bemerkung (zu Taylor-Polynomen). Die entscheidende Eigenschaft des Taylor-Polynoms
T7" f ist — genau wir im Fall einer Variablen — die, dass T7' f an der Entwicklungsstelle a
und fiir alle Ordnungen < m dieselben Ableitungen wie f selbst hat und das eindeutige
Polynom vom Grad < m mit dieser Eigenschaft ist; dies gilt sowohl fiir partielle Ableitungen
und Richtungsableitungen als auch fiir totale Ableitungen.

Hauptsatz (Satz von Taylor fiir Funktionen mehrerer Variablen). Sei f: D — RM eine
Funktion auf D C RN, und seien a € D, m € Ny. Dann gelten:

o Taylor-Formel (qualitativ): Ezistiert f(™)(a), so ist T™f das eindeutige Polynom vom
Grad < m mit
f(z) =T, f(x) + o(|Jx—al™) beiz — a.

e Verschirfte Taylor-Formel (qualitativ): Eristiert f(™tV(a), so ist T"'f sogar das
ewndeutige Polynome vom Grad < m mit

f(z) =T"f(z) + O(|x—a|™™) bei x — a.

m—+41

o Lagrange-Restglied- Abschitzung (quantitativ): Erxistiert fU"tY quf einer Strecke

[a,z] C D, so gilt

m r—a e m
)T @) < s s L™ o o

e Integral-Restglied-Formel (quantitativ): Erxistiert f("tY) quf einer Strecke [a,z] C D
und ist auf dieser Strecke stetig, so gilt

flz)=T0 f(x) = i' /1(1—t)mf(m+1)(a—i—t(x—a))(a?—a,x—a, ooy x—a,z—a)dt,
m! Jo

~~

(m+1)-mal

wobei das Integral im Fall M = 1 als normales Riemann-Integral zu verstehen ist, aber
auch im Fall M > 2 durch komponentenweise Integration'® erklirt werden kann.

Bemerkung (zum Satz von Taylor). Auch die weiteren, aus dem Fall einer Variablen be-
kannten Restglied-Formeln und Restglied-Abschétzungen gelten bei mehreren Variablen analog.
AuBlerdem machen Taylor-Polynome und all diese Resultate sogar fiir Banach-Raume X, ) und
Funktionen f: D — Y auf D C X Sinn; in dieser Allgemeinheit empfiehlt es sich aber, mit
totalen Ableitungen zu arbeiten und nicht mit Multiindizes und hoheren partiellen Ableitungen,
die dann nicht mehr ohne Weiteres definiert sind.

5Mit komponentenweiser Integration ist hier gemeint, dass man fiir R -wertiges g = Zﬁ1 gie; mit R-wertigen,
iiber [a, b] Riemann-integrierbaren Komponentenfunktionen g1, g2, . . ., g beziiglich einer beliebigen (zum Beispiel
der kanonischen) Basis e1, ez, . .., exr des RM die Vereinbarung f; g(t)dt := Zﬁl (f; gi(t) dt)e; € RM trifft.
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Beweisskizze fiir den Hauptsatz. Die qualitativen Teile des Hauptsatzes basieren wesentlich auf
der Eigenschaft'6

Elf®)(a) falls j =k
0 falls j # k

Y

dz? T=a

f®(a)(z—a,z—a,... ,x—a,x—a) = {

k-mal

fir £ € {0,1,2,...,m}, j € Ny und die totale Ableitung j-ter Ordnung in der z-Variablen.
Bei dieser Eigenschaft handelt es sich tatsédchlich um nichts anderes als die oben schon einmal
angesprochene Ubereinstimmung (T7 )9 (a) = f9)(a) fiir j € {0,1,2,...,m}, und genau wie
im Fall einer Variablen kann man dann mit dem Schrankensatz die Mehr-als-m-ter-Ordnung-
Ubereinstimmung bzw. Mindestens-(m4-1)-ter-Ordnung-Ubereinstimmung von f bei a mit T™ f
beweisen und die qualitativen Teile des Hauptsatzes erhalten.

Die quantitativen Teile des Hauptsatzes ergeben sich direkter aus den entsprechenden Aus-
sagen iiber die Funktion ¢ — f(a+t(x—a)) der einen reellen Variablen z. Um die Beweise der
Lagrange-Abschitzung und der Integral-Formel in der grofleren Allgemeinheit zu vervollstiandi-
gen, gilt es dabei lediglich auf den rechten Seiten mittels

dm+1

Wf(a+t(zfa)) = 9" fla+t(z—a)) = f D (a+t(z—a)) (@ —a,z —a,...,x — a,z — a)

(m+1)-mal

zu vereinfachen (wobei die erste Gleichheit jedenfalls fiir m = 1 in den Ubungen behandelt wird
und die zweite sich aus Bemerkung (2) oder (4) zu hoheren totalen Ableitungen ergibt). O

Eine kanonische Anwendung des Satzes von Taylor besteht im Beweis der schon frither
erwahnten Zweiter-Ordnung-Ableitungskriterien fiir Extremstellen:

Beweis der Zweiter-Ordnung-Kriterien fir Extremstellen aus Abschnitt 8.2. Aufgrund der Exis-
tenz von (f’)'(a) (und damit auch f”(a)), die bei der Formulierung der Kriterien vorausgesetzt
wurde, liefert der Satz von Taylor

f(x) = f(a) + (z—a) - Vf(a) + %(l‘*d) -Hf(a)(z—a) + O(’:L‘*CLP) beirz — a.

Die Kriterien werden nun o.E. nur fiir den Fall von Minimalstellen behandelt:

Die Notwendigkeit von V f(a) = 0 fiir lokale Minimalstellen a ist bereits bekannt. Dass auch
positive Semidefinitheit von Hf(a) notwendig ist, wird nun begriindet. Lige diese nicht vor,
so gibe es ein vg € RN \ {0} mit vg - Hf (a)vg < 0 und daher tvg - Hf (a)tvg < —C|tvo|? fiir

16Zum Beweis bestimmt man fiir h(z) := f(k>(a) (z—a,...,x—a) und v1,vs,...,v; € RY die Richtungsableitung
d d d . ! !
Dy - Oy Oy ha) = — = = f“(a)( by Uiy > i, v
g 20v1 dt; t,=0 dta |, _odt1 |, 112;1 1Y ik§=:1 k Vig
J
d d d k)
= -_— e T -_— tin..-ti,f( (a)(vi,...,vi)
il“z’%:l di; t;=0 dto t2=0dt1 t1=0 ' : ! "
=1 wenn iq,..., i) Permutation von {1,2,...,5}; =0 sonst
R ® (@) (01,02, ... v;) falls j =k
~)o falls j # k

Nach Bemerkung (2) zu hoheren totalen Ableitungen folgt h'9) (a) = k!f*) (a) fiir j = k und A9 (a) = 0 fiir j # k.
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alle t € R und ein positives C' € Rx. Es folgte f(a+tvg) = f(a)+5tvo - Hf (a)tvo+o([tvo|?) <
f(a)—4Cltvo|? fiir |t| < 1, also wiire a keine lokale Minimalstelle von f.

Fiir das hinreichende Kriterium betrachtet man den Fall, dass Vf(a) = 0 gilt und Hf(a)
positiv definit ist. Dann gilt %v -Hf(a)v > C|v|? fiir alle v € RY und ein positives C' € Rxq. Es
folgt f(a+v) = f(a)+iv - Hf(a)v+o(jv]?) > f(a)+3C|v|? fiir [v] < 1, also ist a strikte lokale
Minimalstelle von f. O

Auch die Begriffe konvexer und konkaver Funktionen lassen sich in natiirlicher Weise auf
Funktionen mehrerer Variablen, die auf konvexen Mengen definiert sind, {ibertragen. Dies wird
jetzt ausgefiihrt, und dhnlich wie in Abschnitt 4.2 werden hierfiir Ableitungskriterien erster und
zweiter Ordnung angegeben.

Definitionen (konvexe Funktionen, konkave Funktionen, monotone Vektorfelder).
Seien X ein K-Vektorraum und D eine konvexe Teilmenge von X.

(1) Man nennt f: D — R eine konveze g, 1tion auf D, wenn
konkave

FOy+(1-Nz) T AMf(y)+(1=X)f(z) fiir alle x,y € D und X € [0,1]

IV IA

gilt.

(2) Ist X ein Skalarproduktraum, so bezeichnet man V: D — X als monotones Vektorfeld
auf D, wenn

(y—z) - (V(y)—V(x)) >0 fiir alle x,y € D
gilt.

(3) Tritt in den vorigen Bedingungen fiir x # y und 0 < A < 1 stets die strikte Ungleichung ,<“
beziehungsweise ,>“ ein, so spricht man von einer strikt konvexen Funktion beziehungs-
weise einer strikt konkaven Funktion oder einem strikt monotonen Vektorfeld.

Satz (Monotoniesatz fiir Vektorfelder). Sei D konvex und offen in RN und V: D — RN
sei auf D total differenzierbar. Dann sind folgende Aussagen dquivalent (und zwar sowohl
dann, wenn alle Erginzungen in geschweiften Klammern mit gelesen, als auch wenn diese alle
ignoriert werden):

(I) Das Vektorfeld V ist auf D {strikt} monoton.

(I) Fiir alle x € D ist die Funktionalmatriz DV (x) € RN*N positiv semidefinit {und
fir keine Strecke [a, b] positiver Linge in D gilt (b—a)-DV (z)(b—a) = 0 fiir alle x € [a, b]}.

Beweis. Man beobachtet zuerst, dass {strikte} Monotonie von V" auf D nicht anderes bedeutet,
als dass fiir alle z € D und w € RV \ {0} die Funktion ¢ + w - V (2-+tw) der reellen Variablen ¢
{streng} monoton wachsend ist. Nach dem Monotoniesatz aus Abschnitt 4.2 und der Kettenregel
aus Abschnitt 8.1 ist dies gleichbedeutend damit, dass fiir alle z € D, w € RN \ {0} und t € R
mit x+tw € D stets 0 < %w - V(z+tw) = w - DV(z+tw)w gilt {und nicht fiir alle ¢ eines
Intervalls positiver Lange Gleichheit eintritt}. Letzteres ist offensichtlich #quivalent zur positiven

Semidefinitheit von DV (z) fiir alle x € D {samt der in (II) angegebenen Zusatzbedingung}. O
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Satz (Konvexititssatz fiir Funktionen mehrerer Variablen). Sei D konver und offen in RN
und f: D — R sei auf D total differenzierbar. Dann sind (bei gleicher Interpretation der ge-
schweiften Klammern wie im vorigen Satz) folgende Aussagen dquivalent:

(I) f ist {strikt} konvex auf D.
(IT) Das Gradientenfeld V f ist ein {strikt} monotones Vektorfeld auf D.
(III) Es gilt die Stiitzfunktionsungleichung
f(z) > f(xo) + (x—x0) - Vf(20) fir alle o,z € D
{mit Gleichheit einzig fiir x = xo}.
Falls sogar " auf D existiert, so ist aufSerdem dquivalent:

(IV) Fiir alle x € D ist die Hesse-Matriz Hf (x) € RV*N positiv semidefinit {und fir
keine Strecke [a,b] positiver Linge in D gilt (b—a) - Hf (z)(b—a) = 0 fir alle x € [a,b]}.

Beweis. Man beobachtet, dass die Bedingungen (I), (II), (III) fiir f in Bedingungen an die Hilfs-
funktionen t + f(z+tw) einer reellen Variablen ¢ mit festem x € D und w € RY \ {0} {ibersetzt
werden konnen: Tatséchlich sieht man anhand der Konvexitédtsungleichung, dass (I) dquivalent
zu {strenger} Konvexitit all dieser Hilfsfunktionen ist. Die Bedingung (II) besagt, dass die
Ableitungen & f(z-+tw) = w - V f(z-+tw) aller Hilfsfunktionen {streng} monoton wachsend in
t sind, und (III) bedeutet gerade, dass fiir alle Hilfsfunktionen die Stiitzfunktionsungleichung
flr+tw) > f(z+tow) + (t—to)w « Vf(zot+tow) = f(z+tow) + (t—to)% S:tof(:r0+sw) {mit
Gleichheit einzig fiir t = to} gilt. In Anbetracht dieser Umformulierungen folgt die Aquivalenz
der Bedingungen (I), (II), (III) durch Anwendung des Konvexitéitssatzes aus Abschnitt 4.2 auf
die Hilfsfunktionen.

Falls f” existiert, liefert eine direkte Anwendung des vorausgehenden Monotoniesatzes auf
das differenzierbare Gradientenfeld V f auBerdem die Aquivalenz von (II) und (IV). O

Bemerkung. Ahnlich kénnen Konvexitit und Monotonie auf einem allgemeinen normierten
Raum X (je nach Auffassungsweise mit oder ohne Skalarprodukt) charakterisiert werden.

ENDE DER ANALYSIS!
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