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Kapitel 1

Differenzierbare
Mannigfaltigkeiten

Gute Referenzen fiir dieses erste Kapitel sind [4] und [12].

1.1 Topologische Grundbegriffe

Definition 1.1.1. FEine Topologie auf einer Menge X ist eine Menge O von
ausgezeichneten Teilmengen von X, genannt in X offene Mengen, mit den fol-
genden Eigenschaften:

1. 0 und X sind offen in X (d.h. Elemente von O)

2. die beliebige Vereinigung in X offener Mengen ist offen in X (d.h. falls
Us € O, miti € I einer belicbigen Indexmenge, impliziert | J;; U; € O).

3. der endliche Durchschnitt in X offener Mengen ist offen in X (d.h.,
Ui,...,U, € O impliziert UyN...NU, € O).

Das Paar (X, O) heifit topologischer Raum. Fine Teilmenge A C X heifst ab-
geschlossen in X, wenn X \ A offen in X ist.

Bemerkung 1.1.2. Wir werden die Menge O in der Notation oft unterdriicken,
und X allein als topologischen Raum bezeichnen.

Definition 1.1.3. Ist X ein topologischer Raum, p € X, und U C X in X
offen, so nennen wir U auch eine offene Umgebung von p.

Eine wichtige Klasse von topologischen Raumen ist durch metrische Raume
gegeben: Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sei eine Topologie O auf X dadurch
definiert, dass wir eine Teilmenge U C X als offen in X bezeichnen, wenn fiir
alle z € X ein ¢ > 0 existiert, so dass B.(x) C X. Hier ist B.(z) = {y € X |
d(x,y) < e} der (offene) e-Ball um x.

Beispiel 1.1.4. Durch die Standardnorm auf R™ wird R™ zu einem metrischen,
und damit auch zu einem topologischen Raum. Diese Topologie auf R™ nennen
wir die Standardtopologie auf R™. Sprechen wir von R™ als topologischem Raum
und erwdhnen keine andere Topologie, dann ist immer die Standardtopologie
gemeint.
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Andererseits ist nicht jede Topologie auf einer Menge derart durch eine Me-
trik induziert, was wir beispielsweise mit Hilfe des Begriffs des Hausdorffraumes
einsehen kénnen:

Definition 1.1.5. Es sei X ein topologischer Raum. Dann nennen wir X Haus-
dorffsch, falls zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € X zwei disjunkte, in X
offene Mengen U,V C X mit x € U und y € V existieren.

Jede durch eine Metrik induzierte Topologie ist Hausdorffsch: sind =,y € X
verschiedene Punkte, so sind U := By, yy/2(x) und V' := By, ,/2(y) disjunkte,
in X offene Mengen, die  und y trennen (dies folgt aus der Dreiecksunglei-
chung).

Beispiel 1.1.6. Auf jeder Menge X ist die sogenannte Klumpentopologie da-
durch definiert, dass nur ® und X offen in X sind. Hat X mehr als ein Element,
so ist X mit dieser Topologie nicht Hausdorffsch, und demnach ist diese Topo-
logie auch nicht durch eine Metrik induziert.

Bemerkung 1.1.7. Es wird sich herausstellen, dass Mannigfaltigkeiten, die
wir als gewisse topologische Raume definieren werden, immer eine Metrik zulas-
sen, die die gegebene Topologie induziert. Pathologische Beispiele wie die Klum-
pentopologie werden also in dieser Vorlesung keine Rolle spielen.

Beliebige Teilmengen eines topologischen Raumes erben eine natiirliche To-
pologie:

Definition 1.1.8. Es sei X ein topologischer Raum und Y C X eine beliebige
Teilmenge. Wir definieren die Teilraumtopologie (auch induzierte Topologie
oder Relativtopologie) von Y in X wie folgt: eine Menge V- C Y soll offen in
Y sein, wenn eine in X offene Menge U C X mit V =UNY existiert.

Beispiel 1.1.9. Wir betrachten das in R (versehen mit der Standardtopologie)
abgeschlossene Intervall [0,1] C R. Beziiglich der Teilraumtopologie ist beispiels-
weise (3,1] offen in [0,1], da wir (3,1] = [0,1] N (3,2) schreiben konnen, und
(3,2) offen in R ist.

Genau wie fiir R™ selbst gilt: ist keine Topologie explizit erwdihnt, dann ver-
sehen wir Teilmengen von R™ mit der durch die Standardtopologie induzierten
Topologie.

Dieses Beispiel zeigt: Wenn wir von offenen Mengen sprechen, dann ist es
sehr wichtig, dass immer klar ist, in welchem Raum die jeweilige Menge offen
ist. Zum Beispiel ist jede Teilmenge Y eines topologischen Raumes X offen in
Y selbst, wenn wir Y mit der Teilraumtopologie versehen, aber nicht unbedingt
offen in X.

Es ist auch moglich, eine Topologie auf einem Raum zu definieren, ohne
explizit die gesamte Familie der offenen Mengen anzugeben. Wir definieren dazu:

Definition 1.1.10. Es sei (X,0) ein topologischer Raum und U eine Familie
von Teilmengen von X. Dann heifit U C O eine Basis des topologischen Raumes
(X,0), wenn jedes Element aus O eine (beliebige) Vereinigung von Elementen
aus U ist. U heifft Subbasis von (X, O), wenn die Menge aller endlichen Durch-
schnitte von Mengen in U eine Basis von (X, Q) bildet.
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Man beachte, dass die leere Menge und der ganze Raum X nicht in ¢/ enthal-
ten sein muss, damit U eine Subbasis ist, da nach Konvention die Vereinigung
einer leeren Menge von Teilmengen leer ist, und der Durchschnitt einer leeren
Menge von Teilmengen der ganze Raum ist.

Beispiel 1.1.11. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist eine Basis von X durch
die Menge aller e-Bdille um alle Punkte aus X gegeben. Es geniigt sogar, nur
Bdlle vom Radius 1/n zu betrachten.

Es gilt nun:

Satz 1.1.12. Ist X eine Menge und U eine Familie von Teilmengen von X,
dann ezistiert eine Topologie O auf X, so dass U eine Subbasis von (X, O) ist.

Beweis. Es sei O die Menge der beliebigen Vereinigungen iiber endliche Durch-
schnitte von Elemente aus U; man kann dann zeigen, dass dies eine Topologie
auf X definiert. O

Wir nennen diese Topologie auch die von U erzeugte Topologie auf X.

Definition 1.1.13. Wir sagen, dass ein topologischer Raum X das zweite
Abzéahlbarkeitsaxiom erfillt, wenn er eine héchstens abzihlbare Basis besitzt.

Bemerkung 1.1.14. Es gibt auch ein erstes Abzihlbarkeitsaziom, welches for-
dert, dass es zu jedem Punkt eine abzdhlbare Umgebungsbasis gibt: jede offene
Umgebung des Punktes enthdlt eine Menge der Umgebungsbasis. Dies ist ei-
ne lokale Bedingung an X, die durch das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom impliziert
wird.

Beispiel 1.1.15. Es seien (X,Ox) und (Y, Oy) topologische Riume. Wir de-
finieren die Produkttopologie auf X X Y als die durch die Familie von Teil-
mengen der Form U x V', wobei U € Ox und V € Oy, erzeugte Topologie. Da
(U xV1)N(Ua x V) = (U1 NU2) x (ViNVa), ist U abgeschlossen unter endlichen
Durchschnitten; daher ist U sogar eine Basis der Produkttopologie auf X X Y.

Wir kommen nun zu Abbildungen zwischen topologischen Rdumen.

Definition 1.1.16. Es scien X und Y topologische Riume. Eine Abbildung
f: X =Y heift stetig, wenn f~1(U) fiir alle in' Y offenen Mengen U offen in
X ist. Ist f zusdtzlich bijektiv und f~1:Y — X ebenfalls stetig, so heifit f ein
Homdomorphismus, und wir nennen X und Y homdbomorph.

Ist X ein topologischer Raum, Y eine Menge, und f : X — Y eine Abbil-
dung, so gibt es im Allgemeinen viele Topologien auf Y, beziiglich derer f stetig
wird (z.B. ist f immer stetig, wenn wir ¥ mit der Klumpentopologie versehen).
Die feinste dieser Topologien (d.h. die mit den meisten offenen Mengen) wird
als Quotiententopologie bezeichnet:

Definition 1.1.17. Es sei X ein topologischer Raum, Y eine Menge, und f :
X — Y eine Abbildung. Dann ist die Quotiententopologie beziiglich f auf Y
folgendermafen definiert: Eine Menge U C Y ist genau dann offen in'Y, falls
fHU) in X offen ist.
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H#ufig wendet man diese Konstruktion auf folgendes Beispiel an: Ist ~ ei-
ne Aquivalenzrelation auf einem topologischen Raum X, so erhalten wir eine
natiirliche Abbildung 7 : X — X/ in den Raum der Aquivalenzklassen. Der
,,Quotient” X/ kann nun mit der Quotiententopologie beziiglich 7 versehen
werden.

Weitere wichtige Eigenschaften von topologischen Rdumen sind:

Definition 1.1.18. Ein topologischer Raum X heifit kompakt, falls jede Uber-
deckung von X durch offene Mengen eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Definition 1.1.19. FEin topologischer Raum X heif$t zusammenhéngend, falls
fiir zwei disjunkte offene Mengen U,V . C X mit UUV = X gqilt, dass U = ()
oder V = 10.

Definition 1.1.20. Ein topologischer Raum X heiffit wegzusammenhingend,
falls fiir alle x,y € X eine stetige Abbildung c : [0,1] — M existiert, so dass
c(0) =z und c(1) = y.

1.2 Der Begriff der differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit

In diesem Kapitel werden wir den Begriff der differenzierbaren Mannigfaltigkeit
einfithren.

Definition 1.2.1. Fine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n ist ein
nichtleerer Hausdorffscher topologischer Raum M, der das zweite Abzihlbar-
keitsaxiom erfillt, so dass zu jedem Punkt p € M eine in M offene Umgebung
U und ein Homdéomorphismus ¢ : U — V' zwischen U und einer offenen Teil-
menge V. C R™ existiert. Wir nennen (U, ) eine Karte von M.

Bemerkung 1.2.2. Man kann zeigen: falls offene Teilmengen U C R™ und
V C R™ homdomorph sind, so gilt n = m.

Definition 1.2.3. Ein (C*°)-Atlas A auf einer topologischen Mannigfaltigkeit
M ist eine Familie A = {(Uy, o) | @ € A} von Karten von M, so dass

1. UpeaUa = M und

2. pp oot i pa(Us NUg) — @p(Uy NUg) ist C fiir alle o, 3 € A. (Die
Abbildungen g o o' heiffen Karten- oder Koordinatenwechsel.)

Erfillt A auferdem

3. A ist mazimal in dem Sinne, dass eine Karte (U, ) bereits zu A gehort,
falls 9 o o3+ 9o (UNUs) = 9(UNUs) und po 0™t 1 (UNUy) —
wa(UNU,) fir allea € A C™ ist.

so heifit A eine (C)-differenzierbare Struktur.

Definition 1.2.4. FEine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit st ein
Paar (M, A), wobei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und
A eine differenzierbare Struktur auf M ist.
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Bemerkung 1.2.5. Ist (M, A) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so gibt es
einen abzahlbaren Atlas Aqg C A: Da M das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt,
konnen wir eine hochstens abzdhlbare Basis der Topologie von M wdhlen. Die
Elemente der Basis, auf denen eine Karte aus A definiert ist, bilden immer
noch eine Uberdeckung von M ; wihlen wir nun fir jede solche offene Menge
eine Karte aus A, so erhalten wir einen hichstens abzihlbaren Atlas.

In der Ubung werden wir sehen: Ist Ay ein C*°-Atlas auf einer topologischen
Mannigfaltigkeit M, so gibt es eine eindeutige differenzierbare Struktur A, so
dass Ay C A. Genauer: man setzt A = {(U,p) | pon= !t :n(UNW) — o(UN
W)und no =t : UNW) — n(U N W) sind C* fiir alle (W,n) € Ap} und
zeigt, dass A eine differenzierbare Struktur ist. A heifit die durch Ag induzierte
differenzierbare Struktur.

Bemerkung 1.2.6. 1. Kervaire hat 1960 bewiesen [5], dass es topologische
Mannigfaltigkeiten gibt, die keine differenzierbare Struktur besitzen.

2. Statt C=-Atlanten und differenzierbaren Strukturen kann man C*-Atlanten
und differenzierbare Strukturen (1 < k < oco) betrachten, oder auch ana-
lytische. Auch wenn fir einen Grofiteil der Theorie in dieser Vorlesung
eine schwdchere Differenzierbarkeit als C'°° vonndten sein wird, werden
wir uns mit diesen technischen Details nicht aufhalten, und immer C'*°
voraussetzen.

Beispiel 1.2.7. 1. Die gewohnliche differenzierbare Struktur auf R™ wird
durch den Atlas

Ao = {(R",idgn)}
induziert.

2. Die differenzierbare Struktur auf R, die durch Ay = {(R, f(z) = 23)}
induziert wird, stimmt nicht mit der Standardstruktur tiberein.

3. Es sei
n+1

S ={(21,...,Tpq1) € R*TH| fo =1}

i=1

die Einheitssphére im R"T1. Wir konstruieren einen Atlas auf S™ wie
folgt: Es set N = (0,...,0,1) der Nordpol und S = (0,...,0,—1) der
Siidpol. Wir definieren die stereographischen Projektionen durch

oS\ {N} — R"; (2, 2n41) = ——
lfxn—i-l
und -
ST\ {SY — R (2, 2pa1) — ————
n:ST\{S) (@ 7012) = T

Man kann zeigen, dass o und n Homdomorphismen sind, und Wir miissen
zeigen, dass {o,n} ein Atlas ist, d.h., dass o on~! ein Diffeomorphismus

ist. Es gilt
_ 2z 1—|z)?
1 —
n (x)_<1+|$|2’1+$|2 9
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und damit
2z
1 - 1+[z[2 .z
0077 (CC) - 1 o 1—‘:E|2 - ‘xlgﬂ
1+|z|?

was ein Diffeomorphismus n(S™\ {N,S}) =R"\ {0} — R™\ {0} ist.

4. Jede offene Teilmenge einer n-dimensionalen differenzierbaren Mannig-
faltigkeit ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit; als Karten nimmt man
die Finschrinkungen aller Karten auf die offene Teilmenge.

5. Es sei GL(n,R) = {4 € M(n,R) | det A # 0} die allgemeine lineare
Gruppe. Es gilt, dass M(n,R) = R, und da GL(n,R) = det™ (R \
{0}) das Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung ist,
ist GL(n,R) eine offene Teilmenge von M(n,R) = R und damit eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit.

6. Sind (M, A) und (N, B) differenzierbare Mannigfaltigkeiten, so ist

{(Ua X VB»SDa X wﬁ) | (Uaa%) € Av (Vﬁﬂwﬁ) € B}

ein differenzierbarer Atlas auf M x N (keine differenzierbare Struktur).
Die differenzierbare Mannigfaltigkeit mit der induzierten differenzierbaren
Struktur heifst die Produktmannigfaltigkeit von M und N.

Einige von Ihnen werden den Begriff der Untermannigfaltigkeit im R* bereits
kennen. Wir erwéhnen hier zu Vergleichszwecken eine von mehreren méglichen
dquivalenten Definitionen dieses Begriffs:

Definition 1.2.8. Eine nichtleere Teilmenge M C R* heifit n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R¥, wenn es zu jedem Punkt p € M eine offene
Umgebung U C R¥ und einen Diffeomorphismus ¢ : U — V C RF gibt, so dass

oMNU)={z=(z;) ER* |zpy1=... =2, =0} NV.

Es sei M C R” eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R*. Wir ver-
sehen M mit der Teilraumtopologie des R*. Wir kénnen die Abbildungen ¢ in
der Definition jeweils auf M NU einschriinken, und erhalten (indem wir ebenfalls
den Zielraum auf R"® = {z = (z;) € R* | 2,41 = ... = 7, = 0} einschriinken)
induzierte Abbildungen ¢ : M N U — R™. Diese definieren einen Atlas fiir M,
und M wird somit zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit.

Ein Vorteil der Begriff der Mannigfaltigkeit gegeniiber dem Begriff der Un-
termannigfaltigkeit besteht in seiner grofieren Flexibilitdt: manche Konstruktio-
nen, die man auf Mannigfaltigkeiten durchfithren mochte, wiren ohne Weiteres
nicht auf Untermannigfaltigkeiten moglich, so z.B. Quotientenkonstruktionen:

Beispiel 1.2.9 (Der n-dimensionale reelle projektive Raum RP™). Wir defi-
nieren auf R"*1\ {0} die Aquivalenzrelation © ~ y < Rx = Ry, d.h. z und y
sind dquivalent, falls sie auf einer Ursprungsgeraden im R liegen, und setzen
(zundchst als Menge)

RP™ := (R"*1\ {0})/~.

Aquivalent konnen wir RP™ auch als S™/ . definieren, wobei S™ C R die
Binheitssphire im R"1 ist. Auf S™ besteht jede Aquivalenzklasse aus genau
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zwei Punkten, ndmlich jeweils aus Antipodenpaaren. Elemente aus RP™ konnen
als Ursprungsgeraden aufgefasst werden, und dementsprechend kénnen wir sie
folgendermafen bezeichnen: Ist x = (zg,...,x,) € R* 1\ {0}, so bezeichnen
wir die Ursprungsgerade durch x mit [xo : ... : x,] € RP™. Man beachte, dass
fiir jedes A € R\ {0} gilt, dass

[0 : ... i) = [Axo 1 ..t Axy), (1.2.1)

und wenn [xg : ... xp] = [yo: ... : Yn], dann existiert A # 0, so dass ; = \y;
fir alle 7.

Wir versehen RP™ mit der Quotiententopologie von S™, d.h.: wir betrachten
die Projektion m : S™ — RP"™ und definieren eine Menge U C RP™ als offen,
wenn ihr Urbild 7=*(U) offen ist. RP™ ist als stetiges Bild eines kompakten
topologischen Raumes ebenfalls kompakt, auflerdem ist RP™ Hausdorffsch.

Definiere nun offene Teilmengen von RP™ durch

Ui:={[zo:...:xn] | x; #0}

und Abbildungen p; : U; — R™ durch

oi[to: ... an]) = (””0 LE ”””)

) ) )
€Ty Z; €T

Beachte, dass diese Abbildungen aufgrund von (1.2.1) wohldefiniert sind, und
dass die Umkehrabbildung ¢; * : R™ — U; durch

o7 (@1, an) =T i@ L@y @y

gegeben ist. Um zu zeigen, dass {(U;, ;) | i = 0,...,n} einen Atlas auf RP™
definiert, berechnen wir die Kartenwechsel ¢; o 4,0;1 H{x e R | z; #0} — R":

-1 . . 1. . .
piop; (@1, xn) =@i([z1 .z iy o ay))
o o xX; X, 1 Tj41 Iy
- Ty Ty ey Ty Ty T T gy T ]y
Z; xX; Ty X; xX; xX;

wobei wir fir diese Rechnung i < j vorausgesetzt haben. Diese Abbildung ist
offensichtlich differenzierbar.

Mit der induzierten differenzierbaren Struktur wird RP™ zu einer differen-
zierbaren n-dimensionalen Mannigfaltigkeit.

Man beachte, dass die Untermannigfaltigkeitsstruktur von S™ den reellen
projektiven Raum RP™ nicht auf offensichtliche Weise zu einer Untermannig-
faltigkeit macht.

1.3 Differenzierbare Abbildungen

Definition 1.3.1. Sind M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, dann
heifst eine stetige Abbildung f : M — N differenzierbar (oder auch glatt), wenn

7/’5‘3]0090;1 : ‘Pa(Uamfil(vﬁ)) — ¥p(Vj) fir alle Karten (Ua, o) und (Vg, ¢s)
von M bzw. N differenzierbar (d.h. C*°) ist. Bezeichnung: C*°(M,N).
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Man zeigt leicht, dass es fiir die Differenzierbarkeit einer Abbildung f : M —
N geniigt, die Differenzierbarkeit obiger Funktionen fiir gewédhlte Atlanten auf
M und N zu testen. Beispielsweise ist eine Abbildung f : M — R (wobei R mit
der gewohnlichen differenzierbaren Struktur versehen ist) genau dann differen-
zierbar, falls fop 1 : v, (Us) — R fiir alle Karten (Uy, ¢4 ) von M differenzier-
bar (d.h. C*°) ist. (Hier haben wir R selbstversténdlich mit der gew6hnlichen
differenzierbaren Struktur versehen betrachtet.) Bezeichnung: C'*°(M).

Definition 1.3.2. Ein Diffeomorphismus ist eine bijektive Abbildung f: M —
N, so dass f und f~' differenzierbar sind. Ezistiert ein Diffeomorphismus zwi-
schen zwei differenzierbaren Mannigfaltigkeiten M und N, so heifsfen M und N
diffeomorph.

Bemerkung 1.3.3. Zwei differenzierbare Strukturen auf R™ fiihren zu diffeo-
morphen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten, falls n # 4. Es gibt iberabzdhlbar
viele differenzierbare Mannigfaltigkeiten, die zu R* homdomorph sind, aber paar-
weise nicht diffeomorph (siche [10] - die Eristenz solcher exotischer R* wurde
zuvor von Donaldson und Freedman bewiesen).

Auf Sphdren gibt es dhnlich erstaunliche Resultate, hier in vielen Dimen-
sionen: beispielsweise gibt es 28 differenzierbare Mannigfaltigkeiten, die zu S”
homdomorph, aber paarweise nicht (orientierungserhaltend) diffeomorph sind,
siehe [8]. (Fiir S® sind es 2, fir S° 8, fir S'° 6, fir S1* 992, etc.)

1.4 Der Tangentialraum

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, und p € M. Wir mo6chten den
Tangentialraum an M im Punkte p definieren. Anders als beim Begriff der Unter-
mannigfaltigkeit haben wir allerdings keinen umgebenden Raum zur Verfiigung,
der uns hilft, den Tangentialraum als Unterraum zu verstehen.

Zur Motivation betrachten wir zunéchst den Fall M = R™. Der Tangential-
raum T,R™ (den wir noch nicht definiert haben) sollte anschaulich isomorph zu
R™ selbst sein; hier stellen wir uns Elemente aus R™ als Vektoren mit Fu3punkt
p vor. Es sei v = (vy,...,v,) € R™ ein solcher Vektor. Zu v assoziiert betrachten
wir die Richtungsableitung in Richtung v; dies ist ein Operator (wieder mit v
bezeichnet), der auf dem Raum C*°(R™) der differenzierbaren Funktionen auf
R™ wirkt:

of of

v(f) ::vla—xler...Jrvn pr. p.

Wir erinneren an die Definition der partiellen Ableitung: Ist p = (p1,...,Dn),
so ist
af — i f(plauwpiflupi+h'7pi+17"'7pn)_f(p)
= lim .
8:51- » h—0 h
Der Operator v erfiillt v(f + g) = v(f) + v(g) und v(\f) = Iv(f) fiir alle
Funktionen f,g € C°°(R™) und alle A € R, sowie die Bedingung

v(fg) =v(f)glp) + f(p)v(g)

(v ist eine Derivation). Unsere Definition des Tangentialraumes ist durch diese
Konstruktion motiviert. Man beachte zunéchst, dass der Raum C*°(R™) nicht
der natiirliche Definitionsbereich der obigen Richtungsableitungen ist, da eine
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Funktion nicht auf ganz R™ definiert sein muss, um in p abgeleitet zu werden.
Es ist ausreichend, wenn sie auf einer beliebig kleinen offenen Menge definiert
ist. Um dies zu formalisieren, setzen wir

Fp:=A{f:U—=R|UC M offen, p € U, f differenzierbar}/..,

wobei die Aquivalenzrelation ~ folgendermaBen definiert ist: f ~ g genau dann,
wenn es eine offene Menge V' C M mit p € V gibt, so dass f und g auf V
definiert sind, und f|v = g|v. Elemente aus F, heilen Funktionenkeime in p.
Fiir f : U — R differenzierbar bezeichnen wir den Funktionenkeim in p € U mit
7]

Fp ist eine R-Algebra: [f] + [g] := [f + g], und [f] - [g] := [fg]. Man beachte
auflerdem, dass die Abbildung F, — R, [f] — f(p) wohldefiniert ist, aber dass
die Auswertung eines Funktionenkeims in 7, in jedem anderen Punkt auler p
nicht méglich ist. Nun konnen wir Tangentialvektoren und den Tangentialraum,
wie oben motiviert, definieren:

Definition 1.4.1. FEin Tangentialvektor an M in p ist eine lineare Abbildung
v:F, =R,
die die Leibniz-Regel erfillt:

v([f1lg]) = v([FDg(p) + f(p)v(lg])-

Der Tangentialraum T, M wvon M in p ist die Menge der Tangentialvektoren
von M in p, versehen mit der Vektorraumstruktur

(v +w)[f] = o([f]) + w({f]),  (av)[f] = - v([f])-
Ist f: U — R differenzierbar, so schreiben wir v(f) := v([f]).

Beispiel 1.4.2. Im Fall M = R"™ sehen wir sofort, dass die Operatoren %
“lp

Tangentialvektoren im Punkte p sind.

Bemerkung 1.4.3. Ein Indiz dafiir, dass Tangentialvektoren Ableitungen sind,
ist dadurch gegeben, dass fiir jede Funktion f, die in einer Umgebung U von
p konstant ist, und jeden Tangentialvektor v € T,M gilt, dass v(f) = 0: es
gilt: v(1) = v(1-1) =v(1)-14+1-v(1) = 20(1), also v(1) = 0, und damit
v(a) = av(l) =0 fir jedes a € R.

Wir méchten nun die Entsprechung der Richtungsableitungen im Fall einer
beliebigen differenzierbaren Mannigfaltigkeit definieren. Es sei (U, ¢) eine Karte

um p € U: ¢ : U — R™. Es seien uq,...,u, die Standardkoordinaten von R™,
d.h. u; : R™ — R ist gegeben durch u;(vy,...,v,) = v;. Definiere

T; 1= U; © P,

d.h. ¢ = (z1,...,2,). (Wir nennen z; lokale Koordinaten.) Nun definieren wir
Tangentialvektoren wie folgt:

0

: —R
&m— p pr



14 KAPITEL 1. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

ist gegeben durch
0

85&

P
Wir schreiben fiir diesen Ausdruck auch gTi ) oder %(p).

Lemma 1.4.4. %’ ist ein Tangentialvektor an p.
“lp

Beweis. Wir fithren die Leibnizregel auf die entsprechende Eigenschaft der Rich-
tungsableitungen im R”™ zuriick: Fiir lokal definierte Funktionen f, g gilt:

_ Ao %";ﬁffg ° 27 ) (o)
_ “fgiuf‘)w(p)) (go e ) (e®)

gop™)
811,1'

= (ai pf) g(p) + f(p) (aii p9> :

Beispiel 1.4.5. Wir berechnen %‘ (xj): da xj = uj; o, gilt
“lp

+ (f oo N (e(p) (e(p))

0 dzjop!)

o, ) (z;) = T(@(?))

O(ujopop™t)

== (v(p))
6Uj

= 7, (e(p))

1 =y

10 i#5

Satz 1.4.6. 8%1 IEREES 8%" p) ist eine Basis von T,M. Fir v € T,M gilt:

v= Z:‘L:l v(w;) aix,-

p

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind. An-
genommen, a; € R seien so, dass

i 0

=0.
P
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Insbesondere gilt also, wenn wir die Funkion z; in diesen Operator einsetzen,
mit Hilfe von Beispiel 1.4.5:

0
O:Zalaixl

i=1

n
Tj = E ai(Sij = aj,
p =1

also folgt die linare Unabhéngigkeit.

Um zu zeigen, dass diese Vektoren den Raum 7, M aufspannen, brauchen
wir folgende Hilfsaussage: Zu jeder auf einer Umgebung von p definierten Funk-
tion f gibt es (moglicherweise auf einer kleineren Umgebung von p definierte)
Funktionen f;, so dass

f=fp+ Z(% —zi(p)fi (1.4.1)

in einer Umgebung von p. (Dies entspricht der Taylorentwicklung von f in erster
Ordnung.)
Beachte, dass die Gleichung (1.4.1) impliziert, dass

0

Betrachte die auf einer konvexen Umgebung von ¢(p) € R™ definierte Funk-
tion f o ¢~ 1. Fiir diese gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung und der Kettenregel:

9

(zi—zi(p)) fi(p)+(zi(p) —zi(p)) 5| fi = fi(p) (1.4.2)

K
833j

Jlp

(Foe ™)) = (Fow el = [ (0™ o)+t = plo))i

=S - [ 22D )+ 11y - wto))ar

=:fi(e™ (y))

Ersetzen von y durch ¢(q) zeigt Gleichung (1.4.1).
Wenden wir nun einen Tangentialvektor v € T, M auf diese Gleichung an, so
erhalten wir mit Hilfe von (1.4.2):

o(f) =v(f(p)) + Z(v(wi) —v(zi(p))) fi(p) + (zi(p) — i(p))v(f:)
= Zv(xi)fi(p)

0
= Zi:v(xi) Dz

3

f
P
dh.ov=>" v(x;) 3%’ . Dies zeigt, dass T, M durch die Vektoren 8% ) aufge-
spannt wird, und gleichzeitig die zweite Aussage des Satzes.

Man beachte, dass aus diesem Satz folgt, dass die Dimension der Vek-
torrdume T, M gleich der Dimension der Mannigfaltigkeit M ist.
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Beispiel 1.4.7. Betrachte T;R. Nach Satz 1.4.6 ist dieser Vektorraum aufge-
spannt durch 8%|t' Wir haben einen Isomorphismus

T,R — R,

der durch v — v(idg) gegeben ist: es gilt 6%|t (idg) = 1.

1.5 Das Differential einer Abbildung

Es seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, und F : M — N dif-
ferenzierbar. Wir definieren das Differential von F' in p € M, bezeichnet mit
dFy : T,M — TN, als die lineare Abbildung

dF,(0)(f) = v(f o F).

Betrachte Karten (U, ¢) und (V, ) um p bzw. F(p), und schreibe ¢ = (z1,...,zy)
und ¥ = (Y1, ., Ym)-

Satz 1.5.1. Die Matriz von dF, bzgl. der Basen (% ) und (8%- . )) ist
“lp *IF(p
~1

gleich der Jacobimatriz von v o F oo™t in ¢o(p).

Beweis. Nach Satz 1.4.6 konnen wir dF,(v) in der gegebenen Basis von Tp(,) N
ausdriicken:

= 0
_;U(yZOF) 8y1,

=Y R W) 5

YilFp)

F(p)

Fiir v = %‘ gilt also:
7 lp

(yio F)

CANG,
:ZT

Andererseits ist die Jacobimatrix von 1) o F o ¢~! in (p) gegeben durch
> _ ( d(y: o F) >
©(p) 0,5 6]}]‘ P/ i,

Satz 1.5.2 (Kettenregel). Es seien F': M — N und G : N — L differenzierbare
Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten, und p € M. Dann gilt: d(G o F), =
dGF(p) o de.

1

IyioFop™)
8Uj

O

Beweis. Sei v € T,M und f eine Funktion, definiert auf einer Umgebung von
G(F(p)). Dann gilt:

dG pp) ((dFp)(0)(f) = (dF(0))(f 0 G) = v(f o G o F) = d(G o F),(v)(f)-
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Beispiel 1.5.3. 1. Fine glatte Abbildung c : (a,b) — M heifit auch (glatte)
Kurve in M. Firt € (a,b) definieren wir ¢/(t) = ¢(¢) := dct(a%h), Wir
werden auch von auf abgeschlossenen Intervallen definierten glatten Kur-
ven c: [a,b] = M sprechen; dies soll aber nur eine Kurzschreibweise fiir
eine auf einem Intervall der Form (a — e,b + ¢) definierte glatte Kurve
sein.

2. Fir eine differenzierbare Abbildung f : M — R kénnen wir Tyq,)R nach
Beispiel 1.4.7 mit R identifizieren. Wir erhalten unter dieser Identifikation

dfp(v) = dfp(v)(idr) = v(f o idgr) = v(f).

Folgender Trick, der nur eine einfache Anwendung der Kettenregel ist, ist
so hilfreich, um das Differential einer Abbildung auszurechnen, dass er einen
eigenen Satz verdient:

Satz 1.5.4. Es sei F': M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen Man-
nigfaltigkeiten, p € M und v € T,M. Weiterhin seic: I — M, 0 € I, eine
Kurve in M mit ¢(0) = p und ¢’(0) = v. Dann gilt:

dF,(v) = (F o ¢)'(0).

1.6 Resultate aus der Analysis

In diesem Abschnitt listen wir ohne Beweis Resultate auf, die (mindestens teil-
weise) aus Analysis bekannt sind.

Definition 1.6.1. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M. Eine
(differenzierbare) Zerlegung der Eins von M ist eine {p; | i € I} von glatten
Funktionen auf M (wobei I eine beliebige Indexmenge ist), so dass

1. Die Familie von Trigern {suppy; | ¢ € I} ist lokal endlich, d.h., um
jeden Punkt p € M existiert eine Umgebung, die nur endlich viele dieser
Mengen schneidet

2. Y icrpi(p) = 1 fiir alle p € M, und @;(p) > 0 fiir alle p € M und alle
iel.

Wenn U = {U, | a € A} eine offene Uberdeckung von M ist, dann heifit
{¢i} der Uberdeckung U untergeordnet, wenn fiir jedes i ein « existiert mit
supp ¢; C Ug.

Der Beweis (siehe z.B. [12, Theorem 1.11]) des folgenden Satzes iiber die
Existenz einer Zerlegung der Eins benutzt, dass Mannigfaltigkeiten das zweite
Abzghlbarkeitsaxiom erfiillen.

Satz 1.6.2. Es sei U cine offene Uberdeckung einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit M. Dann existiert eine abzdihlbare differenzierbare Zerlequng der Eins,
die U untergeordnet ist.

Folgendes ist eine typische Anwendung der Existenz einer Zerlegung der
Eins:
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Korollar 1.6.3. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, U C M of-
fen, A C U abgeschlossen, und f : U — R differenzierbar. Dann gibt es eine
differenzierbare Funktion g : M — R, so dass g|a = f|a und g|ypp = 0.

Beweis. Betrachte die Uberdeckung {U, M \ A} von M, und {¢, v} eine dieser
Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins, d.h. supp ¢ C U und supp ¢ C
M\ A.

Wir definieren g := ¢- f, wobei wir f beliebig (nicht notwendigerweise stetig,
d.h. zum Beispiel durch f|yny = 0) auf ganz M fortgesetzt haben.

Da vla =0, gilt ¢|a =1, also gla = fla. Auf M \ U verschwindet ¢, also

Der folgende Satz iiber lokale Umkehrbarkeit ist aus Analysis bekannt:

Satz 1.6.4. FEs sei U eine offene Teilmenge des R™ und f : U — R™ eine
differenzierbare Abbildung. Ist df, : R™ — R™ fir ein p € U invertierbar, so
gibt es eine Umgebung V von p, so dass f|v ein Diffeomorphismus von V' auf
eine Umgebung W wvon f(p) ist. Weiterhin gilt, dass das Differential von f~1
i qg €W durch

(df 1)q = (dfp-1(g) " (1.6.1)

gegeben ist.

Man beachte, dass dieser Satz in der Analysis fiir gewShnlich unter der Vor-
aussetzung, dass f einmal stetig differenzierbar ist, bewiesen wird; die Folgerung
ist dann, dass f ein C!'-Diffeomorphismus ist. Die Formel (1.6.1) impliziert aber,
dass f~! unendlich oft differenzierbar ist, falls f unendlich oft differenzierbar
ist.

Fiir Mannigfaltigkeiten konnen wir den Umkehrsatz nun wie folgt formulie-
ren:

Satz 1.6.5. Es seien M und N differenzierbare Abbildungen gleicher Dimen-
sion, U C M eine offene Teilmenge und f : U — N eine differenzierbare
Abbildung. Ist dfy, : T,M — Ty, N fiir einen Punkt p € U invertierbar, so gibt
es eine Umgebung V von p in M, so dass f|v ein Diffeomorphismus von V auf
eine Umgebung von f(p) in N ist.

Beweis. Man betrachte Karten ¢ und ¢ um p und f(p) und wende den Um-
kehrsatz auf 1o f o @~! an. O

Weiterhin benotigen wir den folgenden Satz, bekannt als Satz iiber die lokale
Gestalt von Immersionen und Submersionen:

Satz 1.6.6. Es sei U eine Umgebung von 0 € R™ sowie f : U — R* eine
differenzierbare Abbildung mit f(0) = 0.

1. Ist n < k und dfy injektiv, so gibt es einen Diffeomorphismus ¢ zwischen
Umgebungen von 0 in R* (d.h. eine Karte von R¥ um 0), so dass

Yo f(x)=(x1,...,2,,0,...,0)

fiir alle x in einer Umgebung von 0 € R™.
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2. Istn > k und dfy surjektiv, so gibt es einen Diffeomorphismus @ zwischen
Umgebungen von 0 in R™, so dass

fop(x)=(1,...,2k)

fiir alle x in einer Umgebung von 0 € R™.

1.7 Untermannigfaltigkeiten

Bereits in Abschnitt 1.2 haben wir den Begriff einer Untermannigfaltigkeit im
R* erwithnt. Hier werden wir eine allgemeinere Situation betrachten, in der der
umgebende Raum eine beliebige differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.

Definition 1.7.1. Eine differenzierbare Abbildung F : M — N zwischen diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeiten heifft Immersion, wenn dFy, : T,M — Tp@,) N
fiir alle p € M injektiv ist. Wir nennen F(M) eine immersierte Untermannig-
faltigkeit von N.

Man beachte, dass F' nicht als injektiv vorausgesetzt ist, aber selbst wenn F’
eine injektive Immersion ist und N = R¥, dann stimmt der Begriff der injektiv
immersierten Untermannigfaltigkeit nicht mit Definition 1.2.8 iiberein, wie wir
in den Ubungen sehen werden.

Definition 1.7.2. Ist F : M — N eine injektive Immersion mit der zusdtzli-
chen Eigenschaft, dass F' ein Homdomorphismus aufs Bild (d.h., ein Homdomor-
phismus M — F (M), wobei F'(M) mit der Teilraumtopologie versehen wird) ist,
dann heifit F' eine Einbettung. In diesemn Fall nennen wir F(M) eine eingebet-
tete Untermannigfaltigkeit von N.

Bemerkung 1.7.3. Der Begriff einer Untermannigfaltigkeit variiert von Autor
zu Autor zwischen (injektiv) immersierten und eingebetteten Untermannigfaltig-
keiten. Oft wird auch verlangt, dass die Untermannigfaltigkeit M eine Teilmenge
der umgebenden Mannigfaltigkeit N ist; die Bedingung ist dann, dass die Inklu-
sioni: M — N eine (injektive) Immersion bzw. Einbettung ist.

Ohne Beweis erwidhnen wir den Whitneyschen Einbettungssatz:

Theorem 1.7.4. Jede n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit kann
als Untermannigfaltigkeit des R?>" 1 realisiert werden.

Es folgt also insbesondere, dass RP" als Untermannigfaltigkeit in R27*!
lebt; diese Untermannigfaltigkeitsstruktur ist aber nicht natiirlich.

Der Satz 1.6.6 iiber die lokale Gestalt von Immersionen impliziert, dass Im-
mersionen lokal immer Einbettungen sind:

Satz 1.7.5. Es sei dimM = n, dimN =k, FF : M — N eine Immersion
und p € M. (Es reicht, vorauszusetzen, dass F differenzierbar und dF, injektiv
ist.) Dann gibt es eine Umgebung U von p in M und eine Karte (V,v), ¢ =
(Y1,---,9k), von N um F(p), so dass

1. ynt1(q) = ... =yr(q) =0 fiir alle g e VN F(U) und

2. F|y ist eine Einbettung.
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Wir nennen eine solche Karte 1) auch Untermannigfaltigkeitskarte.

Beweis. Es seii: R" — RF die Abbildung i(z1,...,7,) = (z1,...,2,,0,...,0).
Wihle eine Karte ¢ von M um p mit ¢(p) = 0 und eine Karte n von N um F(p)
mit 7(F(p)) = 0, und betrachte no Fop~!. Diese Abbildung schickt 0 auf 0 und
ihr Differential ist in 0 injektiv nach der Kettenregel, da die Differentiale von
Karten Vektorraumisomorphismen sind. Nach dem ersten Teil von Satz 1.6.6
gilt nun, dass es eine Karte g : V' — R* von R* um 0 und eine Umgebung W
von 0 € R™ gibt, so dass gono FO<,0_1|W = i|w. Wir setzen U := o~ }(W),
V :=n~1(V’) und ¢ := g on. Dann ist 1. offenbar erfiillt, und dass F|y eine
Einbettung ist, gilt, weil F|y = ¢ "1 oio <p|U. O

Wenden wir diesen Satz auf den Spezialfall einer Einbettung F : M — R* an,
so folgt aus dem ersten Teil des Satzes, dass F'(M) eine Untermannigfaltigkeit
von R¥ im Sinne von Definition 1.2.8 ist.

Ist ' : M — N eine differenzierbare Abbildung und i : P — M eine
(immersierte) Untermannigfaltigkeit, dann heifit die Komposition F o die Ein-
schrinkung von F auf P. Wir schreiben auch einfach F|p, wenn die Inklu-
sionsabbildung 4 offensichtlich ist. Die Einschrénkung einer differenzierbaren
Abbildung ist als Komposition von differenzierbaren Abbildungen wieder dif-
ferenzierbar. Schwieriger ist das Problem, den Zielraum einer differenzierbaren
Abbildung einzuschriinken: (Der Beweis des folgenden Satzes ist eine Ubung)

Satz 1.7.6. Es sei F': M — N eine differenzierbare Abbildung und i : P — N
eine injektiv immersierte Untermannigfaltigkeit. Wir nehmen weiterhin an, dass
F(M) C i(P). Wir definieren G : M — P durch die Bedingung F(p) = i(G(p)).
(Dies ist wohldefiniert, da i injektiv ist.)

M-t N

RN

P
Dann gilt:
1. Fualls i eine Einbettung ist, so ist G stetig.
2. Falls G stetig ist, so ist G glatt.

Die Existenz von Untermannigfaltigkeitskarten, die in Satz 1.7.5 bewiesen
wurde, zeigt, dass Untermannigfaltigkeiten lokal als Nullstellenmenge einer Ab-
bildung in einen R™ dargestellt werden kénnen. Umgekehrt kann man zeigen,
dass Urbilder von Punkten unter differenzierbaren Abbildungen unter gewissen
Umsténden Untermannigfaltigkeiten liefern. Wir definieren dazu:

Definition 1.7.7. Es sei F' : M — N differenzierbar. Dann heifit ein Punkt
p € M ein regulirer Punkt, falls dF, : TyM — Tp )N surjektiv ist. Andernfalls
heif$t p ein kritischer Punkt.

Ein q € N heifit regulirer Wert, falls alle Punkte in F~1(q) regulir sind.
Andernfalls heifit g ein kritischer Wert.

Eine sehr praktikable Moglichkeit, Untermannigfaltigkeiten zu konstruieren,
ist nun als Urbilder regulidrer Werte:
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Satz 1.7.8. Es sei M eine n-dimensionale und N eine k-dimensionale Man-
nigfaltigkteit. Es sei F': M — N differenzierbar und q € F(M) ein regulirer
Wert (d.h. insbesondere n > k). Dann ist F~1(q), versehen mit der Teilraum-
topologie, eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n — k, und es exis-
tiert eine eindeutige differenzierbare Struktur auf F~1(q), so dass die Inklusion
F~Y(q) — M eine Einbettung (und F~'(q) damit eine eingebettete Unterman-
nigfaltigkeit) wird.

Beweis. Wir fixieren eine Karte (V1) von N um ¢ mit ¢(q) = 0 € R¥. Es sei
p € F~1(q) beliebig, und (U, ¢) eine Karte von M um p mit ¢(p) = 0 € R™.
Dann hat 1o Fop~! in 0 surjektives Differential, und daher kénnen wir den Satz
1.6.6 tiber die lokale Gestalt von Submersionen anwenden: es gibt eine Karte g
von R™ um 0 mit Definitionsbereich W, so dass

YoFop log|, =mly,

wobei m1 (und 73) die natiirlichen Projektionen in folgendem Diagramm sind:

R™ = Rk % Rnfk

Rk’ Rn—k

Weiterhin sei 5 die Inklusion R*~* — R™ definiert durch is(z1,..., T, %) =
(0,~--,0,$1,-~-ﬂn—k)-

Wir setzen W = mo(W); dann gilt ¢ o Fop™! ogoz'g}w = m oialyy = 0;
weshalb das Bild der Abbildung
J:z(pflogoz‘Q:W—>M
in F~1(q) liegt. Diese Abbildung ist stetig mit Zielraum M, und daher auch ste-
tig mit Zielraum F~1(g), da wir diesen mit der Teilraumtopologie versehen. Die
Umbkehrabbildung ist durch die stetige Abbildung m3 o g1 o ¢ gegeben; damit
ist o ein Homdomorphismus zwischen W und einer in F~1(q) offenen Umge-
bung von p. Durch die Karten o, assoziiert zu jedem Punkt p € F~1(q), wird
F~1 damit zu einer topologischen Mannigfaltigkeit der Dimension n — k. Die
Kartenwechsel sind differenzierbar, da sie Einschrinkungen von Kartenwech-
seln der differenzierbaren Mannigfaltigkeit M sind. Damit trigt F~!(q) eine
differenzierbare Struktur, und die Inklusion F'~!(q) — M ist eine Einbettung.

Die Eindeutigkeit der differenzierbaren Struktur folgt aus dem folgenden
Satz, der in den Ubungen bewiesen werden wird. O

Satz 1.7.9. Es sei M C N eine Teilmenge von N, die, versehen mit der Teil-
raumtopologie, eine topologische Mannigfaltigkeit wird. Falls M eine differen-
zierbare Struktur trdgt, beziiglich derer die Inklusion i : M — N eine Finbettung
ist, so ist diese differenzierbare Struktur eindeutig.

Beispiel 1.7.10. 1. Betrachte F : R"™' — R, F(z) = ||z||*> = Y, 27. Es
gilt, dass 1 ein regulirer Wert von F ist; damit wird S™ = F~1(1) zu einer
Untermannigfaltigkeit des R™"*1.
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2. In diesem Beispiel zeigen wir, dass die orthogonale Gruppe
O(n)={A e M(n,R) | AA' = I1,,}

eine Untermannigfaltigkeit von M(n,R) = R™ ist. Um dies zu sehen,
definieren wir
Vi={XeMnR)| X=X}

und

F:M(n,R) — V; Ars AA".
Damit gilt: O(n) = F~Y(1,). Wenn wir zeigen kinnen, dass I,, ein re-
guldrer Wert von F ist, dann haben wir gezeigt, dass O(n) eine Unter-
mannigfaltigkeit von M (n,R) ist. Wir berechnen mit Hilfe von Satz 1.5.4:

dFa(X) = % F(A+tX) = % (A+tX)(A+tX)
t=0 t=0
= % AA" +HAX + XA + 2 X X!
t=0
= AX'+ X A"

Wir miissen also zeigen: Zu B € V und A € O(n) gibt es X € M(n,R)
mit B = AX"+ X A'. Wir setzen X = $BA und erhalten

1 1
AX' + XA = i(AAtBt + BAA"Y) = §(Bt + B) =B.

Bemerkung 1.7.11. Es sei M C N eine (immersierte) Untermannigfaltigkeit,
d.h., die Inklusion i : M — N sei eine Immersion. Obwohl M hier als Teilmenge
von N vorausgesetzt wird, ist T, M nicht auf natiirliche Weise ein Unterraum
von T,M: Elemente aus T,M sind Derivationen auf Funktionenkeimen um p
in M, und Elemente aus T,N sind Derivationen auf Funktionenkeimen um p
in N. Wir konnen T, M dennoch als Unterraum von T,N auffassen, indem wir
T,M mit dem Bild di,(T,M) C T,N identifizieren. Wir werden oft einfach
T,M C T,N schreiben.

1.8 Das Tangentialbiindel

Definition 1.8.1. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann ist
ein (C°°)-Vektorbiindel vom Rang k dber M ein Paar (E, ), bestehend aus ei-
ner differenzierbaren Mannigfaltigkeit E und einer surjektiven differenzierbaren
Abbildung 7 : E — M, so dass fiir alle p € M gilt:

1. Die Faser E, := 7 1(p) ist ein k-dimensionaler Vektorraum, und

2. Es gibt eine Umgebung U von p und einen Diffeomorphismus ¢ : 7= (U) —
U x R*, so dass das Diagramm

U x R¥
\ pri

kommutiert und ¢|g, : E; — {q} x R¥ = R* linear ist.
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E heifst Totalraum, M Basis des Vektorbiindels E. ¢ heifit lokale Triviali-
sierung.

Bemerkung 1.8.2. Fiir zwei lokale Trivialisierungen ¢ : 71 (U) — U x R¥
und ¥ : (V) = V x RF kénnen wir die Abbildung

pop™: (UNV) xR - (UNV) x R

betrachten. Diese ist von der Form (p,v) — (p, Ap(v)), wobei A, € GL(k,R).
Die Abbildung U NV — GL(k); p — A, ist glatt. (Dies folgt daraus, dass alle
thre Matrizkomponenten glatt sind, was man wiederum daran sehen kann, dass
diese als Komponenten von p — (p,e;) — (p, Ap(e;)) auftreten, wobei e; die
Standardbasis von RF ist.)

Definition 1.8.3. Ein (C°°)-Schnitt von E ist eine differenzierbare Abbildung
s: M — E, so dass mos = idps. Bezeichnung: I'(E). Ist s nur auf einer offenen
Menge U C M definiert, so sprechen wir von einem lokalen Schnitt von E.

Bemerkung 1.8.4. Ist s € I'(E) und f € C*(FE), so ist fs € I'(E). Hierbei ist
(fs)(p) = f(p)s(p), und diese skalare Multiplikation ist die des Vektorraumes
E,. Algebraisch bedeutet dies, dass I'(E) ein Modul iber dem Ring C*°(M) ist.

Es sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ziel dieses
Abschnittes wird sein, TM := (J, T, M mit der Struktur eines Vektorbiindels
vom Rang n iiber M zu versehen. Definiere 7w : TM — M durch v € T,M ~ p.
Elemente aus 7'M werden einfach mit v bezeichnet (wobei v € T} (,,)M), oder
manchmal auch mit (p,v) (wobei v € T,M).

Es sei A = {U,, pa) | @ € A} die differenzierbare Struktur einer n-dimensio-
nalen Mannigfaltigkeit M. Es gilt: #=*(U,) = TU, = U T,M. Schreibe
Yo = (2F,...,2%) und definiere

pEUn

Vo : T HUs) — 0a(Ua) X R" CR?™; v = (0o (m(v)), v(2), ..., v(z)).

n

(1.8.1)
(Man habe hier Satz 1.4.6 im Hinterkopf, der besagt, dass die Koeffizienten von

v in der Basisdarstellung bzgl. der Basis ( 5% | ) gerade durch die v(z$) gegeben

ox
ilp
sind.)
Wir méchten durch {(TUq, %) | @ € A} einen Atlas auf TM definieren.
Zunéichst miissen wir uns jedoch um die Topologie auf M kiimmern.
Wir definieren die Topologie auf T'M als die durch

(Wt (W) |a € A, W C po(U,) x R™ offen}

erzeugte Topologie. Diese Topologie ist Hausdorffsch: Seien v,w € T M. Falls
m(v) # w(w), dann gibt es offene Mengen in M, die 7(v) und 7(w) trennen,
da M Hausdorffsch ist. Die Urbilder unter 7 trennen dann v und w. Falls p :=
m(v) = w(w), so betrachte eine Abbildung ¥, mit p € U,, und wihle offene
Mengen in ¢, (Uy) x R™, die ¥4 (v) und 9, (w) trennen.

Um zu zeigen, dass T'M eine topologische Mannigfaltigkeit ist, miissen wir
zeigen, dass die Abbildungen v, Homdomorphismen sind. Nach Definition sind
sie stetig. Um zu zeigen, dass die Umkehrabbildungen stetig sind, miissen wir
zeigen, dass Yo (g (W)) = (g 0 g) (W) fiir alle offenen Mengen W C
vp(Ug) x R™ offen ist. Dies haben wir aber gezeigt, wenn wir beweisen kénnen,
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dass alle Kartenwechsel 9, o 1/151 glatt sind, was wir ohnehin zeigen miissen,
damit T'M eine Mannigfaltigkeit wird.

Es gilt v(z{) = dxf(v) unter der Identifikation T,a ()R = R, siehe Beispiel
1.5.3. Weiterhin identifizieren wir

dpa(v) = (dz7(v), ..., dzy(v) = (v(z]), ..., v(zR)),
so dass wir 9, als
ba(v) = (a(m(v)), dpa(v)) (1.8.2)
schreiben kénnen. Damit ist fiir p € ¢¥g(Uy NUpg) und w € R™

(Yo 0 5" ) (0, w) = ((Pa 0 05" ) (D), d(¢a © 05 )p(w)).

Dies zeigt, dass die Kartenwechsel differenzierbar sind: {(TU,, %) | o € A} ist
ein C*°-Atlas auf TM. Da wir M durch abzéhlbar viele Kartengebiete U, iiber-
decken konnen, wird TM durch abzahlbar viele Kartengebiete TU,, iiberdeckt:
T M ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Die restlichen Bedingungen, die erfiillt sein miissen, damit = : TM — M
ein Vektorbiindel wird, sind leicht nachzupriifen: lokale Trivialisierungen sind
durch die v, gegeben; nach Konstruktion sind sie Diffeomorphismen. Da das
Diagramm in Punkt 2. der Definition kommutiert, folgt, dass = : TM — M
differenzierbar ist. Die Faser m~(p) ist 7,M, d.h., ein n-dimensionaler Vektor-
raum, und Gleichung (1.8.2) zeigt, dass ¢a|Tp u durch die lineare Abbildung
(dpa)p gegeben ist.

1.9 Vektorfelder

Definition 1.9.1. Elemente in I'(T'M) heiffen (differenzierbare) Vektorfelder
auf M.

Bemerkung 1.9.2. WennU C M offen ist, dann ist X € T'(TU) ein Vektorfeld
auf der Mannigfaltigkeit U. Wir sprechen auch von lokalen Vektorfeldern auf
M.

Es sei X € I'(T'M). Fur p € M ist also X(p) (auch mit X, bezeichnet) ein
Tangentialvektor im Punkt p, d.h. eine Derivation auf den Funktionenkeimen in
p. Dies bedeutet, dass wir fiir eine glatte Funktion f € C*°(M) die Funktion

X(f): M —R; p— X,(f)
betrachten kénnen.

Beispiel 1.9.3. Es sei (U,p) eine Karte, ¢ = (x1,...,x,). Wir definieren
Vektorfelder % auf U durch

0 0
8.1‘1' p._ 8931

Es ist zu zeigen, dass diese Zuordnungen differenzierbare Schnitte von TU defi-
nieren. Betrachte die entsprechende Karte 1 von TU wie in (1.8.1); dann gilt:

P ((61)17) = (p(p),0,...,0,1,0,...,0),

€ T,M.
p
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wobei die 1 in der iten Stelle (nach i — 1 Nullen) steht. Da die Abbildung
p = P (%) ) also differenzierbar ist, haben wir wirklich ein differenzier-
bares Vektorfelé) definiert.

Der folgende Satz ist analog zu Satz 1.4.6.

Satz 1.9.4. FEs sei (U, @) eine Karte von M, ¢ = (x1,...,2,). Fir X e T(TU)
gilt:

- 0
X = ;X(xi)a—xi, (1.9.1)
und X (x;) € C°(U). Umgekehrt definiert fir alle fi1,..., fn, € C®(U)

~ 0
;fi%

ein differenzierbares Vektorfeld auf U.

Beweis. Nach Satz 1.4.6 kénnen wir fiir X € I'(TU) den Tangentialvektor X,

als >0 X, () % schreiben. Daher kénnen wir das Vektorfeld X, d.h., die
tlp

Zuordnung p — X, in der Form (1.9.1) schreiben. Beachte, dass X(z;) €

C>(U), da X (z;) als Komponente der differenzierbaren Funkion 1 o X auftritt

(wobei ¢ die zu ¢ assoziierte Karte von T'M ist).

Die zweite Aussage ist nichts anderes als Beispiel 1.9.3, kombiniert mit Be-
merkung 1.8.4. O

Wir haben gezeigt, dass T'(T'U) ein freier Modul iiber C*°(U) ist, mit Basis
d

)
W’ ey 8:Cn .
'Der folgende Satz iibertriagt diese lokalen Argumente zu einer globalen Aus-

sage auf M:

Satz 1.9.5. Fir ein Vektorfeld X auf M und f € C°(M) ist X(f) € C>*°(M).
Umgekehrt gilt: ist M — TM; p — X, € T,M eine beliebige (nicht notwen-
digerweise stetige oder differenzierbare) Abbildung, fir die gilt, dass fiir alle
f e C>®(M) auch die Abbildung X (f) : p — X, (f) glatt ist, soist X : M — TM
differenzierbar, d.h. ein differenzierbares Vektorfeld auf M.

Beweis. Es sei X € T'(TM) und f € C*°(M). Die Differenzierbarkeit von X (f)
kann lokal in einer Karte (U, ) getestet werden. Sei ¢ = (z1,...,x,). Nach

Satz 1.9.4 kénnen wir X auf U als X = ZiX(l’i)% schreiben, d.h. X(f) =
> X (xi)%, was eine differenzierbare Funktion ist.
Betrachte nun eine beliebige Zuordnung p — X,. Auf U kénnen wir X, in

der zu (U, ¢) assoziierten Basis darstellen, d.h.

- 9]

i=1 p
Ist nun X (f) fiir alle glatten Funktionen f differenzierbar, so ist insbesonde-
re X (z;) differenzierbar (man benutze hier Korollar 1.6.3, um zu zeigen, dass
sich x;, eingeschrinkt auf eine kleinere Umgebung, zu einer differenzierbaren
Funktion auf ganz M fortsetzen kann), und also nach Satz 1.9.4 X auch diffe-

renzierbar. O
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Bemerkung 1.9.6. Man beachte auflerdem, dass ein Vektorfeld X € T'(TM)
eine Derivation auf den glatten Funktionen auf M ist:

X(fg)=X(f)g+ fX(9)

Die Vektorfelder auf M tragen die Struktur eines Moduls iiber C*°(M). Eine
weitere Struktur auf dem Raum der Vektorfelder wird fiir uns interessant sein:

Definition 1.9.7. Es sei V' ein Vektorraum iber einem Kérper K und [-,-] :
V xV =V eine Abbildung, die

1. bilinear,
2. antisymmetrisch (v, w] = —[w,v]) ist und
3. die Jacobiidentitat
[w, [v,w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0
erfillt.

Dann heifit (V,[-,-]) eine Liealgebra. Die Abbildung [-,-] heifit die Lieklammer
dieser Liealgebra.

AufT'(T'M) konnen wir eine Lieklammer wie folgt definieren: Es seien X, Y €
I(TM), und f € C°(M). Dann ist Y(f) € C*°(M), und dann auch X (Y'(f)).
Die Zuordnung

XpY + Fy — Ry [f] = Xp(Y(f))

ist kein Tangentialvektor in p, da die Leibnizregel nicht erfiillt ist:

(XpY)(f - g) Xp(Y(f9))
Xp(Y(f)g + 1Y (9))
—( Xp(Y(£)g(p) + Yo(£) Xp(9) + Xp()Yp(9) + [ () X, (Y (9))
= (XY)(Ng(p) + f(0)(XpY)(9) + Yo () Xp(9) + Xp (/)Y (9)-

Der dritte und vierte Summand miisste verschwinden, damit X, Y ein Tangenti-
alvektor in p ist. Wir sehen allerdings, dass diese beiden Summanden zusammen
symmetrisch in X und Y sind, d.h. es folgt, dass X,Y — Y, X die Leibnizregel
erfiillt. Wir definieren:
[X.,Y], = X,)Y - Y, X,

d.h.

X, Y]p(f) = Xp(Yf) - Yp(Xf)-
Da X(Yf) — Y(X/f) fiir alle differenzierbaren Funktionen f wieder differen-
zierbar ist, folgt mit Satz 1.9.5, dass [X, Y] ein differenzierbares Vektorfeld auf
M ist. R-Bilinearitéit und Antisymmetrie von [-, -] ist offensichtlich, und eine
Rechnung zeigt, dass diese Klammer auch die Jacobiidentitéit erfiillt. Es folgt:

Satz 1.9.8. (T'(T'M),[,-]) ist eine reelle Liealgebra.
In den Ubungen werden wir sehen:

Satz 1 9.9. Ist (U,¢), ¢ = (x1,...,2,) ein Koordinatensystem auf M, so gilt
[52-, 521 = 0.
T ; T




1.10. INTEGRALKURVEN UND FLUSSE VON VEKTORFELDERN 27

1.10 Integralkurven und Fliisse von Vektorfel-
dern

Definition 1.10.1. Es sei X ein Vektorfeld auf M und o : (a,b) — M eine
differenzierbare Kurve. Dann heifst o eine Integralkurve von X, falls

fir alle t € (a,b).

Wir erinnern noch einmal daran, dass &(t) als dat(% ,) definiert wurde.
Hier ist = die Standardkoordinate auf (a,b), d.h. die Identitat.

Wir werden die Bedingung, Integralkurve eines Vektorfeldes X zu sein, in
lokalen Koordinaten (U, ¢), ¢ = (x1,...,2,) schreiben. Wir setzen o; = x; o v,
d.h. poa = (ay,...,q,). Einerseits gilt

60 = Y- ()
! 8:172

i=1
({3

und andererseits ist

o(t)

e
)

Xay = ZXa(t)(wi) oz,
=1

- Zn: 0 aii

at) =1

a(t) ’

alt)

Definieren wir nun F; : p(U) — R durch Fi(¢(q)) = (Xzi)(q) = X¢(4), so
haben wir folgende Aquivalenz:

«a ist Integralkurve von X <= o (t) = Fi(ai(t),...,an(t)),i=1,...,n.

Hierbei handelt es sich um ein System von n gewthnlichen Differentialgleichun-
gen. Wir werden hier ohne Beweis die Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir
Losungen solcher Systeme benutzen: Fiir den Beweis siehe ein beliebiges Buch
iiber gewohnliche Differentialgleichungen, z.B. [11].

Satz 1.10.2. Es sei V C R" offen und F : V — R differenzierbar. Dann gilt:

1. Existenz: Zu jedem q € V gibt es ein Intervall I mit 0 € I und eine
differenzierbare Kurve ¢ : I — V mit ¢(0) = q und ¢'(t) = F(c(t)).

2. FEindeutigkeit: Erfillen differenzierbare Kurven ci,co : I — V die Glei-
chungen c(t) = F(c;(t)) (1 =1,2) und gilt ¢1(tg) = ca(to) fir ein tyg € I,
dann gilt ¢y = co.

Ubertragen auf unsere Situation bedeutet dies:

Satz 1.10.3. Es sei X ein Vektorfeld auf einer differenzierbaren Mannigfaltig-
keit M. Dann gilt:

1. Es gibt durch jeden Punkt p € M eine Integralkurve von X. Genauer: Zu
jedem p € M existiert ein Intervall I mit 0 € I sowie eine glatte Kurve
a: I — M mit a(0) = p, die o/(t) = Xy erfillt.
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2. Sind oq, 00 1 I — M zwei Integralkurven von X mit aq(to) = aal(to) fir
e tyg € I, so gilt oy = as.

Bemerkung 1.10.4. Es folgt, dass es zu jedem Punkt p € M eine maximal
definierte Integralkurve oo : I — M, 0 € I, mit «(0) = p gibt, d.h., falls §: J —
M, 0 € J, eine weitere Integralkurve von X ist, dann gilt J C I (und of; = 3).

Eine weitere Eigenschaft der Losungen von Systemen gewohnlicher Differen-
tialgleichungen, die normalerweise nicht in einer Vorlesung iiber dieses Thema
bewiesen wird, ist die differenzierbare Abhéngigkeit der Losungskurven von den
Anfangswerten, siche z.B. [3, Kapitel 2.5]. Ubertragen auf unsere Situation lie-
fert sie die Existenz eines lokalen Flusses von X:

Satz 1.10.5. Es sei X ein Vektorfeld auf einer differenzierbaren Mannigfaltig-
keit M und p € M. Dann gibt es eine Umgebung U von p, ein Intervall I mat
0 € I und eine differenzierbare Abbildung ® : I x U — M, so dass

1. ®(0,q) =q fiir alleqe U
2. t— ®(t,q) ist eine Integralkurve von X.
Definition 1.10.6. ® : I x U — M heif$t lokaler Fluss von X.

Dies ist ein sehr anschaulicher Begriff: Punkte flieflen entlang X in dem
Sinne, dass sie sich entlang der Integralkurven von X bewegen. ®(t,q) ist der
Punkt, zu dem ¢ entlang X nach Zeit ¢ geflossen ist. Daraus folgt: Falls t,s €
und ¢ € U so sind, dass ®(¢,q) € U, dann ist

D(s,D(t,q)) = P(t + s,q). (1.10.1)

Definition 1.10.7. Ein Vektorfeld X auf M heifit vollstdndig, wenn durch
jeden Punkt p € M eine Integralkurve lduft, die auf ganz R definiert ist.

Satz 1.10.8. Ist M kompakt, so ist jedes Vektorfeld auf M wvollstindig.

Beweis. Es sei X € T(TM). und « : I — M, 0 € I, eine maximal definierte
Integralkurve von X. Wir nehmen an, dass I # R, was wir zum Widerspruch
fiihren miissen. Wir betrachten die Situation, dass a := sup I < oo; den linken
Rand des Intervalls I behandelt man analog.

Es sei t,, eine Folge in I, die gegen a konvergiert. Da M kompakt ist, kénnen
wir zu einer Teilfolge iibergehen (die wir wiederum mit ¢,, bezeichnen), fiir die
a(t,) - p€ M. Es sei nun @ : (—¢,¢) x U — M ein lokaler Fluss um p.

Es sei ng so grof}, dass a — t,, < € und «a(t,,) € U. Dann definieren wir
&:IU(a—¢e,a+¢e) — M durch

o Jalt) tel
alt):= {q)(t—tno,a(tno)) te(a—e,a+e).

Man beachte, dass beide Fille dieser Definition fiir sich betrachtet Integralkur-
ven des Vektorfeldes X sind, und dass sie zur Zeit t,, tibereinstimmen. Daher
ist @ eine wohldefinierte Integralkurve, die auf einer echt gréfleren Menge als
definiert ist, was der Wahl von a widerspricht. O

Satz 1.10.9. Ist X ein vollstindiges Vektorfeld, dann ezistiert ein globaler
Fluss von X, d.h. ein (lokaler) Fluss, der auf ganz R x M definiert ist.
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Beweis. Wir beweisen mehr: fiir ein beliebiges Vektorfeld X sei zu einem Punkt
p € M die zugehorige maximale Integralkurve mit «,, : I, — M bezeichnet,
wobei 0 € I, und o, (0) = p. Wir definieren

W= J Lx{p}cRxM
peM

und @ : W — M durch ®(t,p) = o, (t). Wir werden zeigen, dass W eine offene
Teilmenge von R x M, und ® : W — M differenzierbar ist. (Wir nennen ® den
maximalen Fluss von X.) Im Fall, dass X vollstindig ist, ist jede Integralkurve
ap auf ganz R definiert, und deshalb W =R x M.

Es sei p € M beliebig. Es sei I die Menge aller ¢ € I, so dass (¢,p) eine
Umgebung in R x M besitzt, die in W liegt, und auf der ® differenzierbar ist. I
ist nicht leer, da 0 € I, und ® auf einer Umgebung der Form I; x V; C R x M
mit einem auf I; x Vj definierten lokalen Fluss von X iibereinstimmt. I ist
nach Definition offen in I,. Wir zeigen, dass I abgeschlossen in I, ist; da I,
zusammenhéngend ist, folgt dann I = I,, und da p beliebig war, dass W offen
ist.

Es sei tg ein Haufungspunkt von I in I,, und ®; : I x Vo — M, 0 € I, ein
lokaler Fluss von X um ®(to,p) = ayp(to) € Va. Da ty ein Hiufungspunkt von I
und «, stetig ist, gibt es t1 € I, so dass tg —t1 € I und ®(p,t1) = ap(t1) € Va.
Fiir alle ¢t und ¢, so dass t —t1 € I, ®(t1,q) € Vo und (¢1,q) € W, gilt nun, dass
t— Do(t — t1,P(t1,q)) eine Integralkurve von X ist, die sich zum Zeitpunkt ¢;
an der Stelle ®2(0, ®(t1,q)) = ®(t1, q) = ay(t1) befindet. Damit folgt: (¢,q) € W
und

D(t,q) = Dot — t1,P(t1,9))- (1.10.2)

Da t; € I, kénnen wir nun eine Umgebung I3 x V3 von (t1,p) wihlen, so dass ®
auf I3 x V3 differenzierbar ist, und ®(I3 x V3) C V. Dann ist nach dem obigen
Argument (t; + I) X V3 eine in W enthaltene Umgebung von (tg,p) in R x M,
auf der ® nach (1.10.2) differenzierbar ist. O

Es sei X ein vollstandiges Vektorfeld auf M und ® : Rx M — M der globale
Fluss von X. Wir bezeichnen mit ®; : M — M die Abbildung ®;(p) := ®(t,p).
Gleichung (1.10.1) bedeutet nun: ®;, = ®; o ®,. Insbesondere: <I>t_1 = &_,,
d.h. ®; ist ein Diffeomorphismus von M. Da aulerdem &, = idy;, bedeuten
diese Eigenschaften, dass ¢t — ®; ein Gruppenhomomorphismus von (R,+) in
die Gruppe der Diffeomorphismen von M ist.

Definition 1.10.10. Fine differenzierbare Abbildung ¥ : Rx M — M heifst eine
Einparametergruppe von Diffeomorphismen, falls Vg = idj; und ¥iq 5 = UyoUy
fiir alle t, s € R, wobei wir mit U, die Abbildung p — W(t,p) bezeichnen.

Wir haben also gesehen, dass wir einem vollstdndigen Vektorfeld eine Ein-
parametergruppe von Diffeomorphismen zuordnen kénnen. Umgekehrt kénnen
wir auch mit einer Einparametergruppe ¥ von Diffeomorphismen starten und
ein Vektorfeld X zuordnen: fiir jedes p € M ist ¥,,(t) = U(¢,p) eine Kurve mit

U,(0) = p, und wir definieren
0 3}
X, =0 (0) = (d¥,)o ( ) = d¥ ) ( > ,
p ot|, Ot (0.p)
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wobei %{ 0.) € T(o,p»)R x M der Tangentialvektor in die R-Richtung ist.

Wir miissen zeigen, dass X differenzierbar ist: Dies folgt aus Satz 1.9.5, da
fiir jede differenzierbare Funktion f gilt:

0

X0 = )

(fo¥),

0,p)

d.h. X f ist wiederum differenzierbar.

Es gilt, dass ¥ der globale Fluss des so konstruierten Vektorfeldes X ist: zu
zeigen ist, dass fiir jedes p die Abbildung ¥, : t — U(¢,p) eine Integralkurve
von X ist, d.h. dass

\I];)(t) = X\I/(t,p)

fiir alle ¢ gilt. Nach Konstruktion von X gilt dies fiir ¢ = 0, da ¥(0,p) = p. Fiir
t =tg # 0 gilt dann:

d
Wt +to,p) = —| Wt W(to, ) = Xt p)-
0

\If(t,p) = i

d
U () =
P . dt

dt

0

Wir haben gezeigt, dass es eine bijektive Korrespondenz zwischen vollstandi-
gen Vektorfeldern und Einparametergruppen von Diffeomorphismen auf einer
Mannigfaltigkeit gibt.



Kapitel 2

Grundbegriffe der

(pseudo-)Riemannschen
Geometrie

2.1 (Pseudo-)Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Wir erinnern daran, dass eine symmetrische Bilinearform (-, -} auf einem endlich-
dimensionalen reellen Vektorraum V' nichtentartet heift, falls fiir alle v € V ein
w € V existiert, so dass (v, w) # 0.

Definition 2.1.1. Eine nichtentartete symmetrische Bilinearform (-,-) : V X
V. — R auf einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum V heifit auch
pseudo-Euklidisches Skalarprodukt. Wir nennen (V, (-,-)) einen pseudo-Euklidi-
schen Vektorraum. Ist (V,{(-,-)) ein n-dimensionaler pseudo-Euklidischer Vek-
torraum und p die maximale Dimension eines Unterraumes, auf dem (-, -) positiv
definit ist, so heifit (p,n — p) die Signatur von (-, ).

Ist (-,-) zusdtzlich positiv definit (d.h., von Signatur (n,0), so heifit {-,-) ein
(Euklidisches) Skalarprodukt, und (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum.

Definition 2.1.2. FEine pseudo-Riemannsche Metrik auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit ist eine Familie g von pseudo-Euklidischen Skalarprodukten g,
auf T,M, p € M, die in folgendem Sinne differenzierbar ist: Wann immer
X, Y e (TM) differenzierbare Vektorfelder auf M sind, so ist die Funktion

M —=R;p— g,(X,,Y,)

differenzierbar. Das Paar (M, g) heiffit pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Ist g, fiir jedes p positiv definit, so heifit g eine Riemannsche Metrik und (M, g)
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Ist (M,g) eine zusammenhéngende pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit,
so ist die Signatur von g, konstant auf M. Ist die Signatur konstant, so nennen
wir diese auch die Signatur von M.

Definition 2.1.3. Ist (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit der Si-
gnatur (1,p) (oder (p,1)), so nennen wir (M, g) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit.

31
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Statt der Notation g, werden wir auch oft die Bilinearformschreibweise (-, -),,
verwenden.

(Pseudo-)Riemannsche Metriken kénnen auch als Schnitte in einem Vek-
torbiindel aufgefasst werden. Allgemein werden wir in den Ubungen sehen, dass
Konstruktionen auf Vektorriumen aus der linearen Algebra, wie direkte Summe,
Tensorprodukt, Ubergang zum Dualraum etc., sich zu Konstruktionen auf Vek-
torbiindeln iibertragen. So gibt es beispielsweise das Kotangentialbindel T*M ,
dessen Faser iiber p € M der Vektorraum T;M = (T, M)* der Linearformen
auf T, M ist. In diesem Sinne ist eine pseudo-Riemannsche Metrik ein Schnitt
(wobei man sich die Aquivalenz der Differenzierbarkeitsbedingungen iiberlegen
muss) in dem Vektorbiindel

Sym?T™* M,
dessen Faser iiber p aus den symmetrischen Bilinearformen auf 7,,M besteht.
(Zusitzlich erfiillt g noch die Bedingung, punktweise nichtentartet zu sein.)
In lokalen Koordinaten ¢ = (z1,...,z,) auf U C M kann man pseudo-

Riemannsche Metriken wie folgt beschreiben: Definieren wir zu einer Familie g
von pseudo-Euklidischen Skalarprodukten Funktionen g;; : U — R durch

)
p
1%}

so ist (gi;(p)) die Matrixdarstellung von g, bzgl. der Basis (52-| ). Es gilt: g
“lp

0

0
gij(p) =U9p (895

)
p 3xj

ist genau dann differenzierbar auf U, wenn die Funktionen g;; differenzierbar
sind. Um die Differenzierbarkeit auf ganz M zu testen, geniigt es, diese lokale
Differenzierbarkeit fiir alle Karten in einem Atlas von M zu testen.

Beispiel 2.1.4. 1. Jeder pseudo-Euklidische Vektorraum (V,{-,-)) kann als
pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit aufgefasst werden, indem wir das
pseudo-Euklidische Skalarprodukt mittels der natiirlichen Isomorphismen
T,V 2V auf T,V tbertragen.

2. Ist M eine Untermannigfaltigkeit des R™, so kénnen wir T,M als einen
Unterraum von R™ auffassen. Schrinken wir das (positiv definite) Stan-
dardskalarprodukt von R™ auf T, M ein, so erhalten wir eine Riemannsche
Metrik auf M (die sogenannte induzierte Riemannsche Metrik auf M ).

Diese Konstruktion funktioniert nicht fir beliebige Untermannigfaltigkei-
ten eines pseudo-Fuklidischen Vektorraumes, da die Finschrinkungen von
pseudo-Euklidischen Skalarprodukten auf Unterrdume nicht notwendiger-
weise nichtentartet sein missen.

3. Das vorige Beispiel lisst sich auf immersierte Untermannigfaltigkeiten von
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten verallgemeinern: es sei (M,g) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit und i : N — M eine Immersion. Dann
definiert

(i*9)p (0, w) = gip) (dip(v), dip(w))

eine Riemannsche Metrik auf N, die sogenannte induzierte oder zuriick-
geholte Riemannsche Metrik auf N.
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4. Sind (M, g) und (N, h) zwei pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten, so
konnen wir das Produkt M x N auf natirliche Weise zu einer pseudo-
Riemannschen Mannigfaltigkeit machen: Nach einer Ubungsaufgabe ist
TipgM x N=T,M &T,N, und wir definieren

Ep,q) ((v1,w1), (v2, w2)) := gp(v1,v2) + hg(wr, w2).
Dies ist eine pseudo-Riemannsche Metrik auf M x N.

Bemerkung 2.1.5. Ein Teil der allgemeinen Theorie wird fiir Riemannsche
und pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten analog verlaufen; im spateren Teil
der Vorlesung werden wir uns jedoch hauptsdichlich mit Aspekten Riemannscher
Geometrie beschiftigen.

Die Existenz einer Riemannschen Metrik auf einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit M ist keine einschrinkende Bedingung an M:

Satz 2.1.6. Auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ezistiert eine Rie-
mannsche Metrik.

Beweis. Die Aussage ist lokal richtig: Wann immer ¢ : U — R™ eine Karte von
M ist, konnen wir auf U eine Riemannsche Metrik finden, z.B. ¢*(-,-), wobei
(+,-) die Standardmetrik auf R™ ist.

Es sei nun A die differenzierbare Struktur von M und {f, | @ € A} eine
A untergeordnete Zerlegung der Eins. Fiir jedes « existiert also eine Karte
(Uq, o) € A, und nach der Uberlegung oben eine Riemannsche Metrik g, auf
U,. Wir definieren nun

gp ‘= Z fa(p)(ga)P

Diese Summe ist wohldefiniert, da fiir jedes p nur endlich viele Summanden
nicht verschwinden (Zerlegungen der Eins sind per Definition lokal endlich). Da
die positive Linearkombination von Skalarprodukten wieder ein Skalarprodukt
ist, folgt, dass g eine Riemannsche Metrik auf M definiert. O

Bemerkung 2.1.7. Dieser Beweis funktioniert nicht fir pseudo-Riemannsche
Metriken, da die Summe von zwei pseudo-Euklidischen Skalarprodukten nicht
notwendigerweise wieder ein pseudo-Fuklidisches Skalarprodukt ist.

In der Tat existiert nicht auf jeder Mannigfaltigkeit eine pseudo-Riemannsche
Metrik beliebiger Signatur. Beispielsweise gibt es auf S™ genau dann eine Lo-
rentzmetrik, wenn n ungerade ist.

2.2 Tensorfelder

In den Ubungen werden wir ein Tensorfeld vom Typ (r,s) auf einer glatten
Mannigfaltigkeit M als einen Schnitt in dem Vektorbiindel

T"M®..T"MeTM®...TM.

T S

definieren. Im Laufe der Vorlesung werden wir verschiedenen Tensoren begegnen,
die aber simtlich vom Typ (r,1) oder (r,0) sind. Fiir diese Typen kénnen wir
auch eine ad-hoc-Definition geben, die nicht auf dem Begriff des Tensorfeldes
beruht:
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Definition 2.2.1. FEin Tensorfeld vom Typ (r,1) auf M ist eine Zuordnung A,
die jedem Punkt p € M eine r-multilineare Abbildung

Ap:T,M x ... x T,M — T,M

T

zuordnet, die in dem Sinne differenzierbar ist, dass fiir alle Vektorfelder X1, ..., X,
auf M gilt, dass die Abbildung p — A,(X1(p),..., X, (p)) differenzierbar ist.
Analog ist ein Tensorfeld vom Typ (r,0) eine Zuordnung A, so dass

Ap :TyM x ... xTyM =R

r
r-multilinear ist.

Eine pseudo-Riemannsche Metrik ist also ein symmetrisches (2, 0)-Tensorfeld
auf M, das punktweise nichtentartet ist.

2.3 Zusammenhinge

Eine technische Schwierigkeit, die beim Arbeiten mit Mannigfaltigkeiten auf-
tritt, ist, dass kein kanonischer Zusammenhang zwischen den Tangentialrdumen
an zwei Punkten der Mannigfaltigkeit besteht. Wir werden unten in Abschnitt
2.5 sehen, dass wir mit Hilfe des Begriffs des Zusammenhangs einen solchen
Zusammenhang herstellen konnen.

Definition 2.3.1. Ein (affiner) Zusammenhang (oder kovariante Ableitung)
auf einer differenzierbaren Mannigfaltigeit M ist eine Abbildung

V:INTM)xT(TM) — T'(TM),

bezeichnet mit (X,Y) — VxY, die folgende Eigenschaften erfiillt:

1. VixygvZ = fVNXxZ +gVvZ

2.Vx(Y+2)=VxY+VxZ

3. Vx(fY) = fUXY + X(f)Y
fiir alle X, Y, Z e T(TM) und f,g € C(M).
Beispiel 2.3.2. In den Ubungen werden wir sehen, dass auf M = R™ durch

(VxY)(p) = dYp(Xp)

ein Zusammenhang definiert ist. Hierbei fassen wir die Vektorfelder XY €
I(TR™) als differenzierbare Abbildungen X,Y : R — R™ auf, dann ist dY),
eine lineare Abbildung R™ — R™. Dies bedeutet: (VxY)(p) ist nichts anderes
als die Richtungsableitung von Y in Richtung X,.

Man beachte, dass in obigem Beispiel der Wert von VxY in p nur vom Wert
von X im Punkt p und den Werten von Y in einer Umgebung von p abhéngt.
Dies mochten wir nun allgemein beweisen.
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Satz 2.3.3. Es sei V ein affiner Zusammenhang auf M und p € M. Dann
gilt fir alle X1,X5,Y € T'(TM): Falls X1(p) = Xa(p), so gilt (Vx,Y)(p) =
(VXzy)(p)'

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass (Vx,Y)(p) = (Vx,Y)(p) unter der Voraus-
setzung gilt, dass X7 und X2 in einer Umgebung U von p {iibereinstimmen.
Unter dieser Voraussetzung kénnen wir nach Korollar 1.6.3 eine differenzierbare
Funktion ¢ wihlen, die auf einer (kleineren) Umgebung V' von p identisch 1 ist,
und fiir die X1 = X5 auf ganz M gilt. (Wir wéhlen ¢ so, dass ¢|yny = 0.)
Dann gilt:

(Vx,Y)(p) = o(0)(Vx,Y)(p) = Vox, Y)(p) = (Vox, Y)(p) = (Vx,Y)(p).

Dieser erste Teil des Beweises zeigt, dass es Sinn ergibt, Ausdriicke der Form
VxY zu betrachten, falls X nur ein lokal auf einer offenen Menge U defi-
niertes Vektorfeld ist. In diesem Fall wird VxY ebenfalls ein auf U definier-
tes Vektorfeld. Denn: mit Hilfe von Glattungsfunktionen wie oben im Beweis
konnen wir zu jedem Punkt p € U ein auf ganz M definiertes Vektorfeld Z
finden, das in einer Umgebung von p mit X {ibereinstimmt. Wir setzen dann
(VxY)(p) = (VzY)(p). Dies ist aufgrund des Arguments oben unabhéngig von
der Wahl von Z.

Im zweiten Teil des Beweises zeigen wir nun die eigentliche Behauptung.
Wie oben gezeigt, geniigt es, lokale Vektorfelder (in lokalen Koordinaten (U, ¢),
o= (21,...,2,)) der Form X; = >_1" | O‘ia% und Xp = Y7 Bige- mit oy (p) =
B:(p) zu betrachten. Es gilt nun

(Vx,Y)(p) = (Vy, aia%y)(p)
= Zai(p)(v o Y)(p)

= Zﬁi(p)(VLY)(p) = (Vx,Y)(p),

Dz,

was die Behauptung ist. O

Der Satz zeigt, dass fir v € T,M und Y € I'(T'M) der Tangentialvektor
VY € T, M wohldefiniert ist: wir setzen v beliebig zu einem differenzierbaren
Vektorfeld X fort und definieren (V,Y) := (VxY)(p); dieser Tangentialvektor
ist unabhéngig von der gewéhlten Erweiterung.

Ebenfalls ist leicht einzusehen, dass der Beweis dieses Satzes in einem allge-
meineren Kontext funktioniert:

Satz 2.3.4. Es sei A : T(TM) x ... x(TM) — T'(TM) eine r-multilineare

T
Abbildung, die die zusdtzliche Eigenschaft erfillt, dass
A(X17 s 7Xi—17 lea X’H—lv s 7X7") = fA(X17 LR XT‘)

fiir alle differenzierbaren Funktionen f auf M und alle Vektorfelder X1,..., X,
auf M. Dann existiert ein Tensorfeld B vom Typ (r,1) auf M, so dass

A(Xs - X)) = Bp(Xa(p), - -5 X (D))
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fir alle X1,..., X, e T(TM) und allep € M.
FEine analoge Aussage gilt fir (r,0)-Tensorfelder: hier starten wir mit ei-
ner Abbildung A : T(TM) x ... x T(TM) — C>®(M), die multilinear beziiglich

glatter Funktionen ist.

Beispiel 2.3.5. Dieser Satz wird uns oft helfen, zu zeigen, dass gewisse Aus-
driicke Tensorfelder definieren. Beispielsweise werden wir in den Ubungen se-
hen, dass zu jeder kovarianten Ableitung V durch

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y]

ein (2,1)-Tensorfeld auf M definiert ist (der sogenannte Torsionstensor ). Damit
ergeben Ausdriicke der Form T(v,w), wobei v, w nur Tangentialvektoren (keine
Vektorfelder) sind, Sinn, obwohl die einzelnen Ausdriicke in der Definition von
T keinen Sinn ergeben, wenn wir X und Y durch v beziehungsweise w ersetzen.

Fiir ein festes Vektorfeld Y auf M ist also durch X — VxY ein (1,1)-
Tensorfeld definiert, aber weder V selbst noch Y — VxY (fiir festes X) sind
Tensorfelder.

Trotzdem geht der erste Teil des Beweises von Satz 2.3.3 fiir den zweiten
Eintrag von V durch:

Satz 2.3.6. Es sei V ein affiner Zusammenhang auf M, p € M, v € T,M und
Y1,Ys €e D(TM). Stimmen Y, und Ys in einer Umgebung von p tberein, so gilt
V., Y1 =V, Y,

Beweis. Wir erweitern v zu einem Vektorfeld auf M und wéhlen wie im ersten
Teil des Beweises von Satz 2.3.3 eine Funktion ¢, die auf einer Umgebung von
p konstant 1 ist, so dass ¢Y; = ¢Ys auf ganz M. Dann gilt

VY1 = (VxY1)(p)
=¢(@)(Vx1
=¢(p)(Vx¥

(VxpY1)(p

= (VxpYa)(p

=...=V,Ys.

(p)
(p) + (Yi(9))(p)

\/\/\/\/

O

Sind nun (U, ), ¢ = (xl,{. .., Zn), lokale Koordinaten auf M, dann zeigen
diese Sétze, dass durch V 2 3%]- wohldefinierte Vektorfelder auf U gegeben sind.

Schreiben wir diese wieder in der Basis, so sind durch

n

37 ast ZZ: g axk

Funktionen Ffj : U — R definiert. Diese heiflen die Christoffel-Symbole von V
auf U. Die Christoffel-Symbole von V auf U bestimmen den Zusammenhang V
auf U, wie man leicht sehen kann, indem man zwei beliebige Vektorfelder X und
Y in der Basis schreibt, und die Rechenregeln fiir V benutzt.
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2.4 Vektorfelder langs Kurven

Um ein Vektorfeld mit einem affinen Zusammenhang abzuleiten, ist es bislang,
wie wir oben gesehen haben, erforderlich, dass es auf einer offenen Umgebung
des Punktes, in dem wir ableiten mochten, definiert ist. Das ist fiir unsere Zwecke
nicht ausreichend; beispielsweise mochten wir die zweite Ableitung einer Kurve
¢ : I — M betrachten, aber die erste Ableitung ¢ ist kein auf einer offenen
Menge definiertes Vektorfeld.

Definition 2.4.1. FEs sei ¢ : I — M eine differenzierbare Kurve, wobei I C R
ein Intervall ist. Dann ist ein Vektorfeld lings ¢ eine differenzierbare Abbildung
X :[a,b] = TM, so dass Xy = X(t) € Ty M. Wir bezeichnen den Raum der
Vektorfelder lings ¢ mit T.(TM).

Offensichtlich ist ¢ ein Vektorfeld lings c.
Bemerkung 2.4.2. T'.(TM) ist ein Modul iber C*°(I).

Ist X € T(TM) und ¢ : I — M eine differenzierbare Kurve, so ist X o ¢
ein Vektorfeld lings c. Umgekehrt gilt jedoch nicht, dass jedes Vektorfeld lings
einer Kurve die Einschrinkung eines Vektorfeldes auf M ist. Ist nun V ein
Zusammenhang auf M, X € T'(TM) und ¢ : I — M eine differenzierbare Kurve,
so wird (V:X)(t) = V)X wieder ein Vektorfeld lédngs c; die rechte Seite ergibt
Sinn, weil wir in Satz 2.3.3 gezeigt haben, dass V im unteren Eintrag nur von den
Werten am jeweiligen Punkt abhéingt. Der folgende Satz sagt, dass wir diese Art
der Ableitung auf eindeutige Weise zu einer auf beliebigen Vektorfeldern lings
¢ definierten Operation erweitern kénnen.

Satz 2.4.3. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und V ein affiner
Zusammenhang auf M. Dann existiert eine eindeutige Abbildung

\Y

— I,

a
bezeichnet mit X — %X, die folgende Eigenschaften erfillt:

(TM) —T.(TM),

1. I(X4Y)=YX+3Y
2. Y(fX)=fX+fyX
fiir alle X, Y € To(TM) und f € C*(I), sowie
3. Ist X = Zoc fir ein Z € T(TM), so ist X =V.Z.

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dass eine solche Abbildung % existiert, und
mdochten die Eindeutigkeit zeigen. Dazu betrachten wir lokale Koordinaten (U, ¢),

@ =(x1,...,Ty), so dass c(I)NU # (. Setzen wir 9; = %, so kénnen wir jedes

Vektorfeld X lings ¢ auf dem Bereich, der in U verlduft, als
n
X = Z fi . 81 oc
i=1

schreiben, wobei f; € C*°(I). Damit rechnen wir mit Hilfe der Bedingungen

1. und 2.: v v
_ / B o — .
aX—Xijfi -azoc+zijfzdtazoc.
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Aufgrund von 3. gilt nun aber:

\Y
gﬁi ocCc= Vc&»
= V5 (2;00)-0;0c0i
= Z(mj oc)(Vo,0;) 0 ¢

J

also insgesamt
\Y
%X = EZ fl-0;0c+ gj (zj0¢) fi(Va,0;) o c. (2.4.1)

Da die rechte Seite nur von X, c und V abhéngt, zeigt dies, dass die Abbildung
% eindeutig ist. Umgekehrt konnen wir die Existenz von % mit Hilfe dieser
Gleichung zeigen: Wir definieren % zunéchst lokal iiber (2.4.1) und zeigen, dass
die Eigenschaften 1., 2. und 3. gelten. Dann gibt dies eine wohldefinierte globale
Abbildung, da die entsprechende Definition bzgl. einer zweiten Karte (V) auf
dem Schnitt U NV aufgrund der bereits gezeigten Eindeutigkeit {ibereinstimmt.

O

Es ist hilfreich, (2.4.1) explizit mit Hilfe der Christoffelsymbole auszudriicken:
wir benennen in der ersten Summe 4 in £ um, in der zweiten vertauschen wir i
und j und erhalten

\Y
%X = Z fr+ Z(ml o c)’fjffj oc|-0Ogoc (2.4.2)

k i,]

2.5 Parallelverschiebung

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem affinen Zusammen-
hang V, sowie ¢ : [a,b] — M eine differenzierbare Kurve. Die Parallelverschie-
bung ldngs ¢ wird ein mit Hilfe von V konstruierter linearer Isomorphismus
Te@@yM — T.yM sein: mit Hilfe des Zusammenhangs V stellen wir so einen
Zusammenhang zwischen Tangentialrdumen an verschiedenen Punkten von M
her.

Definition 2.5.1. Ein Vektorfeld X lings c heifst parallel, falls %X =0.

Satz 2.5.2. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem affinen
Zusammenhang V. Es sei ¢ : [a,b] = M eine differenzierbare Kurve und v €
Te@yM. Dann exisiert ein eindeutiges paralles Vektorfeld X lings c, so dass
X(a) = .

Beweis. Falls wir den Satz fiir den Fall, dass ¢(]a,b]) in einer lokalen Koor-
dinatenumgebung enthalten ist, zeigen konnen, dann folgt die allgemeine Be-
hauptung wie folgt: wir kénnen das Bild von ¢ aufgrund der Kompaktheit von
[a,b] mit endlich vielen Koordinatenumgebungen iiberdecken. Wir kénnen X
nun sukzessive in den einzelnen Koordinatenumgebungen fortsetzen; aufgrund
der Eindeutigkeit setzen sich diese lokalen Vektorfelder lings Einschrankungen
von ¢ zu einem Vektorfeld lings ganz c fort.
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Wir miissen demzufolge den Satz nur noch fiir den Fall zeigen, dass ¢([a, b])
in einer Koordinatenumgebung U ist; sei ¢ = (z1,...,2,) : U — R™ eine Karte.
Wir setzen X; := % o ¢. Dann konnen wir den Vektor v als

v= i v; X;(a)
i=1

fiir gewisse v; € R schreiben. Falls X nun ein Vektorfeld langs c ist, dann
schreiben wir

X(t) =) fiXi
=1

fiir gewisse differenzierbare Funktionen f; : [a,b] — R.
Aufgrund von Gleichung (2.4.2) gilt, dass X genau dann parallel ist, wenn

fit Y (zioe) fiTljoc=0

%

fiir alle k gilt. Dies ist ein System von n linearen Differentialgleichungen. Es be-
sitzt eine eindeutige Losung, die die Anfangsbedingung fx(a) = vy, erfiillt. Dies
zeigt sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit des parallelen Vektorfeldes
X mit X (a) = . O

Der Raum der parallelen Vektorfelder ldngs c ist ein Vektorraum; der Satz
zeigt, dass eine Basis dieses Vektorraumes zu jedem Zeitpunkt ¢ € [a,b] eine
Basis des Tangentialraumes T;;) M liefert.

Definition 2.5.3. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem af-
finen Zusammenhang V, und ¢ : [a,b] — M eine differenzierbare Kurve. Dann
bezeichnen wir die Abbildung Toqy — Tew), die dadurch gegeben ist, dass ein
Vektor v € Te(q) auf die Auswertung in b des eindeutigen parallelen Vektorfeldes
X lings ¢ mit X (a) = v geschickt wird, mit .||2. Sie heifit die Parallelverschie-
bung ldngs ¢ von a nach b.

Lemma 2.5.4. .||% ist ein linearer Isomorphismus.

Beweis. Die Parallelverschiebung ist linear, da sowohl die Erweiterung eines
Vektors v € T,y M zu einem parallelen Vektorfeld lings c als auch die Auswer-
tungsabbildung in ¢(b) lineare Abbildungen sind. Die Umkehrabbildung dieser
Parallelverschiebung ist durch die Parallelverschiebung entlang des umgekehrt
durchlaufenen Weges ¢ gegeben. O

Wir haben somit mit Hilfe des Begriffs des Zusammenhangs einen Zusam-
menhang zwischen Tangentialriumen an verschiedene Punkte hergestellt (der
von der Wahl einer Kurve zwischen den Punkten abhéngt). Es gilt, dass die
Parallelverschiebungen ldngs Kurven immer noch die komplette Information des
Zusammenhangs V beinhalten: der folgende Satz zeigt, dass eine kovariante Ab-
leitung als gewohnlichen Differenzenquotienten schreiben kénnen, sofern wir die
entsprechenden Tangentialvektoren mittels der Parallelverschiebung in densel-
ben Tangentialraum transportieren.
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Satz 2.5.5. Es sei v € T,M und X ein Vektorfeld auf M, sowie c eine Kurve
in M mit ¢(0) = p und ¢(0) = v. Dann gilt:

cllf X ey — Xy

Vo, X = lim
t—0 t
Beweis. Esseivy,...,v, eine Basis von T, M, die wir zu parallelen Vektorfeldern
X1,..., X, lings c erweitern. Wir kénnen X o ¢ nun in dieser Basis schreiben:

Xoc= i fi X5,
im1

wobei f; differenzierbare Funktionen sind. Dann gilt einerseits

v - M R <
VUX—Et OXOC Zf ’Uz"‘fz )dt’ OXZ—;JCZ'(O)WZ

und andererseits
M0 Xy =D filt)vi,

so dass

|

. CHch(t - fz z
th(lJ t o L{%Z Zf
O]

Ein interessantes Objekt, das man aus der Parallelverschiebung erhilt, ist
die sogenannte Holonomiegruppe. Wir geben hier nur die Definition - sie wird
in dieser Vorlesung keine Rolle spielen.

Definition 2.5.6. Die Holonomiegruppe von M in einem Punkt p ist die Un-
tergruppe von GL(T,M), die aus allen Parallelverschiebungen .||% : T,M —
T, M besteht, wobei c : [a,b] — M tber alle Wege mit c(a) = c(b) = p lduft.

2.6 Der Levi-Civita-Zusammenhang

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass es auf einer pseudo-Riemannschen
Mannigfaltigkeit einen ausgezeichneten Zusammenhang, den sogenannten Levi-
Civita-Zusammenhang, gibt.

In den Ubungen wurde gezeigt, dass die folgende Definition ein Tensorfeld
auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit liefert.

Definition 2.6.1. Die Torsion (oder der Torsionstensor) einer kovarianten
Ableitung V auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist durch

T(X,Y)=VxY —VyX —[X,Y]

definiert. V heifit torsionsfrei, wenn T = 0.
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Bemerkung 2.6.2. In dieser Bemerkung versuchen wir, eine geometrische In-
terpretation der Bedingung an einen Zusammenhang, torsionsfrei zu sein, zu
geben. Betrachten wir zundchst R™, versehen mit dem kanonischen Zusam-
menhang, siche Beispiel 2.83.2. Es sei p € R" und v,w € T,R" = R". Ver-
schieben wir v nun parallel lings der Kurve c,(t) = p + tw sowie w parallel
lings der Kurve ¢, (t) = p+tv, so erhalten wir ein Parallelogramm mit Kanten
VW, ¢, b =0, ¢, ||lbw = w. Es gilt also:

vt e |low —w—c,llhv = 0. (2.6.1)

Was wdire das Analogon dieser Konstruktion in einer Mannigfaltigkeit M,
versehen mit einem affinen Zusammenhang V ¢ Wir fizieren Koordinaten (U, ¢),
¢ = (z1,...,2,) um einen Punkt p € M. Wir wihlen Kurven ci,co : I — M
mit ¢;(0) = p und ¢;(0) = 0;(p), und setzen v = c1(0), w = c4(0) (Umgekehrt
konnten wir auch zu gegebenen Tangentialvektoren v,w € T,M Koordinaten
wdhlen, so dass v und w genau die ersten beiden Elemente der zugehdrigen
Basis von T,M sind.) Dann kénnen wir T'(c}(0), c5(0)) mit Hilfe von Satz 2.5.5
beschreiben:

T(c1(0),c5(0)) = T(d1, 02)(p)
= (Va,02)(p) — (V,01)(p) — [0, 02](p)
=0

i 2 0950 — w — B0 ea()
t—0 t

Vergleichen wir dies mit Gleichung (2.6.1), so sehen wir, dass V also genau
dann torsionsfrei ist, wenn derart konstruierte ,,infinitesimale Parallelogramme”
Linfinitesimal schliefSen”.

Definition 2.6.3. Es sei (M, (,-)) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit
und V ein Zusammenhang auf M. Dann heifit V metrisch, falls

X{Y,2) =(VxY,Z) + (Y, VxZ)
fiir alle Vektorfelder X,Y,Z auf M gilt.

Satz 2.6.4. Ist V ein Zusammenhang auf einer pseudo-Riemannschen Mannig-
faltigkeit, so ist V genau dann metrisch, wenn fir alle differenzierbaren Kurven
c und alle Vektorfelder X undY lings c gilt, dass

d v v
ZXY) = (S X))+ (X, 2Y). (2.6.2)

Beweis. Schreiben wir X und Y in lokalen Koordinaten (U, ), ¢ = (21, ...,2Zn),
als

X:Zfiaioc, Y:Zhi@-oc,
und die Metrik als g;; = (9;,9;), dann erhalten wir

(X, Y)(t) = Z fi()h(t)gij (c(t))-



42KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER (PSEUDO-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE

Damit ist die linke Seite der zu zeigenden Gleichung;:

d agz
TAXY) = (fihy + fih)gis(e(t) + Zfz I(e(t)c,(t),  (2.6.3)
,J .5,k
wobei ¢ o ¢ = (c1,...,¢,). Den inneren Ausdruck Oyg;; kénnen wir wie folgt

ausdriicken:

Igij = Ok (0:, 0;) = (V,0;,05) + (i, Vo, 0; Zrzﬂgz] + T, 9i1-

Um die rechte Seite zu verstehen, benutzen wir Gleichung (2.4.2):

v
%X:; fl/Jrich;ijf;joc -0 oc,

d.h.

\Y \Y%

—X,Y X, =Y
(X V) + (X, V)

= Z fli+ chfjréj oc | hi(guoc)+ Z 1+ chhjréj oc| fr(gikoc)
k i,j k.l iJ

= Z f h; + fz glj oc) Z fihjcgc((rgciglj + F%cjgli) oc),

0,9kl

wobei wir im letzten Schritt die Indizes umbenannt haben, um die Gleichheit
u (2.6.3) zu zeigen.
Es gelte nun die Gleichung (2.6.2) fiir jede Kurve ¢ und je zwei Vektorfelder
¢ liangs c. Seien X, Y, Z Vektorfelder auf M und p € M; zu zeigen ist, dass

XY, Z) = (Vx,Y, Zy) + (Y, Vx, 2).

Es sei ¢ : R — M eine Kurve mit ¢(0) = p und ¢/(0) = X,; dann ist die
linke Seite gleich % {t:O (Yer), Zew))e(r)- (Fiir jede differenzierbare Funktion gilt
Xpf = dfp(Xp) = dfe(0)(c'(0)) = (foc)'(0).) Wir erhalten also unter Benutzung
der Voraussetzung

d
Xp<Y7 Z> = dt <Yc(t)7Zc(t)>
t=0
v \%
- <% o (Y o C)v Zp> + <Yp7 %(Z o C)>

=(Vx,Y,Z,) + (Y, Vx,Z).

Der folgende Satz wird in den Ubungen bewiesen:

Satz 2.6.5. Es sei (M,g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
ist eine kovariante Ableitung V auf M genau dann metrisch, wenn alle Paral-
lelverschiebungen Isometrien beziiglich der entsprechenden pseudo-Fuklidischen
Skalarprodukte sind.
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Theorem 2.6.6. Es sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
existiert auf M genau ein torsionsfreier

VyY —VyX — [X,Y]

metrischer
X(Y,Z) =(VxY,Z) + (Y, VxZ)

Zusammenhang V. Dieser ist durch die Gleichung

UAVXY, Z) =X (Y, Z) + Y(Z,X) — Z(X,Y)

bestimmit.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass jeder torsionsfreie metrische Zusammenhang
auf M durch die Gleichung (2.6.4) gegeben ist. Dazu betrachten wir folgende
Kombinationen der Torsionsfreiheit und der Metrizitét:

XY, Z) =(VxY,Z) +(Y,VxZ) (2.6.5)
Y(Z,X) = (Vy Z,X) +(Z,VxY) — (Z,[X,Y]) (2.6.6)
ZIX,Y) = (VX Z,Y) + (Z, X|,Y) + (X, Vy 2) — (X, [V.Z]).  (26.7)

Nun addieren wir (2.6.5) zu (2.6.6) und ziehen (2.6.7) ab und erhalten (2.6.4).

Fiir die Existenz eines torsionsfreien metrischen Zusammenhangs muss man
nachrechnen, dass durch (2.6.4) ein solcher gegeben ist. Fiir diese lange Rech-
nung verweisen wir auf [4, Seite 82]. O

Definition 2.6.7. Der cindeutige torsionsfreie metrische Zusammenhang auf
einer pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit heifst der Levi-Civita-Zusammen-
hang von (M, g).

Beispiel 2.6.8. 1. Auf R™ ist der Levi-Civita-Zusammenhang durch den in
Beispiel 2.3.2 definierten gegeben.

2. Es sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit des R™, versehen mit der
durch die Standardmetrik auf R™ induzierten Riemannschen Metrik, so-
wie X, Y zwei Vektorfelder auf M. Wir fassen Y als eine Abbildung Y :
M — R™ auf. Wir werden in den Ubungen sehen, dass der Levi-Civita-
Zusammenhang auf M durch

(VxY)(p) = pro, ar(d¥p)(Xp)

wobei Pry o R™ — T,M die Orthogonalprojektion auf den Unterraum
T,M C R" bezeichnet.

2.7 Geodatische

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem affinen Zusammen-
hang V. Wir erinnern daran, dass fiir eine Kurve v : I — M die Ableitung 5§
ein Vektorfeld ldngs v ist.
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Definition 2.7.1. FEine Kurve v : I — M heifst Geodatische, falls 4 parallel

ist, d.h.

v
Yy —o.
dat !

Zuniichst schreiben wir die Bedingung an v, Geodétische zu sein, in lokalen
Koordinaten (U, ¢), ¢ = (21, ...,2y). Wir setzen ~; = z; o «y; dann gilt

=Y vidion.
%

Mit Hilfe von Gleichung (2.4.2) gilt also:

&«

=2 (W DTl o | oo,
k (2]

d.h. v ist in dem Bereich, in dem die Kurve in U verlduft, genau dann eine
Geodétische, wenn

Y+ AT oy=0 (2.7.1)
iy J

fiir alle k.

Beispiel 2.7.2. 1. Betrachten wir zundchst den Fall M = R"™, mit dem Levi-
Civita-Zusammenhang der Standardmetrik, d.h. dem in Beispiel 2.3.2 defi-
nierten Zusammenhang. In den Ubungen haben wir ausgerechnet, dass alle
Christoffelsymbole beziiglich der Standardkarte verschwinden; dies bedeu-
tet, dass die Geoditischen im R™ genau die Kurven der Form ~(t) = v+tw
sind, wobei v,w € R™.

2. Betrachten wir den Fall M = R™ \ {0}, so sehen wir, dass Geoddtische
nicht notwendigerweise auf ganz R definiert sein miissen.

3. Es sei nun M C R™ eine Untermannigfaltigkeit des R™, mit der kovari-
anten Ableitung aus Beispiel 2.6.8. Es qgilt, dass eine Kurve v : I — M
genau dann eine Geoddtische ist, wenn §(t) L Ty M fir allet € I.

4. Betrachten wir den Zylinder Z = {(z,y,2) € R® | 22 + y? + 1}. Wir
behaupten, dass die Schraubenlinien

c(t) = (cos(at),sin(at), ft),

wobei ar, B € R, Geoditische in Z (beziiglich des Levi- Civita- Zusammenhangs
der induzierten Metrik) sind. In der Tat berechnen wir:

d(t) = (—asin(at), acos(at), B)

und
"(t) = (—a? cos(at), —a®sina(t),0) L Tu;)Z.

5. In den Ubungen werden wir sehen, dass im speziellen Fall von S™ ' C
R™ (versehen mit dem Levi-Civita-Zusammenhang der Einschrinkung der
Standardmetrik von R™) die Bilder der Geoddtischen genau die Grofkreise
sind, d.h. die Schnitte von S™ mit zweidimensionalen Unterrdumen von
R™.
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6. Ist V metrisch beziiglich einer Riemannschen Metrik auf M, dann gilt:

d \Y
AR = 2R A =
7 =219 =0,

also ist ||| konstant.

Wieder haben wir es also mit einem Begriff zu tun, der sich in lokalen Ko-
ordinaten in ein System von Differentialgleichungen iibersetzt; anders als im
Fall der parallelen Vektorfelder liangs einer Kurve, siehe Satz 2.5.2, handelt es
sich hier aber um ein nichtlineares System von Differentialgleichungen zweiter
Ordnung.

Wir konnen dieses System von Differentialgleichungen fiir die Funktionen ~;
leicht in ein System erster Ordnung fiir Funktionen v; und 7; umwandeln, und
zZwar

Vi = Mk (
2.7.2)
{77;@ = - Zi,j 7£7§F§j °7.

Dies kann man so auffassen, dass wir die Bedingung, Geodétische zu sein, als
eine Bedingung an die Kurve o : I — TM;t — +'(t) € T, M auffassen:
betrachte das Tangentialbiindel 7 : TM — M, und auf einer Kartenumgebung
(U, ), p = (z1,...,xy,), die lokale Trivialisierung

Y :TU — o(U) x R v = (o(m(v)),v(x1), ..., 0(zp)).

Mit anderen Worten: (z1 07, ..., 2,07, Y1,...,Ys) ist eine Karte auf TU, wobei
yi : TU — R durch
yi(v) = v(@;)

definiert ist. In dem Bereich, in dem  in U verlduft, gilt nun:

(Yo )t) = (x1(7(1)), - - 2n (Y (), 11 (V' (1)), - - -, yn (V' (1))
= (71(®)s s (), 71 ()5 (1))

Es sei nun X das durch

X(als-“’anvblvuvbn) = (b17 oy by — Zrzljbiij [ERE R Zrzblb])
4,7 %,J

gegebene Vektorfeld auf o(U) x R™. Dann gilt, dass eine Kurve I — ¢(U) x
R™ t = (y1(t), -,y (t),m(t),...,n.(t)) genau dann eine Integralkurve von X
ist, wenn (v;,7;) eine Losung des Systems von Differentialgleichungen (2.7.2)
ist, d.h. genau dann, wenn v = ¢~! o (y1,...,7,) eine Geodétische ist. Das
Vektorfeld

Y = (dip™ ) o X o

auf TU (d.h.: die Abbildung Y : TU — TTU;Y, = dy~'(Xy()) hat also
als Integralkurven genau die Abbildungen ="' o (y1,..., %, M1, --,Mn), Wobei
(Y1y-++sYn,M,---,Nn) eine Losung von (2.7.2) ist, d.h. genau die Abbildungen
~' I — TU, wobei v : I — U eine Geodiitische ist.

Nach unseren Resultaten in Abschnitt 1.10 besagt dies, dass fiir jedes v € TU
eine eindeutige maximal definierte Integralkurve o : I — TU mit «(0) = v
existiert. Dann ist v := 7 o a eine Geoditische in U und o = +/. Wir haben
gezeigt:
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Satz 2.7.3. Firallep € M undv € T,M ezistieren € > 0 und eine Geoddtische
v i (—e,e) = M mit v(0) = p und v'(0) = v. Jede weitere Geoditische 7 :
(=0,8) = M mit denselben Anfangsbedingungen 5(0) = p und 3'(0) = v stimmt
auf einem Intervall um O mit v dberein.

Wir werden im Folgenden (unter Missachtung des Definitionsbereiches) ein-
fach sagen, dass die Geodétische v mit Anfangsbedingung ~(0) = p, 7/(0) = v,
eindeutig ist, und sie mit -y, bezeichnen.

Die derart auf Kartenumgebungen TU definierten Vektorfelder setzen sich
zu einem globalen Vektorfeld Y auf T'M zusammen: Seien ndmlich Y7 und Y5
die wie oben konstruierten Vektorfelder auf TU; bzw. TU,, dann stimmen die
Einschréankungen von Y; und Ys auf TU; N TU; = T(Uy N Usz) iiberein, da sie
dieselben Integralkurven besitzen (Ableitungen von Geodétischen, die in Uy NU;
verlaufen).

Wir haben also gezeigt, dass es ein eindeutiges Vektorfeld Y auf TM gibt,
dass die Eigenschaft hat, dass seine Integralkurven genau die Kurven der Form
~' sind, wobei ~y eine Geodéitische in M ist. Man beachte, dass die Kurven ~ in
M und ' in TM dieselbe Information beinhalten: 7 erhalten wir offensichtlich
aus 7y durch Ableiten; umgekehrt erhalten wir v aus +/ iiber die Gleichung
~ = wo~' zuriick. Verstehen wir also die Integralkurven von Y, so verstehen wir
die Geodéatischen auf M.

In Abschnitt 1.10 haben wir die Existenz lokaler Fliisse um einen gewéhlten
Punkt.

Definition 2.7.4. Der lokale Fluss von Y heiffit geodétischer Fluss.

Betrachten wir den geodétischen Fluss um die Punkte 0 = 0, € T,M, so
erhalten wir:

Fiir alle p € M existiert eine offene Menge V um 0, in TM, § > 0, sowie
eine differenzierbare Abbildung ® : (=4,0) x V' — T M, so dass ®,, : t — (¢, v)
die eindeutige Integralkurve von Y mit der Anfangsbedingung ®,(0) = v ist.
Da diese Integralkurven von der Form ~' sind, wobei 7 eine Geodiitische in M
ist, folgt:

Satz 2.7.5. Die Abbildung 8 =mwo® : (=04,0) x V — M besitzt die Figenschaft,
dass fiir alle v € V' die Abbildung t — [(t,v) mit der eindeutigen Geoditischen
Yo in M mit v, (0) = w(v) und ~,(0) = v dbereinstimmd.

Lemma 2.7.6. Es seiv € T,M. Ist die Geoddtische v, auf dem Intervall (—e, ¢)
definiert, so ist Yo fiir a > 0 auf dem Intervall (—e/a,e/a) definiert, und es
gilt

Yan(t) = Yo(at).

Beweis. Es sei h(t) = 7,(at). Dann gilt h(0) = p und A'(¢t) = av,(at), also
insbesondere h'(0) = av. Aufgrund der Eindeutigkeit von Geoditischen mit
gewdhlten Anfangsbedingungen geniigt es demnach zu zeigen, dass %h’ =0. Es
sei to fest gewdhlt; in lokalen Koordinaten (U, ) um h(tp), ¢ = (z1,...,%n),
schreiben wir also ¢ oy, = (¢1,...,¢,), und also p o h(t) = (¢1(at),. .., cn(at)).
Damit erhalten wir

WD) = avlfat) = Y (a)ou(h(t),
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so dass mit Gleichung (2.4.2)

v k
aX = Xk: fr +izj:(xi00)/fjrlij oc|-droc

folgt:
4 I " / / k
= h = az acy (ato) + Z aci(ato)c;(ato)l; o h | O oh
t=to k i,j
\Y
2 !
= a — ’y’U = 0
dt t=atg

O

Wir kénnen demnach die offene Teilmenge V' C T'M durch die offene Teil-
menge W = {v € TM | 2v/e € V} ersetzen, und erhalten, dass es eine Abbil-
dung

B:(-2,2) xW —>M (2.7.3)

mit der Eigenschaft gibt, das fiir alle v € W die Abbildung (-2,2) — M; t —
B(t,v) mit der eindeutigen Geodétischen ~, tibereinstimmt.

Wir definieren nun die (geoditische) Exponentialabbildung exp: In der Nota-
tion von zuvor ist exp : W — M durch

exp(v) = B(1,v) = 7 (1).

gegeben. Fiir einen fixierten Punkt p € M konnen wir exp auf die in T, M
offene Umgebung W N T, M von 0 einschrénken und erhalten eine Abbildung
exp, : WNT,M — M. Nach Definition sind sowohl exp : W — M als auch
exp, : WNT,M — M differenzierbare Abbildungen.

Mit Hilfe dieser neu eingefithrten Abbildung nimmt Lemma 2.7.6 folgende
Gestalt an:

Satz 2.7.7. Es gilt fir alle v € T,M: 7,(t) = exp,(tv), wann immer beide
Seiten definiert sind.

Beweis. Es gilt exp,(tv) = 71, (1) = 7o (1). O

Satz 2.7.8. Fir alle p € M ist (dexp,)o : ToT,M = T,M — T,M die Iden-
titit. Insbesondere existiert eine Umgebung von 0 € T,M, auf der exp, ein
Diffeomorphismus aufs Bild ist.

Beweis. Fiir v € TyT,M = T, M rechnen wir wie folgt: ¢ — tv ist eine Kurve in
T, M in Richtung v, so dass

(dexpp)o(v) = i expp(tv) = i Yo (1)

dt|—o dt|—g
d

= — o(t) = 7,(0) = v.
dttzov() ¥,(0) = v
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Dieser Satz besagt insbesondere, dass fiir alle p € M das Inverse der auf eine
geeignete offene Umgebung von 0 eingeschriinkten Exponentialabbildung exp,,
eine Karte von M definiert. Genauer:

Beispiel 2.7.9. 1. Im Fall M = R™ mit dem Levi-Civita-Zusammenhang
der Standardmetrik sind die Geoddtischen durch einen Punkt p von der
Form ~,(t) = p+tv. Da alle Geoditische auf ganz R definiert sind, folgt:

exp,(v) =7 (1) = p+o.

2. Betrachten wir S C R**1, vesehen mit dem Levi- Civita-Zusammenhang
beziiglich der Standardmetrik. Die Geoddtischen sind proportional zur Bo-
genldinge parametrisierte Grofkreise. Insbesondere sind sie auf ganz R de-
finiert, und es folgt, dass fir alle p € S™ die Ezponentialabbildung exp,
auf ganz T,S™ definiert ist. Es gilt: ist q¢ der zu p antipodale Punkt, so
bildet exp,, den offenen Ball B;(0) C T,M diffeomorph auf S™\ {q} ab,
und der Rand von Br(0) kollabiert unter exp, auf q. Die Exponential-
abbildung ist also im Allgemeinen nicht injektiv, und auch kein lokaler
Diffeomorphismus im gesamten Definitionsbereich.

2.8 Riemannsche Mannigfaltigkeiten als metri-
sche Riaume

Eine stetige Abbildung ¢ : [a,b] — M heifit stickweise differenzierbar, falls es
eine Unterteilung a = to < t; < ... < tx = b gibt, so dass c|, ,,,) fiir alle
i =0,...,k — 1 differenzierbar ist (siehe Beispiel 1.5.3 fiir die Definition von
Differenzierbarkeit auf abgeschlossenen Intervallen).

Ist nun (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (nicht blof§ pseudo-Rie-
mannsch), so kénnen wir die Ldnge einer stiickweise differenzierbaren Kurve
¢: la,b] = M durch

b
Lie) = [ 1leto)lde
a
definieren. Die Lénge einer stiickweise differenzierbaren Kurve ist endlich.
Satz 2.8.1. 1. L(c) >0, und L(c) =0 genau dann, wenn ¢ konstant ist.

2. Sind ¢y : [a,b] = M und c5 : [byc] = M zwei stickweise differenzierbare
Kurven mit ¢1(b) = ca(b), so ist L(cy Uca) = L(c1) + L(ca), wobei ¢ U ey
die Konkatenation von ¢; und co bezeichnet.

3. Ist ¢ : [e,d] = [a,b] eine differenzierbare Umparametrisierung, d.h. mo-
noton und surjektiv, so gilt fiir jeden stiickweise differenzierbaren Weg
c¢:la,b] = M, dass L(co ¢) = L(c).

Sind p,q € M, so sei §2,,, die Menge der stiickweise differenzierbaren Kurven
in M von p nach ¢q. Wir definieren

d(p, q) = inf{L(c) | ¢ € Qpq}
Satz 2.8.2. 1. (M,d) ist ein metrischer Raum.

2. Die durch d induzierte Topologie auf M stimmt mit der urspriinglichen
Topologie von M als Mannigfaltigkeit tiberein.
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Beweis. Aufgrund von Satz 2.8.1 3. ist es klar, dass d(p, q) = d(gq,p). Teil 2. die-
ses Satzes zeigt, dass d(p,q) < d(p,r) + d(r,q): Es sei € > 0 beliebig klein. Wir
wihlen Kurven ¢; von p nach r und ¢ von r nach ¢ mit L(c;) < d(p,r)+ § und
L(cz) < d(r,q) + §. Dann folgt d(p, q) < L(c1 Ucz) < d(p,r) +d(r,q) +¢.

Offensichtlich gilt d(p,q) > 0 nach Teil 1. von Satz 2.8.1, und trivialerweise
ist d(p,p) = 0. Der einzige schwierige Teil des Beweises von Punkt 1. ist zu
zeigen, dass d(p,q) = 0 bereits p = ¢ impliziert. Es sei dazu (U, ¢) eine Karte
um p mit p(p) = 0. Es sei € > 0 so klein, dass B.(0) C ¢(U); dann ist durch
K := ¢71(B:(0)) ein Kompaktum K C M definiert. Wir setzen

- 0
L= {;az 671‘1

Auch L ist kompakt (unter der zu der Karte (U, ¢) assoziierten lokalen Trivia-
lisierung ¢ : 7~1(U) — U x R™ entspricht L der kompakten Menge K x S™~1).
Daher nimmt die stetige Funktion

|lre K, a} =1} CTM.
r i=1

f:TM — R; v g(v,v) = |]v]]?

auf L Maximum und Minimum an; da letzteres echt grofler als 0 ist, existiert
also R > 0, so dass

R* > g(v,0) > o
firalleve L. Ist nunv=>_b; 8%,; € T,. M beliebig, wobei r € K, dann ist
1
U= > b2’U elrL,
und deshalb (0.0)
5 _ glv,v 1
R? > S 72 > 5 (2.8.1)

Nun sei ¢ : [a,b] — M eine beliebige stiickweise differenzierbare Kurve mit
c(a) = p, die ganz in K verlduft. Wir setzen ¢ o ¢ = (cq,...,¢,); daher gilt

ety = >0, di(t) aii ’c(t)’ und wir kénnen mit Hilfe von (2.8.1) abschétzen:

b

wobei L(¢o¢) die Liange der Kurve ¢ o ¢ in der Riemannschen Mannigfaltigkeit
R™ bezeichnet. Im R™ minimieren Strecken den Abstand (was wir ohne Beweis
benutzen; man iiberlege sich dies!), also folgt:

L(e) > 2llp(c)Il

Wir unterscheiden nun zwei Fille: Falls ¢ ¢ K, dann gibt es fiir jede Kurve
¢: [a,b] - M von p nach ¢ einen Zeitpunkt ¢, so dass ||¢(c(t))|| = €. Damit ist

aber L(c) > L(clja,)) = 5, und also auch d(p, q) > 5. Widerspruch.
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Es bleibt, den Fall ¢ € K zu betrachten. Analog zum Fall ¢ ¢ K gilt fiir jede
Kurve ¢ € €, von p nach ¢, die nicht ganz in K verlduft, dass L(c) > 5. Fiir
eine stiickweise differenzierbare Kurve ¢ : [a,b] — M von p nach ¢, die ganz in K
verliuft, gilt aber L(c) > H‘p(‘éb))” = H@g)”. Insgesamt: 0 = d(p,q) > MRq)H >
0, was ein Widerspruch ist.

Damit haben wir 1. gezeigt, und kénnen uns der induzierten Topologie wid-
men. Zum einen miissen wir zeigen, dass in jeder Koordinatenumgebung U eines
Punktes p ein Ball B, (p) = {¢ € M | d(p, q) < r} enthalten ist. In der Notation
von oben gilt aber, wenn wir r = & wiihlen, dass B,.(p) C K = ¢~ '(B:(0)) C U.
(Wir hatten gezeigt, dass fiir ¢ ¢ K gilt, dass d(p,q) > § =1.)

Zum anderen muss in jedem Ball B,(p) eine Menge der Form ¢~*(B;(0))
sein, wobei (U, ¢) eine Karte wie oben ist. Wir wihlen 6 so klein, dass § <
min{e, % }. Wir werden zeigen, dass es eine differenzierbare Kurve ¢ von p nach
q mit L(c) < r gibt; dann folgt ¢ € B,(p). Es sei c(t) = ¢~ (tp(q)) die gerade
Verbindung zwischen 0 und ¢(q), mit ¢~ nach M iibertragen. Dann rechnen
wir mit der anderen Abschétzung in (2.8.1):

L(c):/o ||c'(t)\|dt§R/0 llo()]|dt < RS < 7.

2.9 Geodiatische minimieren die Linge

In diesem Abschnitt bezeichnet (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so
dass der in Abschnitt 2.8 eingefiihrte Begiff der Lénge einer stiickweise differen-
zierbaren Kurve ¢ : [a,b] — M,

b
L) = [ llelat

Sinn ergibt.
Ziel ist es, zwei Sitze zu zeigen, die die minimierenden Eigenschaften von
Geoditischen beschreiben. Zum einen:

Satz 2.9.1. Ist v : [0,1] — M eine stickweise differenzierbare, proportional
zur Bogenlinge parametrisierte Kurve, so dass L(y) < L(c) fir alle stiickweise
differenzierbaren Kurven c, die v(0) und (1) miteinander verbinden. Dann ist
v eine Geoddtische.

Umgekehrt gilt nicht, dass jede Geoditische v : [0,1] — M die Linge unter
allen Kurven zwischen (0) und (1) minimiert, wie das Beispiel der Sphiire
zeigt: sobald eine in p startende Geodétische den antipodalen Punkt —p passiert,
hort sie auf, die Lénge zu minimieren.

Wir werden aber zeigen, dass Geodéatische lokal die Ldnge minimieren. Ge-
nauer:

Definition 2.9.2. Es seip € M und V C T,M eine offene Umgebung von
0 €T,M, so dass exp, auf V ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Wir nennen
exp, V' eine normale Umgebung von p. Fir e > 0 so klein, dass B.(0) C V,
nennen wir exp,(B:(0)) einen geoditischen Ball um p.
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Bemerkung 2.9.3. Wir werden zeigen, dass der geoditische Ball exp,(B:(0))
mit Be(p) tbereinstimmt, wobei wir hier M als metrischen Raum wie in Ab-
schnitt 2.8 betrachten.

Satz 2.9.4. Es seip € M, U eine normale Umgebung von p, sowie B C U ein
geoditischer Ball um p. Es sei v : [0,1] — M eine Geodditische mit v(0) = p,
die ganz in B wverlauft. Dann gilt fir jede stiickweise differenzierbare Kurve
¢:10,1] = M mit ¢(0) = v(0) und c¢(1) = v(1), dass L(y) < L(c). Insbesondere
Jolgt: L(v) = d(1(0),7(1)).

Weiterhin gilt: Falls L(vy) = L(c), dann gilt v([0,1]) = ¢([0,1]) und c ist
eine Umparametrisierung von . Insbesondere gibt es fiir jeden Punkt q € B
bis auf Umparametrisierung genau eine minimierende Geoddtische, die p mit g
verbindet.

Bemerkung 2.9.5. In diesem Satz ist es nicht relevant, dass die Kurven auf
[0, 1] parametrisiert sind, da die Linge einer Kurve invariant unter Umparame-
trisierung st.

Wir werden uns zunéchst mit dem zweiten Satz beschéftigen. Fiir den Be-
weis bendtigen wir folgendes technische Lemma, welches die Ubertragung der
Torsionsfreiheit des Levi-Civita-Zusammenhangs fiir die induzierte kovariante
Ableitung lings Kurven ist:

Lemma 2.9.6. Es sei f : (a,b) x (¢,d) = M; (t,8) — f(t,s) eine differenzier-
bare Abbildung. Dann gilt:

vor_vof
ds Ot Ot ds’
Here, e.g. on the left hand side of the equation, we consider %, for fixed

t = tg, as a vector field along s — f(to, s), in order to perform the covariant
derivative with respect to s.

Der Beweis dieses Lemmas ist strukturell &hnlich wie der von Satz 2.6.4, nur
einfacher: man wéhle lokale Koordinaten, schreibe die auftretenden Vektorfel-
der in den entsprechenden Basisfeldern, und fithre damit die Aussage auf die
Torsionsfreiheit von V zuriick.

Weiterhin bendtigen wir das sogenannte Gaufl-Lemma. Es besagt, dass ei-
ne Geoditische () = exp,(tv) den Rand des Balles exp,(B:(0)) senkrecht
schneidet. Genauer: Es gilt (falls v nach Bogenlidnge parametrisiert ist), dass
7 den Rand exp,(0B:(0)) zum Zeitpunkt ¢ schneidet; hier gilt also 7/(¢) =
(dexp,)zv(v) L (dexpy)es(vh).

Lemma 2.9.7. Es seip € M und v € T, M so, dass exp, v definiert ist. Es sei
w e T,(T,M) =T,M. Dann gilt:

((dexpp)o(v), (dexp,)y(w)) = (v, w).

Beweis. Es sei y(t) = exp,(tv). Dann gilt 7/(1) = (dexp,,),(v). Betrachten wir
zundchst den Fall, dass w proportional zu v ist, d.h. w = Av fiir ein A € R, dann
gilt

((dexp,)o(v), (dexp,)s(w)) = A7 (1),7' (1)) = A('(0),7(0)) = Mv,v) = (v,w),

da Geoditische proportional zur Bogenldnge parametrisiert sind. Aufgrund der
Linearitéit der Aussage in w geniigt es deshalb, sie fiir w L v zu zeigen. (Diese
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Fall entspricht der motivierenden Aussage oben, dass Geodétische den Rand des
geoditischen Balles senkrecht schneiden.)

Da exp, v definiert ist, gibt es d,¢ > 0 so, dass exp,u fiir alle u = tv(s),
wobei t € (0,1 + 0) und s € (—e,¢), definiert ist, wobei v(s) eine Kurve in
T, M ist, die v(0) = v und v'(0) = w erfiillt, und fiir die |v(s)| konstant ist (solch
eine Kurve konnen wir wihlen, weil w senkrecht zu v steht). Wir betrachten die
Abbildung

[:(=0,0) x (—¢,6) — M; (t,5) — exp,(tv(s)).

Fiir jedes feste s ist also die Abbildung t — f(t,s) = exp,(tv(s)) eine Geodéti-
sche. Es gilt:

(L 9)(1,0) = ((dexp,)o ), (desp, o (v))

also miissen wir zeigen, dass

(L9100 = (v u) = 0.

Es gilt:
9,01 9f, _ VOf of,  0f Vo,
ot'0s’ Ot Ot 0s’ Ot 0s’ ot ot
N——
=0

wobei der zweite Summand gleich Null ist, da die Kurven ¢ = f(t,s) = exp,,(tv(s))
Geodaétische sind. Nach Lemma 2.9.6 gilt nun also:

0,0f of Vof of, ,VOof of, 10 ,0f of

a'os ot ~aias o) ~as o) T 205\ ar ot
= 32 fuls) v(s)) = 0

weil jede Kurve t — f(t, s) proportional zur Bogenléinge parametrisiert ist.
Es folgt, dass (ﬂ ﬂ} unabhingig von ¢ ist. Wir berechnen also mit Hilfe
von Satz 2.7.8:

af of

(5, 50)(0,0) = {(dexp,)o(w), (dexp, o(v)) = (v, w) =0.

O

Beweis von Satz 2.9.4. Es sei w = +/(0). Da wir wissen, dass Geodétische pro-
portional zur Bogenlénge parametrisiert sind, gilt

1 1
L(y) :/0 Iy ()t :/0 el dt = eo]].

Wir nehmen zunéchst an, dass ¢([0,1]) C B. Weiterhin kénnen wir anneh-
men, dass ¢ nur zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf den Punkt p abbildet; andernfalls
kénnen wir, falls ¢(tg) = p, das Intervall [0,¢q] vernachlissigen, und nur die
eingeschrénkte Kurve c[f, 1) betrachten. Die Lénge wird hierdurch hochstens
kleiner.) Da exp,, ein Diffeomorphismus zwischen einer offenen Menge V' C T, M
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und der normalen Umgebung U von p ist, kénnen wir ¢ fiir ¢ # 0 also eindeutig

als

c(t) = exp, (r(t) - v(t))
schreiben, wobei v : (0,1] — T, M und r : (0, 1] — R stiickweise differenzierbare
Kurven sind, und [[v(t)|| = 1. (Wir setzen r(t) = ||exp;1(c(t))|| und v(t) =

%t()c(t)).) Es folgt, dass (aufler in den endlich vielen Stellen, in denen r und v

eventuell nicht differenzierbar sind)

—r(t) - v(t) =7 (t)v(t) + r(t)v'(¢), (2.9.1)

d.h. in Gleichung (2.9.1) ist der erste Summand parallel zu v(¢) und der zweite
senkrecht zu v(¢t). Nun folgt mit dem Gauf-Lemma:

112 = {(dexy)ro (o + 7o), (dexpy (s + 7o)
= %((dexpp)rv(rv), ((depr)rv (7‘ v)) + ||(depr)rv (7"”/)”2
+ 2%(((1 exp, )ry (10), (d exp,,)ry (rv’))

= %(m, r'v) + ||(dexpp),.v(rv’)|\2 + 2%(7“1),7“1)’)
=7+ [|(dexp, ) (rv))|[> > r'?, (2.9.2)

d.h.
1@ = 17 (2)]

fir alle t > 0 (in ¢ = 0 ist 7' nicht definiert). Dies impliziert:

/ [ (t |dt>hm/ v (t)|dt > hm/ r’(t)dt‘

= [r(1) = lim 7(e)| = [l expy, " (c()I] = I exp, ()| = ]l = L(7),
(2.9.3)

wobei w = 7'(0), da dann ~(t) = exp, (tw).

Wenn ¢([0, 1]) nicht ganz in B enthalten ist, so betrachten wir den ersten
Zeitpunkt to € (0, 1), fiir den ¢(tp) im Rand von B enthalten ist. Dann folgt aus
der Argumentation von oben, dass

L(e) = Lelyg 1) = 0 = L),

wobei ¢ der Radius des geoditischen Balles B ist (d.h. B = exp,(Bs(0))).

Es bleibt zu untersuchen, wann in dieser Ungleichungskette Gleichheit gilt.
Wir sehen aus (2.9.2), dass fiir die Gleichheit notwendig ist, dass v' = 0 ist (wir
befinden uns in einem Bereich, in dem exp,, ein lokaler Diffeomorphismus ist).
Wenn also v konstant ist, so ist Gleichheit dquivalent dazu, dass r monoton ist
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(siehe die zweite Ungleichung in (2.9.3)). Insgesamt gilt genau dann Gleichheit,
wenn c(t) = exp,(r(t)v) fiir einen Vektor v € T, M und eine monotone Funktion
7. Da aber ¢(1) = 7(1) = exp,(w) und exp, im gewéhlten Bereich injektiv ist,
folgt, dass v = w sein muss; damit ist ¢ eine Umparametrisierung von . O

Korollar 2.9.8. In der Situation des Satzes sei y(t) = exp,(tw) (wir setzen
immer noch voraus, dass v innerhalb des geoditischen Balles B verliuft). Dann
gilt: d(p,~(t)) = [[tw|| = L(7ljg ). Insbesondere gilt fiir den geoditischen Ball
B = exp,(B:(0)), dass B = B.(p), wobei wir M hier als metrischen Raum im
Sinne von Abschnitt 2.8 betrachten.

Wir wenden uns nun dem Beweis von Satz 2.9.1 zu. Auch hierfiir ben&tigen
wir mehrere Lemmata.

Lemma 2.9.9. Betrachte die Abbildung F : TM — M xM; v — (w(v),exp(v)).
Dann gilt fiir alle p € M: dFy, : To, TM — Ty ) (M x M) = T,M & T,M ist
ein Isomorphismus.

Beweis. Wenn n die Dimension von M ist, dann wissen wir, dass T'M eine
2n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Betrachte nun fiir festes p € M zunéchst
Kurven der Form ¢(t) = tv € T,M C TM, wobei v € T,M ein beliebiger
Tangentialvektor ist. Dann gilt:

dFy, (<(0)) a4

d
= (Foc)(t) = —

= 21 wew) = 00).

t=0

t=0

Andererseits gilt fiir die Kurve ¢(t) = Ocxp(tv) € Texp(to)M C T'M, dass

d
ARy, () = 5| (Foot)= |  (exp(tv),exp(tv)) = (v,v).
t=0 t=0
Insgesamt folgt, dass dFyp, surjektiv, und damit ein Isomorphismus ist. O

Lemma 2.9.10. Fiir alle p € M existiert eine offene Umgebung U von p und
ein € > 0, so dass fiir alle ¢ € U folgendes gilt:

1. Die Abbildung exp,, eingeschrinkt auf B-(0) C T,M, ist ein Diffeomor-
phismus aufs Bild

2.UC equ<B5(0)) = B:(q).
Dies bedeutet: U ist eine normale Umgebung eines jeden Punktes in W.

Beweis. Wir erinnern daran, dass wir die Existenz einer differenzierbaren Ab-
bildung 8 : (-2,2) x W — M gezeigt haben, wobei W C TM eine offene
Umgebung von 0 € T,M ist, die die Eigenschaft hat, dass fiir alle v € W die
Kurve t — B(t,v) mit der eindeutigen Geodétische v, in M iibereinstimmt. Da
wir hier nun eine Riemannsche Metrik zur Verfiigung haben, konnen wir durch
Einschrankung annehmen, dass W von der Form

W={veT,M|qeV, ||| <d}

fiir eine Kartenumgebung (V, ¢) von ¢, ¢ = (21,...,z,), und ein 6 > 0 ist. Wir
setzen

F:W — M x M; v (m(v),exp(v)) = (7(v), eXPr(y) (v))-
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Wir haben in Lemma 2.9.9 gezeigt, dass dFy, : To,TM — Tpq,) (M x M)
invertierbar ist. Damit gibt es eine offene Umgebung W’ C W von 0,, die
mittels F diffeomorph auf eine Umgebung A C M x M von (p,p) abgebildet
wird. Wir kénnen annehmen, dass W’ von der Form

W ={veT,M|qgeV' ||| <e}

fiir eine Umgebung V' C V von p und ein € > 0 ist. Nun wiilen wir eine

Umgebung U von p, so dass U x U C A. (Man beachte, dass dann U C V'

folgt.) Wir behaupten, dass die Behauptung fiir diese Wahl von U und ¢ gilt.
Es sei dazu ¢ € U. Fiir den e-Ball um 0 in T, M, B.(0), gilt:

B.(0) = W' NT,M.

Da F auf W’ ein Diffeomorphismus aufs Bild ist, folgt also aus der Definition von
F, dass exp, auf B.(0) C T,M ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Weiterhin
gilt F(B:(0)) O {q} x U, also exp,(B:(0)) D U. O

Bemerkung 2.9.11. Aus diesem Lemma, zusammen mit Satz 2.9.4, folgt, dass
fir je zwei Punkte q1,q2 € U bis auf Umparametrisierung eine eindeutige mi-
nimierende Geoddtische v (mit Linge < €) existiert, die ¢ und gz miteinander
verbindet.

Beweis von Satz 2.9.1. Es sei v : [0,1] — M eine nach Bogenlénge parametri-
sierte, stiickweise differenzierbare Kurve, die die Lange aller Kurven zwischen
~(0) und (1) minimiert. Es sei ¢ € [0, 1] fixiert. Wir werden zeigen, dass + in
einer Umgebung von ¢t mit einer Geodétischen iibereinstimmt, und also selbst
eine Geodéitische ist.

Es seien € > 0, sowie U eine Umgebung von «(t) wie in Lemma 2.9.10. Dann
existiert ein abgeschlossenes Intervall ¢ € I = [a, b] C [0, 1] mit nichtleerem Inne-
ren, so dass y(I) C U. Damit ist die Einschrinkung ~ : I — U eine stiickweise
differenzierbare Kurve, die v(a) mit dem Punkt ~(b) verbindet, welche beide
in einem geodétischen Ball liegen. y; muss eine minimierende Verbindung sein,
da ansonsten die Linge der Kurve, die wir aus -y erhalten, indem wir sie auf
durch eine minimierende Kurve ersetzen, kleiner wére als die von ~. Damit folgt
aus Satz 2.9.4, dass 7 bis auf Umparametrisierung mit einer Geodétischen zwi-
schen ¢; und g iibereinstimmt. Da ~ aber nach Voraussetzung nach Bogenlénge
parametisiert ist, folgt, dass 7, selbst eine Geoditische (und insbesondere diffe-
renzierbar) ist. O

2.10 Der Satz von Hopf-Rinow

Hier werden wir zum ersten Mal in dieser Vorlesung einen Satz beweisen, der
die globale Geometrie einer Riemannschen Mannigfaltigkeit betrifft.

Definition 2.10.1. Wir sagen, dass eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit
(M, g) (geodiitisch) vollstéindig ist, wenn fiir alle p € M die Exponentialabbil-
dung exp,, (beziiglich des Levi-Ciwita-Zusammenhangs) auf ganz T,M definiert
ist, d.h., wenn jede Geodditische von M auf ganz R erweitert werden kann.
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Im folgenden Satz werden wir verschiedene dquivalente Charakterisierungen
der geodétischen Vollstédndigkeit geben, allerdings lediglich im Riemannschen
Fall: wir benutzen, dass die Riemannsche Metrik g auf M die Struktur eines
metrischen Raumes induziert.

Theorem 2.10.2. Es sei (M, g) eine zusammenhingende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit und p € M. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. exp, ist auf ganz T),M definiert.
2. Abgeschlossene und beschrinkte Teilmengen von M sind kompakt.
3. M st als metrischer Raum vollstindig.
4. M st geoddtisch vollstindig.
Auflerdem implizieren die obigen Bedingungen

5. Zu jedem q € M gibt es eine Geodditische vy, die p und q verbindet, so dass
L(y) = d(p,q).

Bemerkung 2.10.3. Offensichtlich impliziert 5. nicht die anderen vier Bedin-
gungen, wie das Beispiel einer konvexen offenen Teilmenge von R™ zeigt.

Beweis. Wir zeigen zundchst 1. = 5.: Es sei d(p,q) = r. Es sei Bs(p) ein
geoditischer Ball um p. Wir bezeichnen mit Ss(p) den Rand von Bs(p). Die ste-
tige Funktion z — d(g, z) nimmt auf der kompakten Menge S;5(p) das Minimum
in einem Punkt o an. Dann ist 2o = exp,(6v) fiir ein v € T, M mit [v] = 1. Es
sei y(t) = exp,(tv). Wir werden zeigen, dass y(r) = ¢.

Dazu betrachten wir die Menge

A={se[0,r]|d(v(s),q) =7 — s}.

A ist abgeschlossen in [0, 7], und nichtleer, da 0 € A. Es sei sg € A, sg < 7.
Wir werden zeigen, dass so + &' € A fiir ein geniigend kleines ¢’ > 0. (Das
impliziert, dass sup A = r, und da A abgeschlossen ist, folgt r € A, d.h. v(r) =
q.) Es sei By (7y(s0)) ein geodétischer Ball um ~y(sg). Wir betrachten die stetige
Abbildung Ss (v(so)) = R;  — d(q,x). Es sei z(; € Ss/(v(s0)) ein Minimum
dieser Abbildung. Wenn wir zeigen konnen, dass z(, = vy(so + 9’), dann gilt

d(v(s0),q) =1 — 0,
da sg € A, und auflerdem

d(v(s0),q) =96+ min d(z,q) =0 +d(z,q).
z€Ss/(v(s0))

Daraus folgt
r—so =06 +d(xg,q) =6 +d(y(so +0),q), (2.10.1)
also
d(rY(SO + 5,)a Q) =Tr—= (SO + 6/)7

d.h. sg+ ¢’ € A. Um 1. = 5. zu zeigen, miissen wir also nur noch zeigen, dass
xh = Y(so + 0"). Mit der ersten Gleichung aus (2.10.1) und der Dreiecksunglei-
chung folgt

d(p,z4) > d(p,q) —d(q,z) =71 —(r—so—08') =s0+ 6.
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Auf der anderen Seite hat die stiickweise differenzierbare Kurve von p nach x{,
die zunéchst v von p nach v(sg) folgt, und dann iiber die eindeutige minimieren-
de Geoditische von y(sg) nach af, verlduft, Linge gleich sy + 4¢’. Nach Satz 2.9.1
ist diese Kurve eine Geodétische (insbesondere differenzierbar). Insbesondere:
v(so + ¢') = (. Dies beendet den Beweis von 1. = 5.

1. = 2. : Es sei A C M eine abgeschlossene, beschrinkte Menge. Da A
beschrinkt ist, ist A in einem grofien Ball Br(p) enthalten. Nach 6. gibt es zu
jedem Punkt ¢ in Br(p) eine Geodétische von p nach ¢ von Linge < R, so
dass Br(p) C exp,(Br(0)). (Beachte, dass exp, nach Voraussetzung auf ganz

T,M definiert ist.) Als stetiges Bild einer kompakten Menge ist exp,(Br(0))
kompakt. Also ist A eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge
und damit kompakt.

2. = 3. : Wir miissen zeigen, dass M als metrischer Raum vollstindig ist.
Sei dazu (p,,) eine Cauchyfolge in M. Offenbar ist {p1,pa,...} eine beschrinkte
Teilmenge von M. Nach 2. ist der Abschluss dieser Menge kompakt. Also enthélt
(pn) eine konvergente Teilfolge. Da (p,) eine Cauchyfolge ist, folgt, dass (p,)
konvergiert.

3. = 4.: Wir nehmen an, dass M nicht geodétisch vollstéindig ist, d.h., dass
eine Geoditische v existiert, die auf einem Intervall (a, b) definiert ist, aber nicht
im Punkt b. Wir kénnen annehmen, dass v nach Bogenldnge parametrisiert ist,
so dass L(7|( 4) = d — c fiir alle [c,d] C [a,b]. Es sei nun ¢,, eine Folge in (a, b),
die gegen b konvergiert. Fiir € > 0 gibt es ein ng, so dass fiir alle n, m > nq gilt,
dass [t, — tm| < €, also auch

d(y(tn), Y(tm)) < [t —tm| <e.

Also ist die Folge (v(¢,)) eine Cauchyfolge in M. Da M vollstéindig als metrischer
Raum ist, folgt, dass v(t,) — po € M fiir einen Punkt py € M.

Es sei nun U eine Umgebung von py wie in Lemma 2.9.10, d.h., U ist eine
normale Umgebung eines jeden Punktes in U; genauer: es gibt ein § > 0, so dass
exp, fiir alle ¢ € U auf B;(0) ein Diffeomorphismus aufs Bild ist, und so dass
U C exp,(Bs(0)). Es sei ny so groB, dass fiir n, m > ny gilt, dass [t, —t,,| < é und
¥(tn), y(tm) € U. Dann gibt es nach Bemerkung 2.9.11 eine eindeutige Geod:ti-
sche 4 mit Léinge kleiner als ¢, die v(¢,,) und 7(¢,,) miteinander verbindet. Diese
Geodétische 4 muss also im gemeinsamen Definitionsbereich mit v iibereinstim-
men. Da exp,,,, ) ein Diffeomorphismus auf Bs(0) ist, und U C exp,,, ) (B5(0)),
setzt 4 die Geodétische ~y iiber sg fort.

4. = 1. ist offensichtlich. O

Da geoditische Vollstandigkeit und Vollsténdigkeit als metrischer Raum fiir
Riemannsche Mannigfaltigkeiten also dquivalent sind, ist es nicht notwendig,
zwischen diesen Eigenschaften zu unterscheiden; wir werden beide einfach mit
Vollstandigkeit bezeichnen.

Offensichtliche Folgerungen aus dem Satz sind:

Korollar 2.10.4. In einer vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeit gibt
es zwischen je zwei Punkten p und q eine Geoddtische der Linge d(p,q).

Bemerkung 2.10.5. Natiirlich kann es passieren, dass es mehrere Geoddtische
zwischen p und g mit Linge d(p, q) gibt, wie das Beispiel antipodaler Punkte auf
der Sphdre zeigt.
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Korollar 2.10.6. Kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind vollstindig.

Wir bemerken, dass auf nichtkompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten
die Vollstandigkeit durchaus von der gewihlten Riemannschen Metrik abhéngt.

2.11 Isometrien und Killingfelder

Wir wissen, dass je zwei Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension n lokal diffeo-
morph zueinander sind: Fiir p € M und ¢ € N gibt es offene Mengen U um
p und V um ¢, so dass U und V diffeomorph sind. (Wir kénnen U und V so
wihlen, dass sie jeweils diffeomorph zu einem offenen Ball im R™ sind.) Sind
nun auf M und N pseudo-Riemannsche Metriken gegeben, so ist der natiirliche
Isomorphiebegriff der der Isometrie (der schon in den Ubungen auftauchte):

Definition 2.11.1. FEin Diffeomorphismus ¢ : M — N zwischen pseudo-
Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M, g) und (N, h) heifit Isometrie, falls

heop) (dpp(v), dipp(w)) = gp(v, w) (2.11.1)

fiir alle p € M und v,w € T,M, d.h., falls p*h = g. Ezistiert eine Isometrie
zwischen M und N, so heifflen M und N isometrisch.

Bislang haben wir keine Methode, zu beweisen, dass zwei gegebene pseudo-
Riemannsche Mannigfaltigkeiten nicht isometrisch zueinander sind. Beispiels-
weise ist nicht klar, ob eine offene Teilmenge von S™, versehen mit der Metrik
von R™*1 zu einer offenen Teilmenge von R™ isometrisch sein kann. Um sol-
che Fragen entscheiden zu koénnen, brauchen wir eine zu der Metrik assoziierte
Invariante, die nicht von der Isometrieklasse einer pseudo-Riemannschen Man-
nigfaltigkeit abhéngt. Zu diesem Zweck werden wir im néchsten Abschnitt den
Kriimmungstensor, und spéter weitere abgeleitete Kriimmungsgrofien definie-
ren.

In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns vorher noch kurz mit einigen ele-
mentaren Eigenschaften von Isometrien pseudo-Riemannscher Mannigfaltigkei-
ten. In den Ubungen wurde beobachtet:

Lemma 2.11.2. Ist ¢ : M — N eine Isometrie pseudo-Riemannscher Man-
nigfaltigkeiten (M, g) und (N, h), so gilt fir alle Vektorfelder X und Y auf M,
dass

0. VXY =V] yo.Y.

Hierbei ist fiir ein Vektorfeld X auf M das Vektorfeld p.X durch ¢, X = dyp o
X oo~ definiert.

Beispiel 2.11.3. Die pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten, denen wir bis-
lang in der Vorlesung begegnet sind, sind hochgradig symmetrisch in dem Sin-
ne, dass sie viele Selbst-Isometrien zulassen. Betrachten wir beispielsweise die
Sphdre S™ mit der Standardmetrik, so definiert jedes Element A € O(n+1) eine
Isometrie von S™, denn: A : R — R"*1 lisst nach Definition der orthogona-
len Gruppe das Standardskalarprodukt invariant, und damit auch S™, zusammen
mit der induzierten Metrik. Insbesondere ist die Sphdre homogen:

Definition 2.11.4. FEine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit heifst homogen,
wenn es zu je zwet Punkten p,q € M eine Isometrie ¢ : S™ — S™, so dass

o(p) =q.
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Die Existenz von Ein-Parameter-Familien von Isometrien liefert die Existenz
spezieller Vektorfelder, sogenannter Killingfelder:

Definition 2.11.5. Fin Vektorfeld X auf einer pseudo-Riemannschen Mannig-
faltigkeit heifit Killingfeld, wenn die lokalen Fliisse von X Isometrien sind.

Wir beschreiben nun mehrere dquivalente Charakterisierungen des Begriffs
des Killingfeldes. Dafiir benttigen wir den Begriff der Lieableitung:

Definition 2.11.6. Es sei X ein Vektorfeld auf einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit M, und A ein Tensorfeld auf M vom Typ (r,s). Dann ist die Lie-
ableitung von A entlang X das folgendermafen definierte Tensorfeld vom Typ
(rys) auf M: ist ®; der lokale Fluss von X auf einer offenen Menge U, dann
ist fiurp e U
(L) = | (@14,
t=0

Auf der rechten Seite leitet man eine Kurve im Tensorbiindel ab, die vollsténdig
in der Faser iiber p verlduft. Damit definiert die rechte Seite wiederum ein Ten-
sorfeld.

Man beachte, dass man bei der Definition des Pullbacks auf der rechten Seite
vorsichtig sein muss: fiir Tensorfelder vom Typ (r,0) ist es wie {iblich durch

(PFA)p(v1, ..y vr) = Ag, () (dPe(v1), ..., dPs(vy))

definiert (man beachte, dass Pullback von kovarianten Tensorfeldern entlang
beliebiger glatter Abbildungen wohldefiniert ist), aber fiir Tensorfelder vom Typ
(r,s) mit s > 0 definiert man

(@:A)p(vl, ce ,UT) = (d‘b,t)q%(p) (A<I>t(p) (d@t(v1)7 PN ,dq)t(vr)),

wobei im Fall s > 1 die rechte Seite so zu lesen ist, dass fiir eine lineare Ab-
bildung L : V' — W zwischen Vektorrdumen die induzierte lineare Abbildung
V®s — W die auf reinen Tensoren durch v1 ®...Qvs — A(v1) ®...Q A(vs)
definiert ist, wiederum mit L bezeichnet wird.

(Der einfachste kontravariante Fall ist der eines Tensorfeldes vom Typ (0, 1),
d.h. eines Vektorfeldes; der Pullback eines Vektorfeldes X entlang eines Diffeo-
morphismus f ist durch (f*X), = (df);(lp)(Xf(p)) definiert.)

Proposition 2.11.7. Fir ein Vektorfeld X auf einer pseudo-Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. X ist ein Killingfeld
2. Lxg =0, wobei Lx die Lieableitung bzgl. X bezeichnet.

3. VX, w) + (VyuX,v) = 0 fir alle vyw € T,M, p € M, wobei V der
Levi-Civita- Zusammenhang von g ist, d.h. v — V, X ist ein schiefsymme-
trischer Endomorphismus von (T,M, gp).

Beweis. Es sei ®; : U — M der lokale Fluss von X auf U C M, d.h. 4®,(q) =
X(®y(q)) fur alle g € U.
Nach Definition der Lieableitung gilt:
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Ll Dww) = L] (dD0),(0), (d2,),(w))-

dt|,_,
Also folgt
d d
dt|,_,, (d®)(v), (dr) (w)) = — . ((dDy_y,)) (dDy,) (v), (AP, ) (dDy, ) (w))
= % o <(d©9)(dq)to)(v)7 (d(be)(dq)to)(’w»

= (Lx () ((d®y, ) (v), (dPe, ) (w).
Dies zeigt, dass genau dann Lx(-,-) = 0, wenn fiir alle v,w die Abbildung
t = ((dDy)(v), (dPy)(w)) konstant ist. Da @ die Identitét ist, ist das dquivalent
zu der Bedingung, dass die lokalen Fliisse aus Isometrien bestehen. Mit anderen
Worten: wir haben die Aquivalenz von 1. und 2. gezeigt.

Um die Aquivalenz zu 3. zu sehen, rechnen wir wie folgt, wobei wir benutzen,
dass die Lieableitung die Leibnizregel erfiillt, sowie dass Lx f = X f fiir jede
Funktion f und LxY = [X,Y] fiir jedes Vektorfeld Y alles Aussagen, die in
den Ubungen bewiesen werden. Es seien V' and W beliebige Erweiterungen von
v,w € T, M zu lokalen Vektorfeldern. Dann gilt

(Lx (), W) = Lx((V,W)) = (LxV,W) —(V,LxW)
— (VXV,W) + (VW) — ([X, V], W) — (V, [X, W])
=(Vy X, W) +(V,Vi X).

2.12 Kriimmung

Definition 2.12.1. Der Riemannsche Kriitmmungstensor einer kovarianten Ab-
leitung V auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist

R:T(TM)xT(TM) xT'(TM) —T(TM); (X,Y,Z)— R(X,Y)Z,
definiert durch
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ -V xy|Z.
Ist V der Levi-Civita-Zusammenhang einer pseudo-Riemannschen Metrik g auf
M, so sprechen wir auch einfach vom Riemannschen Krimmungstensor von g.

Bemerkung 2.12.2. Manche Biicher bezeichnen das Negative von R als Rie-
mannschen Kriimmungstensor, z.B. [1].

Offensichtlich ist R in jedem Eintrag R-linear. Um zu zeigen, dass R wirklich
ein (3,1)-Tensorfeld auf M definiert, ist zu zeigen, dass R in jedem Eintrag
C*°(M)-linear ist. Wir fiihren diese Rechnung fiir einen Fall durch:

R(fX,Y)Z =VixVyZ -VyVixZ —Vi;xy|Z
= fVxVyZ =Vy(fVxZ) = Vixy-vnxZ
= f(VXVyZ —VyVxZ — V[ny]Z) — (Yf)VXZ + (Yf)VXZ
= fR(X,Y)Z.
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Beispiel 2.12.3. Berechnen wir den Kriimmungstensor von R™, versehen mit
der Standardmetrik. Um R zu bestimmen, gendgt es, R(0;,0;)0k zu berechnen,
wobei O, die zur kanonischen Karte assoziierten Basisfelder sind. Wir wissen,
dass Vo,0; = 0, und dass [0;,0;] = 0. Damit ist R(0;,0;)0; = 0, und also R
konstant 0.

Bemerkung 2.12.4. Dieses Beispiel zeigt eine mdgliche Sicht auf den Rie-
mannschen Kriimmungstensor: in Koordinaten einer beliebige pseudo-Riemann-
schen Mannigfaltigkeit (M, g) gilt

R(0;,0,)Z = Vo, Vo, Z —Vo,Vo, Z,

d.h., R misst, inwieweit die obigen kovarianten Ableitungen miteinander kom-
mutieren.

Lemma 2.12.5. Es seien (M, g) und (N, h) pseudo-Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten, versehen mit den entsprechenden Levi-Civita-Zusammenhdngen und
assoziierten Kriimmungstensoren RM und RN . Ist ¢ eine Isometrie zwischen

M und N, so gilt fir alle X,Y,Z € T(TM):
Px(R(X,Y)Z) = R(p. X, 0. Y )i Z.
Beweis. Mit Lemma 2.11.2 gilt:

e RM(X,Y)Z = 0.(VxVyZ —VyVxZ = Vixy)Z)
= Veox0:VyZ = Vv VxZ — Vo x v Z
=V, XV, vyexZ =V, yVo, x0eZ — Vip. X0, Y195 %
= RN (0. X, 0.Y)p. Z.

O

Aus Beispiel 2.12.3 und Lemma 2.12.5 folgt, dass der Kriimmungstensor ei-
ner Riemannschen Mannigfaltigkeit, die isometrisch zu R"™ ist, verschwindet;
wenn wir zeigen konnen, dass eine gegebene pseudo-Riemannsche Mannigfaltig-
keit nichtverschwindenden Kriimmungstensor besitzt, so kann sie nicht zu R”
isometrisch sein.

Bemerkung 2.12.6. Dies ist sogar eine Aquivalenz - eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit ist genau dann lokal isometrisch zu R™, wenn der Krimmungsten-
sor verschwindet. Der Beweis wird eine Ubungsaufgabe auf dem 11. Ubungsblatt
sein.

Bevor wir uns den geometischen Eigenschaften von (M,g) zuwenden, die
im Kriimmungstensor kodiert sind, sammeln wir in dem folgenden Satz einige
formale Eigenschaften von R.

Satz 2.12.7. Es sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit as-
sozitertem Kriimmungstensor R. Dann gilt fiir alle Vektorfelder X, Y, Z, W auf
M:

1. R(X,Y)Z =-R(Y,X)Z

2. RX,Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0
(die erste, oder algebraische Bianchi-Identitét)
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3. (R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W, Z)
Beweis. 1. folgt sofort aus der Definition. Fiir 2. rechnen wir wie folgt:
R(X,Y)Z + R(K Z)X + R(Z,X)Y =VxVyZ -VyVxZ— V[X7y]Z
+VyVzX —-VzVy X — V[y}Z]Y
+VzVxY = VxVzY - Viz x1Y
=Vx|[Y,Z]|+ Vy|Z,X]+ Vz[X,Y]
= [X, [V, Z]| + [\, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0.

Wir haben hier die Torsionsfreiheit von V sowie die Jacobi-Identitét benutzt.
Fiir 3. geniigt es zu zeigen, dass (R(X,Y)Z, Z) = 0 (Polarisierung: ersetze
Z durch Z 4+ W und multipliziere aus). Dies zeigen wir wie folgt:

<R(Xa Y)Za Z> = <VXVYZ - VyVxZ — V[X7Y]Za Z>
= X(VyZ,2) — Ny Z.VxZ) — Y (VxZ,Z) + (VxZ,VyZ)

LX)z 2)

1 1 1
=3XY(Z,2) - 5YX(2,2) - 5[X,Y](Z, Z)
= 0.

Hier haben wir dir Metrizitiat von V benutzt.
Fiir 4. benutzen wir 2. vier Mal:

(R(X,Y)Z,W) + (R(Y, Z2)X,W) + (R(Z,X)Y,W) = 0
(R(Y, Z)W, X) + (R(Z,W)Y, X) + (R(W,Y)Z,X) =0
(R(Z,W)X,Y) + (R(W, X)Z,Y) + (R(X, Z)W,Y) = 0
(R(W, X)Y, Z) + (R(X,Y)W, Z) + (R(Y, W)X, Z) = 0.

Wir summieren diese vier Gleichungen auf und benutzen 1. und 3., so dass die
linken acht Summanden wegfallen und wir lediglich

2R(Z, X)Y,W)+2(RW,Y)Z,X)=0
erhalten, d.h. (R(Z, X)Y,W) = (R(Y,W)Z, X). O
Allgemein definieren wir:

Definition 2.12.8. FEs sei V' ein endlich-dimensionaler pseudo-Fuklidischer
Vektorraum (-,-). Dann ist ein algebraischer Kriimmungstensor auf V' eine tri-
lineare Abbildung R:V XV xV = V; (u,v,w) — R(u,v)w, die die Relationen
aus Satz 2.12.7 erfillt.

Wir haben also gezeigt, dass fiir den Kriimmungstensor R einer pseudo-
Riemannschen Mannigfaltigkeit alle Abbildungen R, : T,M x T,M x T,M —
T, M algebraische Kriimmungstensoren sind.
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2.13 Schnittkriimmung

Der Kriimmungstensor einer pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist
ein kompliziertes Objekt: wir setzen drei Tangentialvektoren ein, und erhal-
ten wiederum einen Tangentialvektor. Im Folgenden werden wir die sogenannte
Schnittkriimmung definieren, die ein viel einfacheres Objekt ist, aber immer
noch die gesamte Information des Kriimmungstensors enthlt.

Es sei 0 C V ein zweidimensionaler Unterraum eines pseudo-Euklidischen
Vektorraumes (V, (-, -)) und {u,v} eine Basis von 0. Wir bezeichnen mit Q(u,v)
den Ausdruck

Q(u’ U) = <ua u> <'Ua 'U> - <u7 ’U>2'

Wenn (-, -) positiv definit ist, dann ist Q(u, v) = ||u||?||v||* — (u, v)? der Flichen-
inhalt des durch u und v aufgespannten Parallelogramms.

Wir sagen, dass o nichtentartet ist, wenn (-,-), eingeschrinkt auf o, eine
nichtentartete symmetrische Bilinearform ist.

Lemma 2.13.1. o ist genau dann nichtentartet, wenn Q(u,v) # 0.

Beweis. Beziiglich der Basis u, v von ¢ hat die auf o eingeschrénkte symmetri-

sche Bilinearform g, die Matrixdarstellung ((u, u) - (u, U>) Damit ist Q(u,v)
(u,v)  (v,0)

die Determinante dieser Matrix, und es gilt Q(u,v) # 0 genau dann, wenn die-

se Matrix invertierbar ist, was dquivalent dazu ist, dass @) eine nichtentartete

symmetrische Bilinearform ist. O

Natiirlich ist im Falle eines Euklidischen Skalarproduktes jede 2-Ebene o C
V' nichtentartet.

Es sei nun (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit, versehen mit
dem Levi-Civita-Zusammenhang und dem assoziierten Kriimmungstensor.

Definition 2.13.2. Wir definieren die Schnittkrimmung einer nichtentarteten
2-FEbene 0 C T,M durch

wobei {u,v} eine Basis von o ist.

Lemma 2.13.3. Diese Definition ist unabhdingig von der Wahl der Basis {u, v}
von o.
Beweis. Ist x,y eine weitere Basis von o, so gibt es eine invertierbare Matrix
<i Z), so dass u = ax + by, v = cx + dy. Damit rechnen wir

(R(u,v)v,u) = (R(ax + by, cx + dy)cx + dy, ax + by)
(R(ax,dy)cx, by) + (R(ax, dy)dy, ax)
+ (R(by, cx)cx, by) + (R(by, cx)dy, ax)
= (ad — be)*(R(z,y)y, )

und genauso zeigt man Q(u,v) = (ad — bc)?Q(z,y). O
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Wir haben nun also aus R eine Abbildung K konstruiert, die jedem zweidi-
mensionalen Unterraum eine reelle Zahl zuordnet.

Bemerkung 2.13.4. Die Abbildung K enthdlt simtliche Informationen iber
R: man kann zeigen, dass zwei algebraische Kriimmungstensoren, die dieselben
Schnittkrimmungen besitzen, identisch sind.

Beispiel 2.13.5. Betrachten wir M = R"™, versehen mit der Standardmetrik.
Wir haben bereits gesehen, dass der Riemannsche Krimmungstensor identisch
verschwindet. Damit ist K (o) = 0, unabhingig von o.

Definition 2.13.6. Wir sagen, dass eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit
konstante (Schnitt-)Kriimmung « € R besitzt, wenn K (o) unabhdingig von der
nichtentarteten 2-Ebene o C T,M (und von p € M) gleich k ist.

R™, versehen mit der Standardmetrik, hat also konstante Schnittkriimmung
0. Wir sagen: R™ ist flach.

Beispiel 2.13.7. Es sein: M — N eine differenzierbare Uberlagerung von dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Es sei auf M eine Riemannsche Metrik g ge-
geben, und wir nehmen an, dass die Decktransformationsgruppe der Uberlagerung
(sieche Aufgabenblatt 2) aus Isometrien von (M,g) besteht. Dann konnen wir
auf N eine Riemannsche Metrik h definieren, so dass n*h = g. Die Abbildung
m:(M,g) = (N,h) wird so zu einer lokalen Isometrie: zu jedem Punkt p € M
existiert eine Umgebung U, so dass w: U — w(U) eine Isometrie ist. Insbeson-
dere gilt fir jede 2-Ebene o C T,M, dass K(0) = K(m.0). Falls M konstante
Schnittkrimmung besitzt, so also auch N.

Wir kénnen also beispielsweise die Uberlagerung R™ — R™/Z™ betrachten,
und so eine flache Riemannsche Metrik auf dem Torus T = R"™/Z"™ konstru-
ieren. Man beachte, dass dies im Fall n = 2 nicht dieselbe Riemannsche Metrik
ist, wie die, die man erhdlt, wenn man den Torus T2 als Drehfliche im R>
auffasse (vgl. Aufgabe 10.3).

Um kompliziertere Beispiele zu betrachten, ist folgendes Lemma hilfreich:

Lemma 2.13.8. Es seien M und N pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten,
¢ : M — N eine Isometrie, und o C T,M eine 2-Ebene. Dann gilt: KM (o) =

KN (dey(0)).-

Beweis. Es sei {u,v} eine Basis von 0. In Lemma 2.12.5 haben wir gezeigt, dass
dp(R(u,v)v) = R(dp(u),de(v))dp(v), da ¢ eine Isometrie ist. Damit gilt fiir
den Zahler in der Definition von K(o):

(R(u, v)v,u) = (dp(R(u,v)v), dp(u)) = (R(dp(u), de(v))de(v), dp(u)).

Der Nenner Q(u,v) ist iiber die Metrik definiert, und daher offensichtlich inva-
riant unter dy. Damit folgt K (dp(o)) = K(o). O

Satz 2.13.9. S™, versehen mit der Standardmetrik, hat konstante Krimmung.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass jede Matrix A in O(n+1) nach Definition
das Standardskalarprodukt auf R"*! invariant lisst. Da A ebenfalls S™ auf sich
abbildet, folgt, dass A eine Isometrie von S™ definiert.
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Es seien o1 € T,5™ und o9 € T;S™ zwei 2-Ebenen. Wir wihlen orthonormale
Basen {v;,w;} von ¢;. Da T,,S™ = p* und T,S™ = ¢*, gilt, dass {p,v1,w;} und
{q,v2, w2} jeweils eine Orthonormalbasis eines dreidimensionalen Unterraumes
von R™*! bilden. Damit gibt es eine Matrix A € O(n+1), die Ap = ¢, Avy = vy
und Aw; = wy erfiillt (orthogonale Matrizen sind genau die, die Orthonor-
malbasen auf Orthonormalbasen schicken, und jede Menge von orthonormalen
Vektoren kann zu einer Orthonormalbasis erweitert werden). Diese Abbildung
A ist nun eine Isometrie von S, die 0y auf oy schickt. Nach Lemma 2.13.8 folgt,
dass K(o1) = K(02). O

In den Ubungen werden wir sehen, dass der hyperbolische Raum H™ eben-
falls konstante Kriimmung hat.

Satz 2.13.10. Es sei (M,g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
konstanter Krimmung k. Dann hat der Riemannsche Krimmungstensor von

M folgende Gestalt:
R(u,v)w = k({v,w)u — (u, w)v).

Beweis. Wir definieren iiber die rechte Seite dieser Gleichung einen (3, 1)-Tensor
R’ auf M. Wenn wir zeigen konnen, dass R’ einen algebraischen Kriimmungs-
tensor definiert, der dieselbe Schnittkriimmungen wie R besitzt, dann folgt mit
Bemerkung 2.13.4, dass R = R'.

Zur ersten Bedingung;:

R (u,v)w = k({(v,w)yu — (u,w)v) = —R' (v, u)w.

Zur zweiten Bedingung:

R (u,v)w + R(v,w)u + R(w,u)v = x({v,w)u — (u, w)v
+ (w,u)v — (v, u)w
+ (u, v)w — (w,v)u)

=0.

Zur dritten Bedingung:
(R (u, v)w, 2) = £((v, w){u, z) = (u,w) (v, 2)) = —(R'(u,v)z,w).
Zur vierten Bedingung:
(R (u, v)w, ) = £((v, w){u, z) = (u,w){v, 2)) = (R'(w, 2)u, v).

Damit definiert R’ auf jedem Tangentialraum einen algebraischen Kriimmungs-
tensor. Es bleibt, die Schnittkriimmungen von R’ zu berechnen: wir haben

(R (u,v)v,w) = K((v, ) (u,u) = (u,0)%) = £KQ(u,v),
also gilt fiir eine durch v und v aufgespannte, nichtentartete 2-Ebene o, dass

K(o) = QI v) =K

Q(u,v)
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2.14 Jacobifelder

In diesem Abschnitt schrinken wir uns auf den Fall einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit M ein. Es sei ¢ : [a,b] — M eine Kurve in M und f : (—¢,¢) X [a,b] —
M; (s,t) — f(s,t) = fs(t) eine Variation von . Es sei V ein Vektorfeld léngs
[y dh V(s t) € Ty M.

Lemma 2.14.1. FEs gilt

VVv,_VV
dsot Ot ds

of of
V+R(=—,=)V.

s o)
Beweis. Eine lange Rechnung fithrt diese Gleichung auf die Definition des Kriim-
mungstensors zuriick, dhnlich wie Lemma 2.9.6 auf die Torsionsfreiheit des Levi-
Civita-Zusammenhangs zuriickgefiihrt werden kann. Wir verweisen fiir den Be-

weis auf [1, Lemma 4.1]. O

Wir nehmen nun an, dass ¢ = y sowie fiir alle s € (—¢,¢) die Kurve f; eine
Geoditische ist, und definieren

0
als das Variationsvektorfeld von f.
Satz 2.14.2. J erfillt die Gleichung
v2
ﬁ‘] + R(J,4)y =0. (2.14.1)

Beweis. Es gilt %% = 0, da f, fiir jedes s eine Geodéatische ist. Damit folgt

mit Lemmata 2.14.1 und 2.9.6, dass

VYo, VYo pof of of
~ 0s 0t ot’  Otos ot ds’ ot ot
_YYOf L 0f 0F 01
- Otot s ds’ ot’ ot’
Setzen wir s = 0, folgt die Behauptung. O

Definition 2.14.3. FEin Vektorfeld J lings einer Geoddtischen v heifit Jacobi-
feld langs v, falls die Jacobigleichung
v2

g’ FRUA =0

gilt.

Satz 2.14.4. Es sei vy : [a,b] = M eine Geoditische in einer n-dimensionalen
Riemannschen Mannigfaltigkeit M. Dann bilden die Jacobifelder ldngs v einen
2n-dimensionalen Vektorraum. Genauer: Die Abbildung J — (J(a), 32 (0)) ist
ein Isomorphismus mit T,M © T, M.



2.14. JACOBIFELDER 67

Beweis. Es sei {v1,...,v,} eine orthonormale Basis von T’,,)M, und X; die
Fortsetzung von v; zu einem parallelen Vektorfeld lings v. Es sei J(t) = >, fi(¢) X;(¢)
ein beliebiges Vektorfeld ldngs v. Dann gilt

v2
at?

J =2 H X,

und andererseits

R(JA)Y =Y (R(LA)Y, X)) X;
j
=D SlRX A X)) X5 = Y fias X,
i 2%

wobei wir

aij = (R(X3, %)%, X;)

setzen. Damit ist J genau dann ein Jacobifeld, wenn
T+ filt)ay(t) =0

fiir alle j. Dies ist ein lineares System von Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung. Es folgt, dass es zu vorgegebenen f;(a) und f/(a) (d.h. zu vorgegebenen
J(a) und Y (a)) genau ein Jacobifeld mit diesen Anfangsbedingungen gibt. [

Beispiel 2.14.5. 1. Das Vektorfeld + ist immer ein Jacobifeld lings ein
Geoditischen . Hier verschwinden beide Summanden in der Jacobiglei-
chung separat.

2. Das Vektorfeld J(t) = ty(t) ist ebenfalls ein Jacobifeld lings ~. Hierfir
rechnen wir % J(t) = 4(t), also verschwinden wieder beide Summanden in
der Jacobigleichung.

3. FEin Vektorfeld der Form J(t) = f(t)3(¢t) ist genau dann ein Jacobifeld,
wenn [ eine lineare Funktion ist: es gilt, dass %J(t) = f"(t)y genau
dann verschwindet, wenn f linear ist.

4. Es sei die Kurve v nun auf einem Intervall der Form [0,a] definiert. Wir
betrachten die Variation f(s,t) = exp,(tv(s)), wobei v(s) eine Kurve in
T, M ist. Wir setzen v = v(0) und w = v'(0) € T,M. Da fiir jedes s die
Kurve t — f(s,t) eine Geoditische ist, folgt, dass

_ 9

J(t) s

(0,t) = (dexpp)m(tw)

ein Jacobifeld lings v, mit J(0) = 0 ist. Jacobifelder sind also eng ver-
wandt mit dem Differential der Exponentialabbildung in von 0 verschiede-
nen Punkten.

Als weiteres Beispiel betrachten wir Jacobifelder in Riemannschen Mannig-
faltigkeiten konstanter Krimmung;:
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Satz 2.14.6. Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung
k. Es sei vy : [0,a] eine nach Bogenlinge parametrisierte Geoditische in M sowie
J ein Jacobifeld lings v, das zu v senkrecht ist, und J(0) = 0 erfillt. Weiterhin
sei X das eindeutige parallele Vektorfeld lings v mit X (0) = %(O). Dann gilt:

%ﬁ\/@X(t) falls k >0

o
J(t) = tX (1) falls k=0
sinh(tyv/—k)
— X(t) fallsk <0

Beweis. Wir haben in Satz 2.13.10 gezeigt, dass der Kriimmungstensor von M
die Gestalt
R(u,v)w = &({(v, wyu — (u, whv).

hat. Damit gilt
R(TA4)y = 6(3]1*T = (1, 9)9) = k7,
also lautet die Jacobigleichung in diesem Fall

v2
Es ist nun leicht nachzurechnen, dass die angegebenen Vektorfelder Jacobifelder
sind, deren Anfangsbedingungen mit den von J iibereinstimmen. O

Beispiel 2.14.7. Wir haben bereits gesehen, dass die Sphire S™ C R™" ! kon-
stante Kriimmung besitzt, aber wir haben noch nicht die Konstante x berechnet.
Wir betrachten dazu die Geoditische y(t) = (cost)e; +(sint)ey in S™, wobei {e;}
die kanonische Basis von R"T! ist. Es handelt sich hierbei um die eindeutige
Geoditische durch (1,0,...,0) = e; mit Anfangsrichtung es € T, S™ (d.h. sie
ist nach Bogenlinge parametrisiert). Wir betrachten die Variation von v durch
Geoddtische, die durch

f(s,t) = (cost)e; + sint((cos s)es + (sin s)es)

gegeben ist. Fir jedes feste s handelt es sich hierbei um eine Geoddtische in S™.
Damit ist durch J(t) = %(O7 t) ein Jacobifeld lings v gegeben; explizit lautet es

J(t) = (sint)es.

Es handelt sich also bei J um ein Jacobifeld, das zu jedem Zeitpunkt senkrecht
zu 7y steht. Nach Satz 2.14.6 folgt, dass k = 1.

Bemerkung 2.14.8. Wir haben nun mehrere Beispiele von Mannigfaltigkeiten
konstanter Schnittkrimmung gesehen: R™ und Tori besitzen eine flache Metrik,
die Standardmetrik auf S™ hat konstante positive Schnittkrimmung, und in den
Ubungen werden wir sehen, dass der hyperbolische Raum konstante negative
Krimmung besitzt. Man kann sich nun fragen, ob es weitere Beispiele gibt. In
Kapitel 8 von [1] wird gezeigt, dass alle Beispiele von diesen drei Modellridumen
iberlagert wird:

Es sei M eine vollstindige, einfach zusamenhdngende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension n, mit konstanter Schnittkrimmung k. Dann ist M
isometrisch zu
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1. 8™, falls k =1
2. R, falls k=0
3. H", falls k = —1.

Wir bemerken, dass der Fall k = 0 zum grozen Teil in einer Ubungsaufgabe
behandelt wurde.

Als néchstes beweisen wir die Umkehrung von Satz 2.14.2.

Satz 2.14.9. Wenn J ein Jacobifeld entlang einer Geoddtischen v : [a,b] — M
ist, dann existiert eine Variation f : (—¢,€) X [a,b] — M, deren Variationsvek-
torfeld genau J ist.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei a = 0. Es sei ¢(s) eine Kurve in M mit ¢(0) =
~(0) und ¢/(0) = J(0), sowie X ein Vektorfeld lings ¢ mit X (0) = +/(0) und
VX(0) = ¥Z2(0). (Z.B.: X(t) = Y (t) + tZ(t), wobei Y das parallele Vektorfeld
ldngs ¢ mit Y(0) = +/(0) und Z das parallele Vektorfeld lings ¢ mit Z(0) =

¥2(0) ist.) Wir setzen

f(s,1) = expy) (tX (s)).

Es gilt: f(0,t) = exp,(ty'(0)) = 7(t), also ist f eine Variation von v. Es sei [
das Variationsvektorfeld von f.
Da f(s,0) = ¢(s), gilt I1(0) = 2£(0,0) = ¢/(0) = J(0). AuBerdem gilt

Js
vIi = Vof VvV of _vx o VvJ
E(O) = ag( ,0) = ga(ov )= 99 (0) = 7t (0),
also folgt aus Satz 2.14.4, dass J = I. O

Betrachten wir den Spezialfall, dass J ein Jacobifeld lings v : [0,a] — M
mit J(0) = 0 ist: dann kénnen wir eine Variation der Form
f(s,t) = exp,(t(v + sw))

wiihlen, wobei p = 7(0), v = 4(0) und w = Y/(0). Es folgt, dass J von der

Form ist, wie sie in Beispiel 2.14.5 beschrieben wurde:

Korollar 2.14.10. Ist J ein Jacobifeld lings v : [0,b] — M mit J(0) = 0, dann
gilt
J(t) = (dexp,)w (tw),

wobei v =4(0) und w = YZ(0).

2.15 Geometrische Interpretation der Schnitt-
kriimmung
In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe von Jacobifeldern eine geometrische

Interpretation der Schnittkriimmung K (o) einer 2-Ebene o C T, M im Tangen-
tialraum einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M geben.
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Satz 2.15.1. Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, v : [0,a] — M eine
Geoddtische, sowie J ein Jacobifeld der Form

J(t) = (dexp,)sw (tw),

wobei v = 4(0) und w € T,T,M = T,M mit ||w|| = 1. Dann lautet die Taylor-
entwicklung von ||J(t)||? um t = 0 wie folgt:

WOIP = & = SR, wyw, o)t + S(0),

wobei limy_,q % =0.

Beweis. Wir miissen die ersten Ableitungen der Funktion (J, J) in 0 berechnen.
Da J(0) =0, gilt
(J;1)(0) =0

und

) v
(J,0)(0) = 2(J, =) (0) = 0.

Es gilt nach Korollar 2.14.10, dass %(0) = w, so dass

(7,0(0) = 2052, Y 0) + 27, ) (0) = 2

Da nach der Jacobigleichung Z;‘] (0) = —(R(J,%)7)(0) = 0, gilt

vJ V2J v3J
dt 7 de? )(0) +2( dt

(J,7)"(0) = 6( ,J)(0) = 0.

Zuletzt benotigen wir die vierte Ableitung von (J,J) in 0. Es gilt

a0 =60 0435 0 2L )
= 8 S (R(,4))0).
Wir werden zeigen, dass
Y(R(A0) = (RO 49)(0) (215.1)
Damit folgt, da v = §(0) und w = ¥Z2(0):
(J, 7)"(0) = —8(R(w, v)v, w) = —8(R(v, w)w,v).
Insgesamt gilt also:
I|J(1)|* = %# + :T'8<R(v, w)w, v)t* + S(t) = t* — %(R(v, w)w, v)t* + S(t)

fiir ein Restglied S(t), das lim;—,q St(f) = 0 erfiillt.
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Es bleibt also, (2.15.1) zu beweisen. Dafiir rechnen wir fiir ein beliebiges
Vektorfeld X ldngs v wie folgt:

(Y (R(A), X)(0) = “L(R(4)%.X)(0) ~ (RU(0), 4(0)3(0), " (0)

T R(X.4)5.7)(0)

T at
\ o\ . VJ
= (2 (ROXA)9), J(0) + (R(X,A), ~)/(0)
vJ
= —)Y, X).
Dies impliziert die gewiinschte Gleichung. O

Es sei nun o C T, M eine 2-Ebene, und {z, y} eine Orthonormalbasis von o.
Es sei ¢(s) = cos s x+sin sy. Dann parametrisiert die Kurve ¢, (s) = exp,,(rc(s))
den sogenannten geoditischen Kreis um p vom Radius r (man beachte, dass ¢,
natiirlich keine Geodiitische ist). Es sei L,, = L(¢,) die Linge dieses geodiitischen
Kreises.

Satz 2.15.2. Die Taylorentwicklung von L, lautet
L, =2mr — gK(U)TB +Q(r),

Q(r)

r3

wobei lim,._,q = 0. Insbesondere:

us . 2mr— L,
) = iy =

Beweis. Es gilt L, = fozﬂ |[(dexpy,)re(s)(rc’(s))]|ds. Nun ist

Js (T) = (d expp)rc(s) (TC/ (S))

ein Jacobifeld lings 7 + exp,(rc(s)), so dass wir Satz 2.15.1 anwenden kénnen:
Es gilt
1
175()[[* = r* = 2(R(c(s), ¢ () (s), e(s))r" + S(r)
fiir ein Restglied S mit lim,_,q % = 0. Da {c(s),c/(s)} nun fir jedes s eine
Orthonormalbasis von o ist, folgt also

|| Js(r)]|?> =72 — %K(J)TA +S(r). (2.15.2)

Wir behaupten, dass dies impliziert, dass
1 ~
o)l =r— EK(U)T3+S(877“), (2.15.3)

wobel lim,_, 1 ~83’T = 0. Man beachte, dass wir nicht behaupten, dass ||Js(r
bei lim, 0 2% = 0. Man beachte, d ht beh dass ||J

in r = 0 differenzierbar ist. Zuerst bemerken wir, dass (2.15.2) impliziert, dass

A

J 2 _ .2
0 = tim IO Z gy
r—0 r r—0 r

L,
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2
hm <|J3(T)|> :1.
r—0 r

also dass

Da fiir 7 > 0 der Bruch in der Klammer positiv ist, folgt, dass

J.

N FAGI
r——+0 r

Mit dieser Information rechnen wir

o W@ = r? 4+ 5K (o)r! (s (I =7 sl +7 1

0 - T1—1>+0 ’[“4 - rl—l)IEO 7“3 r +§K(O—)7
—_————
—2
also ; )
lim sl =7 5(7”)3|| —r_ —=K(o),
r—+0 r 6
was (2.15.3) impliziert. Nun folgt
27 1 —_ m 27 ~
L, = / T — 6[((0)7“3 + S(r)ds = 27r — gK(U)TB + S(s,r)ds,
0 0
o ~
und lim, 0 W =0. [

Beispiel 2.15.3. Im Fall M = R"™ ist die Ldnge eines geoddtischen Kreises vom
Radius v genau 2wr. Die Schnittkrimmung misst also, inwieweit die Lingen
von geoddtischen Kreisen in M wvon den Ldngen von geoddtischen Kreisen im
Euklidischen Raum abweichen. Beti positiver Krimmung st die Lange kleiner
als im Euklidischen Raum, bei negativer Kriimmung grofer.



Kapitel 3

Globale Riemannsche
(Geometrie

3.1 Konjugierte Punkte

Definition 3.1.1. Es sei v : [a,b] — M eine nichtkonstante Geodditische in
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M, und p = v(a), ¢ = v(b). Wir sagen,
dass q entlang v zu p konjugiert ist, wenn es ein nichtverschwindendes Jacobifeld
J entlang v mit J(a) = 0 und J(b) = 0 gibt. Ist q entlang v zu p konjugiert,
so ist der Raum der Jacobifelder entlang v, die in a und b verschwinden, ein
Vektorraum; seine Dimension heifft die Vielfachheit des konjugierten Punktes
q.

Bezeichnet n die Dimension von M, so wissen wir bereits, dass der Raum
der Jacobifelder J entlang « : [a,b] — M, die in a verschwinden, n-dimensional
ist. Weiterhin verschwindet das Jacobifeld (¢ — a)¥(t) nur in a; es folgt, dass die
Vielfachheit eines konjugierten Punktes immer hochstens dim M — 1 ist.

Beispiel 3.1.2. Betrachten wir S™ mit der Standardmetrik, und ~y : [0, 7] ei-
ne nach Bogenlinge parametrisierte Geodditische in S™. Wir wissen, dass ()
der zu v(0) antipodale Punkt ist. Wir haben in Beispiel 2.14.7 gezeigt, dass S™
konstante Schnittkrimmung 1 besitzt. Nach Satz 2.14.6 folgt, dass jedes Jacobi-
feld J entlang v, das zu v senkrecht steht und J(0) = 0 erfiillt, von der Form
J(t) = sin(t) X (t) ist, wobei X ein paralleles Vektorfeld lings v mit X (0) L 4(0)
(und damit X (t) L 4(t) fir alle t) ist. Jedes dieser Vektorfelder verschwindet
aber nun fir t = w; damit ist v(m) ein zu v(0) konjugierter Punkt lings v mit
Multiplizitit n — 1.

Beispiel 3.1.3. Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung

Kk, mit k < 0, so folgt aus Satz 2.14.6, dass keine konjugierten Punkte existieren.

Satz 3.1.4. Es sei vy : [0,a] — M eine Geoditische, p = v(0), v = 4(0). Der
Punkt y(to), to € [0, al], ist genau dann entlang v zu p konjugiert, wenn tov ein
kritischer Punkt von exp,, ist. Die Multiplizitit von (to) als konjugierter Punkt
von p entlang v st gleich der Dimension des Kerns von (dexpp)tov.

Beweis. y(tg) ist genau dann ein zu p konjugierter Punkt lings +, wenn es ein
nichtverschwindendes Jacobifeld J ldngs v mit J(0) = 0 und J(¢y) = 0 gibt.

73
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Nach Korollar 2.14.10 gilt aber, dass Jacobifelder J entlang v mit J(0) = 0
genau die Felder der Form

J(t) = (dexp, e (tw)

fiir ein w € T3, T, M = T, M sind. J verschwindet genau dann nicht identisch,
wenn w # 0. Die Bedingung J(to) = 0 ist nun dquivalent dazu, dass w im Kern
von (dexp, )t liegt. Das zeigt die erste Behauptung.
Wir wissen nach Satz 2.14.4, dass
. . vJ
{Jacobifelder J mit J(0) =0} — T,M; J — E(O)
ein linearer Isomorphismus ist. Unter dieser linearen Abbildung geht nun der
Vektorraum der Jacobifelder, die zusétzlich in ¢y verschwinden, auf den Kern
von (dexp, )iy, da in der Darstellung oben w = ¥Z2(0) gilt. Damit folgt die
zweite Behauptung. O

3.2 Der Satz von Hadamard

In diesem Abschnitt beweisen wir die folgende Aussage iiber Mannigfaltigkeiten
nichtpositiver Schnittkriimmung;:

Theorem 3.2.1 (Hadamard). Es sei M eine vollstindige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit K(o) <0 fir alle 2-Ebenen o. Dann gibt es keine konjugierten
Punkte in M. Mit anderen Worten: exp,, : T,M — M st ein lokaler Diffeomor-
phismus (auf ganz T,M ).

Beweis. Esseiy: R — M eine beliebige nichtkonstante Geodétische in M sowie
J ein nichttriviales Jacobifeld entlang v mit J(0) = 0 (d.h. ¥Z(0) # 0). Wir
miissen zeigen, dass J zu keinem Zeitpunkt ¢ # 0 verschwindet; dies zeigt auch
die zweite Behauptung, da J von der Form J(t) = (dexp,): (tw) ist, wobei

v =4(0).

Es gilt nun
vJ
"_9 Vg
(7.0)" =207, %)
vJ VJ v2J
= <E’E>+ <’7dt2>
vJ VJ N
= <777>_2<R(J7’7)'77J>207
dt ~ dt —_——

<0

da K < 0. Die Funktion f(¢) = ||J(¢)||? hat also die Eigenschaften, dass f(0) = 0
und f”(t) > 0 fiir alle t € R. Damit ist f konvex, und da f(¢) > 0 fiir alle t € R,
folgt, dass f keine weitere Nullstelle haben kann. O

Fiir diejenigen, die den Begriff der Uberlagerung kennen, bemerken wir, dass
man folgenden Satz zeigen kann:

Satz 3.2.2. Es sei m: M — N eine surjektive lokale Isometrie zwischen Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten, wobei M zusammenhingend und vollstindig ist.
Dann ist w eine (Riemannsche) Uberlagerung.
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Diesen Satz kann man nun wiederum anwenden, um eine stéirkere Version
des Satzes von Hadamard zu geben:

Theorem 3.2.3. Es sei M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
K(o) <0 fiir alle 2-Ebenen 0. Dann ist exp : T,M — M fir alle p € M eine
differenzierbare Uberlagerunyg.

Insbesondere: falls M zusdtzlich einfach zusammenhdngend ist, dann ist M
diffeomorph zu R™.

Bemerkung 3.2.4. Der Satz von Hadamard zeigt, dass der Diffeomorphietyp
von einfach-zusammenhdngenden vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten mit K < 0 sehr einfach ist. Fir K > 0 oder K > 0 ist die Situation
viel schwieriger. Die Struktur von kompakten Mannigfaltigkeiten, die eine Rie-
mannsche Metrik mit positiver Schnittkrimmung zulassen, ist eine der groffen
ungeldosten Fragen der Riemannschen Geometrie. Neben den Sphdren und pro-
jektiven Riumen (CP™, HP™ und QP?) gibt es nur wenige bekannte Beispiele in
niedrigen Dimensionen. Bereits die Antwort auf so einfach aussehende Fragen,
0b S? x S? eine Riemannsche Metrik positiver Schnittkriimmung zuldsst, ist un-
bekannt (die Hopf-Vermutung besagt, dass es eine solche nicht gibt). Natiirlich
lasst diese Mannigfaltigkeit eine Metrik mit K > 0 zu; einfach das Produkt der
Standardmetrik mit sich selbst. Allgemeiner ist kein Beispiel einer Riemann-
schen Mannigfaltigkeit mit K > 0 bekannt, von der man zeigen kann, dass sie
keine Metrik mit K > 0 besitzt.

Unser ndchstes Ziel ist es, den Satz von Bonnet-Myers zu beweisen, der ei-
ne topologische Aussage tiber Mannigfaltigkeiten mit positiver Schnittkriimmung
trifft; die Aussage ist aber weit weniger erschopfend als der Satz von Hadamard
im Fall K <0.

3.3 Variation der Energie

Wir erinnern daran, dass fiir eine differenzierbare Kurve ¢ : [0,a] — M in einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit M die Ldnge von ¢ durch

ro - [ "l ot

definiert ist. Wir werden im Folgenden Variationen f : (—e,e)x[0,a] — M; (s,t) —
f(s,t) von ¢ betrachten. Wir beobachten, dass der Integrand in

n) = | e

nicht iiberall differenzierbar sein muss; daher betrachten wir in diesem Abschnitt
das sogenannte Energiefunktional, definiert durch

Ble) = [ "¢ )Pt

Bemerkung 3.3.1. Es gibt Varianten der Aussagen iber das Energiefunktio-
nal, die wir in diesem Abschnitt beweisen werden, fir das Ldingenfunktional,
wenn wir uns auf requlire Kurven (d.h. ¢ (t) # 0 fir alle t) einschrinken.
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Wir beobachten zunéchst, dass aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

([ fgdt) < [ pae [ g
folgt (setze f(t) =1 und g(t) = ||¢'(t)]]):
L(¢)* < aE(c);

Gleichheit gilt genau dann, wenn f und g proportional sind, d.h. wenn ¢ pro-
portional zur Bogenlénge parametrisiert ist.

Lemma 3.3.2. Es seien p,q € M sowie 7 : [0,a] — M eine die Linge mini-
mierende Geoditische von p nach q. Dann gilt fir alle Kurven ¢ : [0,a] = M
von p nach q, dass E(y) < E(c), und Gleichheit gilt genau dann, wenn c eine
die Linge minimierende Geoddtische ist.

Bemerkung 3.3.3. Man beachte, dass wir in diesem Lemma nicht voraussetzen
miissen, dass ¢ proportional zur Bogenlinge ist. Anders als das Lingenfunktional
ist die Energie nicht unter Umparametrisierung invariant.

Beweis. Es gilt
aB(y) = L(7)* < L(c)* < aB(c).

Falls Gleichheit gilt, dann folgt L(c)*> = aF(c), d.h. ¢ ist proportional zur Bo-
genldnge parametisiert, und auferdem gilt L(y) = L(c), was nach Satz 2.9.1
impliziert, dass ¢ eine (minimierende) Geodétische ist.

Ist ¢ umgekehrt eine die Lénge minimierende Geodéitische von p nach g,
dann ist ¢ insbesondere proportional zur Bogenlédnge parametrisiert, und es gilt
Gleichheit in obiger Ungleichungskette. O

Zu einer Variation f von c wie oben koénnen wir das zugehorige Variations-
vektorfeld
of

0s

betrachten. Umgekehrt induziert ein Vektorfeld ldngs einer Kurve auch eine
Variation (in nicht eindeutiger Weise):

vty =2L0,1)

Lemma 3.3.4. Es sei V' ein Vektorfeld lings einer Kurve ¢ : [0,a] — M. Dann
existiert eine Variation f : (—e,e) x [0,a] — M mit Variationsvektorfeld V.

Falls V(0) =0 und V(a) = 0, so konnen wir annehmen, dass f(s,0) = ¢(0)
und f(s,1) = ¢(1) fiir alle s (wir sagen, die Variation f ist eigentlich).

Bewets. Wir erinnern an Lemma 2.9.10, das besagte, dass um jeden Punkt in
M eine Umgebung U und eine Zahl € > 0 existiert, so dass exp,, fiir jedes ¢ € U
auf B¢(0) ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. (Die Betonung liegt darauf, dass
¢ unabhiingig von ¢ ist.)

Da ¢([0, a]) kompakt ist, kénnen wir ¢([0, a]) mit endlich vielen solcher Um-
gebungen U iiberdecken. Es sei ¢ die kleinste der Zahlen ¢, die diesen offenen
Mengen zugeordnet sind. Es folgt: fiir alle ¢ € [0, a] ist exp.,) auf B;(0) definiert
(und ein Diffeomorphismus aufs Bild).

Es sei nun C' := maxe[oq) |V (¢)|] und o < &. Wir setzen

fi(—a,a) x [0,a] = M (s,t) — eXP(s (sV( ).
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Nach Wahl von « ist f wohldefiniert. Da exp differenzierbar ist, und (s,t) —
sV (t) eine differenzierbare Abbildung ins Tangentialbiindel darstellt, folgt, dass
f differenzierbar ist. Weiterhin gilt f(0,t) = ¢(¢), und das Variationsvektorfeld
von f ist durch

of of
5:(0,8) = == (expey (sV(1))| - = (dexpegy)o(V(2) = V(2)
s s =0
gegeben.
Zuletzt gilt, dass wann immer V(t) = 0, die Variation zum Zeitpunkt ¢
konstant auf den Punkt ¢(t) abbildet. O

Im Folgenden werden wir fiir eine Variation f : (—¢,¢) x [0,a] — M einer
Kurve ¢ : [0,a] — M die Variation des Energiefunktionals in Abhéngigkeit des
Parameters s untersuchen: es sei

B = B(7) = | AP,

Satz 3.3.5 (Erste Variationsformel fiir die Energie). Es bezeichne V' das Va-
riationsvektorfeld der Variation f. Dann gilt:

30 = - [V, T @)t - (V0. 0) + Vi) @),

Beweis. Wir leiten unter dem Integral ab und berechnen mit Hilfe von Lemma
2.9.6:

g d [“Of of . “vof of ., @ vVof of
P =5 [ Grga=2 [ Ga =2 [ G

“d of of af v of

=2), @'os or’ as arar ™
Damit folgt:
1., . of af |~ / of Vof
2= Goae| 7 Bs arar (3:3.1)
Einsetzen von s = 0 liefert die gewiinschte Behauptung. O

Wir erhalten unmittelbar als Korollar:

Korollar 3.3.6. Eine differenzierbare Kurve ¢ : [0,a] — M ist genau dann eine
Geoditische, wenn fiir jede eigentliche Variation f von ¢ gilt, dass E'(0) = 0.

Beweis. Ist ¢ eine Geodétische sowie f eine eigentliche Variation von ¢, so folgt
sofort aus Satz 3.3.5, dass E’(0) = 0.

Es sei umgekehrt E’(0) = 0 fiir alle eigentlichen Variationen von c. Wir
miissen zeigen, dass ¢ eine Geodétische ist. Es sei g : [0,a] — R eine beliebige
differenzierbare Funktion mit g(0) = g(a) = 0 und g(t) > 0 fiir 0 < ¢t < a. Wir
betrachten das Vektorfeld V (t) = g(t)3;¢/(t) lings c. Nach Lemma 3.3.4 gibt es
eine eigentliche Variation f von ¢, die V als Variationsvektorfeld besitzt. Nach
Satz 3.3.5 folgt:

I _ [ vV
0= 5E0) = = [ (v Zewnit =~ [ awlige P i

>0
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Da der Integrand stetig ist, folgt, dass er bereits verschwinden muss, also ist
%c’ =0, d.h. ¢ ist eine Geodétische. O

Bemerkung 3.3.7. Wir kénnen uns die Aussage der ersten Variationsformel
so veranschaulichen, dass Geoddtische zwischen zwei Punkten p und q genau
die kritischen Punkte des Energiefunktionals E : €, ; — R sind, wobei €2, , den
Raum der differenzierbaren Wege von p nach q bezeichnet. Eine Variation ei-
ner Kurve ¢ entspricht in diesem Bild einer Kurve im Raum € 4. Man beachte
jedoch, dass Qyp, 4 nicht die Struktur einer (endlich-dimensionalen) Mannigfaltig-
keit trdgt, so dass diese Sichtweise zwar hilfreich, fiir uns aber eher heuristisch
zu verstehen ist.

Wir setzen nun voraus, dass wir einen kritischen Punkt des Energiefunktio-
nals, d.h. eine Geodétische, vorliegen haben, und berechnen die zweite Ableitung
des Energiefunktionals entlang einer Variation dieser Geodétischen.

Satz 3.3.8 (Zweite Variationsformel fiir die Energie). Es sei v : [0,a] — M
eine Geoditische und f : (—e,e) x [0,a] — M eine eigentliche Variation, mit
Variationsvektorfeld V.. Dann gilt fir die Funktion E(s) = E(fs):

Loy = - /a<v2v + RV, A, V)t

Beweis. Wir leiten (3.3.1) ein weiteres Mal ab und erhalten

Loy VOf of |7 of vof Tt
g Bs) = {5, 83’8t>t:0 (55" 95 ot -
¢ vVof Vof ¢ of VVoOf
*/0 &%aa”“/o (55" 9501 a0

Wir setzen nun s = 0. Es verschwinden sowohl der erste als auch der zweite
Summand, weil f eine eigentliche Variation ist (f(s,0) und f(s, a) sind konstante
Kurven). Der dritte Summand verschwindet, weil y eine Geodétische ist; damit
erhalten wir mit Lemma 2.14.1:

1 * \Y
ZE"(0) = — -
0= [ Wy

Y
o 0 3t 88
a V2

_ _/ (V4 R(V,7'), V).
0

vV of
o O O
of

LRV, VYt
5:08t+ VY)Y, V)

Vdt

O

Bemerkung 3.3.9. Betrachten wir nicht eigentliche Variationen von v, so
erhalten wir weitere Summanden auf der rechten Seite. Vgl. [1, Kapitel 9, Be-
merkung 2.9].

Bemerkung 3.3.10. Man beachte, dass das Verschwinden des Ausdrucks %V—i—
R(V,v' )y genau die Jacobigleichung ist.
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3.4 Der Satz von Bonnet-Myers

In diesem Abschnitt geben wir eine Anwendung der Variationsformeln fiir die
Energie. Es sei M eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, n > 2.
Wir definieren:

Definition 3.4.1. Firp € M und v € T,M mit ||v|| = 1 definieren wir die

Ricci-Kriitmmung in Richtung v durch

1
Ric,(v) = T Spur(u — R(u,v)v).

Wiéhlen wir eine Orthonormalbasis {u;} von T, M, mit u,, = v, dann kénnen
wir die Ricci-Kriimmung in Richtung v wie folgt berechnen:

n—1 n—1
. 1 1
Ricy(v) = —— > (R(us, v)v, us) = — > K(ov),
=1 1=1

wobei o; die durch u,, = v und u; aufgespannte 2-Ebene in T, M bezeichnet.
Es handelt sich also bei der Ricci-Kriimmung in Richtung v um ein Mittel iiber
gewisse Schnittkriimmungen von 2-Ebenen, die v enthalten.

Beispiel 3.4.2. Fir die Sphdre S™ mit der Standardmetrik erhalten wir kon-
stante Ricci-Krimmung Ric,(v) = 1. Dieses Beispiel motiviert den Vorfaktor
ﬁ. (Man beachte, dass nicht alle Autoren diesen Vorfaktor verwenden.)

Man beachte, dass trivialerweise gilt, dass Aussagen der Form K > 0, K > 0,
K <0, K <0, K> a > 0 etc. die entsprechende Aussage fiir die Ricci-
Kriimmung impliziert.

Theorem 3.4.3. Es sei M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Wir nehmen an, dass es r > 0 gibt, so dass

. 1
Ric,(v) > =

>0

fir alle p € M und alle v € T,M mit ||v]| = 1. Dann ist M kompakt und
der Durchmesser von M, diam(M) = sup,, ,cps d(p,q), erfillt diam(M) < 7r.
Weiterhin ist m (M) endlich.

Beweis. Es geniigt fiir die ersten beiden Aussagen zu zeigen, dass die Lénge
einer jeden minimierende Geoditischen v : [0, 1] — M zwischen zwei beliebigen
Punkten p und ¢ durch nr beschrénkt ist, da nach dem Satz von Hopf-Rinow
aufgrund der Vollstdndigkeit von M abgeschlossene und beschréankte Teilmengen
von M kompakt sind.

Wir nehmen also an, dass wir eine minimierende Geodétische v : [0,1] — M
der Lange I > mr gewéhlt haben. Es sei n = dim M, und X, ..., X,,_1 parallele
Orthonormalfelder lings v, die zu 7/ senkrecht stehen. Wir vervollstéindigen dies
zu einem orthonormalen Rahmen mittels X,, = 77/ Firj=1,...,n—1sei Vj
das durch

Vj(t) = sin(rt) X, (¢)

gegebene Vektorfeld entlang . Da V;(0) = 0 und V;(1) = 0, gibt es nach
Satz 3.3.4 eine eigentliche Variation f; von v mit Variationsvektorfeld V;. Wir
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bezeichnen mit E;(s) die Energie von f;(s,-). Mit Hilfe der zweiten Variations-
formel fiir die Energie, Satz 3.3.8, und der Tatsache, dass die X; parallel sind,
berechnen wir

]‘ U ! v2 / /
2B = = [ GVt B, Vi

= /01 sinz(ﬂt)(?'r2 - Z2K(0'j (¢)))dt,

wobei ¢;(t) die durch X,,(t) und X,(t) aufgespannte 2-Ebene bezeichnet. Wir
summieren diese Gleichung iiber 7 und erhalten unter Verwendung der Voraus-
setzung

; ; E7(0) = / sin®(t) ((n — 1)a® — (n — 1) Ric, (1) (X (1)) )dt

>(‘n'7")2ri2

! <2 2 2 _
</0 sin (rt)((n — )72 — (n — 1)w2)dt = 0.

Es folgt, dass es mindestens einen Index j gibt, so dass E}'(O) < 0. Damit folgt,
dass fiir kleines s gilt, dass E;(s) < E(y), was Lemma 3.3.2 widerspricht.

_ Fir die Aussage iiber die Fundamentalgruppe betrachten wir die universelle
Uberlagerung 7 : M — M, wobei wir M mit der Riemannschen Metrik versehen,
so dass 7 eine lokale Isometrie wird. Mit dieser Riemannschen Metrik ist die
Ricci-Kriitmmung von M nach unten durch dieselbe Konstante d beschrénkt.
Nach dem soeben bewiesenen Teil des Satzes folgt, dass M kompakt ist. Es
folgt, dass eine Faser von 7 nur endlich viele Elemente besitzen kann. Da die
Faser mit 71 (M) identifiziert werden kann, folgt, dass 71 (M) endlich ist. O

Beispiel 3.4.4. Die Sphire S™ hat konstante Ricci-Krimmung 1, und ihr
Durchmesser ist m.

Beispiel 3.4.5. Der Satz von Bonnet-Myers impliziert, dass der Torus T™ keine
Riemannsche Metrik mit positiver Ricci-Krimmung besitzt: Da T™ kompakt ist,
ist jede Riemannsche Metrik auf ihm vollstindig, und aus dem selben Grund
folgt, dass Ric > 0 impliziert, dass Ric > C > 0 fiir ein C > 0. Aber m(T™) =
Z" ist unendlich.

Bemerkung 3.4.6. Es gilt, dass die universelle Uberlagerung einer kompak-
ten Mannigfaltigkeit M genau dann kompakt ist, wenn die Fundamentalgruppe
w1 (M) endlich ist. Damit folgt aus dem Satz von Hadamard, dass die Funda-
mentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit K < 0 unendlich sein muss.

Bemerkung 3.4.7. Ein Indiz dafiir, dass die Ricci-Krimmung weniger Infor-
mation als die Schnittkrimmung beinhaltet, besagt folgende Tatsache, die 1994
von Lohkamp bewiesen wurde [7]: Jede Mannigfaltigkeit (kompakt oder nicht)
besitzt eine vollstindige Riemannsche Metrik mit Ric < C' < 0 fiir ein C' < 0.
Insbesondere lisst sich aus der Voraussetzung M kompakt, Ric < 0 keinerles
Information iber die Grifie der Fundamentalgruppe von M ziehen.
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Der Vollstéindigkeit halber erwidhnen wir hier eine weitere Art der Kriimmung;:
wir erhalten die Skalarkrimmung einer Mannigfaltigkeit M in einem Punkt p,
indem wir iiber die Ricci-Kriimmungen in p mitteln:

1
scal(p) := - Ricp(u;),

wobei {u;} eine Orthonormalbasis von T,M ist. Die Skalarkriimmung ist un-
abhéngig von der gewahlten Basis, da wir sie wiederum als Spur einer geeigneten
linearen Abbildung schreiben konnen. Wieder gilt, dass Ungleichungen fiir die
Ricci-Kriimmung die entsprechenden Ungleichungen fiir die Skalarkriimmung
implizieren.

3.5 Differentialformen und Integration auf Man-
nigfaltigkeiten

Unser néchstes Ziel ist es, den Satz von Gauf-Bonnet zu beweisen. Dafiir wer-
den wir den sogenannten Cartanformalismus verwenden. Dafiir benotigen wir
zunédchst einige Aussagen iiber Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten. Wir
bendétigen folgende Operationen fiir Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten,
die genauso definiert sind wie man es fiir Differentialformen auf R™ kennt: das
Dachprodukt A, das duflere Differential d, und der Pullback unter einer diffe-
renzierbaren Abbildung. Das Dachprodukt benotigen wir nur fiir 1-Formen; fiir
solche ist es folgendermafien definiert: sind o und £ 1-Formen, so ist o A 8 die
2-Form, die durch

(@A B)(v,w) = a(v)f(w) — a(w)5(v).

definiert ist. Das duflere Differential d kennen wir fiir 0-Formen, d.h. fiir Funk-
tionen, bereits: es gilt fiir eine Funktion f, dass df die 1-Form ist, die durch
df (v) = v(f) definiert ist. d ist nun die eindeutige R-lineare Erweiterung dieser
Abbildung, die k-Formen auf k+ 1-Formen abbildet, d(df) = 0 fiir jede Funktion
erfiillt und eine Derivation in dem Sinne ist, dass

d(n Aw) = (dn) Aw + (=1)"n A (dw)

wenn 7 eine k-Form und w eine [-Form ist. Explizit ist das &uflere Differential
einer k-Form w durch

—~

(dw)(Xo, ..., Xx) = Y (1) Xi(w(Xo, ..., Xi, ..., Xp)

+ 3 (-1 (X, X Koy Xy, X X

1<j

gegeben. Fiir uns relevant wird nur der Fall einer 1-Form « sein, fiir welche diese
Formel so aussieht:

(da)(X,Y) = X(aY)) = YV (a(X)) — ([X, Y]).

Wenn f: M — N eine differenzierbare Abbildung ist und w eine Differential-k-
Form auf N, dann ist f*w die durch

(ffw)p(v1, ..., vk) = wyp)(dfp(v), ..., dfp(vr))
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definierte Differential-k-Form auf M.

Fiir den Satz von GauB-Bonnet miissen wir in der Lage sein, Differentialfor-
men iiber Mannigfaltigkeiten zu integrieren. Wir erinnern zunéchst daran, dass
eine alternierende n-Form w auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum V'

dasselbe wie die Wahl einer Orientierung ist: eine Basis vq,...,v, ist genau
dann positiv orientiert, wenn w(vy,...,v,) > 0. Hierdurch motiviert definieren
wir:

Definition 3.5.1. FEine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit M
heif$t orientierbar, wenn es auf M eine nirgends verschwindende Differential-n-
Form gibt. Eine solche Form induziert auf jedem Tangentialraum eine Orien-
tierung. M heifit orientiert, wenn wir eine solche Familie von Orientierungen
auf allen Tangentialrdumen fiziert haben.

Sind M und N orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeiten, so heifit ein
Diffeomorphismus f : M — N orientierungserhaltend, wenn df, fiir jedes p eine
positiv orientierte Basis von T, M auf eine positiv orientierte Basis von Ty, N
schickt.

Nun definieren wir Integration von Differentialformen auf Mannigfaltigkei-
ten. Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit und w eine n-Form
auf M. Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass w kompakten Trager im Defi-
nitionsbereich U einer orientierungserhaltenden Karte ¢ : U — R™ hat, d.h. der
Abschluss der Menge {p € M | w, # 0} ist kompakt und in U enthalten. Auf R"
betrachten wir die Standardorientierung, die durch die n-Form duq A ... A du,
gegeben ist. Dann definieren wir

/ W= / (o H'w= / A(u)duy .. . duy,
M (V) (V)

wenn (¢~ 1)*w = A(u)dug A. .. Aduy, ist. Ist nun M kompakt und w beliebig, so
wihlen wir einen Atlas (pa,Us) von M, der aus orientierungserhaltenden Kar-
ten besteht, sowie eine der Uberdeckung durch die U, untergeordnete Zerlegung

der Eins (f), und setzen
w = faw.
=%,

Jede der Differentialformen f,w hat nun Tréger in einem Kartengebiet.

Ist auf einer orientierten n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M nun zusétzlich
eine Riemannsche Metrik g gegeben, so induziert diese eine natiirliche Volumen-
form: dies ist die eindeutige n-Form vol, die ausgewertet auf positiv orientierten
Orthonormalrahmen den Wert 1 annimmt.

3.6 Der Cartanformalismus

Es sei nun (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir fi-
xieren einen lokalen Rahmen E4,..., E, auf einer offenen Menge U, d.h. die
E; sind punktweise linear unabhingige Vektorfelder auf U. Da die E; punkt-
weise eine Basis des entsprechenden Tangentialraumes bilden, kénnen wir den
Levi-Civita-Zusammenhang von g auf U durch

VEI = i ngj
j=1
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ausdriicken, wobei die w{ gewisse 1-Formen auf U sind, die sogenannten Zusam-
menhangs-1-Formen. Genauer: fiir alle Vektorfelder X auf U gilt

J=1

Bemerkung 3.6.1. Wir haben bereits zuvor eine Mdoglichkeit gesehen, den
Levi-Civita-Zusammenhang lokal zu verstehen: in lokalen Koordinaten ist er
durch die zugehdorigen Christoffelsymbole gegeben. Der Zugang hier ist anders, da
er nicht von einer gewdhlten Karte abhingt, sondern von einem gewdhlten Rah-
men. Der Cartanformalismus besteht darin, simtliche Berechnungen in solch
einem gewdhlten lokalen Rahmen auszufiihren.

Man beachte, dass ein solcher Rahmen nicht unbedingt von der Form E; =
3%,; fiir eine gewisse Karte (x1,...,2,) sein muss: z.B. werden wir auf dem

letzten Ubungsblatt sehen, dass ein orthonormaler Rahmen nur dann derart von
einer Karte induziert sein kann, wenn die Mannigfaltigkeit auf dem Definitions-
bereich des Rahmens flach ist.

Wir nehmen ab jetzt an, dass der Rahmen orthonormal ist. Dann gilt:
9(VxEi By) = g(3_wi(X) By, Bj) = w] (X),
k
und andererseits aufgrund der Metrizitét
9(VxEi, Ej) = —g(Ei, VxEj) = —g(E;, Y _ W} (X)Ey) = —wi(X),
k
d.h. ' _
w] = —wj. (3.6.1)

3

Bemerkung 3.6.2. Mit anderen Worten: Die Matriz von 1-Formen (w;;) ist
eine ,,1-Form mit Werten in den schiefsymmetrischen n X n-Matrizen”.

Die E; definieren duale 1-Formen w!,...,w™ auf U, so dass fiir alle p € U
gilt, dass wi(E;(p)) = d;;. Dann iibersetzt sich auch die Torsionsfreiheit von V
in eine Gleichung dieser 1-Formen: es gilt

dw' = ij A w; (3.6.2)
J
Um dies einzusehen, schreiben wir die Torsionsfreiheit um: mit
D (W AW (B, Er) = 8wl (Ey) — 6wk (Ey) = wh(Ex) — wj (Ey)
J J
berechnen wir
Ve Er - Ve E =Y (Wi(E) —wj(E))E; => [ Y (W Awl)(Er E) | E;
i i j

und andererseits

Ve Er — Ve E = [E,E = W'([E,E))E; =Y dw'(Ey, E))E;
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was zusammen (3.6.2) impliziert.
Schliellich m6chten wir den Kriimmungstensor in dieser neuen Sprache aus-
driicken. Wir definieren die Krimmungs-2-Formen Q! durch

R(,)E; =) QE;
J

und behaupten _ _ _
dwl = wF Al + . (3.6.3)
k

Um dies einzusehen, rechnen wir

> Ql(Ew, E))E; = R(Ey, E)E;
j

=Ve Ve E — Vg Vg E — Vg, 5L
=Y VWl (B)E; — V! (Ey)E; — w!([Ex, Bi)E;

=Y (Bx(w!(E))E; +w!(E)V g, E;

— (E/(w!(E)))E; — w!(Ex)V i, E; — w! ([Ex, Bi)E;
= dw!(Ey, E))E;

J

+w! (B) 3w (By) B — wl (Ex) Y w0} (Ey) B

m

m
= dw!(Ex, EB)E; + Y _(w! Aw]")(Ey, Ex)Ep
J im

=> <dw{(Ek,El) =) wr /\w{n(Ek,El)> E;

J

wobei wir im letzten Schritt j und m umbenannt haben.

Man beachte, dass im Fall, dass M zweidimensional ist (was der Fall ist, der
uns fiir den Satz von Gauf-Bonnet interessieren wird), (3.6.3) folgende Glei-
chung liefert:

dwy = 3,

und da E(p), E2(p) dann eine Orthonormalbasis von T, M ist, gilt
K(T,M) = g(R(E1(p), E2(p)) E2(p), E1(p)) = Q3(E1(p), Ea(p)),

d.h.
dwy = Q3 = Kw' Aw?, (3.6.4)

wobel K(p) = K(T,M) die GauB-Kriimmung von M in p, d.h. die Schnitt-
kriimmung von T, M bezeichnet.

3.7 Der Satz von Gaufl-Bonnet

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Gauf-Bonnet (wir folgen dem
zweiten Beweis in [9], siehe Seite 104ff):
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Satz 3.7.1. Es sei M eine zweidimensionale kompakte orientierte Riemannsche
Manmnigfaltigkeit. Dann gilt:

1 K dvol = x(M).
27 Jur

Man beachte, dass das Integral {iber die Gauf-Kriimmung auf der linken
Seite eine echte Grofle der Riemannschen Geometrie ist, wihrend die Fulercha-
rakteristik x(M) auf der rechten Seite der Gleichung nicht von der gewéhlten
Riemannschen Metrik abhéingt; sie ist eine rein topologische Grofle. Sie kann auf
mehrere Weisen definiert werden; die Definition, die wir im Beweis verwenden
werden, ist mittels einer Triangulierung von M:

Gegeben eine Karte ¢ : U — o(U) C R? so nennen wir eine Teilmenge
P C U, so dass ¢(P) ein konvexes Polygon ist, ein Polygon in M. Der Rand 0P
eines Polygons P ist daher eine stiickweise glatte Kurve in M. Jeden glatten
Teil von 0P nennen wir eine Kante oder Seite von P. Man kann zeigen, dass
es immer eine Zerlegung von M in solche Polygone gibt, derart, dass jede Seite
eines Polygons die Seite genau eines weiteren Polygons ist. Dies werden wir nicht
beweisen; es gibt mehrere Beweise in der Literatur, z.B. [2]. Wir fixieren eine
solche Zerlegung und bezeichnen mit F' die Anzahl der Polygone der Zerlegung,
mit E die Anzahl der Seiten der Polygone (jede Seite sei genau einmal gezihlt,
obwohl sie in zwei Polygonen auftritt), und V' die Anzahl der Ecken (wir wissen
a priori nichts iiber die Anzahl der Polgone, die sich an einer Ecke treffen). Dann
ist die Eulercharakteristik von M definiert als

x(M)=F—-E+V.

Anhand dieser Definition ist es natiirlich nicht klar, dass x (M) von der gewihlten
Zerlegung in Polygone unabhéingig ist. Man beachte jedoch, dass dies aus dem
Satz von Gauf3-Bonnet folgen wird!

Beispiel 3.7.2. x(5?) =2, x(T?) = 0. Allgemein gilt fiir eine Fliche M, vom
Geschlecht g: x(My) =2 — 2g.

Kdvol = / Kdvol

Wir schreiben den Ausdruck | P, Kdvol nun mit Hilfe des Cartanformalismus
um. Dafiir wahlen wir fiir jedes 7 einen positiv orientierten Orthonormalrahmen
E.,E; auf P; und nennen den zugehérigen Korahmen w',w?. Dann folgt aus
(3.6.1), (3.6.2) und (3.6.4):

Kdvol = Kw' A w?

g1
= dw,
dw' = w? Awl
dw? = w Aw? = —w' Awg.

Nach dem Satz von Stokes fiir Mannigfaltigkeiten (siehe z.B. [12]) gilt:

Z/P,-KdVOIZZ/SPiw%-
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Wir zerlegen den Rand OF; in seine Kanten v (um die Notation einfach zu
halten, verwenden wir keine Indizes - eigentlich sollten wir «;; schreiben). Eine
Kante v von P; ist nun die Kante genau eines weiteren Polygons; wir bezeichnen
die zu diesen Polygon gehérigen Daten mit Ey, By, @', 09, @i. Dann gilt

oy Sy

man beachte, dass auf der rechten Seite nun iiber jede Kante genau einmal
integriert wird. Wir versuchen nun, den Integranden in Termen der Winkel
zwischen 4, F1 und F; umzuschreiben. Wir definieren

¥ = /(Fy, Ey)

als den Winkel zwischen F; und El, was wohldefiniert bis auf Vielfache von 27w
ist. Wir behaupten nun, dass

wy — @y = —dv. (3.7.1)
Um dies einzusehen, schreiben wir

E; = (cos¥)Ey + (sind) Ey

Ey = —(sind)Ey + (cos ) Es.
(Der Rahmen Fy, Es entsteht durch Anwend_ung_ einer Drehung um den Win-
kel ¥ (im Uhrzeigersinn) aus dem Rahmen Ej, Es, da beide Rahmen dieselbe
Orientierung induzieren.)

Es folgt fiir die zugehorigen Korahmen:

w! = (cos¥)@! + (sin¥)w?

w? = —(sin¥)@! + (cos¥)w?

o' = (cos¥)w! — (sin¥)w?

@

©% = (sin?)w! + (cos¥)w?
Als nichstes bestimmen wir wi. Dazu rechnen wir

W2 Awy = dw?
= d((cos W)@ + (sin¥)w?)
= d(cos V) A @' + (cos¥)dw® + d(sin¥) A (sin 19) da?
= d(cos V) A ((cos 9w’ — (sin®)w?) + (co )w A @3
+ d(sin®) A ((sin®)w* + (cos¥)w?) — (sin?)@w' A @y
= ((cos¥)d(sin®) — (sin¥)d(cos ) A w?
+ (cos )@ A wg — (sind?)@! A @5
= ((cos¥)d(sin ) — (sin ¥)d(cos¥)) A
+ (cos ) ((sin ¥)w* + (cos¥)w?) A @i
— (sin®)((cos ¥)w* — (sin¥)w?) A @y
= w? A ((sin¥)d(cos ) — (cos¥)d(sin ) + @3).
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sowie

wh Awi = —dw?

d((sin¥)@* — (cos 9)w?)
d(sin®¥) A @' + (sin¥)d@' — d(cos V) A @* — (cos¥)dw?
d(sin ) A ((cos 9w’ — (sin®)w?) + (sin¥)w? A @)
—d(cos ) A ((sin?)w* + (cos¥)w?) + (cos 9)w" A @y

= ((cos¥)d(sin®) — (sin ¥)d(cos 1)) A w?

+ (sin9)@? A @3 + (cos V)@t A @y
= ((cos¥)d(sin®) — (sind)d(cos9)) A w*

+ (sin 9) ((sin ¥)w* + (cos ¥)w?) A @i

+ (cos¥)((cos ¥)w! — (sin¥)w?) A @3
= w! A ((sin¥)d(cos ) — (cos¥)d(sin9) + @3)

Aus diesen beiden Rechnungen folgern wir
wy — Wy = (sin®)d(cos ) — (cos¥)d(sin ) = —dd,

d.h. Formel 3.7.1 ist richtig.
Wir parametrisieren nun jede Kante gegen den Uhrzeigersinn (beziiglich der
Orientierung) als ¢ — ~y(¢) und definieren die Winkel

0(t) = Z(¥(t), E1(v(1)))
0(t) = £(3(1), Er((1)))-
Dann gilt ~
0=0+97.
Ausfiihrlich folgt das aus den Additionstheoremen, da
4 = (cos)Ey + (sin @) Es
= (cos0)((cos W) Ey + (sin?) Ey) + (sin 0)(—(sind?) Ey + (cos ) E»)
= (cos @ +9)Ey + (sin @ + 9) Ey
und andererseits o o
4 = (cos0)Ey + (sinf)Es.

Damit rechnen wir nun
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wobei wir im letzten Schritt wieder {iber die Rénder aller P; integrieren, d.h.
jede Kante taucht zweimal auf.

Betrachet man nun die Winkelfunktionen 6 fiir sémtliche Kanten eines Po-
lygons P; hintereinander, so erhélt man eine stiickweise stetige Funktion, die an
den Randpunkten Werte annimmt, die sich genau um 27 unterscheiden. Genau-
er: definieren wir die Auenwinkel 6;; = Z(¥(t1),%(t7)), wobei j iiber die Ecken
von P; lduft 4(¢7) und 4(¢T) sind die links- bzw. rechtsseitigen Ableitungen an
der Ecke j), so erhalten wir

O(t)dt+ Y 0;; = 2.

oP; 7

Betrachten wir nun auch die Innenwinkel ¢;; = 7 —0;;, so berechnen wir schlus-
sendlich

/ Kdvol = Z 21 — Z(ﬂ'— 0:;)
M i

J
=21F =Y 7+ 0,
1,J 4,J

Der mittlere Term ist eine Summe iiber alle Kanten eines jeden Polygons iiber
den konstanten Term m, d.h. diese Summe ist —27F, und die letzte Summe
berechnet sich wie folgt: die Summe aller Innenwinkel an einem festen Eckpunkt
ist gleich 27, d.h. die gesamte Summe ist 27V. Insgesamt erhalten wir also

/ Kdvol =2n(F — E+ V) = 2mx(M).
M

Korollar 3.7.3. Die Definition der Fuler-Charakteristik einer kompakten 2-
dimensionalen orientierbaren Mannigfaltigkeit ist unabhdngig von der gewdhlten
Triangulierung.

Ohne Beweis erwihnen wir, dass kompakte 2-dimensionale orientierbare
Mannigfaltigkeiten durch ihre Eulercharakteristik bestimmt sind: sie sind diffeo-
morph zu S2, T? oder einer Fliche vom hheren Geschlecht (d.h. einem Torus
mit g > 1 Lochern, d.h. einer zusammenhingenden Summe T2# - - - #72). Die
einzige kompakte orientierbare Flidche mit positiver Eulercharakteristik ist dem-
nach S2. Es folgt:

Korollar 3.7.4. Es sei (M,g) eine kompakte 2-dimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit positiver Gauf-Krimmung. Dann ist M diffeomorph zu
S2.

Bemerkung 3.7.5. In diesem Korollar kénnen wir natirlich nicht isometrisch
schreiben — schlieflich kénnen wir beispielsweise die Standardmetrik ein wenig
storen, und erhalten eine Metrik mit positiver, aber nicht konstanter Krimmung.

Aus dem Satz von GauB-Bonnet folgt, dass der Torus T2 keine Metrik mit
strikt positiver oder strikt negativer Kriimmung tragen kann. Dies ist anders fiir
die Flachen von hoherem Geschlecht: ohne Beweis erwidhnen wir, dass Tori mit
g Lochern, g > 1, eine Metrik konstanter negativer Schnittkriimmung tragen.
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(Man beachte, dass dies vom Satz von Gaufi-Bonnet erlaubt wird!) Nach Be-
merkung 2.14.8 bedeutet dies, dass die universelle Uberlagerung dieser Flichen
(mit dieser Metrik) durch den zweidimensionalen hyperbolischen Raum gegeben
ist. In der Tat kann man, dhnlich wie im Fall von T2, siche Beispiel 2.13.7, eine
Metrik konstanter Kriimmung auf diesen Flidchen so konstruieren, dass man ei-
ne geeignete Decktransformationsgruppe, die isometrisch auf H? wirkt, vorgibt.
Den Torus mit zwei Lochern erhélt man beispielsweise, indem man die Kanten
eines Achtecks geeignet identifiziert; man muss nun eine Gruppe von Isometrien
von H? finden, die ein solches Achteck als Fundamentalbereich besitzt, und die
Kanten geeignet identifiziert, was nicht trivial ist.
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Kapitel 4

Untermannigfaltigkeiten

In diesem kurzen letzten Kapitel betrachten wir folgende Situation: Es sei f :
M — M eine Immersion einer Mannigfaltigkeit M mit Dimension n in ei-
ne Riemannsche Mannigfaltigkeit M der Dimension n + k. Bereits in Beispiel
2.1.43. haben wir beschrieben, wie wir mittels f die Riemannsche Metrik auf M
zuriickziehen kénnen: fiir v,w € T, M setzen wir (v, w) := (df,(v), df,(w)). Dies
ist genau die Bedingung, dass f zu einer sogenannten isometrischen Immersion
wird. (Natiirlich i.A. nicht zu einer Isometrie). Wir mdchten in diesem Kapitel
den Zusammenhang zwischen den Geometrien von M und M verstehen. Wir
werden in diesem Kapitel rein lokale Betrachtungen anstellen, so dass wir ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen konnen, dass f eine Einbettung ist;
wir werden M als Teilmenge von M auffassen, so dass f die Inklusionsabbildung
ist; wir bezeichnen f ab jetzt mit i : M — M.

Es sei nun ¢ : U — R"™* o = (21,...,7,41) eine Untermannigfaltigkeits-
karte: ¢ := (21,...,2,) : UNM — R" ist eine Karte von M. Wir nehmen
zusitzlich an, dass ¢(U) unter der Projektion 7 : R"** — R™ invariant ist; z.B.
sei ¢ so, dass das Bild ¢(U) ein Quader ist. Mit Hilfe dieser Karte sehen wir,
dass wir zu einer gegebenen Funktion f : M — R auf U eine Fortsetzung der
Einschréankung f|yna finden: Wir setzen

f=foy tomo.

Ebenso kénnen wir lokale Vektorfelder auf M (hochgradig nicht eindeutig) lokal
fortsetzen: Es seien (01, ..., On1) die zu @ assoziierten lokalen Basisfelder. Dann
sind die Einschrinkungen von 0y, ...,0,+r auf U N M die lokalen Basisfelder
der Karte ¥ von M, und ein gegebenes Vektorfeld X auf U N M koénnen wir auf
UN M in der Form

X = Zfl ai|UﬁM

i=1

schreiben. Indem wir die f; nun, wie oben beschrieben, zu Funktionen f, auf U
fortsetzen, erhalten wir iiber die Zuordnung
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ein Vektorfeld auf U, das, eingeschrénkt auf M, mit X ibereinstimmt. Mit
anderen Worten (vergleiche Ubungsblatt 7, Aufgabe 2):

X oi=di(X),

d.h. X und X sind i-verwandt.

Wir werden im Folgenden den Levi-Civita-Zusammenhang V von M mit
dem Levi-Civita-Zusammenhang V von M vergleichen. Dafiir betrachten wir
fiir einen Punkt p € M C M die Zerlegung

1,3 = T,M & v, M,
wobel T,M = di(T,M), und
vpM ={veT,M|v L T,M}

den Normalenraum von M in M in p bezeichnet. Man kann zeigen, dass vM :=
Upens ¥pM die Struktur eines Vektorbiindels tiber M tréigt; wir nennen es das

Normalenbiindel von M. Ist v € TI,M, so bezeichnen wir mit v und v+ den
tangentialen bzw. normalen Anteil von v, so dass

’UZ’UT—FUL.

Wir betrachten nun zu lokalen Vektorfeldern X und Y auf U N M beliebige
lokale Fortsetzungen X und Y auf U, und zerlegen VY in den tangentialen
und normalen Anteil:

VY = (V1) + (V)L (4.0.1)

Wir betrachten zunéchst den zweiten Summanden, d.h. den Teil von ﬁy?, der
senkrecht zu M steht.
Wir definieren nun die zweite Fundamentalform o von M durch

(X, Y)(p) = (Vg V)

« schickt also zwei Vektorfelder auf U N M, tangential zu M, auf ein Vektorfeld,
normal zu M. A priori ist jedoch nicht klar, dass o wohldefiniert ist.

Bemerkung 4.0.6. Klassisch wurde die Riemannsche Metrik als erste Funda-
mentalform bezeichnet. Obwohl diese Bezeichnung mittlerweile fast ausgestorben
ist, ist die Bezeichnung von «a als zweite Fundamentalform geblieben. Oft wird
sie auch mit dem Symbol II bezeichnet.

Lemma 4.0.7. Die zweite Fundamentalform o ist wohldefiniert, symmetrisch
in X und Y, und linear iber C*°(M).

Beweis. Es seien X und Y beliebige Erweiterungen von X bzw. Y. Dann gilt
(VxY)' = (V3X)t = (VxY - VxY)" = [X,Y]" (4.0.2)

Wir wissen nun, dass X und X, sowie Y und Y i-verwandt sind. Nach Ubungs-
aufgabe 2 von Blatt 7 sind damit auch [X,Y] und [X,Y] i-verwandt, d.h.

di([X,Y)) = [X,Y]oi.
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Insbesondere ist [X,Y] in Punkten aus M tangential zu M, und (4.0.2) ver-
schwindet in Punkten von M. Es gilt also fiir alle p € M, dass

(VxY)"(p) = (VyX) " (p)-

Der Ausdruck (VxY)(p) hiingt von X nur im Punkt p ab. Damit gilt dasselbe
fiir (V5-X)*(p); die Zuordnung

a(v,w) = (VY)* (p),

wobei v,w € T,M, und X und Y beliebige Erweiterungen auf U von Erweite-
rungen X und Y von v und w auf U N M sind, ergibt also Sinn. (Mit anderen
Worten: a(X,Y) = (VY)? ist linear iiber den C°°-Funktionen.) Fiir p € M
definiert o nun also eine bilineare Abbildung

a:T,M xT,M — v,M;

die Rechnung oben zeigt auflerdem, dass o symmetrisch ist, d.h., dass a(v, w) =
a(w,v). O

Damit haben wir den normalen Anteil der Zerlegung (4.0.1) untersucht; der
folgende Satz beschéftigt sich nun mit der tangentialen Komponente:

Satz 4.0.8 (GauB-Formel). Es seien X und Y beliebige Erweiterungen von
Vektorfeldern X und Y auf M. Dann gilt

(VxY)(p) = (VxY)(p) + (a(X,Y))(p)
fir allep e M.

Bemerkung 4.0.9. Fir den Spezialfall einer Untermannigfaltigkeit M im R™,
versehen mit der induzierten Riemannschen Metrik, erhalten wir die wohlbe-
kannte Aussage, dass der Levi-Civita-Zusammenhang auf M durch Vx,Y =
pro, a(dYp)(Xy) gegeben ist. (Vgl. Aufgabe 2, Blatt 8.)

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes p € M der tangentiale Anteil von
(VxY)(p) durch Vx,Y gegeben ist. Dies geht genauso wie im Beweis der in
der Bemerkung erwihnten Ubungsaufgabe: man definiert durch (V1LY)(p) =
(V=Y) T (p) einen Zusammenhang auf M, und zeigt, dass er metrisch und torsi-
onsfrei ist. Séamtliche dieser Eigenschaften sind leicht nachzupriifen; hier exem-
plarisch die Torsionsfreiheit:

(VxY)(p) = (Vv X)(p) = (VY = V&X) () = [X, Y] (p) = [X,Y](p).
O

Beachten Sie, dass fiir p € M gilt, dass X, € T, M. Der Ausdruck ﬁgp?
héngt von den Werten von Y nur entlang einer Kurve in Richtung X, ab; withlen
wir hier eine Kurve in M, so sehen wir, dass die Notation V xY wohldefiniert
ist; wir erhalten die Gaufigleichung

VxY =VxY +a(X,Y).
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Fiir ein Vektorfeld Y entlang einer Kurve ¢ in M, das zu jedem Zeitpunkt
tangential zu M ist, erhalten wir (ebenfalls analog zur Vorgehensweise bei Un-
termannigfaltigkeiten des R™):

v v .
%Y = %Y +a(é,Y). (4.0.3)

Daraus sehen wir: wann immer die Kurve ¢ (die ganz in M verlduft), eine
Geodétische in M ist, dann ist sie ebenfalls eine Geodétische in M. Umgekehrt
ist dies jedoch nicht korrekt. Wir definieren:

Definition 4.0.10. Eine Untermannigfaltigkeit M C M heifst totalgeoditisch
in M, wenn fiir jeden Punkt p € M und jeden Vektor v € T,M die Geoditische
in M durch p in Richtung v komplett in M wverlduft.

Die obigen Beobachtungen implizieren:

Satz 4.0.11. M ist genau dann totalgeoditisch in M, wenn die zweite Funda-
mentalform a verschwindet.

Beweis. Ist die zweite Fundamentalform identisch 0, dann impliziert Gleichung
(4.0.3), dass jede Geoditische in M bereits eine Geoditische in M ist. Um-
gekehrt impliziert, dass M totalgeodétisch ist, iiber dieselbe Gleichung, dass
a(u,u) =0 fur alle w € T, M. Da « eine symmetrische Bilinearform ist, bedeu-
tet dies, dass a bereits komplett verschwinden muss. O

Beispiel 4.0.12. Zusammenhdngende, vollstindige, totalgeoddtische Unterman-
nigfaltigkeiten des R™ sind affine Unterrdume.

Die zweite Fundamentalform « kann auch benutzt werden, um die kovariante
Ableitung von zu M normalen Vektorfeldern zu berechnen: Es seien X und Y
lokale Vektorfelder auf M, erweitert zu Vektorfeldern X und Y auf X und ¢
ein lokaler Schnitt von vM, den wir ebenfalls zu einem Vektorfeld & auf U
erweitern konnen. Wieder gilt, dass der Ausdruck ﬁyg nur von den Werten

von ¢ entlang einer Kurve in Richtung Yp in M abhingt, so dass Vx¢ ein
wohldefinierter Ausdruck ist.

Satz 4.0.13 (Weingarten-Gleichung). Es gilt
(Vx&Y) = —(§ a(X,Y)).
Beweis. (£,Y) ist die konstante Nullfunktion auf M. Daher gilt
0=X(£Y)=(Vx&Y) +({VxY) = (Vx&Y) + ({, a(X,Y)),
da der tangentiale Anteil von VxY senkrecht zu ¢ steht. O

Mit Hilfe der zweiten Fundamentalform kénnen wir nun die Kriimmungsten-
soren R und R von M bzw. M vergleichen:

Satz 4.0.14 (GauB-Gleichung). Fiir alle z,y,z,w € T,M gilt

<E(x’y)sz> = <R($7 y)sz> - <a(m,w), a(y, Z)> + <Oé($, Z)’ a(y,w)>.
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Beweis. Wir erweitern die gegebenen Tangentialvektoren zu lokalen Vektorfel-
dern auf M, die wir mit den entsprechenden Grof3buchstaben bezeichnen. Dann
gilt mit der GauB-Formel, Satz 4.0.8:

XvYZ - vaXZ - v[x7y] Z, W>
x(VyZ+a(Y,2)) - Vy(VxZ + a(X, Z))
— (VixvZ + a([X, Y], 2)),W).

<E(X7Y)Zv W> = <
=

< i

Da die zweite Fundamentalform Werte im Normalenbiindel annimmt, verschwin-
det der allerletzte Summand mit «. Mit Hilfe von Satz 4.0.13, der Weingarten-
Gleichung, rechnen wir

RX,Y)Z,W) = (VxVyZ, W) — (Y, Z),a(X,W))
— (VyVxZ,W) + (X, Z), (Y, W)) = (Vx v Z, W).

Wir zerlegen jeden Summanden, der V enthilt, mit Hilfe der GauB-Formel in
seinen tangentialen sowie normalen Anteil, und sehen, dass nur der tangentiale
Anteil tiberlebt. Es folgt die Behauptung. O

Als Folgerung kénnen wir die Schnittkriimmungen von M und M verglei-
chen. Beispielsweise erhalten wir:

Korollar 4.0.15. Wir setzen voraus, dass M konstante Schnittkriimmung k
besitzt. Dann gilt fir eine 2-Ebene o C T, M, mit Orthonormalbasis {x,y}:

K(o) =t + (a(z,2), a(y,y)) - |la(z, )]

Ist M also totalgeoditisch in M, dann hat M ebenfalls konstante Schnitt-
krimmung «.

Definition 4.0.16. Wir definieren den Weingartenoperator A¢ durch
AEX = —(vxf)-r.

Mit Hilfe dieser Definition nimmt die Weingartengleichung folgende Gestalt
an:
(AcX,Y) = (&, a(X,Y)). (4.0.4)

Insbesondere sehen wir, dass (A¢X)(p) nur von den Werten von X und § im
Punkt p abhéngt; wir erhalten, dass der Weingartenoperator fiir jedes p eine
lineare Abbildung A¢ : T,M — T, M definiert.

Die Symmetrie von « tibersetzt sich in die Selbstadjungiertheit von Ag:

{(AeX,Y) = (€ (X, Y)) = (€ Y, X)) = (AeY, X).

Fiir jedes p € M koénnen wir daher eine orthonormale Basis {ug,...,u,} aus
Eigenvektoren von A¢ : T,M — T, M finden, mit zugehorigen Eigenwerten ;.
Die A; heiflen Hauptkrimmungen in Richtung &,, und die u; Hauptkrimmungs-
richtungen.

Beispiel 4.0.17. Es sei M eine Hyperfiiche im R™', d.h. dim M = n. Es sei
v eine Geoddtische in M ; dann folgt aus 4.0.3:

¥ = aly,9)-
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Betrachten wir den Fall S™(r) C R, und p € S™(r). Es sei v € T,S™ mit
llv|| = 1. Dann ist die eindeutige Geoditische in Richtung v gegeben durch

Yolt) = (cos(L)p+rsin(2)o),

und es gilt %, (t) = — % cos(L)p — Lsin(L)v; damit:

1
a(v,v) = — 2P

Ist nun {u,v} eine Orthonormalbasis einer 2-Ebene o in T,S™, dann folgt, da
lu+v|| = V2, dass a(v+w,v+w) = —3p, so dass

alv,w) = %(a(v +w,v +w) — a(v,v) — a(w,w)) = 0.

Korollar 4.0.15 besagt also, dass

1 1 1
K(o) =0+ <772P7 72@ =2

r
wie wir bereits in einer Ubungsaufgabe berechnet hatten.

Den Weingartenoperator in Richtung %p konnen wir wie folgt bestimmen:
Gleichung (4.0.4) besagt, dass der Weingartenoperator ein Vielfaches der Iden-
titat ist; genauer gilt fir § =p € vpS™: Ae = —% idg,sn .

Bemerkung 4.0.18. Betrachten wir den Fall einer zweidimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit M C R®, p € M und & € v,M mit ||£]| = 1. Dann definiert
man die GauB-Krimmung in Richtung &, durch

K(p) = det A¢,,

also als Produkt der beiden Hauptkrimmungen. Nach Definition ist die Gaufs-
Krimmung eine extrinsische Grifle, d.h. sie hdngt von der Lage von M im
umgebenden Raum R3 ab. Ein wichtiger Satz der klassischen Differentialgeome-
trie ist nun Gaufl’ Theorema egregium (egregium (lat.): ruhmuvoll), der besagt,
dass K (p) mit der Schnittkrimmung K(T,M) ibereinstimmt, d.h. eine intrin-
sische Grafse von M ist. (Man beachte, dass wir in Aufgabe 3 von Blatt 12 die
Gaufs-Krimmung als K(T,M) definiert haben.) Vergleiche [6] fiir Details.
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