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Einleitung

Die Vorlesung Analysis III baut auf den Vorlesungen Analysis I und Analysis 11
und natiirlich auf die Lineare Algebra auf. In der Vorlesung werden wir teilwei-
se dem Buch von Otto Forster, Analysis III [6] folgen. Fiir Kapitel 12 empfehle
ich auch die Kapitel I, IT aus dem sehr schonem Buch von Bauer [2]. Auch die
Werke von Walter [17, 18, 19] und Poschel [13, 14, 15] konnen fir die Vorle-
sung gewinnbringend verwendet werden. Dariiber hinaus gibt es eine ganze Rei-
he hervorragender Biicher zum Thema Analysis, ich mdchte nur wenige nennen:
[1, 3, 5, 8, 12, 11]. Ein hervorragendes Werk ist das Buch ,Principles of Mathe-
matical Analysis“ von Rudin [16], das auch als Taschenbuch erhéltlich ist und
als Begleitung zur Vorlesung gut geeignet ist. Nicht direkt als Begleitlektiire, je-
doch als Nachschlagewerke fiir spater bzw. als weiterfiihrende Biicher zur Analysis
mochte ich die Werke von Dieudonné, Friedman und Hewitt/Stromberg erwéhnen
[4, 7, 9]. Jetzt ist auch der Zeitpunkt gekommen, diese auch schon mal zu kon-
sultieren. Es gibt dort viele bereichernde Diskussionen, Beispiele und natiirlich
auch weiterfithrendes Material.
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Kapitel 12

Integration im R"

In diesem Kapitel werden wir uns iiber Integration von Funktionen, die auf
Teilmengen des IR™ definiert sind Gedanken machen. Am Ende von Kapitel 6
haben wir ja schon gesehen, wie man ausgehend vom Riemannschen
Integralbegriff Integrale iiber Mengen der Form [aq, b1] X - -+ X [ay, b,] definieren
kann. Hier wollen wir allgemeiner vorgehen und auch Integrale iiber
komplizierte Mengen definieren. Der Integralbegriff wird gleichzeitig neu gefasst
und es werden auch bisher nicht integrierbare Funktionen integriert werden
konnen, z. B. die charakteristische Funktion von @. Natiirlich kann man eine
solche allgemeine Integrationstheorie nicht ohne den entsprechenden Aufwand
erhalten und wir werden einige Zeit benotigen um die entsprechenden Sétze
beweisen zu koénnen. Dabei wird sich zeigen, dass mit dem gleichen Aufwand
auch Integrale tiber andere Mengen erklart werden kénnen. Dazu wird wieder
einmal eine entsprechende Verallgemeinerung des Begriffsapparates notwendig.
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KAPITEL 12. INTEGRATION IM RY

12.1 Mengenalgebren

Im Folgenden sei €2 eine Menge und wir interessieren uns fiir gewisse Mengen von
Teilmengen. Wahrend fiir die Stetigkeit die Mengen der offenen, bzw. die Menge
der abgeschlossenen Teilmengen eine grofie Rolle spielten, wollen wir uns hier mit
Systemen von Teilmengen beschéaftigen, die gewisse Operationen zulassen. Wir
erinnern an die Definition 1.3.32 der Potenzmenge einer Menge als Menge aller
ihrer Teilmengen.

Definition 12.1.1 (Ring)

Es sei Q) eine Menge, R C P(Q) eine Teilmenge der Potenzmenge P(S2)
von . R heifit Ring (auf ), wenn ) € R und folgende Bedingungen erfillt
sind: X,Y € R impliziert

1. XUY e,

2. X\Y e

Aufgabe 12.1.2 (Durchschnitte)
In einem Ring R ist mit X, Y € Rauch X NY € A.

Definition 12.1.3 (Algebra)
Ist A ein Ring und gilt zusdtzlich ) € A, so nennt man 2 eine Algebra.

Aufgabe 12.1.4 (Charakterisierung einer Algebra)
Man zeige, A C P(£2) ist genau dann eine Algebra, wenn gilt: (1) Q € 2,
(2) X € A impliziert X¢ € 2 und (3) mit X,Y € A ist auch X UY € 2.

Es ist eine einfache Konsequenz der Definitionen, dass in Ringen und Algebren

mit je endlich vielen Mengen auch deren Vereinigung bzw. deren Schnitte darin
liegen, also hat man das folgende Lemma.

7~

Lemma 12.1.5 (endliche Vereinigungen und Durchschnitte)
Ist A ein Ring oder eine Algebra und sind Xy, ..., X, FElemente von 2 so
sind auch

XiUXpU---UX, €
XinXgn---nX, € A
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Wichtig ist dabei, dass wir uns auf endliche Vereinigungen bzw. Schnitte
beschrankt haben. Will man dies erweitern auf unendliche Vereinigungen und
Schnitte, so muss zumindest eine dieser Eigenschaften gefordert werden und dies
macht den Begriff des o-Ringes bzw. der o-Algebra aus, den wir jetzt definieren
wollen.

Definition 12.1.6 (0-Ring, o-Algebra)
Es sei A ein Ring oder eine Algebra. Gilt zusdtzlich die Aussage:

Vnel, X, e = |J X, e,

nelN

so heifst A ein o-Ring bzw. eine o-Algebra.

Wir sammeln nun einige Eigenschaften von o-Ringen, bzw. o-Algebren.

Satz 12.1.7 (Eigenschaften von o-Algebren und Ringen)
Es sei ) eine Menge und 2 ein o-Ring oder eine o-Algebra. Dann gilt

1. Sind fiir n € IN die Mengen X,, € 2, so ist auch ﬂ X, €.

nelN

2. Ist Q' C Q eine Teilmenge, so ist

A — {XﬂQ’

Xe%l}

ein o-Ring bzw. eine o-Algebra in .

Beweis. 1. Sei X,, € AU fir n € IN. Wir betrachten die Menge
Z- (U X;> |
nelN
Nach der Definition von o-Ringen bzw. o-Algebren ist Z € 2 und es ist
leicht nachzupriifen, dass Z = N, e X, ist. Man beachte, dass der angege-

bene Beweis nur fiir o-Algebren korrekt ist, fiir o-Ringe ist er geringfiigig
zu modifizieren.

2. Alle Eigenschaften sind leicht nachzupriifen. ]

Lemma 12.1.8 (Schnitte von o-Algebren)
FEs seien Q) und J Mengen. Firr j € J seien ; o-Algebren auf 2, so ist

Ql:ﬂQlJ

jed

eine o-Algebra auf ).
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Beweis. Furalle j € J gilt 0, 2 € 2(; und daher ist auch (), 2 € 2. Entsprechendes
gilt fiir die Differenzen und Vereinigungen von Mengen. O

Lemma 12.1.9 (Existenz kleinster o-Algebren)
Zu jeder Teilmenge £ C P(2) gibt es eine kleinste o-Algebra, welche alle
Mengen in £ beinhaltet.

Beweis. Man betrachte die Menge J aller o-Algebren 2 welche £ als Teilmenge
beinhalten, also

J = {Q[ O¢& ‘ 2 ist o-Algebra } .

Die Menge J ist nicht leer, denn

P(Q2) € J.
Dann ist
A= B
BeJ
die gewiinschte o-Algebra. m

Definition 12.1.10 (erzeugte o-Algebra)

Die in Lemma 12.1.9 nachgewiesene kleinste o-Algebra zu einer vorgege-
benen Menge £ von Teilmengen, wird als die von £ erzeugte o-Algebra
bezeichnet. Wir schreiben dafir o(E).

Definition 12.1.11 (Borel-Algebra)

Es sei (X,d) ein metrischer Raum, O die Menge der offenen Mengen in
X. Dann wird die von O erzeugte o-Algebra o(O) als Borel-Algebral be-
zeichnet.

12.2 Inhalt und Mafl

Die bisher definierten Mengensysteme sind Ausgangspunkt der Definitionen von
Inhalt und Mafl. Diese wiederum sind Funktionen, die auf solchen Mengensys-
temen definiert sind und jeder darin befindlichen Menge eine nichtnegative er-
weiterte reelle Zahl zuordnen, die wir dann als Inhalt bzw. als Mafl bezeichnen
werden.

Emile Félix Edouard Justin Borel (7.1.1871-3.2.1956) war bedeutender franzosischer Ma-
thematiker, der sich auch als Abgeordneter der Radikalsozialisten in der Politik betétigte. Seine
mathematischen Leistungen betreffen die Analysis vor allem im Kontext der Mafitheorie und
Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Definition 12.2.1 (Inhalt)
Es sei Q0 eine Menge, R ein Ring auf Q) und

erw

0R o RY :{xelR

azzo}Uoo

sei eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften

IT p(®) =0,

12 fir jede endliche Menge {X1,...,X,} von Mengen in R mit
XiNnX; =0 firi#j

qilt

’ (U Xz-) 3 u(X). (12.1)

=1

Dann wird p als Inhalt bezeichnet.

Bemerkung 12.2.2 (Additivitét)

Der in Gleichung (12.1) dargelegte Sachverhalt wird als Additivitit des
Inhalts bezeichnet. Wesentlich ist dabei die paarweise Disjunktheit der
beteiligten Mengen.

Wird die endliche Additivitat des Inhalts durch die stirkere Forderung der ab-
zéhlbar unendlichen Additivitat (o-Additivitét) ersetzt, so bekommen wir einen
neuen Begriff.

Definition 12.2.3 (Priamaf)
FEs sei Q eine Menge, R ein Ring auf Q und p : R — RE., sei eine
Abbildung mit

PM1 pu(0) =0,

PM2 fiir jede abzdihlbare Menge {Xn

n e IN} von Mengen in R mit

X;NX; =0 firi#jund |J X, €R gilt

nelN

0 @1 Xl-> - 2 u(X;). (12.2)

Dann wird p als Pramaf bezeichnet.
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Im folgenden Lemma werden einfache Eigenschaften eines Inhaltes gesam-
melt.

Lemma 12.2.4 (Eigenschaften von Inhalt und Pramaf)
Es sei Q) eine Menge, R ein Ring auf 2 und p: R — IR,

1. Sind XY € *R so gilt

+ . ein Inhalt.

pXUY) +pu(X0Y) = u(X) + p(Y).

2. Fir X CY € R gilt

W(X) < ().
3. 8md X CY eR,uY) < oo gilt
p(Y\ X) = u(Y) — p(X).
4. Ist X; € R, fiiri € N und n € IN, so gilt
w(Ux) < nen),
i=1 i=1
5. Fir ein Pramaf gilt in der Situation von (4) unter der Annahme
U X. e R,
nelN
dass . .
Y (U Xi> <D u(Xi)
i=1 i=1
Beweis. 1. Wir schreiben
X X\ (XNY)
Y Y\ (XNY)
Dann ist

XUuY =XuYu(xny).
Dies ist eine disjunkte Vereinigung und wir schlieffen sofort

wXUY) = p(X) +p(Y) +p(XNY).
Daraus folgt die erste Behauptung unmittelbar.

2. Diese Behauptung folgt aus p(Y \ X) > 0, der Additivitat, vgl. Bemerkung
12.2.2 und p(Y) = p(X) + (Y \ X).



12.2. INHALT UND MASS 11

3. Folgt direkt aus dem vorigen Schritt.
4. Wir setzen fiir j =1,...,n
Y; = X;\ U Xi |-
k=j+1

Dann ist p(Y;) < p(X;) und Ui, X; = Uj_, Y

j, die Y} sind disjunkt und
daher hat man

5. Folgt durch Grenziibergang. O]

Bemerkung 12.2.5 (Isotonie, Subtraktivitit und Subadditivitét)
Eigenschaft (2) aus dem vorigen Lemma wird als Isotonie, Eigenschaft (3)
als Subtraktivitit und Eigenschaft (4) als Subadditivitit bezeichnet.

Definition 12.2.6 (Maf3)

Ist i ein Pramaf$ auf R und R eine o-Algebra auf 2, so nennen wir i ein
MaB. Das Tripel (2, R, 1) heift in diesem Fall MaBraum. Ist u(2) < oo so
nennen wir das Maf$ endlich und ebenso sprechen wir dann von einem end-
lichen Mafiraum. I'm Fall u(2) = 1 bezeichnet man den MafSraum (§2, R, )
als Wahrscheinlichkeitsraum.

. J

Bevor wir die spezielle Situation im R™ betrachten wollen, werfen wir einen
Blick auf den zentralen Satz, der die Konstruktion von Maflen aus einem Pramaf
moglich macht.

- )

Satz 12.2.7 (Vom Pridmafl zum Maf)

Sei ) eine Menge und p ein auf einem Ring R auf Q) definiertes Pramaf.
Dann gibt es mindestens ein auf der von R erzeugten o-Algebra A = o(2R)
definiertes Maf fi welches p fortsetzt, d. h. fir alle X € R gilt

u(X) = i(X).

Bemerkung 12.2.8 (Eindeutigkeit des Mafles?)

Die Aussage kann u. U. prazisiert werden und auf Eindeutigkeit der Fort-
setzung geschlossen werden, siehe z. B. Bauer [2]. Wir gehen auf die Ein-
deutigkeit nicht ein und kommen an der entsprechenden Stelle auf diese
Bemerkung zurtick.




12 KAPITEL 12. INTEGRATION IM RY

Den Beweis wollen wir vorbereiten, indem wir den Begriff des d&ufleren Mafles
einfithren und zeigen, wie aus einem Pramaf} ein dufleres Mafl und aus einem
auBeren Mafl ein Mafl gewonnen werden kann.

Definition 12.2.9 (dufleres Maf)
Eine Abbildung
wP(Q) = Rep

heifst duferes Mafs, falls
AM1 p*(0) =0;

AM2 X, C Xy = M*(Xl) < M*(XQ);

AM3 (| Xa) < pt(Xa).
n=1 n=1

Bemerkung 12.2.10 (Potenzmenge und dufleres Maf3)
1. Wichtig ist hier, dass p* auf ganz P(Q2) definiert ist.

2. Man beachte, dass p*(X) > 0 fur alle X C Q. Denn () C X und
(AM2) implizieren, dass 0 = p*(0) < p*(X).

3. AuBlere Mafie sind an sich nicht besonders interessant, ihre Bedeu-
tung erlangen sie durch die nachfolgenden Konstruktionen, die auf
Carathéodory? zuriickgehen.

Lemma 12.2.11 (vom Pramafl zum Hufleren Maf)
Gegeben sei eine Menge ), ein Ring R auf Q0 und ein Primafs p : R —
R . Dann gibt es ein duferes Mafs p* : P(Q2) — R, welches p fortsetzt,

erw* erw’

d. h. fir alle X € R gilt

Beweis. Sei X € P(Q2), wir betrachten die Familie von Mengen

D(X) = {{Xn}nem ’VnEIN: X, eRund |J XnDX}.

nelN

2Constantin Carathéodory (13.9.1873-2.2.1950) ein hervorragender deutscher Mathemati-
ker, der wesentliche Beitrdge zur modernen Analysis entwickelte. Er erfand den Begriff des

duBeren Mafles. Sein Schaffensbereich iiberschritt die Grenzen der Mathematik auch zur Phy-
sik.
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Natiirlich ist es moglich, dass fiir manche X eine solche abzihlbare Uberdeckung
mit Elementen aus R nicht moglich ist, in diesem Fall ist D(X) = () und dieser
Fall wird in der folgenden Definition getrennt abgefangen. Wir setzen fiir X C €2

vy {2 X)), DX £
00, D(X) =

0
0

Wir miussen nachpriifen, dass p* ein dufleres Maf ist. Wir beginnen mit (AM1).
Wir finden ein Element in D((), namlich die Folge

{Xn}nEIN mit Xn = @ Vn € IN.

Damit ergibt sich
pe(0) < 0.

Da aber p nur nichtnegative Werte annimmt, ist p*(X) > 0 fiir alle X € P(Q)
und damit ist p*(0) = 0.

Der Nachweis von (AM2) besteht in der einfachen Beobachtung, dass im Fall
D(X5) # 0 gilt, dass jede Uberdeckung von X, auch eine von X ist, also ist
D(XQ) C D(Xl) und

inf { ni u(X (Xl)} < inf { ni u(X

Der Nachweis der dritten Eigenschaft (AM3) ist etwas aufwendiger, allerdings
nur unwesentlich komplizierter. Wir beginnen mit einer abzahlbaren Familie von
Mengen { X, },ew mit X,, C 2 fiir alle n € IN und betrachten deren Vereinigung.
OBdA nehmen wir an, dass fir alle n € IN gilt p*(X,,) < oo, denn ansonsten
steht auf der rechten Seite der zu beweisenden Ungleichung ein Summand oo und
es ist nichts zu zeigen. Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es, aufgrund der Definition
2.7.4 des Infimums zu jedem n € IN eine Folge von Mengen {Y,("},.cn € D(X,,)
mit

x|

> () < () + o

n
m=1 2

Die Menge {Yng”)

neNme ]N} ist abzéhlbar und demzufolge ist
D(| X.) #0
nelN

und nach geeigneter Nummerierung ist die Folge der Y, n,m € IN darin ent-
halten. Dann gilt (aufgrund der Definition des Infimums)

u*(UXn>§§:oouY(” <§:< 26) S (X,

nelN n=1m=1 n=1 n=1
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Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
Fiir die Fortsetzungseigenschaft wiahlen wir zu X € R die Folge { X, } e mit
X; =X und X,, = 0 fiir n > 1. Damit folgt

i (X) < p(X).

Nehmen wir an, es gebe eine Folge {X,, },eny mit X,, € R fir allen € N, X C
Unen Xn und D02 1(X,,) < p(X). Dann ist fiir jedes n € IN die Menge XN X, €
R, X N X, C X, und daher ist

> pX 0 X,) < 3 () < u(X)

n=1

und andererseits ist
U (XNX,=X

nelN

und wegen Eigenschaft (5) aus Lemma 12.2.5 ist
W(X) < 3 (X 11X,
n=1

Damit hat man einen Widerspruch. O

Bevor wir Satz 12.2.7 beweisen kénnen, benotigen wir noch einen wichtigen
Satz, dessen Formulierung durch die Einfithrung eines weiteren Begriffes etwas
klarer wird, wenn auch der neue Begriff zunéchst nicht sehr anschaulich ist.

Definition 12.2.12 (Messbarkeit)
Sei Q2 eine Menge, p* : P(Q) — R, ein duferes Maf. Eine Teilmenge

X C Q heifit p*-messbar, wenn fir jede Teilmenge Y C € gilt

pr(Y) =p (X 0Y)+p (XNY).

Bemerkung 12.2.13 (Nachweis der Messbarkeit)
Es gilt immer

(V) =p (XNY)u(XenY)) <p (X nY)+p"(XNY).

Daher reicht es fiir den Nachweis der p*-Messbarkeit einer Menge, die Un-
gleichung
p(Y)Zp (XNY)+p(XNY)

zu beweisen.
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Satz 12.2.14 (u*-messbare Mengen bilden o-Algebra)
Ist Q eine Menge, p* : P(Q2) — R, ein dufleres Mafs, so bildet die Menge
A der p*-messbaren Mengen eine o-Algebra, und p* eingeschrinkt auf 2

ist ein Mafs ji.

Beweis. (i) Wir beginnen mit der Beobachtung, dass p*(X) = 0 impliziert, dass
(Y NX)+ (YA X) < p'(X) +p°(Y) = p(Y).

Daher ist nach Bemerkung 12.2.13 die Menge X messbar. Da p*(()) = 0 ist )
auch p*-messbar, also () € 2.

(ii) Als néchstes zeigen wir: Aus X € 2 folgt X¢ € 2. Dies ist aber offensicht-
lich, denn die definierende Gleichung ist symmetrisch in X und X°.

(iii) Im néichsten Schritt priifen wir, ob mit X;, Xy € 2 auch die Vereinigung
X1 U Xy p*-messbar ist. Fiir beliebiges Y gilt nun wegen der p*-Messbarkeit von
X1 und Xs, dass

M*(Y; = (Y NXy)+p (Y NXY) } (12.3)

= (Y NX7) N Xo) + p((Y N XT) N X3

wobei wir in der zweiten Gleichung als ,, Testmenge®, die Menge Y N XY eingesetzt
haben. Wir beachten

YNX)NXS=YN(XNX) =YN(X;UXp)

und
(YNX)NX)u(YNXy) =YN(XUXy).

Indem wir die zweite Gleichung aus (12.3) in die erste einsetzen, erhalten wir
pr(Y) = p (Y 0 Xy) +p7((Y N XT) N0 Xp) + 67 (Y N XT) N X5)
und mit der vorstehenden Beobachtung

pwy) =
>

pr(Y N (XU X)) + (Y N X)) + 7 (Y N XT) N X)
Damit ist X; U X5 p*-messbar.

Da X; \ Xo = (X7U X5)¢ ist, folgt dass die Differenz X \ Xy p*-messbar ist,
wenn X; und X, jeweils p*-messbar sind.

Damit ist 2 eine Algebra, wir miissen noch zeigen, dass es tatséchlich eine
o-Algebra ist.
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Wir beginnen mit einer Hilfstiberlegung. Wir wollen zunéachst die folgende
Aussage zeigen. Sei {Y,}new eine abzdhlbare, paarweise disjunkte Menge von
Teilmengen von 2 und S = U, e Yy Dann ist fir jede Menge Z € P(Q)

o

(ZnNS) Z (ZNY,) (12.4)

Der Beweis dieser Aussage erfolgt in zwei Schritten, zunachst wird eine entspre-
chende Aussage fiir eine endliche Folge von paarweise, disjunkten Mengen durch
vollstandige Induktion gezeigt, danach folgt der Beweis der eigentlichen Aussage
durch Grenziibergang.

Wir beweisen durch vollstindige Induktion mit S, = Uj_, Y; und Z € P(Q)
die Gleichung

“(ZNSy) Z w(ZNYy;).
7=1
Der Induktionsanfang ist offenkundig (also ist nichts zu zeigen). Der Induktions-
schritt basiert auf der Annahme, dass unsere Behauptung fiir ein n € IN gezeigt
sei. Wir wollen diese nun fiir n + 1 nachweisen. Da bereits gezeigt ist, dass 2 eine
Algebra ist, ist 5, pu*-messbar. Wir erhalten

p(ZN ) = p((Z208m) NSh) + 1 ((Z N Sni1) NSy)
= p(ZNS) +p(ZN0Y0n)

= Y p*(ZNY;)+ p*(ZNYet1) (Induktionsannahme)
j=1
n+1

= Y u(ZnY))

Jj=1

Damit ist die Induktion abgeschlossen und wir zeigen nun die Gleichung (12.4).
Aufgrund der Monotonieeigenschaft (AM2) folgt fiir jedes n € IN

p(ZNn8)>p (ZNnS,) => w(ZnY)).
J=1

Durch Grenziibergang ergibt sich

e}

(ZNnS) Z (ZNY;).

Fiir die Gleichheit benétigen wir nun noch die umgekehrte Ungleichung, diese
folgt sofort aus (AMS3).

Wir zeigen nun die Messbarkeit von S = U, < Ya, falls jede Teilmenge Y,
messbar ist und je zwei disjunkt sind. Sei Z C 2 beliebig. Dann gilt (da 2 eine
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Algebra ist) fiir beliebiges n € IN

pi(2) = p(ZNS,) +pu(Z2N05;)

I
M=

W(ZNY) + i (ZNSE)
1

.
Il

NE

> p(ZNY;) 4+ p(ZnNS°) wegen (AM2).

1

.
Il

Durch Grenziibergang n — oo ergibt sich
Z (ZNY)+p(ZNS) =u*(ZN8S)+ u (ZNS°,

wobei die Gleichung (12.4) benutzt wurde. Also ist S p*-messbar.

Insgesamt folgt nun 2 ist eine o-Algebra.

Wir miissen noch zeigen, dass die Einschrankung g von p* auf 2 ein Maf
ist. Ein Maf ist nach Definition ein auf einer o-Algebra definiertes Pramafl. Nun,
nach Konstruktion ist die Einschrankung von p* auf einer o-Algebra definiert, die
Einschriankung erfiillt offensichtlich p*(0)) = 0 und (PM2) folgt aus der Gleichung
(12.4), wenn wir Z durch S ersetzen. O

von Satz 12.2.7. Dies ist nun einfach eine Konsequenz aus Lemma 12.2.11 und
Satz 12.2.14 und der Beobachtung SR C 2. Die Begriindung der letzten Aussage
kann wie folgt gegeben werden. Sei Y € P(Q2) und X € JR. Wir miissen zeigen,
X ist p*-messbar, also

(V) Z pt (Y N X) + p(Y N X).

OBdA nehmen wir an, dass p*(Y) < oo, ansonsten ist nichts zu zeigen. Also
nehmen wir an D(Y) # (0. Sei {Vy,}new € D(Y). Dann ist

iu(Yn) = i (Y, N X) + i n(Y, N X6).

n=1

Beachte Y, N X¢ =Y, \ X € R. Die obige Gleichung folgt aus X,Y,, € R, der
endlichen Additivitdt von p und der absoluten Konvergenz der beteiligten Reihen.
Nun ist die Folge

{YV,NX}ew € DY NX)

und die Folge
{Y, N X}hew € DY N XO).

Nun ist Y, = (Y, N X) U (Y,, N X€) eine disjunkte Vereinigung, also gilt

p(Yn) = p(Y, N X) + p(Y, N X°).
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Daraus lesen wir ab

S pl¥) = 3 (0¥ 0 X) (¥ 0 X)) = 3 (¥ 1 X) + 3 ¥ 0 X,

Damit folgt sofort
dou(Yn) > p (Y NX) +p (Y 0 XO).
n=1

Da die rechte Seite unabhéngig von der Folge {Y}, },ew ist, folgt auch
BY) 2 (Y D) (Y DX,
Damit ist X p*-messbar.
Wir setzen fi = fi|, - Um einzusehen, dass fi(X) = u(X), beobachten wir,
dass fir X € R gilt p*(X) = p(X), und damit gilt fiir die Einschrankung iz von

w* auf A natiirlich auch
u(X) = i(X). 0

Im ersten Schritt des Beweises von Satz 12.2.14 spielten spezielle Mengen eine
Rolle, die hinreichend ist, sie mit einem eigenem Namen zu versehen.

Definition 12.2.15 (Nullmenge)
FEine Menge N mit p*(N) = 0 wird als Nullmenge bezeichnet.

12.3 Die Lebesgue-Algebra

Wir wollen eine Klasse von Mengen in IR™ auszeichnen, mit der die folgenden
Uberlegungen relativ leicht durchzufithren sind. Man kénnte auch mit anderen
Klassen von Mengen arbeiten, aber dann wiirden nicht unerhebliche technische
Probleme auftreten.

Definition 12.3.1 (Intervall)
1. Fira,b € IR" schreiben wir a < b, wenn gilt a; < b; firi=1,...,n.

2. Wir nennen eine Menge I in R™ ein halboffenes Intervall, wenn es
a,b € R" gibt mat

I:{XGIR"

Vizl,...ngiltaigxi<bi}.

3. Eine endliche Vereinigung von halboffenen Intervallen wird als ele-
mentare Menge bezeichnet. € bezeichne die Menge der elementaren
Mengen.
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Bemerkung 12.3.2 (Bezeichnungen)

Im Buch von Bauer [2] werden elementare Mengen als Figuren bezeichnet.
Wir folgen mit unserer Nomenklatur Rudin [16]. Natiirlich kann man auf
gleiche Weise auch offene und abgeschlossene Intervalle in IR™ konstruieren.

Lemma 12.3.3 (Eigenschaften elementarer Mengen)

1. Jede elementare Menge ldsst sich als disjunkte Vereinigung halboffe-
ner Intervalle schreiben.

2. Fiir zwei halboffene Intervalle Iy, Iy C R™ ist Iy \ I eine elementare
Menge.

Beweis. Siehe Ubungen. O

Definition 12.3.4 (\(]))

1. Fir ein halboffenes Intervall I = [a,b) setzen wir

n

AI) = [](b; — ay).

i=1

2. Ist E € € mit E =Uj;_y I; mit I; ein halboffenes Intervall fir j > 1,
und I; N 1; =0 fir j # k. Wir setzen

ME)=AML)+ -+ M.

Lemma 12.3.5 () ist Inhalt)
A€ — RS ist wohldefiniert und ein Inhalt.

erw

Beweis. Siehe Ubungen. O

Lemma 12.3.6 (A ist Pramaf)
A: € — RS st ein Pramafs.

erw

Beweis. Siehe Ubungen. O]

Wir erinnern an die Menge der offenen Mengen in IR", die wir mit O bezeich-
nen, in gleicher Weise schreiben wir C fiir die Menge der abgeschlossenen Mengen
und /C fiir die Menge der kompakten Mengen.
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Satz 12.3.7 (Borel-Algebren und andere erzeugende Mengen)
Es gilt 0(€) = 0(0) = 0(C) = o(K).

Beweis. Offensichtlich ist I C C und damit
o(K)co(C)=0(0).

Das letzten Gleichheitszeichen folgt aus der Definition der abgeschlossenen Men-
gen als Komplemente der offenen Mengen, vgl. Definition 4.1.1. Da fiir eine ab-
geschlossene Menge C' € C gilt:

C' ist kompakt oder Vereinigung abzéhlbar vieler kompakter Mengen,
ist C' € o(K) und wir haben
o(K)=0(C) =0(0).
Die Tatsache, dass ein abgeschlossenes, nicht kompaktes C' als abzahlbare Verei-
nigung kompakter Mengen geschrieben werden kann, ist einfach:
Setze K, = CnN {X eR™ | ||x]2 < n} Dann ist K,, kompakt und U,y K, = C.

Fiir unseren Beweis fehlt jetzt nur noch die Aussage o(€) = o(K). Wir zeigen
zunéchst

o(€&) C a(K).
Ist I = [a, b) ein nichtleeres halboffenes Intervall, gibt es eine Folge {c;};jen mit
c; € I fir alle j und lim,,_,, c; = b. Dann ist

la,cj] = {X e R"

agxgcj}

kompakt und
I={Jla,cl
jEN

Also ist I € o(K) und damit o(€) C o(K). Als letzter Schritt wird gezeigt:
0(O) C o(€). Dazu schreiben wir eine beliebige offene Menge als abzahlbare
Vereinigung halboffener Intervalle. Sei O € O offen. Dann ist die Menge der
Punkte mit nur rationalen Koordinaten in O abzéahlbar, wir nummerieren diese
Punkte durch eine Bijektion £ : IN — Q™" N O. Sei

U, = {x ER" | ||x — £(k) || < min{d, k}} ,

wobei d = inf {Hé(k) — ¥l ‘ y € OC} den Abstand in der co-Norm zum Kom-
plement von O bezeichnet und d € RY. . Offenkundig impliziert die Offenheit

von O, dass d > 0 und Uy # ) ist. Dann ist O C Uenw Ur und jedes Uy kann
von innen durch eine abzéhlbare Vereinigung halboffener Mengen ausgeschopft
werden, daher ist O € o(€). O
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Definition 12.3.8 (vollstindiges Maf})

Es sei (Q,2, 1) ein Mafsraum. Diesen Raum nennt man vollstandig, wenn
fir jedes Paar von Mengen (N, X) mit N C X, X € 2 und u(X) =0 gilt,
N € 4. Man spricht in diesem Fall auch von einem wvollstindigen Mafs.
Mengen X mit (X)) werden auch als Nullmengen bezeichnet.

Bemerkung 12.3.9 (Nichteindeutigkeit)
Die Fortsetzung dieses Pramafies A auf ein auleres Mafl auf P(IR™) ist nicht
eindeutig.

Definition 12.3.10 (Borel-Lebesguesches dufleres Maf3, Lebesgue-
Maf})

1. Wir bezeichnen das durch die Konstruktion im Beweis von Lemma
12.2.11 konstruierte, duflere Maf$ als das Borel-Lebesguesche duflere
Mafl \*.

2. Die o-Algebra £ der \*-messbaren Mengen nennt man die Lebesgue-
Algebra.

3. Das aus \* konstruierte Maf X wird als das Lebesguesche Maf8 auf
IR™ bezeichnet. Es ist auf der Lebesque-Algebra definiert.

4. Die Einschrinkung X auf die Borel-Algebra B = o(0O) = (&) nennt
man Borel-Lebesguesches Maf. Wollen wir die Dimension des Raum-
es berticksichtigen, so schreiben wir auch 8", fir die Borel-Algebra

auf R™.

Das Lebesgue-Ma# ist vollstdandig, in der Tat erhélt man die Lebesgue-Algebra
durch Hinzunahme der A\*-Nullmengen aus dem Borel-Lebesgueschen Maf.

Satz 12.3.11 (Vollstéandigkeit)
Der Lebesguesche Mafraum (IR™, £, \) ist vollstindig.

Beweis. Jedes Maf}, das wie in Satz 12.2.14 angegeben aus einem aufleren Maf3
konstruiert wurde, ist vollstandig, denn nach Teil (i) des Beweises von Satz 12.2.14
sind die Mengen X mit p*(X) = 0 messbar. Ist N C X, X € 2 und p(X) =0,
so ist u*(X) = 0, da p die Einschrankung von p* auf 2 ist und damit ist auch
w*(N) =0, nach (AM2). O
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Satz 12.3.12 (Lebesgue- und Borel-Algebra)

Die Lebesque-Algebra besteht genau aus den Borel-Mengen und den \* Null-
mengen, d. h. jede Lebesque-messbare Menge X ldsst sich schreiben als eine
Vereinigung einer Borel-Menge Y mit einer Menge F mit \*(F') = 0.

Beweis. Wir benutzen, dass es zu jedem ¢ > 0 und jeder Lebesgue-Menge X
eine abgeschlossene Menge Z C X und eine offene Menge X C Y gibt, mit
MY\ Z) < . Dies wird in den Ubungen gezeigt werden.

Sei ¢ > 0 gegeben. Dann seien {Z,, }new, {Yn tnew zwei Folgen abgeschlossener
Mengen in X bzw. offener Obermengen von X mit

~ 1
>\Yn Zn )
(AVARE

Zo= U Z,
nelN
und
Yo= () Ya.
nelN

Dann sind Zy, Y} in der Borel-Algebra B™ und X \ Zy C Yy \ Zp. Sei n € N, so
dass % < e. Dann gilt

0 <X (X \ Zo) <A (Yo \ Zo) = A(Yo \ Zo) < A(Ya\ Za) <

SRS

Damit ist A*(X \ Zy) = 0. O

Bemerkung 12.3.13 (Borel-Algebra und Lebesgue-Algebra)
Tatséchlich ist die Borel-Algebra eine echte Teilmenge der Lebesgue-
Algebra. Ohne Beweis vermerken wir, dass nicht einmal die Machtigkeiten
gleich sind.

Satz 12.3.14 (Translationsinvarianz)

Das Lebesque-Mafi X und das Lebesque-Borel-Mafi \ sind translationsin-
variant, d.h. fir Lebesque-Menge (Borel-Lebesque-Menge) X wund jedes
a € R" gilt \(X) = \X +a) (\X) =X +a)).

Beweis. Siche Ubungen. m
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Bemerkung 12.3.15 (Translationsinvariante Mafle, Haar Maf3)

Mape?® bezeichnet,.

Translationsinvariante Mafle spielen eine grofle Rolle in der Theorie der
topologischen Gruppen. In sogenannten lokal-kompakten Gruppen kann
man die Existenz von translationsinvarianten Borel-Mafien nachweisen, sie
sind sogar eindeutig (bis auf multiplikative Vielfache) und werden als Haar-

12.4 Messbare Abbildungen und Funktionen

Wir betrachten nun eine Menge ) mit einer o-Algebra 2. Alle Abbildungen in
diesem Abschnitt sind auf den jeweiligen Mengen tiberall definiert, d.h. T : 2 —

Y bedeutet u.a. D(T) = €.

Definition 12.4.1 (Messbare Mengen)
raum.

heifit T' messbar, wenn fir jede messbare Menge X € U gilt

TY(X) e

weise

T:(Q,2) = (2,2

aus. Wir sagen auch T ist A — A'-messbar.

1. Die Mengen X € A werden messbar genannt, das Paar (£2,2() Mess-

2. Sind (2,2), (,A") Messriume und T : Q — Q' eine Abbildung, so

Diesen Sachverhalt driicken wir auch durch die symbolische Schreib-

Bemerkung 12.4.2 (Methode der Konstruktion)

hétte herangezogen werden koénnen.

Diese Konstruktion dhnelt der Definition der Stetigkeit, vgl. die Charakte-
risierung der Stetigkeit in Teil (1) von Satz 4.2.6, die ebenso zur Definition

Satz 12.4.3 (Messbarkeit und erzeugende Mengen)

E €&

Sind (Q,20) und (Q',A") Messraume, & C A, so dass o(E') = A'. Dann
ist T : Q — Q' genau dann A — A’ -messbar, wenn T (E') € 2 fiir alle

3 Alfred Haar (11.10.1885-16.3.1933) war Mathematiker aus Ungarn und zeichnete sich durch

seine Beitrage zur Variationsrechnung, Mafitheorie und Funktionalanalysis aus.



24 KAPITEL 12. INTEGRATION IM RY

Beweis. Betrachte

A = {Y e P | () € 2{} .

Das Mengensystem A’ hat folgende Eigenschaften () € A, ' € A’ dies ist klar.
Sind Y7,Ys € A, so ist mit A > X; = T-HY;), i = 1,2 und mit X; U X, € A ist
auch YUY, € A, denn X; U Xy, = T71(Y; UY,) . Ganz entsprechend beweist
man dies fiir abzdhlbare Vereinigungen und A’ ist eine o-Algebra. Da fir Y € &’
gilt 771(Y) € A ist £ C A und damit

A =0 A.

Also ist T A — A’-messbar.
Umgekehrt ist T 2 —2l'-messbar, so ist fiir alle Y € ' T-1(Y") € 2 und damit
insbesondere T7Y1(E') € A fir £ € £'. O

Beispiel 12.4.4 (Messbarkeit)

1. Sind (©,2), (€', 2A") Messraume und ist 7" : 2 — Q' konstant, so ist
T messbar. (Dies sollte offensichtlich sein.)

2. Ist T : R™ — IR™ stetig, so ist T" B" — B™ messbar. Dies folgt
sofort aus der Tatsache, dass Urbilder offener Mengen unter stetigen
Abbildungen offen sind (Satz 4.2.6), der Tatsache, dass B™ = o(O)
ist und Satz 12.4.3.

Satz 12.4.5 (Kriterium der Messbarkeit)
Sind (Q;,24;) fir i = 1,2,3 Messraume und fir i = 1,2 f; : Q; — Qg
;- 1-messbar, so ist foo fi: Q2 — Q3 Ay -As-messbar.

Beweis. Folgt sofort aus der Definition. O]

Satz 12.4.6 (Kriterium fiir reellwertige Funktionen)

Es sei (Q,20) ein Messraum, f :  — R eine Funktion. Dann ist genau
dann f A-Bl-messbar, wenn eine der folgenden (gleichwertigen) Bedingun-
gen erfillt ist:

fiir jedes a € R, gzlt{w eQ| flx)> a} e 2A
fiir jedes a € R gzlt{x f(z) > a} e A
fiir jedes a € IR gilt {x flz) < a} e AU
fiir jedes a € R gzlt{x €eQ| f(z) < a} e A
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Beweis. Offenbar sind die angegebenen Bedingungen notwendig, denn die Men-
gen X, = {7" cR ' r > a} (und entsprechend fiir die anderen) sind Borel-Mengen

und damit ist es notwendig fiir die Messbarkeit, dass die entsprechenden Urbilder
messbar sind.

Es bleibt zu zeigen, dass die angegebenen Bedingungen hinreichend sind. Es
ist leicht zu sehen, dass jede fiir jede der angegebenen Mengensysteme X, =

{Xa a € ]R} gilt o(X,) = B. Da Vereinigungsbildung, Komplementbildung
und Durchschnittsbildung unter der f~! erhalten bleiben, folgt der Satz. m

Oft will man Funktionen zulassen, die nach IR.,, abbilden. In diesem Fall
muss die Definition der Messbarkeit der Funktion leicht modifiziert werden. Wir
nutzen dazu die eben gemachten Aussagen und schreiben die naheliegende Ver-
allgemeinerung.

s ~

Definition 12.4.7 (Messbarkeit von Funktionen nach IR.,,)
Es sei (Q,20) ein Messraum, f: Q — Ry, heifit messbar, wenn fir jedes
a € R die Menge

{xeﬂ‘f(x)>a}

messbar ist.

Bemerkung 12.4.8 (Kriterien fiir R.,,~wertige Funktionen)

Man tiberzeugt sich leicht, dass eine Funktion nach R.,, genau dann mess-
bar ist, wenn f~'(co) und f~!(—o0) messbar sind und das Urbild jeder
Teilmenge der Form (a,00) messbar ist.

Satz 12.4.9 (Messbarkeit der Betragsfunktion)
Ist f: Q — R A-B-messbar, so ist auch |f| im gleichen Sinne messbar.
FEine entsprechende Aussage gilt fiir Funktionen f :Q — Repy.

Beweis. Die Menge

{:L‘EQ‘|f(x)|>a}:{xEQ‘f(x)>a}U{x€Q’f(x)<—a}

ist als Vereinigung zweier messbarer Mengen messbar. Damit haben wir die erste
Aussage gezeigt, auch die zweite wird auf dhnliche Weise bewiesen. O
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Satz 12.4.10 (Messbarkeit von Suprema/Infima)
Ist f, : Q@ — R eine Folge A-B-messbarer Funktionen, so sind auch die
Funktionen g, h mit

g(x) = sup fu(x), h(z) =limsup f,(z)
n€lN n—00
im gleichen Sinne messbar. Gleiches gilt natiurlich auch fir das Infimum
bzw. den Limesinferior.
Entsprechende Aussagen gelten fiir messbare Funktionen f, : 0 — Repy.

Beweis. Wir untersuchen die Menge

{xEQ‘g(m)>a}

auf Messbarkeit. Natiirlich ist g(x) > a <= In € IN: f,(z) > a, also ist

{xEQ‘g(x)>a}: U {xEQ‘fn(x)>a}.

nelN

Fiir jedes n € IN ist die letztgenannte Menge messbar und damit auch die ab-
zahlbare Vereinigung.
Fir die zweite Aussage setzen wir

gn(l‘) = sup fm(x)

m>n

und

h(z) = inf g,(z).

nelN

Dann folgt die Aussage aus der Aussage iiber die Messbarkeit des Supremums. []

Eine Spezialisierung der bisher gezeigten Aussagen ergibt das folgende Korol-
lar.

Korollar 12.4.11 (Messbarkeit-Kriterien)
Es seien f, g, { fn}new A —B-messbare Funktionen Q — R. Dann sind die
folgenden Funktionen im gleichen Sinne messbar.

1. z+— max{f(z),g(x)}
2. fT(x) = max{f(x),0}, f~(x) = max{—f(z),0}

3. limy, o0 fn, falls dieser Grenzwert existiert.
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Satz 12.4.12 (Hintereinanderausfiihrung)
Sind f,g : Q — R A — Bl-messbar und ist F : R? — R stetig, so ist h
definiert durch

A — B-messbar.

Beweis. Natiirlich reicht es zu zeigen, dass das Urbild U = h™'(V) einer offe-
ner Menge V' C R in 2 liegt. F' ist stetig, daher ist nach Satz 4.2.6 F~1(V)
offen in IR? und demzufolge als abzihlbare Vereinigung offener achsenparalleler
Intervalle (ay,by), k& € IN darstellbar. (Dazu betrachte man einfach die Menge
Q = Q* N F1(V), welche abzahlbar ist und betrachte die Menge der Inter-

valle {(a,b) ‘ a,be@, a<b, (a,b)C Fl(V)}, welche demzufolge ebenfalls

abzahlbar ist und F~1(V) tiberdeckt, denn ist x € F~1(V), so gibt es wegen der
Offenheit von F~'(V) ein ¢ > 0, sodass B.(x) C F~'(V). Natiirlich gibt es in
B.(x) Punkte a,b € Q* mit a < x < b und (a,b) C F~*(V).) Fiir jedes solche
Intervall (a,b) C IR? sind die Mengen

{ZL‘EQ

a; < f(x) <bl} und {xEQ

as < g(z) < bQ} e
Insbesondere ist

{$€Q

a1<f(x)<b1}ﬂ{$€(2

as < g(x) < bg} e A

Da die abzéhlbare Vereinigung dieser Mengen wieder in 2 liegt, ist der Satz
gezeigt. L]

Korollar 12.4.13 (Summen messbarer Funktionen)
Sind f,q:Q — IR A — B messbar, so gilt dies auch fir f + g, fg.

12.5 Treppenfunktionen und ihr Integral

Wir beginnen mit der Wiederholung eines Begriffes, der schon in der Integration
reeller Funktionen eine Rolle spielte.

Definition 12.5.1 (Treppenfunktion)
Es sei § eine Menge und f : 0 — R eine Abbildung. Nimmt f nur endlich
viele Werte an, so sprechen wir von einer Treppenfunktion.
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Man vergleiche diese Definition mit der aus Definition 6.1.6. In Teilmengen ho-
her dimensionaler Rdume wird natiirlich die Menge der Unstetigkeitsstellen einer
Treppenfunktion kompliziert aussehen und es reicht nicht die Punkte einer Zerle-
gung getrennt zu betrachten. Daher jetzt die neue etwas allgemeinere Definition.
Spezielle Treppenfunktionen sind solche, die nur die Werte 0,1 annehmen.

Definition 12.5.2 (Charakteristische Funktion)
Die charakteristische Funktion einer Menge X C € ist die Funktion

(z) = 1, fallsx e X
XXAET=N 0, falls ¢ X

Lemma 12.5.3 (Messbarkeit reellwertiger Treppenfunktionen)
Ist (Q,2A) ein Messraum, so ist eine Treppenfunktion f : Q — R genau
dann A — B-messbar, wenn fiir die Werte cy, ..., c, von f gilt

Ak:{xeﬂ‘f(x):ck}eﬂ.

Beweis. Klar! ]

s ~

Satz 12.5.4 (Approximation durch Treppenfunktionen)
Zu jeder Funktion f:Q — R gibt es eine Folge { g, }new von Treppenfunk-
tionen, so dass

f(z) = lim g (z)

n—oo

als Grenzwert von Treppenfunktionen geschrieben werden. Ist f messbar,
so konnen die Funktionen g, messbar gewdhlt werden. Fir f > 0 kann die
Folge monoton steigend gewdhlt werden.

Beweis. Fir f > 0 und firn € Nund i =1,..., (n — 1)2" schreiben wir

_ .
Xi,n:{zeQ‘ZQH §f(x)<z}

und
Yn:{xEQ‘|f(x)|>n}

Wir setzen
n2"m Z o 1

i=1

Dann gilt fiir x € Q offenbar g,(z) — f(x). Fiir messbares f sind die Mengen
Xin bzw. Y, messbar, also ist g, messbar.
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Hat f wechselnde Vorzeichen, so setzen wir f = f*— f~ (mit der Bezeichnung
von Korollar 12.4.11). Den ersten Teil des Argumentes wenden wir dann auf die
beiden Funktionen f*, f~ an und erhalten die allgemeine Aussage. m

Definition 12.5.5 (Integrierbarkeit von Treppenfunktionen)

Ist (2,20, 1) ein Mafiraum und f : Z — R eine A — B-messbare Treppen-
funktion mit Werten cy, ..., cy, wobei Z € A sei. Ist X; = f~1(c;) N Z und
fiir alle ¢; # 0 p(X;) < 00, so nennen wir f tiber Z integrierbar und setzen
das Integral als

k
7 =1

Im weiteren werden wir statt 2 — B-messbar immer nur den Begriff messbar
gebrauchen.

~

Satz 12.5.6 (Summen integrierbarer Treppenfunktionen)
Es sei (2,2, 1) ein Mafsraum und es sei Z € A messbar. Es seien f,qg :
Z — R integrierbare Treppenfunktionen. Dann gilt

1. f + g ist eine integrierbare Treppenfunktion und es gilt die folgende
Gleichung

/(f+9)du=/fdu+/gdu-

Z

2. fg ist eine integrierbare Treppenfunktion.

3. Ist X € R, so ist A\f integrierbare Treppenfunktion und es gilt

[ i = [ rdu.

Z

Beweis. Man priift die verschiedenen Bedingungen einfach nach. m

Beispiel 12.5.7 (Integrierbarkeit der charakteristischen Funktion
von Q)

Xq : R = R ist eine Treppenfunktion, sie ist messbar und integrierbar. Die
Messbarkeit folgt aus der von @) und die Integrierbarkeit aus der Tatsache,
dass A(Q) = 0.
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Lemma 12.5.8 (Wohldefiniertheit des Integrales von Treppen-
funktionen)

Es seien {ay,...,as} und {B1,..., 5} zwei endliche Mengen von reellen
Zahlen, {X;|i=1,...,s}, {Y;|7=1,...,t} zwei Mengen von messbaren,
paarweise disjunkten Mengen im Mafraum (2,2, 1) mit den Eigenschaf-
ten: pu(X;) = oo impliziert o; = 0 und entsprechend (Y;) = oo impliziert
B; = 0. Sind die beiden Funktionen

s t
> aixx, =Y By,
=1 j=1

gleich, so gilt
s t
Y oaip(Xi) =) BinY;).
i=1 j=1

Beweis. Siehe Ubungen. O

12.6 Integrierbarkeit

Wir kommen jetzt dazu das Integral fiir groflere Klassen von Funktionen zu de-
finieren.

Definition 12.6.1 (Integrierbarkeit nichtnegativer Funktionen)
Es sei (2,2, p) ein Mafraum, f: Q — R (bzw. f: Q — Repw), f >0
und messbar. Sei X € 2. f heifit integrierbar iber X, wenn jede messbare
Treppenfunktion ¢ : X — IR mit 0 < ¢ < f integrierbar ist und

sup {/ edp ‘ 0<¢< fundpist integm'erbar} < 00.
X
Als Lebesgue-Integral von f: X — R, f > 0 messbar iiber X setzen wir
/f dp = sup {/g dp ’ 0 < g < f und g ist integrierbare Treppenfunktz’on} |
b'e b's

wobei die Ungleichheitszeichen punktweise gemeint sind.
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Bemerkung 12.6.2 (Wert des Integrales)
Natiirlich ist fir nichtnegatives messbares f

[ fauer;,,
X

wobei der Wert oo zugelassen (und) moglich ist.

Es bleibt noch das Integral fiir Funktionen nichtkonstanten Vorzeichens zu
definieren.

Definition 12.6.3 (Integrierbarkeit)
Es sei f = fT — f~, wie in Korollar 12.4.11. Wir setzen fir X € 24 im
Falle, dass mindestens einer der Werte

[ 1t du [ 1 au
X X
nicht unendlich ist, dass also gilt
/f+du<oo oder/f_du<oo
X X

den Wert des Integrals in R, fest als

[rap= [ du= [ s an
X X X

Sind f*, f~ beide integrierbar, so nennen wir f integrierbar.

Es sei (Q,2, 1) ein Mafsraum. Fir die Menge der integrierbaren Funk-
tionen auf X C Q, X € A schreiben wir L(X, 1), ist es vom Kontext klar,
welches Maf$ i gemeint ist, so schreiben wir auch L(X).

Bemerkung 12.6.4 (Betrag)
Aufgrund der Definitionen findet man sofort:

f ist integrierbar <= |f| ist integrierbar.
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Satz 12.6.5 (Eigenschaften des Lebesgue-Integrales)

1.

Ist f: Q — R messbar und beschrinkt auf X C Q, p(X) < oo, so
gilt f e L(X,p).

Genauer gilt: Sind o, 5 € R und gilt
a< f(x) < B firallex e X

und seien die anderen Voraussetzungen wie in (1), so gilt

an(X) < [ f dp < gu(X).

Sind f,g:Q — R messbar, f,g € L(X, 1) und
f(z) < g(x) fir alle x € X,

so st

[rdu< [gdn
X

X

Ist f e L(X,pn), ceR, soistcf € L(X,pn) und

/cfdu:c/fd,u.
X

X

Gilt W(X) =0, f messbar, so ist f € L(X,p) und

/f dp = 0.
X
Ist f € L(X,u), Y C X messbar, so ist f € L(Y,u) und es gilt fir

>0
[rans< [ 1
Y X

Beweis.

1. Wir schreiben f = f*— f~ und zeigen, dass die beiden Funktionen

/T, f~ endliche Integrale auf X besitzen. Da f beschrankt ist, existiert eine
Konstante K € R mit 0 < f*(z) < K, 0 < f~(x) < K fiir alle x € X. Ist
g eine Treppenfunktion mit 0 < g < f7, so sind alle von Null verschiedenen
Bildwerte c;, ..., ¢, von g hochstens K, also ¢; < K, j = 1,...,r und mit
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X; =g ¢;)NX i=1,...,7erhilt man eine endliche disjunkte Vereinigung
von X mit Y7, pu(X;) = p(X). Also ist

/9 dp = iCiMXi) < iKM(Xi) = KiM(Xi) = Kp(X).

Die rechte Seite héngt nicht von g ab, also bleibt diese Schranke auch fiir
das Supremum bestehen.

Den gleichen Schritt wendet man auf f~ an. Dann ergibt sich
[rap=[rrau= [ au< [1*du< Kp(x).
X X X X

2. Offensichtlich ist die Funktion g : 2 — R : £ — « eine Treppenfunktion
auf Q und fir z € X gilt g(x) < f(x). Also ist im Falle a > 0 die Funktion
g bei der Bildung des Supremums zugelassen und daher ist

[ 1= ap(x).

Ist @ < 0 nutzt man den ersten Schritt und geht zu —f < —a iiber. Die
Abschéatzung nach oben erfolgt wie im ersten Teil des Beweises.

3. Die Definition des Integrals erfolgt tiber die Bildung eines Supremums. Ist
0 < f < g, sind bei f weniger Funktionen zugelassen und damit das Supre-
mums hochstens das von ¢. Im allgemeinen Fall schreiben wir g = gt — g~
und f = f* — f7. Dann ist (und das ist einfach nachzupriifen)

0<fF<gtund0<g™ <[

Dann ergibt sich unter Verwendung des ersten Schritts
[rau=[rrap— [ dus [g"du— [g du=[gap
X X X X X X

4. Ist f > 0 und 0 < g eine Treppenfunktion und ¢ > 0, so ist cg eine Trep-
penfunktion und cg < c¢f genau dann, wenn g < f. Wechselt f Vorzeichen,
so betrachtet man f*, f~. Ist ¢ negativ, betrachtet man zunéchst die Mul-
tiplikation mit —c und danach die Multiplikation mit —1, die die Rollen
von fT, f~ vertauscht.

5. Ist u(X) = 0, so ist fiir jede messbare Teilmenge Y C X das MaBl u(Y) =0
(beachte in einem vollstandigen Mafiraum, ist die Voraussetzung Y mess-
bar tiberfliissig). Damit ist das Integral jeder Treppenfunktion 0 und das
Supremum ist dann natiirlich auch Null.
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6. Treppenfunktionen ¢ auf Y werden trivial zu einer Treppenfunktion ¢ auf
X fortgesetzt. Seien ¢y, ..., ¢, die Werte von ¢, Y; die zugehorigen Teilmen-
gen, so ist © = 37, ¢ixy; + 0 xx\y und damit ergibt sich

/fduzsup{/wdu\wéf}=Sup{/s0du\<p§finY}
Y Y X

< sup {/¢ du ’ 1 Treppenfunktion auf X, 0 < ¢ < f} g
X

Satz 12.6.6 (Verallgemeinerung von Maflen)
FEs sei (2,2, 1) ein Mafsraum, f: Q — R eine Funktion mit f € L(Q, p).
Dann ist

(I):Ql—>1R:X|—>/fdu
X

eine abzdihlbar (o-)additive Abbildung.

Beweis. Wir beweisen dies zunachst fiir nichtnegative Funktionen. Zu zeigen ist,
sind X; abzahlbar viele, paarweise disjunkte Mengen mit X = ;e Xj, so ist

)Zfdu—;){fdu-

Der Beweis dieser Tatsache zerfillt in mehrere Schritte. Im ersten Schritt
nehmen wir an, f sei die charakteristische Funktion einer messbaren Menge Y C
Q). Dann reduziert sich die Behauptung darauf, die Gleichung

p(XNY)=> wX;NY)
7j=1

zu beweisen. Dies ist aber gerade die o-Additivitdt des Mafles .

Im zweiten Schritt beweisen wir die Behauptung fiir Treppenfunktionen. Ist
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f(fl?) = Zi-c:l Q;Xy;, SO ist

[ran = [ Yy dp

X X i=1

I
M=
8
=
>
)
=

<.
Il
—

I
™=
2

s
=
o
D)
&

@
I

—_
<
I

—_

Wir kommen zum allgemeinen Fall einer nichtnegativen Funktion f € L£(X, u).
Sei also f > 0 integrierbar. Dann gibt es mit X = U, e X, und paarweisen
disjunkten {X;}cn eine Treppenfunktion ¢ < f mit

/sodu Z/sod;KZ/fdu

i=1x, i=lx;

Damit ist

/fdu—sup{/god,u‘0<g0<f wlstTreppenfunktlon}<Z/fd,u

JlX

Damit haben wir die Ungleichung

X)gfjcb(x

Fir die Umkehrung nehmen wir oBdA an, dass fiir alle n € IN gilt ®(X,,) < oc.
Zu ¢ > 0 finden wir eine Treppenfunktion 0 < ¢ < f mit

[rauvs [edute, [raus [pdute
X1 X3 Xo Xo

Dann ist

(X, U Xy) > / ¢ dp = /wdu+/wdu><b(X1)+¢(X2)—2€

X1UX>
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Also hat man
O(X;UXy) > d(Xy) + P(Xy).
Allgemeiner folgt dann
O(XjU---UX,) > P(Xy) + -+ D(X,).
Damit folgt fiir jedes n € IN
O(X)>P(XjU---UX,) >P(Xy) + -+ D(X,)
und damit

d(X) > i d(X;).

Zuletzt muss noch der allgemeine Fall einer vorzeichenwechselnden Funktion be-
trachtet werden.

Sei f = f* — f~, dann gilt die Aussage fiir f™ und f~ jeweils einzeln aufgrund
des vorherigen Schrittes, dann gilt sie natiirlich auch fir f. O]

Korollar 12.6.7 (Nullmengen)
Ist (2,24, ) ein vollstindiger Mafraum, X € A undY C X mit u(X\Y) =
0. Dann gilt fir jede integrierbare Funktion f € L(X, u)

/fdu:/fdu-
X Y

Beweis. Aus Y und X \ Y messbar, X =Y U (X \ Y) folgt unmittelbar

[rap=[fap+ [ rau=[ran
X Y Y

X\Y

Die letzte Gleichheit begriindet sich aus der Tatsache, dass X \ Y nach Voraus-
setzung eine Nullmenge ist und damit das Integral iiber X \ Y nach Satz 12.6.5
Punkt 5 verschwindet. O

Bemerkung 12.6.8 (Bedeutung der Nullmengen)

Das Korollar zeigt, dass Nullmengen fiir die Integrationstheorie keine Rolle
spielen, eine Beobachtung von eminenter Bedeutung, die auch viele Bewei-
se technisch schwieriger macht, da wir auch in den Voraussetzungen Null-
mengen ignorieren wollen und werden. Den technisch wichtigsten Schritt
in diese Richtung macht die folgende Definition.




12.6. INTEGRIERBARKEIT 37

Definition 12.6.9 (Aquivalenz und Nullmenge)
Es sei (2,2, 1) ein vollstindiger Mafraum. Sei X € . Fir Funk-
tionen f,g : X — TR fihren folgende Relation ein: f ~ g <=

{x e X ’ f(z) # g(x)} ist Nullmenge, d. h. u({x € X | flx)# g(x)}) = 0.

Definition 12.6.10 (fast iiberall)

Es sei (2,2, ) ein vollstindiger Mafsraum. Gilt eine Eigenschaft fir alle
Punkte auferhalb einer Nullmenge, so sagen wir, die Figenschaft gilt fast
iberall. Wir schreiben dafir die Eigenschaft gilt (fi).

Lemma 12.6.11 (Aquivalenzrelation)
~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der reellwertigen Funktionen.

Beweis. Zu zeigen sind Symmetrie, Reflexivitdt und Transitivitdt. Dabei sind
die Symmetrie und Reflexivitdt offensichtlich und die Transitivitit einfach eine
Konsequenz aus der Tatsache, dass die Vereinigung von zwei Nullmengen wieder
eine Nullmenge ist. [

Aufgabe 12.6.12 (Monotonie des Integrals)
Seien (2,2(, 1) ein Mafiraum und f,¢g : Q@ — IR integrierbar. Gilt f <
g (fii), so ist fir jedes X € A

/fdMS/ng-
X X

Satz 12.6.13 (Integral des Betrages einer Funktion)
Ist (2,20, ) ein Mafsraum, X € A messbar und f € L(X, ). Dann gilt

[ £ aul < [11du.
X X

4

\.

Beweis. Wir setzen Y, = {x e X ’ f(z) > 0} und Y. = {x e X ’ f(z) < 0}, SO
dass X =Y, UY_. |f| messbar und es gilt

Jirtdu= [ fdut [ (~fyan= [ £ dpt [ 1= dp= [ " apt [ 1 du < oc.
X Yy Y_ Yy Y_ X X
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Damit ist |f| € L(X, p). Weiter ist f < |f| und —f < |f], also

/fdué/\fldu,—/fduzf(—f)dué/lfldu
X X X X X

[ 1 au

X

und damit

< [1f1du. =
X

Satz 12.6.14 (Bedeutung einer integrierbaren Schranke)
Sei (2,24, 1) ein Mafraum, X € A und f,g : X — e, messbar. Ist
g € L(X,p) und |f| < g (fir), soist f € L(X,p).

Beweis. Es gilt f < g (fu), f~ < g (fu), also ist X = Y U (Y \ X) mit
w(X\Y)=0und f+, f~ <gauf Y. Also ist

/f*duz/f+du+ / f*dué/gdu+0<oo,
X Y X\Y X
ganz entsprechend

)Zf_d,u<oo

und f € L(X, p). O

12.7 Konvergenzsatze

Eine wichtige Eigenschaft de Lebesgue-Integales sind die Satze zur Vertauschung
von Grenzwertbildung und Integration.

Satz 12.7.1 (Satz von der monotonen Konvergenz (Lebesgue))
Ist (Q,20, 1) ein Mafraum, X € A und {f,}nen eine Folge reellwertiger,
messbarer Funktionen f, : X — RR. Sei f, eine (fii) monoton steigende
Folge, d. h. gilt

0< fi(z) < folw) <--- < fulw) < ... (fd)
auf X. Sei f(x) =lim, o0 fu(z) (fi). Dann gilt:
/fdu:,}ggo/fndu.

X

X
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Beweis. Sei A € Ry, mit
A= [
X

Der Grenzwert existiert, da die Folge

e

monoton steigend ist. Da f, < f (fi) gilt auch (nach Aufgabe 12.6.12)

[fodi< [ fan
X X

und damit

Ag!f@.

Wir miissen noch die umgekehrte Ungleichung beweisen. Dazu sei s eine beliebige
Treppenfunktion mit 0 < s < f, wir wollen zeigen, dass

/sd,uSA.

X

Ist dies gezeigt, dann folgt auch, dass das Supremum iiber alle solchen s durch A
abgeschétzt wird. Sei also s fest gewéhlt. Dann sei ¢ € (0, 1) eine Zahl. Setze

Y, = {x € X ‘ fulz) > cs(m)}.

Aufgrund der Monotonie folgt Y1 C Yo C --- C Y,, C ... . Weiterhin hat
Y=Y
nelN

die Eigenschaft u(X \ 'Y) = 0, da die Folge (fi) konvergiert. Damit ist fiir jedes
nelN

Y kann als disjunkte abzéhlbare Vereinigung der Z,, = Y, \ U/ Y; dargestellt
werden, wegen der abzéhlbaren Additivitdt der Funktion ® aus Satz 12.6.6 folgt

/csd,u = / csdu:Z/csdu:JLrgOZ/csdu

n=1 =1
Y Un? 1 Zn, Zn 1=z,

= i fes <t [ hdes fim [ f dus 4
Yn Yn Yn
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Da ¢ € (0,1) beliebig ist, konnen wir den Grenzwert ¢ — 1 bilden und erhalten

/sd,ugA.

Y

Damit ist mit der Vorbemerkung der Beweis erbracht. O]

Satz 12.7.2 (Summen)
Sei (Q,20, 1) ein Mafiraum, X € 2A. Es seien f1, fo € L(X,p). Dann ist
f=fi+ foe L(X,pn) und es gilt

[ 1= [ fidu+ [ f2an
X X X

Beweis. Wir nehmen zunédchst an, dass f; > 0 (fi). Nach Satz 12.5.4 gibt es zu
fi, © = 1,2 Treppenfunktionen s, ¢ = 1,2 mit lim, . s!' = f;. Da f; > 0 kénnen
die Folgen monoton steigend gewéhlt werden. Dann gilt mit s” = s} + s auch

s" — f und
/S”du:/s’fd,ujt/sgdu.
X X

X

Der Lebesguesche Satz von der monotonen Konvergenz erlaubt den Ubergang
zum Grenzwert und beweist den Satz.
Im allgemeinen Fall zerlegen wir X in vier disjunkte Mengen Xi,..., Xy :

X, = {m € X | fi(z) >0, fo(x) > O} Die Beweise im ersten und im letzten
Fall sind einfach. Der zweite und drit-
te Fall benotigen eine Idee: Mit X, =

{xEXglf(:c)ZO} und X, = X2\

e X[ fil) 20, hle) <0}
= 0} X und fi = f + fo auf X, ergibt der

0

erste Schritt wieder die Aussage. Ent-
sprechendes gilt fiir X, und fir Xs.
[

)
(z)
re X | fi(x) <0, folx) <0

{
X; = {xEX fi(z) <0, fo(z
{

Satz 12.7.3 (Reihen nichtnegativer integrierbarer Funktionen)
Es sei (2,2, 1) ein Mafraum, {f;}iew sei eine Folge nichtnegativer mess-
barer Funktionen auf X € A. Dann gilt mit

f@) =3 fila) ()
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die Gleichung

/fdu=zn:/fidu-
X

i=1x

Beweis. Die Partialsummenfolge s, = >-7_, f; der { f, }new ist (fi) monoton stei-
gend, also kénnen wir den Lebesgueschen Satz von der monotonen Konvergenz,
Satz 12.7.1, anwenden und schlielen, dass

Jgngo/snduz/fdu.
X b's

Satz 12.7.4 (Fatou')
Sei (0,2, 1) ein Mafraum, X € A und {f,}new eine Folge messbarer,
nichtnegativer Funktionen f, : X — R. Setze f = liminf,_, . f,. Dann gilt

[ £ an < timint [, dp
X X

Beweis. Wir setzen
gn(z) = inf {fj(x) ’ j > n} :

Dann ist die Folge {g, }new monoton und jedes g, ist messbar. Also konvergiert
die Funktionenfolge g, mit Grenzwert f (hier geht die Definition des Limesinfe-
rior ein, vgl. Definition 2.7.9). Der Lebesguesche Satz 12.7.1 von der monotonen

Konvergenz gibt uns
nlgngo/gnduszdu-
X X

Dann ist fir jedes n € IN g, < f,, und daher ist

/gnduﬁ/fndu~
X X

Insbesondere ist

n—o0

lim / g dp < lim inf / £, du. 0
X X

4Pierre Joseph Louis Fatou (28.2.1878-10.8.1929) war ein bedeutender franzdsischer Ma-
thematiker, der nach einem Studium an der Ecole Nationale Supérieure eine Position an der
Sternwarte in Paris annahm. Dort trieb er seine mathematischen Studien fort und wartete mit
bedeutenden Leistungen zur Integrationstheorie und Funktionentheorie auf.
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Der letzte Satz in der Reihe unserer Konvergenzaussagen ist der sogenannte
Satz von der dominierten Konvergenz. Die wesentliche Aussage ist hier, dass falls
eine integrierbare Funktion alle Folgenglieder betragsméafig dominiert, auch die
Vertauschung von Integration und Grenzwertbildung zulassig ist. Das wesentliche
Hilfsmittel ist der Satz von Fatou, der auf geschickte Weise zum Einsatz gebracht
wird.

Satz 12.7.5 (Satz von der dominierten Konvergenz (Lebesgue))
Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, X € A und {f,}new eine Folge messbarer
Funktionen mit

Jim fu(e) = f(x) (fil).
Gibt es eine Funktion g € L(X,u) mit |f,| < g (fi) fir allen € IN, so ist

[ fodu= [ fdu.
X X

Beweis. Die Voraussetzung impliziert, dass fir jedes n € IN gilt f, € L(X, ).
Damit ist nach Satz 12.6.14 wegen |f| < g auch f € L£(X, u). Fiir jedes n € IN
ist f,, + ¢ nichtnegativ (fi). Nach dem Satz von Fatou ist mithin

/(f +g)du < ligiogf/ (fn +9g) dp
X X

Daraus folgt aber
[ £ dn < timint [ £, du.
X X

Wir verwenden den gleichen Trick ein zweites Mal und schliefflen: Aufgrund
der Voraussetzung gilt g — f, > 0 (fi) und damit

[0 an < timint [ (g~ ) du
X

X
—!fdugliggf<—!fndu).

/f dp > limsup/fn dp.
X n—oo X

Damit ist dann

Dies bedeutet

Damit ist
timsup [ fodp < [ f dp < timinf [ £, d

und damit existiert der Grenzwert und ist gleich dem Integral von f. O]
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Einen wichtigen Spezialfall wollen wir getrennt formulieren.

Korollar 12.7.6 (Spezialfall)
Ist unter den Voraussetzungen von Satz 12.7.5 u(X) < oo und sind die f,
fast tiberall gleichmdfig beschrankt, so ist f € L(X, ) und es gilt

Jin [ fodp= [ fap
X X

12.8 Der Vergleich mit dem Riemann Integral

In diesem Abschnitt wollen wir den neuen Integralbegriff, der ja auch ausgehend
von der Lebesgue-Algebra auf IR fir Funktionen f : [a,b] — IR definiert ist,
vergleichen mit dem Integralbegriff aus Kapitel 6. Dazu benétigen wir zuallererst
eine angemessene Notation. Ist [a,b] C R ein Intervall, so setzen Q = [a,b],

A = {X N [a, 0] ‘ X € Q} und A die Einschrinkung des Lebesgue-Mafles auf 2.

Der Konvention folgend schreiben wir fiir eine messbare Funktion f : 2 — R in
diesem Fall statt

/ £ dx

Q

/b f(z) dz.

In diesem Abschnitt schreiben wir fiir das Riemann-Integral einer Funktion g :

la,b] = R
]% g(x) dz.

Fiir den Satz, der den Vergleich beider Integralbegriffe leistet, bendtigen wir noch
zwei Lemmata.

den Ausdruck

Lemma 12.8.1 (Verschwindendes Integral nichtnegativer Funktio-
nen)

Ist (2,2 p) ein Mafiraum, X € A und f : X — R, f > 0, messbar und
qgilt

[rdu=o,

X

S0 istu({xeX ’ f(z) >O}) = 0.
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Beweis. Wir nehmen an, dass

Azg({xeX‘f(:E)>O})>0

ist.
Sei
) Xo={rex| s> L) e
L F2 @ >0 '
Dann ist
{xEX’f(a:)>0}: U X
kEIN
die Familie der { X} }re ist paarweise disjunkt und damit ist
A=) u(Xy).

k=0
Damit ist mindestens eine der Summanden p(Xj) > 0. Dann ist aber

0=[Fan> [ fduz u(xi) >0
X X,

Dieser Widerspruch beweist das Lemma. O

Lemma 12.8.2 (Aquivalenz und Messbarkeit)
Es sei (2,2, 1) ein vollstandiger Mafiraum, X € A und ¢ : X — R

messbar. Dann ist eine Funktion f mit f = ¢ (fi) messbar.

Beweis. Es sei N = {x €eX ‘ flz) # gp(x)} Nach Voraussetzung ist p(N) = 0.

Insbesondere ist dann fiir a € R
{xEX‘f(:U)>a}:{x€X\N‘gp(az)>a}U{x€N‘f(a:)>a}.
DaNEQllstauchX\NEﬁlunddamltauch{xeX\N‘ >a}:

X\NNn{xe X |¢(x)>a}. Ebenso ist {xEN
N aufgrund der Vollstandigkeit von (€2, %2, 1) messbar.

f(z) > a} als Teilmenge von

Satz 12.8.3 (Riemann- und Lebesgue-Integral)
Sei f:]a,b] = R, f € R([a,b],R), so ist f € L([a,b],\) und es gilt
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Beweis. Wir zeigen zunéchst die Messbarkeit von f. Da f Riemann-integrierbar
ist, existieren Zerlegungen 3; und Folgen von Treppenfunktionen ¢y, oy : [a,b] \
3k mit
or(r) < fz) < Yu(z), = ¢ 3
mit
b

Jo tn(a) = uta) < .

Zusétzlich kann man 3y, @, ¥ so wahlen, dass

3k C 3pyq fur alle k£ und {¢g brew, {¥k }rew sind monoton auf [a, b \ 3,

wobei 3 = U,c 3n ist. Aufgrund der Monotonie gilt dort

limg oo o = ¢ existiert (fii) )
limg ooy = 9 existiert (fi) } =@ < f < (fa).

Es gilt

lim R (Y — r)dx =0
k—ro0

und aufgrund der Definition des Riemann-Integrals

b b
]%fdx: lim ﬁ@kdx.
k—o0

Die Sétze von der monotonen Konvergenz (Satz, 12.7.1) bzw. von der dominierten
Konvergenz (Satz 12.7.5) garantieren

b
/god:v = lim/gpkdx
k—o0

b
/1/1dx _ lim/wkdx.
k—o00

Damit folgt

b b

/b(w—go)dx = /wdx—/godx

b b
= lim /wkdx— lim /gpkdx
k—o00 k—o0

b b
— lim ]%;bk dz — lim ]%(pk do
k—o0 k—o0

= 0.
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Aus Lemma 12.8.1 folgt ¢ = ¢ (fi). Damit ist f = ¢ (fi), also nach Lemma
12.8.2 f messbar.
Wir miissen noch die Gleichheit der Integrale

b b
/f(a:) dz = ]% f(z) da.
beweisen. Das rechte Integral ist einfach der Grenzwert

b
lim f{ i d,
k—o00

wahrend die linke Seite als Supremum tiber die Integrale aller Treppenfunktionen
¢ < f sicher groflier gleich diesem Grenzwert ist, jedoch auch kleiner gleich jedem
Integral iiber eine Treppenfunktion ¢/ > f. Damit bleibt nur die Gleichheit. [J

Korollar 12.8.4 (zum Beweis des Satzes 12.8.3)

FEine auf dem Intervall [a,b] definierte Funktion f : [a,b] — IR ist genau
dann Riemann-integrierbar, wenn sie auf [a,b] beschrankt und stetig ( fi)
ist, d. h. wenn gilt

A <{x € [a,b] ‘ f st nicht stetig in x}) = 0.

Beweis. Wir betrachten = € [a,b] \ 3 mit ¥(z) = @(z). Sei ¢ > 0 gegeben,
dann existiert N € IN mit ¢, (z) — ¢x(z) < € fur alle £ > N. Sei ein solches k
gegeben. Dann gibt es (j, (j+1 € 3 mit « € ({j, (j+1) und vy, ¢y, sind konstant auf

(¢j, Gj+1)- Dann ist aber fiir y € ((j, (j41) der Funktionswert f(y) € (¢r(x), ¥r(x))
und daher

|f(y) — f(z)] <max{yp(x) — f(z), f(z) — gr(x)} < e.

Fir die Umkehrung starten wir mit der Wahl von € > 0. Da die Menge U der
Unstetigkeitspunkte von f eine Nullmenge ist, gibt es eine abzidhlbare offene
Uberdeckung von U mit Intervallen I; mit

Z)\(]]) < €.

J=1

Sei nun S das Komplement der Vereinigung der /;. In jedem Punkt in S ist f
stetig, da f nur in Punkten in U unstetig ist. Ist € S, gibt es zum gewahl-
ten € > 0 eine Umgebung U(z,e) = (z — §(x,¢),x + 6(x,¢)) mit y € U(x,¢)
impliziert |f(y) — f(z)| < e. Die Menge U(x,¢) tiberdeckt die Menge S und
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damit insbesondere die kompakte Menge [a,b] \ U, £;. Daher gibt es eine end-
liche Teilitberdeckung U; = U(xj,¢;), j = 1,...,7. Nun iiberdecken die Men-
gen I;, j € Nund U;, j = 1,...,r das Intervall [a,b]. Wéahle nun § > 0 die
Lebesgue-Zahl dieser Uberdeckung (vgl. Satz 4.1.14). Ist nun 3 eine Zerlegung
mit Feinheit kleiner als 9, so folgt, dass jedes Intervall dieser Zerlegung in ei-

nem Uy, oder einem I; enthalten ist. Wir schreiben L = {k e (Ces Cor1) C Ij}

Aien (G, Grt1) C ]j}, dies bedeutet nattirlich, dass es ein j €

und K = {k;

1L,...,r gibt mit ((x, Ck41) C Uj. Nun schitzen wir M = sup,¢j,4{f(z)} und
m = infyeop{f(x)} ab:

|3
O3, /) -U3. /) = Z(f(m) — F(EN(G+1 — )
< Z;(M —m)(G+1 — ¢) + Z;{(f(ﬁj) = FEN(Gar — )
< (M—-m)é+e(b—a)
= (M —m+(b—a))e.
Dies beweist die Aussage. m

Bemerkung 12.8.5 (Uneigentlich Riemann versus Lebesgue)
Etwas komplizierter ist der Sachverhalt, wenn wir iiber uneigentlich
Riemann-integrierbare Funktionen sprechen, dort folgt aus der Existenz
des uneigentlichen Riemann-Integrals nicht die Existenz des Lebesgue-
Integrals.

Aufgabe 12.8.6 (Uneigentlich Riemann aber nicht Lebesgue)
Man zeige, dass es eine Funktion gibt, die auf [1, co) uneigentlich Riemann-
integrierbar ist, deren Lebesgue-Integral aber nicht definiert ist.

Nun wollen wir die Integration komplexwertiger Funktionen beschreiben.

Definition 12.8.7 (Messbarkeit komplexwertiger Funktionen)
Sei (Q,2, 1) ein Mafiraum, f : Q — C. Wir schreiben f = u + iv und
nennen f messbar, wenn u,v beide messbar sind.
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Bemerkung 12.8.8 (Messbarkeit komplexwertiger Funktionen)

1. Eine Funktion ist genau dann messbar, im Sinne der eben angegebe-
nen Definition, wenn sie 2l — B-messbar ist, und hier 8 die Borel-
Algebra auf C bedeutet.

2. Summen und Produkte messbarer Funktionen sind messbar. Dies ist
leicht nachzupriifen.

Definition 12.8.9 (Integrierbarkeit komplexwertiger Funktionen)
Es sei (2,2, 1) ein Mafraum, X € 2, f: X — C messbar und f = u+iv.

/ud,u,/vdu

X X

1. Sind die Werte

beide definiert, so setzen wir

/fd,u:/udqui/vd,u.

X X X

2. Wir sagen f ist integrierbar, wenn beide Funktionen u und v inte-
grierbar sind.

3. Mit L¢(X, 1) bezeichnen wir die Menge, der integrierbaren Funktio-
nen f: X — C. Ist p vom Kontext klar, schreiben wir wieder einfach

Lo(X).

Bemerkung 12.8.10 (Charakterisierung komplexwertiger inte-
grierbarer Funktionen)

Eine Funktion f : X — € ist genau dann integrierbar, wenn | f| integrierbar
ist. Dies folgt aus der folgenden Serie von Aquivalenzen, die jede fiir sich
leicht nachpriifbar ist: Sei f = u + iv,

f integrierbar < u, v integrierbar < |ul, |v| integrierbar

< Vu? 4 v? integrierbar.

Ahnlich wie im Reellen zeigt man, dass L¢(X, i) ein komplexer linearer Raum
ist, d. h. dass Addition und skalare Multiplikation in diesem Raum moglich sind
und den entsprechenden Bedingungen gentigen.

Auf den komplexen Fall f : €2 — € lassen sich nun die Satze 12.6.5, Eigen-
schaften (1,4-6), 12.6.6, 12.6.13, 12.6.14, 12.7.2, 12.7.5 iibertragen, d. h. es gelten
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die folgenden Sétze.

Satz 12.8.11 (Komplexwertige integrierbare Funktionen)
Sei (Q,2A, u) ein Mafraum, X € A, f: X — C messbar.

1. Ist f beschrinkt und p(X) < oo, so ist f € Lo(X, 1).
2. Ist f € Lo(X,p), c € C, so ist cf € Lo(X,p) und [cf du =
X
cf fdu.
X

3. Gilt W(X) =0, soist f € Lo(X,pn) und [ fdu=0.
X

4. Ist f € Lo(X,p), Y C X messbar, so ist f € LY, ).

5. Sei f € Lo(Q,u). Dann ist & : A — C : X — [ fdu abzihlbar
X
additiv.

6. Ist f € Lo(X, ). Dann gilt ’ff du
X

< JIf dp.
X

7. Sei g : X — Repy messbar, g € L(X,u), |f] < g (fi), so ist f €
EC(Xvu)

8. Seien fi1, fa € Lo(X, ). Dann ist f = f1+ fo € Lo(X, 1) und es gilt
){fdﬂz){fld#+){f2d#-

9. Seien {fn}new messbar, f, : X — C mit lim,,_, fn(z) = f(x) (fi).
Gibt es ein g € L(X,p) mit |f,| < g (fi), so ist lim, oo [ fr du =
X

J [ du.
X

Beweis. Wihrend in den meisten Féllen die Ubertragung aus einer Anwendung
der Regeln auf Real- und Imaginérteil besteht, muss beim Punkt (6), bei der
Verallgemeinerung von 12.6.13, ein neues Argument benutzt werden.

Sei also f = u + iv integrierbar. Dann gibt es ein a € € mit |o| = 1 und

a/fduell{+,
X

(denn, fiir jede Zahl ¢ € C,c # 0, ist eine nichtnegative reelle Zahl). Setze

<
]
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af =4+ iv. Dann folgt

oz/fdp:a/fd,u
X b

Weiter ist |af| = |af|f] = |f|] und damit

= |

/fduz
X

12.9 Uberblick

Dieser Abschnitt will in sehr kompakter Form den Zusammenhang zwischen den
wesentlichen Konstruktionen nochmals aufzeigen. Dabei stehen links immer die
Konstruktionen fiir einen allgemeinen Mafiraum, rechts die fiir IR", die dritte
Spalte verweist auf die Stelle im Skript, wo der entsprechende Sachverhalt zu
finden ist.

Bezeichnung Q | R" Referenz
o-Algebra 2A | B, £ 12.1.6, 12.1.11, 12.3.10
halboffenes Intervall I =]a,b) 12.3.1

Inhalt oA 12.3.4, 12.3.5
Pramaf Mmool A 12.2.3, 12.3.6
aueres Mafl W A* 12.2.9, 12.2.11, 12.3.10
W¥-messbar

Maf (aus p*) | A




Kapitel 13

Anwendungen des
Lebesgue-Integrals

In diesem Kapitel wollen wir die nach Lebesgue benannten Funktionenraume
LP(Q)) einfithren und einige elementare Eigenschaften beweisen. Danach
befassen wir uns mit dem Transformationssatz und seinen Anwendungen und
schlieflich lernen wir mit dem Satz von Fubini einen Satz mit grofler praktischer
Bedeutung kennen.
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13.1 Raume integrierbarer Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Mengen Lebesgue-integrierbarer Funktionen
und werden darauf neben einer Vektorraumstruktur eine Struktur eines normier-
ten Raumes definieren.

Definition 13.1.1 (£P-Riume)
Sei (2,2, ) ein Maffraum. Wir bezeichnen fir X € A und p > 1

LP(X, ) = {f X = C ’ f ist messbar und | f|P ist mtegm'erbar} .

17l = W - Q P dﬂ> g

o1

Wir setzen
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Lemma 13.1.2 (Charakterisierung von Aquivalenzklassen)
Sei ~ die Aquivalenzrelation aus Definition 12.6.9. Dann gilt fiir Funktio-
nen f,g € L) f~g<=|f—gl,=0.

Beweis. Folgt sofort aus den Definitionen. m

Definition 13.1.3 (LP-Raume)

1.RMfEENQuMmU%:{geﬁﬂlm'gwf}

2 @ = {1,

feﬁﬂﬂuﬁ

Ist aus dem Kontext klar, von welchem Maf3 die Rede ist, so schreiben wir
auch LP(€2). Wir unterscheiden im Moment auch nicht zwischen reellwertigen und
komplexwertigen Funktionen, in den Féllen, in denen es von Bedeutung ist, ob
wir reelle oder komplexe Funktionen betrachten, schreiben wir LP(Q, i, R) bzw.
LP(2, i, €). Auch hier verzichten wir auf die Angabe von u, wenn dies ohnehin
klar ist.

Aufgabe 13.1.4 (Aquivalenzklassen und Multiplikation)
Ist f1 ~ fa, g1 ~ g2 so gilt figi ~ fago.

Aufgabe 13.1.5 (Produkte in L?)
Man beweise ohne den Hilfssatz 13.1.6 bzw. den Satz 13.1.7 zu verwenden:

1. Fiir a,b > 0 ist ab < %(a2 +b?).

2. Fir f,g € L2(Q) ist fg € L(D).

Hilfssatz 13.1.6 (Youngsche Ungleichung (Korollar)')
Fiir p,q € [1,00) mit

1 1
S+ =1
p q
und a,b >0 gilt
a? b
ab < — + —.
p q

William Henry Young (20.10.1863-7.7.1942) war ein englischer Mathematiker, verheira-
tet mit Grace Chisholm Young, der ersten Frau der in Deutschland ein Doktortitel verliehen
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Beweis. Wir betrachten fir z € (0, 00) die Funktion

xP 1
+ .
p qxd

Dann ist

-l gt

Damit ist die Funktion monoton auf den Intervallen (0, 1) und (1, 00). Die einzige
Nullstelle der Ableitung liegt bei z = 1 und liefert den Funktionswert g(1) =

%_Fé:l.Damitisthl.

‘@
QU=

Setze x = 1. Dies ergibt

I
bpr
P q
at  br
1< =—4 —
< g(z) -
Multiplikation mit ab ergibt
1+ b1+%
ab < +
p q

Nun kann man die urspriingliche Gleichung

1 1

-4 - = 1

p q
umschreiben zu

q+p=0pq

oder

1—1—£:p, bzw.l—{—g:p.
q D

Dies ergibt die gewtinschte Formel

p q
abga——i—b—. O
p q

wurde. Diese war als Mathematikerin in Gottingen promoviert worden. Sie war die Triebfeder
fiir die wissenschaftlichen Unternehmungen Thres Mannes. Bekannter ist heute der Sohn Lau-
rence Chisholm Young (14.7.1905-24.12.2000) der in Gottingen geboren wurde und bedeutende
Beitrige zur Mafitheorie und zur Variationsrechnung erbracht hat. Die im Lemma angegebene
Ungleichung ist eine direkte Konsequenz der (deutlich) allgemeineren Youngschen Ungleichung.
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Satz 13.1.7 (Holdersche Ungleichung?)
Es sei (0,2, 1) ein Mafraum, X € A und p,q € (1,00) mit

S =1
p g

Sind f € LP(X), g € LYX), dann ist
fg € L(X)

und es gilt
[ 159l dn < 111l
X

Beweis. Offenkundig ist fg messbar, wir miissen noch zeigen, dass | fg| integrier-
bar ist, d. h.

/ngldu<<00-
X

Dazu beachten wir die punktweise Ungleichung

st < LEE ool

Da die rechte Seite integrierbar ist, folgt dies nach Satz 12.6.14 auch fiir die linke
Seite. Um die gewiinschte Abschétzung zu erhalten, modifizieren wir den letzten
Schritt leicht. Wir setzen

L@, o)
" Mgl

[f@)llg@)] _ [f@), lg()|?
< 7 T T
Ifllpllglle = Il fIP allglld
Integrieren wir nun beide Seiten, so erhalten wir

[itgldn [15ran [lg* du

Dann ist

p ¢ 1 1
{ B S e Vi S T R W O
1A lIpllglle = ol allglle — pllfle  dlglli o q
Multiplizieren mit || f||,]|g||, ergibt die gewiinschte Aussage. O

2Ludwig Otto Holder (22.12.1859-29.8.1937) arbeitete an den Universititen Géttingen, Tii-
bingen und Koénigsberg. Er trug zu vielen Gebieten der Mathematik bei, im Mittelpunkt seines
Werkes steht die Algebra mit Untersuchungen spezieller Gruppen. In der Analysis stammen
u.a. Arbeiten zur Potentialtheorie und ein Satz tiber das Verhalten holomorpher Funktionen
in der Ndhe wesentlicher Singularitdten von ihm. In der Mechanik fiihrte er das Hamiltonsche
Prinzip fiir nichtholonome Zwangsbedingungen ein.
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Lemma 13.1.8 (Minkowski?)
Sind f,g € LP(Q,C), 1 < p < o0, so ist auch f+ g € LP(Q,C) und es gilt

1+ gllp < [[fllp + llgllp-

Beweis. Fir p = 1 folgt dies sofort aus der punktweisen Dreiecksungleichung.
Bleibt der Fall 1 < p < oo. Wir beachten die elementare Abschétzung

2|f|, falls [f| > |g|
2|g|, falls |f| <|g].

[fl+ 19l <

Durch
[f+9l” < (1f1+1gD)” < 27 (11 + g]")
zeigen wir, dass |f + g|P € LP(Q2, C). Wir haben punktweise fast iiberall
[f+gl” = 1f+gllf + g~ < IFIf+gl" ™ +1gllf + 9P

Mit 11

-4 - = 1

p q

folgt wegen q(p — 1) = p, dass |f + g|P~!

/\f+9|pdu = /\f+9| |f+g]P " du
Q Q

€ L1, C) und

< [ Uf1+1gD 1S + gl du

Q

< UL +al 7 dut [ gl 1f 4+ gl dp
T —— T ——
Q err eLa Q erp eLa

< N FIILE + gl Hlg + gl I + g7

< (1l + lgll) ( 17+ dﬂ)
Q

P

Verschwindet das Integral, so ist nichts zu zeigen, anderweitig dividieren wir durch
das Integral rechts und erhalten die Behauptung. O]

Wir erinnern an die Definition des Banachraumes: Ein linearer normierter
Raum, der vollstandig ist, wird als Banachraum bezeichnet.

3Herrman Minkowski (22.6.1864-12.1.1909) beschiiftigte sich bereits als Gymnasiast in K6-
nigsberg mit héherer Analysis. Seine akademische Laufbahn wurde durch David Hilbert ge-
pragt. Sein bedeutsames Lebenswerk umfasst Zahlentheorie, konvexe Geometrie und verschie-
dene nichteuklidische Geometrien. Nach ihm benannt ist die vierdimensionale Raum-Zeit-Welt
der Relativitdtstheorie, die von einer ,indefiniten Metrik“ geprégt ist.
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Satz 13.1.9 (Fischer*-Riesz)
LP(Q2, ©) ist ein Banachraum.

Beweis. Wir zeigen zunachst die Eigenschaften eines normierten Raumes. Da
Addition und Multiplikation mit Skalaren nicht aus dem Raum herausfiihren,
sieht man leicht, dass es sich um einen linearen Raum handelt. Als néchstes
miissen wir zeigen, dass

ST = 1A

eine Norm ist. Die Eigenschaft (N1) kann man folgendermaflen einsehen:

f1=0= Al =0.

Andererseits ist
1l = 0.5 € [l = u{z € X | f(a) #0]) = 0,

also f ~ 0, d.h. [f] = [0].

(N2) ist eine einfache Ubung, wir tiberlassen diese dem eigenen Fleif3.

(N3) ist gerade die Minkowski-Ungleichung.

Als letztes zeigen wir die Vollstédndigkeit. Sei also {][fx], }ken eine Cauchyfolge
in LP(X,C) fi jeweils Reprisentanten von [fx], wir miissen zeigen, dass diese
Folge in LP(Q), C) konvergiert. Wir wéhlen eine Teilfolge { fi, }jen aus, mit

Hm—kagz”muJ>¢

Solch eine Wahl ist stets moglich, da {[fx],}rew eine Cauchyfolge ist, gibt es zu
g; = 27" ein N(i), so dass k,j > N(i) implizieren

1 [fxlp = [filollp < &i-

Angenommen es sind bereits gewdhlt fi, ..., fr,, wir wahlen
Ky = max{k; +1,N(j + 1)}.

Mit dieser Wahl, so stellt man durch ein einfaches Nachpriifen fest, sind alle
Bedingungen erfillt.
Dann ist

Z ||fk?j+1 - fijP < Zz_j =1
=1 j=1

4Ernst Fischer (12.7.1875-14.11.1954) studierte in Wien und Berlin. Er arbeitete bei Min-
kowski in Ziirich und Géttingen. Er war Professor in Brno, Erlangen und Koéln. Aufgrund
der faschistischen Rassegesetze wurde er vorzeitig in Ruhestand geschickt. Er bewies u. a. die
Vollstéindigkeit von L2. Neben der Analysis beschiftigte er sich auch mit Gruppentheorie und
anderen algebraischen Fragen.
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Setze l
g1 = Z ’fkj+1 - fk]‘
j=1

Der Satz 12.7.4 von Fatou und die Minkowski-Ungleichung (Lemma 13.1.8) im-
plizieren nun

/lim g’ dp < lim inf/gf du
A l—o0 l—o0 A

p
— (tmint g,

< (i”fkﬁ-l _fk]HP)

< Q.

Damit existiert fast tiberall der Grenzwert lim;_, ¢;(z) und damit ist { fi, () }ien
fast tiberall eine Cauchyfolge, denn fiir [ > j ist

i () = i ()]
< |fkl($) - fkl—l(x>| + ’fkl—1<x) - fkl—z(l‘” +oeee At |fkj+1(x) - fkj(x”
= lgi-1(x) — g;(2)|.
und es existiert fast iiberall der Grenzwert f(z) = lim; o fi; (7). Wir miissen

nun zeigen, dass f der LP-Grenzwert der Folge ist. Also gilt fiir k; > £k und k
hinreichend grof

/|f—f1c|p du < [ (f = fi| + 1 i, — Fel)? due
0

2(max{[f — fi, |, | fi; — f&l})" dp

VAN
D D

— or-1 /2maX{|f — fu; [P 1 o, — felP} dp
Q

< 27 [k (IF = B+ 1, = £il?) i
Q
p—1 : _ P _ D
< 2 (/lgjgfklf x| du+/]§}1>r]>€|fkj i d#)
Q Q
< 0+e¢,.

Zur Erlauterung dient vielleicht die Abbildung 13.1. O
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C3

== 9
a b

Abbildung 13.1: Fir jedes k gilt d(a,b) < d(a,c;) + d(ck, b). Insbesondere gilt
d(a,b) < infren(d(a, cx) + d(ck, b)) < infrenw d(a, cx) + supgen d(ck, b). Insbeson-
dere sieht man, dass bei Konvergenz der ¢, gegen a folgt d(a,b) < supyen d(cg, b).

Wir wissen bereits aus der Analysis I, dass ein Banachraum B, dessen Norm
durch ein Skalarprodukt im Sinne von Satz 8.1.10 induziert wird, als Hilbertraum
bezeichnet wird. Ist B ein komplexer Hilbertraum, so wird bei der Definition des
Skalarproduktes (SP 3) aus Definition 8.1.8 ersetzt durch

(SP 3)¢ (z,y)5 = (y,7)B

Satz 13.1.10 (Hilbertraum)
Auf L*(X, C) wird durch

({fla:[g)2) 2 = [ £7

ein Skalarprodukt definiert mit

1f12ll2 = v/ {[f]2s [f]2) 22

Damit wird L*(X,C) zum Hilbertraum.

Beweis. Wir wissen bereits, dass L?(X, C) ein Banachraum ist. Offensichtlich ist
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auch || fll2 = v/{[f]2, [f]2)z2- Es bleibt noch zu zeigen, dass ([f]s, [g]2) — ([, 9) 12

ein Skalarprodukt ist. Dies besteht aber aus einem einfachen Nachpriifen der
Bedingungen. ]

13.2 Transformationsformel und Koordinaten-
wechsel

Wir beginnen mit einem Eindeutigkeitssatz fiir das Lebesgue-Maf, der zentral
fiir alle weiteren Betrachtungen ist.

Satz 13.2.1 (Normierte Translationsinvariante Mafle)
Jedes translationsinvariante MafS p auf der Borel-Algebra B™ mit

ist das Borel-Lebesquesche Maf. Gleiches gilt fiir das Lebesquesche Mafs
auf £.

Beweis. Wir beweisen nur den ersten Fall, der zweite ist eine einfache Modifika-
tion. Wir beweisen zunachst, dass fiir jedes halboffene Intervall I mit rationalen
Seitenldngen [; € Q, i =1,...,n gilt

u(I) = A(1).

Sei [; = % und ¢ = ¢ - - - ¢, € IN. Sei W, der halboffene Wiirfel mit Kantenlénge
1 d.h
q7

0 1

q

W, = o
0 1

q

Dann kann W = W als disjunkte Vereinigung von ¢" halboffenen Wiirfeln der
Form s + W,, s € Q" geschrieben werden. Wegen der Translationsinvarianz ist
dann p(s + W,) = p(W,). Damit gilt
1
(W) = qTL = AWy).

Damit ist auch p(I) = A\(1).
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Sei &.4; die Menge der elementaren Mengen, die eine disjunkte Zerlegung in
endlich viele halboffene Intervalle mit rationalen Kantenlangen zulassen. Dann
ist klar: Fir alle £ € &, gilt

u(E) = A(E).

Schlieflich kann jede offene Menge als abzdhlbare, disjunkte Vereinigung ele-
mentarer Mengen in &,,; geschrieben werden: Sei O C IR™ offen, betrachte

7= {[: 41, 2) | @i € Q" undch}-
Dann ist Z abzahlbar und tiiberdeckt O, d.h.
Z = {I)}ren-

Setze Fy = I; und
By = I\ (UL, 1)
Dann ist jedes E,, € & und pu(E,,) = A(E,,). Wegen
U E.=0
keN
gilt
w(0) = Y u(B) = Y- A(B) = AO).
=1 j=1
Damit folgt auch fiir jede abgeschlossene Menge K C R™ die Gleichheit u(K) =
A(K). Ist schliefllich L € £, so gibt es zu € > 0 eine offene Menge O und eine
abgeschlossene Menge C' mit C' C L C O und A(O) — A(C) = A(O\ C) < e. Nun
1st
p(C) = AC) < ML) < AO) = p(0)

und

Da e > 0 beliebig ist, folgt A(L) = u(L). ]

Korollar 13.2.2 (Translationsinvariante Mafle)
Fiir ein translationsinvariantes Maf$ v auf der Borel-Algebra B™ mit

0 1
7 N N =a>0

gilt 1 = al.

Beweis. Das Mafl fi = %,u erfiillt die Voraussetzungen von Satz 13.2.1. [
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Korollar 13.2.3 (Charakterisierung und Eindeutigkeit translati-
onsinvarianter Mafle)

Ein translationsinvariantes Maf8 p auf der Borel-Algebra B bzw. der
Lebesgue-Algebra £ ist genau dann ein Vielfaches des Borel-Lebesgueschen
bzw. des Lebesqueschen Mafles A, d. h. p = a\, wenn diese Gleichung fiir
ein Kompaktum K (und damit fir alle Kompakta K ) gilt mit A\(K) # 0.

Beweis. Folgt aus dem Beweis zum letzten Korollar. O]

Definition 13.2.4 (Orthogonale Abbildung)
FEine lineare Abbildung A : R™ — IR™ heifit orthogonal, wenn fiir alle X,y €
R™ gilt:

(Ax, Ay) = (x,y).

Lemma 13.2.5 (Charakterisierung orthogonaler Abbildungen)

1. Eine lineare Abbildung A : IR™ — IRR" ist genau dann orthogonal,
wenn gilt

ATA=1.

2. Fir jede orthogonale Abbildung A gilt |det(A)| = 1.

Beweis. 1. ATA = 1 impliziert

(Ax, Ay) = (ATAx,y) = (x,¥).

Umgekehrt ist

(x,y) = (4x, Ay),
SO ist

(ATAx,y) = (x,y)
fiir alle x,y € R"™. Dann ist

(ATAx —x,y) =0
fir alle x,y € R". Dies heifit aber

ATAx =x Vx € R™

Also ATA = 1.



62 KAPITEL 13. ANWENDUNGEN DES LEBESGUE-INTEGRALS

2. Fir alle x € R" gilt
AT Ax = x.
Also hat man
det(ATA) = det(lgn) = 1.
Mit
det(ATA) = det(4)* =1
folgt |det(A)| = 1. O

Definition 13.2.6 (Gruppen, Drehungen und Bewegungen)

1. Die Menge aller orthogonalen linearen Abbildungen wird als O(n)
bezeichnet.

2. Die orthogonalen Abbildungen A mit det(A) = 1 nennt man speziell
orthogonal, die Menge solcher Abbildungen wird mit SO(n) bezeich-
net. Elemente von SO(n) werden auch als Drehungen bezeichnet.

3. Fine affin lineare Abbildung T : R™ — ", die aus der Hinter-
einanderausfihrung einer linearen orthogonalen Abbildung und einer
Translation entsteht heifit euklidisch, die Menge der euklidischen Ab-
bildungen wird mit E(n) bezeichnet. Elemente von E(n) werden auch
als Bewegungen bezeichnet.

4. Fine Abbildung heifst speziell euklidisch, wenn sie euklidisch ist, und
der orthogonale Anteil speziell orthogonal ist, wir schreiben fir die
Menge der speziell euklidischen Abbildungen SE(n).

Bemerkung 13.2.7 (Gruppeneigenschaft)

Man prift leicht nach, dass die Mengen O(n), SO(n), E(n) und SE(n)
beztiglich der Hintereinanderausfithrung jeweils Gruppen sind, E(n) wird
auch als die Bewegungsgruppe von R bezeichnet. Damit meint man, dass
es aus der Menge aller Abbildungen besteht, die den metrischen Abstand
je zweier Punkte erhalten.

Wir betrachten kurz die abstrakte Situation eines Mafiraumes (2,2, ) und
eines Messraumes (€', 2’) und einer messbaren Abbildung 7":  — Q.

Lemma 13.2.8 (Induziertes Maf})
In der beschriebenen Situation wird fir A’ € A durch

W (A") = p(TH(A))

ein Maf auf dem Messraum (U, ") definiert. Wir sprechen vom induzier-
ten Map.
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Beweis. Durch einfaches Nachpriifen zu beweisen. n

Definition 13.2.9 (Bildmaf)
Das Mapf, dessen Existenz in Lemma 13.2.8 nachgewiesen wird, heifit das
BildmaB von p unter T'. Wir schreiben dafiir T'(i1).

Satz 13.2.10 (Lebesgue-Maf} ist bewegungsinvariant)
Sowohl Borel-Lebesquesche Maf, wie auch das Lebesque-Maf$ sind bewe-
gungsinvariant, d. h. fir eine Bewegung T' € E(n) gilt

T(\) = A,

Beweis. Sei zundchst T € O(n). Wir zeigen, dass T'(\) ein translationsinvariantes
Maf auf der Borel-Algebra bzw. der Lebesgue-Algebra ist und es ein Kompaktum
K C R" gibt, so dass A(K) > 0 und A\(K) = u(K) ist.

Zum Beweis der Translationsinvarianz betrachten wir B € 8, a € R” und
rechnen nach:

TA)(B+a)=XNT"YB+a))=\NT""B)+T 'a)=\T"'B) =T(\)(B).

Wegen des Erhalts der Metrik unter 7" ist 7'(B;(0)) = B1(0). Damit ist

Damit ist T'(\) = .
Im allgemeinen Fall hat T" fir A € O(n) die Form Tx = Ax + b. Fir B € B gilt

(TA)(B) = NI 1(B)) = MAT(B) - A7'b) = NAT'(B)) =A(B). O

Definition 13.2.11 (Determinante)

Die Menge aller invertierbaren linearen Abbildungen T : R™ — R"™ bezeich-
nen wir mit GL(n). Jeder solchen Abbildung ist durch det(T) eine reelle
Zahl zugeordnet.

Satz 13.2.12 (Transformation)
Fiir jede Abbildung T € GL(n) gilt

1
= Jdet()]”

T(\)

Hier bezeichnet \ das Borel-Lebesquesche Maf oder das Borel-Majs.
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Beweis. T()) ist translationsinvariant, also ist T'(\) = arA, wobei ar eine nicht-
negative reelle Zahl ist. Insbesondere folgt aus A(A) = A(B) die Gleichheit von
T(N)(A) =T (N)(B). Sind nun S,T € GL(n), so sei

s = |ag|
0 /s
W(S) = Ao =
0 /s

und entsprechend seien ¢ und W(T'). Die Konstruktion von W (.S) bzw. W(T) ist
gerade so, dass

AW (S)) = M(S™H(W1)), baw. AW(T)) = AT~ (7).
Nun ist W (S) = /sW; und Wy = {/tW,. Fiir jede messbare Teilmenge K von
R™ gilt fiir « € R" und mit oK = {ax ’ X € K}
AMaK) = a"A\K).
Dies sieht man am leichtesten dadurch, dass der linearen Abbildung
M, R" - R":x+— ax

ein Mafl M,(\) zugeordnet wird, welches translationsinvariant ist, und so dass
MaO‘)(Wl) = A(Wa‘l) =a "

Dann folgt
(SoT)(A) = asor(X),

andererseits ist

(SoT)(N)(W) = S(T(N)
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Insbesondere folgt dann
(SoT)(A) =tsA

und die Abbildung
7:L(R",R"): S+ s
ist ein Gruppenhomomorphismus L(IR",IR") — R,. Mit 7(rl) = |r|™" ist dann
1

(vergleiche entsprechende Aussagen aus der Linearen Algebra) 7(5) = =6

(beachte 7 > 0). O

Wir sehen nun den Zusammenhang zwischen der Transformation des Lebesgue-
Mafles einer Menge unter linearen Abbildungen und der Determinante dieser Ab-
bildung. Wir konnen damit die Determinante interpretieren als Rauminhalt von
T (W), dies ist fiir eine anschauliche Deutung der Determinante eine zentra-
le Aussage. Der Zusammenhang zwischen Determinante und der Transformation
des Mafles besteht auch infinitesimal: Wir konnen dies als Transformation eines
Mafes unter Diffeomorphismen (vgl. Definition 9.2.8) schreiben, was vielleicht der
bisherigen Darstellung am besten entsprechen wiirde, wir konnen aber auch gleich
die Transformation von Integralen beschreiben, was fiir tatsdchliche Berechnun-
gen von Integralen und auch fiir Anwendungen die zentrale Formel ergibt. Wir
wollen den zweiten Weg gehen.

Satz 13.2.13 (Transformationssatz)

Es seien X,Y offene Teilmengen des R, ¢ : X — Y sei ein C1-Diffeo-
morphismus. Dann ist eine Funktion f :Y — IR genau dann integrierbar,
wenn (f o)) |det )| dber X integrierbar ist. Es gilt dann die Transforma-
tionsformel

[ (Fowldet | dx = [ fay.
X Y

. J

Wir zeigen vorweg einige Teilaussagen und formulieren diese als eigene Resul-
tate in Form von Lemmata und Hilfssatzen.

Lemma 13.2.14 (Nullmengen und Lipschitz-stetige Abbildungen)
Ist N C R" eine Nullmenge und L : N — R™ Lipschitz-stetig (vgl. Defini-
tion 8.2.3.5), so ist auch L(N) eine Nullmenge.

Beweis. Sei K die Lipschitzkonstante von L beziiglich der Metrik d, d. h. es gilt

I1L(x) = L(¥)lloo < K% = ¥lloo-

Zu jedem € > 0 gibt es eine abzihlbare Uberdeckung {Q}xey von N mit halb-
offenen Intervallen Q) = [ay, by) mit

3

D AMQw) < o fen”

kelN




66 KAPITEL 13. ANWENDUNGEN DES LEBESGUE-INTEGRALS

Dann ist fir x € N N @ das Bild in L(N N Qy), also L(z) € L(N N Qy),
doo(Lx, Ly) < Kdoo(x,y) und L(y) € B, (xy)(L(x)). Damit ist

ALIN N Q) < 2"K"A(Qy)-
Insbesondere gilt L(N) C Upew L(Qx N N). Damit haben wir
ML(N)) < Y AMLINNQy) < D 2"K"ANQ) =2"K™" Y ANQp) =¢e. O

nelN nelN nelN

Korollar 13.2.15 (C'-Bilder von Nullmengen sind Nullmengen)
Es sei U C R"™ offen, N C U eine Nullmenge und ¢ : U — IR" eine
C-Abbildung, so ist auch (N) eine Nullmenge.

Beweis. Wir wéhlen kompakte Quader (abgeschlossene Intervalle) @y in IR” mit
U = Ukew Q- (Beachte: Wir verlangen nicht die Disjunktheit der @)y, eine solche
Kollektion von Quadern erhélt man z. B. auf folgende Weise: Wir wissen bereits,
dass wir U mit einer abzahlbaren Menge halboffener Intervalle ausschopfen kon-
nen, indem wir die Intervalle

{[%7612) a1, € Q" [q1,¢2) C U}

betrachten. Wir zéhlen diese ab, S;, 7 € IN und betrachten nun disjunkte elemen-
tare Mengen der Form

250 (0s)

Die Z; bilden eine disjunkte, abzahlbare Familie halboffener Mengen. Jede die-
ser halboffenen Mengen kann wieder als endliche Vereinigung von halboffenen
Intervallen geschrieben werden. Seien P;, j € IN diese halboffenen Intervalle mit
U - U Pj.
JEN
Setze Qr = P,.) Dann ist
N=JQinN

keIN
und o sind auf @) Lipschitzstetig mit einer Lipschitzkonstanten

K = sup {[DUGo)] | x € @i

Dann ist ¢, (Qr N N) eine Nullmenge und damit N als abzahlbare Vereinigung
solcher Mengen. O

Der Schliissel zum eigentlichen Beweis liegt in den beiden folgenden Lemmata,
die uns beschreiben, wie wir das Mafl des Bildes von kompakten Wiirfeln unter
Diffeomorphismen abschéatzen kénnen.
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Lemma 13.2.16 (Maflanderung unter Diffeomorphismen, Ab-

schitzung)
Es sei U C R™ offen, ¥ : U — V C IR" ein Diffeomorphismus, und W C U
ein kompaktes, abgeschlossenes Intervall, d.h. W = [a,b] fir ein Paar

a,b € U. Dann gilt

A@(IV)) < sup {[det(DY(x))| | x € W) A(W).

. J

Beweis. Es ist (W) kompakt, insbesondere messbar. Ist A(W) = 0, so ist auf-
grund des Korollars 13.2.15 nichts zu zeigen. Falls A(W') # 0 ist, gibt es eine Zahl
¢ > 0 mit

AW (W) = cA(W).

Sukzessive unterteilen wir W durch Hyperebenen, die jeweils auf Koordinaten-
achsen xj senkrecht stehen in 2™ Quader. Unter den entstehenden Quadern gibt
es mindestens einen, sagen wir W mit

AW (W) = eA(Wh).

(Ansonsten hat man die umgekehrte Ungleichung.) Wir iterieren diesen Prozess
und erhalten eine Folge {W}}rew von Quadern mit Wy D Wy D --- D Wy, D mit

AW (Wi)) = eA(W;), i € IN.

Dann gibt es einen Punkt a € NM;enW; (Existenz ist klar!) und setze b = ¢(a).
In jedem Wy gibt es einen Mittelpunkt m; und

Wi, = {XEU ]J:Z—mﬂ <2_kdi},

wobei d; die Kantenldnge von W in der i-ten Koordinate ist. Wir setzen oBdA
a = b = 0 und haben damit m¢ < 27%d;.
D1 ist invertierbar, daher kann man ¢ in der folgenden Form darstellen

b(x) = D(0)(x + [[x[|r(x)),

wobei r(x) — 0, wenn x — 0.
Nun gibt es zu jedem ¢ > 0 einen Index k(g), so dass gilt

Vi = {X + [|x]]r(x) ‘ X € Wk}

ist in

We — {u ‘ i —mi| < 27*d,(1 + 5)} |
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Nun folgt aus Vi, C W, dass
»(Wi) = Dy(0)(Vi) € Dyp(Wy).
Daraus folgt dann
A (W) < (14 ¢)" |det DY(O)] A(Wy).
Ist unsere urspriingliche Behauptung falsch, so ist
¢ > sup {|det Do (x))| ‘ X € W} > |det D(0)] .
Waiéhle nun € > 0 so klein, dass
(14 ¢)"|det Dy(0)] < c.

Dann gilt fiir Wy
AW (Wh)) < cA(Wy). =

Definition 13.2.17 (Inneres)
In einem metrischen Raum (X,d) sei fir eine Menge Y C X die Menge
Y° definiert durch

y© = U 0.

{o

Y° heifit das Innere oder auch der offtene Kern von Y.

OCY,0 ist aﬁ‘en}

Aufgabe 13.2.18 (Inneres ist offen)

(a) Y* ist offen und umfasst jede offene Menge in Y. (Es ist die grofite
offene Menge in Y'.)

(b) Es gibt kompakte Mengen K C R™ mit A\(K \ K°) # 0.

Lemma 13.2.19 (Diffeomorphismus und Maf})
Es set U C R™ offen, ¥ : U — V C IR™ ein Diffeomorphismus, und K C U
eine kompakte Menge mit \(K \ K°) = 0. Dann gilt

inf {|det(Dw(x))\ ‘ x € K} ME) < M(K))

< sup {|det(Dw(x))| ‘ x € K} MEK).
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Beweis. Dieses Lemma folgt aus dem vorherigen. Im ersten Teil, wird K° durch
eine abzéhlbare Folge von kompakten Quadern (), ausgeschopft, die hochstens
langs Kanten schneiden. Dann ist
AMK) = MK°) Z A Q).
kelN
Nun ist mit W = ¢ (K) auch
We = U w(Qk)a

kelN
denn W° C W ist offen und daher ¢y—}(W°) C ¢ }Y(W) = K offen. Damit
ist »~1(W°) C K°. Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist auch ¢ (K°) offen und
enthalten in W, also ist W*° = ¢(K°).
Weiter ist
V(@) NY(Qr) = v(Q; N Q)

eine Nullmenge. Damit ist
AW) =AW°) = > A
keIN
Fiir jeden solchen Wiirfel schatzen wir nun ab

A (Qr)) < sup |det DY(x)[ A(Qr), x € Q.

Daraus folgt die rechte Seite der Behauptung. Die linke erhilt man durch Uber-
gang zu 1. O

Definition 13.2.20 (Trager)

1. Sei (X, d) ein metrischer Raum, f: X — R (oder f : X — C) eine
Funktion. Der Trager von f ist die Menge

supp f = {xEX ‘ f(x);«éO}.

2. Ist supp f kompakt, so sagt man f habe kompakten Trager

3. Die Menge der stetigen Funktionen f : X — IR wird mit Cy(X,R)
(oder auch kirzer mit Cy(X)) bezeichnet. Entsprechendes gilt fir
Co(X, ©).

Lemma 13.2.21 (Transformationssatz fiir Treppenfunktionen)
Der Transformationssatz Satz 13.2.13 gilt fir Treppenfunktionen mit kom-
paktem Trdager in'Y .
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Beweis. Wir beachten zunéchst, dass fiir eine kompakte Menge K C Y gilt,
™Y K) ist kompakt. (Offensichtlich folgt aus der Stetigkeit und dem Charakte-
risierungssatz 4.2.6, dass ¥ ~1(K) abgeschlossen ist und fiir eine beliebige offene
Uberdeckung von ¢~!(K) bildet die Menge der Bildmengen wieder eine Uberde-
ckung von K, daraus kénnen endlich viele ausgewahlt werden, deren Urbilder die
Menge 1~ 1(K) iiberdecken und Elemente der urspriinglichen Uberdeckung sind,
da ja 1 injektiv ist.)

Aufgrund der Linearitat des Integrals reicht es das Lemma fiir eine charak-
teristische Funktion yg einer kompakten Menge K C Y zu beweisen. Nun ist
X © ¥ - |det De| integrierbar, da es auBerhalb von 1)~!(K) verschwindet und
|det D#)| auf dieser Menge stetig ist. Wir miissen also nur zeigen

/1\&me@NdA:i/dx
s i

Sei nun € > 0 gegeben, wegen der Stetigkeit von |det Dv| ist dieses auf ¢~ (K)
gleichméaBig stetig. Sei d > 0 so gewéhlt, dass fiir x,y € ¥ 1(K) mit d(x,y) < ¢
folgt

|det Dy (x) — det DY(y)| < e.

Wiéhle eine Uberdeckung von ¢ ~!(K) mit Quadern Qy, fiir die je zwei Punkte
Abstand héchstens § haben, so dass bereits die Menge der Q% die Menge 1~ (K)
iiberdeckt. Dann geniigen endlich viele Qy,, ..., Qy, fiir eine Uberdeckung. Nun
1st

sup |det Dy(x)| — Xegime |det Dyy(x)| < e

x€QRNK

und damit folgt die oben angegebene Formel. O]

Lemma 13.2.22 (Approximation mit Treppenfunktion mit kom-
paktem Triger)

Zu jeder integrierbaren Funktion f :Y — IR und jedem € > 0 gibt es eine
Treppenfunktion o mit kompaktem Trdager mit

If =l <e

Beweis. Siehe Ubungen. O

Beweis des Transformationssatzes 13.2.13. Folgt nun einfach aus der Approxi-
mation durch Treppenfunktionen. O
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Beispiel 13.2.23 (Polarkoordinaten in Ebene und Raum)

Der Transformationssatz erlaubt uns die iiblichen Koordinaten, durch uns
besser fiir das jeweilig vorliegende Problem zu ersetzen. Ein typischen Bei-
spiel fiir dieses Vorgehen sind die Polarkoordinaten.

1. Der ebene Fall: Wir betrachten die Abbildung

o - N N Ly T COS

Diese Abbildung ist offenbar differenzierbar, die Jacobi-Matrix ist
gegeben durch

COS g —Tosin @y
DH2 (T()’ 900) =
sinpg 7o Cos g

Die Determinante ist einfach ro und ist tiberall im Definitionsbereich
von 0 verschieden. Damit ist ITy tiberall (lokal) invertierbar. Die Ab-
bildung ist im angegebenen Bereich injektiv und auf das angegebene
Bild surjektiv, damit ein Diffeomorphismus. Der Schnitt einer kom-
pakten Menge mit N = {(O,y) ’ y < O} ist eine Nullmenge, damit

besagt der Transformationssatz, dass fiir eine integrierbare Funktion
f: K —TR (oder f: K — C) gilt

/fdA:/fdA: / rf o Ta(r, @) d(r, o).
K K\N I, ' (K\N)

Die Notation deutet darauf hin, dass wir das letzte Integral beziiglich
des Lebesgue-MaBles auf (0,00) X (—m, ) integrieren.

2. Polarkoordinaten im IR3: In diesem Fall definieren wir II3 folgender-
maflen: Seien

™
Q = (0,00) X (=, 7) x <_2,2)
und
—t
N = 0 ’tZO,zE]R
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Setze

7 COS Y COS Y
Iy : Q—=R’\N : (r,0,9) = | rsinpcos

rsiny

Hier ist die Jacobi-Matrix der Ableitung gegeben durch

COS P COS Yy —T SN Yo CoS Yy —T COS Y Sin Yy
DII3(ro, w0, %0) = | sinpgcosthy 79 cos@ycostyy  —Tosin @q sin g

sin ¥y 0 ro COS Yg

und fir deren Determinante erhilt man

det DIT3(ro, ¢o, tho) = 7§ cos .

Diese ist im angegebenen Bereich nirgends 0, daher ist I3 lokal inver-
tierbar. Auf dem angegebenen Bereich rechnet man leicht die Injek-
tivitdt von Il3 aus, damit hat man die Umkehrbarkeit und schliefllich
die Surjektivitat auf die angegebene Menge. Entsprechend der oben
angegebenen Formel kann man jetzt auch Integrale auf dem R? um-
schreiben in Integrale beziiglich der Polarkoordinaten.

Veranschaulicht werden die Polarkoordinaten im R? durch die Ko-
ordinaten auf der Erde. Ist » > 0 konstant hat man eine Kugel vor

T T

sich, festes 1) ergibt die Breitenkreise, wobei 1) € (=7, 7). Festes ¢
ergibt die Langengrade ¢ € (m, —7). Auf der Kugel werden mit dieser
Wahl keine Orte auf 180sten Langengrad (Datumsgrenze) angegeben,
dafiir muss ¢ auch den Wert m oder —m annehmen koénnen, fiir die

Integration spielt dies jedoch keine Rolle.

. Polarkoordinaten im allgemeinen Fall: Wir wollen nun Polarkoordi-

naten auf dem IR” einfiihren. Dazu nehmen wir an, dass wir Polarko-
ordinaten

M,_; : (0,00) X (—7,7) x (—g, g)H — R

mit R™"™! \ II,_1((0,00) x (—m,m) x (=%,%)""?) ist Nullmenge auf

dem R™!, bereits kennen. Im allgemeinen Fall definieren wir Polar-
koordinaten rekursiv, d. h. wir betrachten IR"~! als Teilmenge von R™
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und setzen

I, : (0,00) X (—m,m) % ( g
IL,(r @1,y Pn—1) (

Damit ergibt sich die Jacobi-Matrix zu

r,o1,... 7S0n—2) COS Pn—1

rsin ®n—1

DIL, (7,1, -y on_1)

DIL, 1(r, 01, @n_2)cos@n_1 —I,_1(r,01,..., Pn_2)sine, 1

sinp,—1 0 ... 0 T COS Pp—1

Durch vollstandige Induktion (Aufgabe!) zeigt man

|det DIL, (7, @1, ..., @n-1)| = 1"~ 1Hcosj L.

IT,, ist injektiv und surjektiv auf R™ \ N, dabei ist N die oben ge-
nannten Nullmenge.

13.3 Der Satz von Fubini

Der Satz von Fubini macht eine sehr wichtige theoretische Aussage fiir Integrale
auf Mafiraumen, welche Produkte von anderen Mafirdumen sind. Wir beschranken
uns auf den Fall, dass beide Raume Teilmengen eines euklidischen Raumes sind.
Wir beginnen mit einem wichtigen Satz iiber parameterabhéngige Integrale.
Im Folgenden sei (X, d) ein vollstédndiger, metrischer Raum, (€2, 2, ) ein MaB-
raum und f : X x 2 — R sei eine Abbildung. Fir jedes x € X | y € () setzen
wir die Funktionen

fo: Q—=R:y— f(zr,y) und fY: X > R:z— f(z,y).

Fiir jedes z € X sei f, integrierbar. Wir definieren eine Funktion

F:X—>]R:mr—>/fxdu.
Q

Unter diesen Voraussetzungen gilt der folgende Satz.
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Satz 13.3.1 (Stetigkeit der bzgl. einer Variablen integrierten
Funktion)

Ist fir jedes y € Q\ N, wobei N eine Nullmenge ist, die Funktion fY :
X — R stetig und gibt es eine integrierbare Funktion g : Q — R mit

|fe()| < g(y) fiir alle x (fii).

Dann ist F stetig.

Beweis. Wir nutzen das Folgenkriterium aus Satz 4.2.6. Sei xy € X und {z, },en
eine Folge mit lim,, ., x,, = x(. Setze fiir n € Ny

Q= R:y— f (y).
Dann ist fiir alle y € Q\ NV
Jm f,(y) = lim fo (y) = lim f(zn,y) = f(20,),

da f¥ stetig dort ist. Weiterhin ist | f,| < ¢ (fi). Damit konnen wir den Satz von
der dominierten Konvergenz (Satz 12.7.5) anwenden und erhalten

,}grgo/fndu:/fodu
0 Q
oder anders formuliert

n—o0

lim, [ f(wn, ) dpe = [ o) dp

Dies heifit aber F(zq) = lim,,_,o F'(x,). O

Dieser Satz hat eine Vielzahl von Anwendungen, auf die wir in den Ubungen
genauer eingehen werden.

Ein entsprechender Satz gilt auch fiir die Differenzierbarkeit von F', wenn f
entsprechend differenzierbar ist. Wir formulieren den Satz und verschieben den
Beweis auf die Ubungen.

Satz 13.3.2 (Partiale Integration und stetige partielle Differen-
zierbarkeit)

Sei X C R"™ offen. Sei N eine Nullmenge und fir jedes y € Q\ N die
Funktion fY : X — R stetig partiell nach x; differenzierbar und gibt es
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eine integrierbare Funktion g : 2 — R mit

0

%f)((y)

< g(y) fir alle x (fi).

Dann ist F stetig partiell nach x; differenzierbar und es gilt

0
aZL‘Z‘

F(x) = [ D fdp.
Q

Wir kommen nun zum Satz von Fubini, dem entscheidenden Hilfsmittel, um
mehrfache Integrale durch eine Folge von eindimensionalen Integrationen zu be-
rechnen.

Satz 13.3.3 (Fubini)
Es seiten X C IR™, Y C R™ messbare Mengen. Dann ist X xY C IR" x R™
messbar. Fiir eine integrierbare Funktion f : X xY — R gilt:

1. Es gibt eine Nullmenge N CY, so dass firy € Y \ N die Funktion
fy : X = R (Bezeichnung wie oben) integrierbar tiber X ist.

2. Wir setzen firy € Y die Funktion F(y) fest durch die Definition:

S fydr,  firy ¢ N
X

0 firye N

F(y) =

Dann ist F auf'Y integrierbar und es gilt

Y/FdAm: / F .

XxY

. J

Bevor wir zum eigentlichen Beweis kommen, beweisen wir zwei Lemmata, von
denen das erste schon wesentliche Erkenntnisse enthélt.

Lemma 13.3.4 (Nullmengen in Produktridumen)
Zu jeder Nullmenge Z C X XY gibt es eine Nullmenge N C Y, so dass

firy ¢ N gilt
Zy:{XEX‘(x,y)EZ}

ist eine Nullmenge in X.

Beweis. Sei {€;}en eine Folge positiver Zahlen ¢; — 0 mit j — oo gegeben, dann
gibt es eine Uberdeckung von Z mit Quadern Q7, k € IN mit >, AMQ7) < &5
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Jeder Quader Qi hat die Form
L= 01 x Q.

Offenkundig ist es nicht klar, dass die Lebesgue-Mafle in X bzw. Y dieser Menge
klein sein missen, denn wir betrachten ja Produkte. Wie kommen wir nun dazu,
dass bis auf eine Nullmenge die Menge Z, eine Nullmenge ist (dass hier die
Formulierung mit der Nullmenge N in der angefithrten Weise notig ist, beweist
bereits die Nullmenge @ x R in R?). Seiy € Y. Setze f(y) = A% (Zy). Dann ist
f:Y = Re, f>0. Fir jedes j € IN gilt

Xz, < keZ]NXQﬁij"m (¥), (13.1)

denn xz,(x) € {0,1} und xz, (x) = 1 impliziert, dass (x,y) € Z, dann ist aber
(x,y) € Qi fiir ein k und XgXi (X)XQkY,j (y) = 1, also folgt die Abschéatzung (13.1).
Die Funktion & = inf;en Ypen An(Qp )XQZ,J' ist messbar (als Infimum messbarer
Funktionen), f < h und fir j € IN gilt

h(y) < 3 Xgra (@),

kelN

Dann ist (monotone Konvergenz)

kelN kelN

[har < ¥ M@E)n(@) = S M@ <<
Y
Daraus folgt die Integrierbarkeit von h. Da dies fiir jedes €; > 0 gilt, folgt

/hd/\m:().
Y

Also ist h =0 (f#). Dann ist f =0 (fi). Sei N die Menge der y mit A\(Zy) # 0.
Dann ist fiir y € Y\ N der Wert \*(Zy) = 0. Damit ist die Aussage gezeigt. [

Lemma 13.3.5 (Produkte, Algebren und Mafle)

Seien B"T™ die Borel-Algebra auf R™™ und B" bzw. B™ die Borel-
Algebren auf R™ bzw. auf R™, entsprechend seien \pim, A, Am das Borel-
Lebesguesche Maf bzw. das Lebesque-Maf auf R™™™ R"™ bzw. R™. Dann
qgilt

1. B = g (B x B™). L x L™ # LT

2. Ist A C R™ x R™ B-messbar, so sind fir alle x € R"™ bzw. alle
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y € R™ die Mengen

Ax:{yell{m‘(x,y)EA}, Ay:{XE]R"

(x.y) € 4}
Borel-messbar.
3. Die Funktionen x — A\, (Ax) bzw. y — A\, (Ay) sind messbar und

4. v(A) = ]an Am(Ax) AN, bzw. u(A) = [ A\ (AY) dN, sind Mafe auf

]RnL
R x R™ und es gilt
At =V = L.

Beweis. 1. Klar ist B™ x 8™ C B""™. Um zu zeigen, dass B" ™ C o(B" x
B™), reicht es zu zeigen, dass halboffene Intervalle I = I, x I, in R**™
als Produkte von halboffenen Intervallen I,, C R"™, I,, C IR™ geschrieben
werden kénnen und dass o(€) = B in jeder Dimension gilt. Die zweite
Aussage ist einfach zu sehen: Ist X C IR" nicht messbar, Y € £, A, (Y) =
0,s0ist L7 > X xY & L™ x L™,

2. Wir betrachten die Menge 2 = {A CR"™ | Vy: AY € 8”} aller Teilmen-

gen von R"™™™ so dass fir alle y € R™ gilt AY € £". Darin sind alle
halboffenen Intervalle in IR"*™ enthalten. Man pruft leicht nach, dass 2
eine o-Algebra ist und damit ist 2 D B+™,

3. Wir betrachten alle Mengen R € L™ x L™, so dass fiir R die Aussagen aus
Teil 3 des Lemmas gelten und dariiber hinaus mit den Maflen v, u, die im
Teil 4 definiert werden, gilt

/ V(R dp = / u(RY)dw.

X Y

Die Menge aller solchen Mengen R bezeichnen wir mit F. Im ersten Schritt
iiberlegen wir, dass jedes Produkt R=Ax Bund ACIR", BCR™, A, B
L™~ (bzw. L™-messbar) in F ist. Dies ist aber elementar.

Der zweite Schritt besteht darin, dass endliche Vereinigungen von solchen
Produkten in F sind. Dies ist aber ebenfalls elementar.

Nun betrachten wir aufsteigende Ketten {R;}jen in F mit R; C Rj4q
und R = Ujen R;. Dann ist x +— v((R;)x) messbar und damit auch das
Supremum. Gleiches gilt fiir . Die Gleichheit der Integrale ist wiederum
unmittelbar einsichtig. Gleiches gilt fiir absteigende Ketten.

Nun iiberlegt man sich noch: Ist A eine Algebra, dann ist o(.A4) aus allen
Vereinigungen aufsteigender und Schnitten absteigender Ketten in A.
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4. Wir zeigen nur einen Fall, die anderen gehen daraus durch Abschreiben
hervor: zunéchst ist v ein Mafl, wir miissen nur die o-Additivitit zeigen.
Seien {Xj}rew eine disjunkte Folge von messbaren Mengen Mengen mit
X = U, X in R™™ g0 ist fiir jedes x € R™ die Menge

X = U (Xi)x

kEIN
und damit

V(X)) = / A (X) s

R

= /\m(LkJ(Xk)X) dA,

= [ (X)) an,

R F

= > / Am ((X%)x) d\,, monotone Konvergenz
k R”

k

AuBerdem ist v translationsinvariant, denn mit R"*™ > a = a,, +a,,, a,, €
R™, a,, € R" gilt

V(X +a) = / Am((X + a)x) dAs
— / A (X + Am)xea,) A

= / A (X 4 a,,)x) A\, Transformationsformel

Rn
— / Ao (X ) AN
]Rn

= v(X).
Da v(W;) =1list v = A\ O
Beweis des Satzes 13.3.3. Sei f: X xY — IR integrierbar.
Aufgrund des Beweises des Satzes 13.1.9 gibt es eine Folge von Treppenfunk-
tionen (g, so dass auflerhalb einer Nullmenge diese Treppenfunktion punktweise

gegen [ konvergieren mit 372, |[prr1 — prli < oo. Aufgrund des vorherigen
Lemmas gibt es eine Nullmenge N; C Y, so dass fir y € Y \ N; die Folge

{or(,¥) b rew
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punktweise (fi) als Funktion von x gegen f(-,y) konvergiert. Setze firy € Y\ V;
9v¥) = [Iora(,y) = el ¥l dAx.
X

An dieser Stelle wollen wir schlieflen

/ g Dy = / lorrr — o Dxey, (13.2)
Y

XxXY

denn der zuletzt genannte Ausdruck kann durch ||¢r1—k|[1 abgeschitzt werden.
Warum gilt die erste Gleichheit?

Treppenfunktionen sind Linearkombinationen charakteristischer Funktionen.
Deshalb reicht es diese Gleichung (13.2) fiir charakteristische Funktionen zu be-
weisen, dann gilt wegen Teil 4 des vorigen Lemmas

/ i A = / YK d)\XXy:/)\m(Kx) d)\n:/(/XKx d)\m) dA,..
X

XxY XxY X \Y

Also ist, da g durch Treppenfunktionen approximiert werden kann,

/gk(y') dA\, = / lok+1 — @il dAAxxy < |lok+1 — il
% Xxy

Damit konvergiert die Reihe
> [ g an
k=13

Die Folge der Partialsummen ist monoton steigend und die Integrale sind be-
schrankt, daher ist
Z 9k

kelN

integrierbar auf Y. Insbesondere gibt es eine Nullmenge Ny mit Y, gx(y) < 00
fir y ¢ Na. Sei N = Ny U N,. Die Folge der {¢k(-,¥)}ren ist fir y ¢ N eine
Cauchyfolge in L'(X). Nach dem Satz von Riesz-Fischer (Satz 13.1.9) konvergiert
diese gegen eine Funktion h auf X. Dann gilt f = h (fi). Insbesondere ist f(-,y)
integrierbar. Damit ist fur y ¢ N eine Funktion

Fly) = [ fix,y) dx
X
definiert, die gleichzeitig als Grenzwert

Fly) = lim [ ge(xy) dx
X
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geschrieben werden kann.

Damit haben wir punktweise Konvergenz der Funktionen
) = [ erlxy) dx
X
gegen F'. Weiterhin ist die Reihe

S NP1 — Billa

k=1

konvergent.

Damit ist die Folge {®} }rew eine L!'-Cauchyfolge und konvergiert punktweise
fast tiberall gegen eine integrierbare Funktion auf Y. Diese stimmt nach dem
zuvor Gesagtem mit F' lberein, F' ist daher integrierbar und wir erhalten die
folgende Gleichung:

k—o0

/F A\, = lim /(Dk A,
Y Y

—lim [ o dhun

k—o0
X XY

_ / £ dyim. 0

XxXY



Kapitel 14

Flachen im R"

In diesem Kapitel definieren wir k-dimensionale Flachen im IR", Volumina von
solchen Flachen und bestimmen Integrale auf den Flachen. Wir definieren
Tangential- und Normalenrdaume und sprechen tiber Kompakta mit glattem
Rand.
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14.1 Orientierung und Flachen

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff einer k-dimensionalen Flache oder
einer k-Untermannigfaltigkeit des IR”. Es ware natiirlich auch iiber Mannigfaltig-
keiten als abstrakte Objekte zu sprechen, denn vieles von dem, was hier gesagt
wird, bleibt im allgemeineren Kontext richtig. Wir wollen aber, auch aus Zeit-
griinden, auf diese Form der Allgemeinheit verzichten.

Wir beginnen mit einem Begriff, der zwar anschaulich ist, dessen prizise ma-
thematische Fassung jedoch einen Teil der Anschaulichkeit aufgibt. Er soll uns
helfen den Unterschied zwischen dem Mobiusband und einem Zylindermantel zu
verstehen.

Definition 14.1.1 (Basis)
Sei X ein reeller linearer Raum.

1. Eine Teilmenge U C X heifit linear unabhéngig, falls fiir jede end-
liche Teilmenge {uy,...,u.} C U und Koeffizienten A,...,\, € R

81
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qilt
Z)\juj:O = VjE{l,...,T} 2)\j:0.

j=1

2. Eine Teilmenge V. C X heift erzeugend, falls fiir alle x € X ei-
ne endliche Teilmenge {v,...,vuw,)} = Vo C V und Koeffizienten
A1 ..., Ay, existieren, so dass

#(Va)
xr = Z )\j’Uj.
7j=1

3. Ist B C X linear unabhdingig und erzeugend, so nennen wir B eine
Basis von X.

Satz 14.1.2 (Maéichtigkeit von Basen)

1. Jeder reelle lineare Raum X besitzt eine Basis.

2. Je zwei Basen von X sind gleichmdachtig.

Beweis. 1. Folgt aus dem Lemma von Zorn.

2. Austauschsatz, vgl. Lineare Algebra. m

Definition 14.1.3 (Dimension)
Die Mdchtigkeit #(B) nennen wir die Dimension von X wund schreiben
dim(X) = #(B). Ist dim X < oo, so nennen wir X endlich dimensional.

Satz 14.1.4 (R")
Ist dim X =n € N, so ist X isomorph zu R".

Definition 14.1.5 (geordnete Basis)

Ist dim X =n € IN und sei B eine Basis von X. Es seie: {l,...,n} - B
eine Bijektion, dann nennen wir das Paar (B, e) eine geordnete Basis. Wir
schreiben e; = e(1).
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Definition 14.1.6 (Prihilbertraum)

1. Sei (X, - |lx) ein reeller, normierter, linearer Raum. Gibt es ein
Skalarprodukt (-,-)x mit

N

2l = (G, 2)x)*
dann nennen wir das Triple (X, | - ||x, (-,-)x) einen Prdhilbertraum.

2. Mit dx(z,y) = ||x —y||x bezeichnen wir die von der Norm induzierte
Metrik. Ist der metrische Raum (X,dx) vollstindig, so nennen wir
(X, || - |lx) einen Banachraum.

3. Ist der metrische Raum (X,dx) wvollstindig, so bezeichnen wir den
Prihilbertraum (X, | - ||x, (-,,")x) als Hilbertraum.

Satz 14.1.7 (Gram-Schmidt)

Sei X ein Prahilbertraum, £ linear unabhdngig und héochstens abzdhlbar und
sei fir S C N e: S — & eine Abzihlung (S = IN oder S = {1,...,n} fir
einn € IN). Setze induktiv

1

= 61
llew]lx

€1

und

m

- 1 -
Cn+1 = (€n+1 - Z<€j7 €n+1>X) .

lens1 — 201 (€5s ens1) |l x j=1

Dann ist {€;};en ein Orthonormalsystem.

Definition 14.1.8 (Aquivalenz von geordneten Basen)
Wir nennen zwei Basen By = {ei,...,el} und By = {€3,...,€2} dquiva-
lent, wenn die Determinante der linearen Abbildung L mit gibt mit

Ley =¢} firk=1,...n

positiv 1st.
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Lemma 14.1.9 (Aquivalenzrelation zu geordneten Basen)

1. Die in Definition 14.1.8 angegebene Relation ist eine Aquivalenzrela-
tion.

2. Zwei Basen sind genau dann dquivalent, wenn gilt
sgn det ((e} . .e;)) = sgn det ((e% . .ei)) .

3. Die Menge der Basen besteht aus genau zwei Klassen, die durch das
Vorzeichen der Determinante aus dem vorherigen Teil unterschieden
werden.

Beweis. 1. Reflexivitdt und Symmetrie sieht man sofort, die Transitivitat er-
hélt man durch Hintereinanderausfiithrung der entsprechenden Abbildun-
gen.

2. Folgt aus der Formel det(AB) = det(A) det(B).

3. Folgt aus dem zweiten Schritt. O

Definition 14.1.10 (Orientierung)

1. Die Aquivalenzklasse, fiir die det(e; ... e,) > 0 ist, nennt man po-
sitiv.

2. Wir nennen eine solche Klasse Orientierung.

3. Das Paar (R™,[{e1,...,e,}]) heifft orientierter Raum, ist die angege-
bene Klasse positiv, so sprechen wir vom positiv orientierten Raum.

Definition 14.1.11 (Untermannigfaltigkeit)

Eine Teilmenge M C IR™ heifft Untermannigfaltigkeit der Klasse C*® der
Dimension k < n, falls es zu jedem xq € M eine offene Menge U C IR™ mit
1o € U und eine s-fach stetig differenzierbare Abbildung £ : R® — IR**
gibt mit

1. MﬂU:{XEU’f(x):O} und

2. Dyf(x0) hat mazimalen Rang, d.h. Rang n — k.

Bine Untermannigfaltigkeit ohne Spezifizierung meint eine der Klasse C*.
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Beispiel 14.1.12 (Unterraum und Sphére)

1. Ein linearer Unterraum H der Dimension k ist eine Untermannigfal-
tigkeit der Klasse C* fiir jedes s € IN. Wir wahlen eine Orthonormal-
basis ey, ..., e, von H und erginzen diese durch e, ..., e, zu einer
Orthonormalbasis des IR™. Dann ist die Abbildung

fi
fx)=| :
f n—k
mit
fi(x) = (X, €xy;)
eine Abbildung, die beliebig oft differenzierbar ist auf U = R" und

mit f(x) = 0 genau dann, wenn x € H. Fir xg € H ist Dy f; = d;5.
Diese Matrix hat Rang n — k.

2. Sie Sphire $"! = {X eR” ’ Ix||2 = 1} ist eine Untermannigfaltig-

keit der Dimension n — 1, denn

Fx) = [Ix[l5 -1

ist beliebig oft differenzierbar und f(x) = 0 genau dann, wenn x €
S$"L Fiir xg € $"7! ist Df(xg) = 2(xo, -), dies hat natiirlich vollen
Rang 1.

Zum Rechnen auf Untermannigfaltigkeiten der Dimension &£ wiirde man diese
gerne, entsprechend unseren Betrachtungen bei Kurven, durch k£ Parameter be-
schreiben, d.h. man moéchte gerne Abbildungen g : R¥ — IR™ finden, so dass das
Bild gerade die gegebene Untermannigfaltigkeit ist. Schon am Beispiel der Sphéare
$2 in IR? erkennt man, dass es im Allgemeinen keinen keine bijektive bistetige Ab-
bildung einer offenen Teilmenge IR? D U — $? geben kann. ($? ist kompakt, das
Urbild ebenso, als Teilmenge des metrischen Raumes $? ist $2 auch offen, dann
gilt das auch fir das Urbild, also ist das Urbild eine offene und abgeschlossene
Teilmenge des IR?, also () oder IR?, Ersteres ist nicht gleichméchtig zu $2, Letzte-
res nicht kompakt. Also muss man sich mit weniger zufrieden geben.) Genaueres
geben die nachsten Satze.
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Satz 14.1.13 (Untermannigfaltigkeit als Graph)

Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des IR™. Dann gibt es zu
jedem xo € M einen k-dimensionalen Unterraum RF, einen entsprechenden
Raum R™* und offene Teilmengen U; C RF bzw. Uy € R™* und eine
stetig differenzierbare Abbildung g : Uy — R™ %, so dass M N (xo + U; X

Us) = {(mg(u)) ‘ u e Ul}.

\. J

Beweis. Sei xg € M, xo € U C R* und f : U — R™ " wie in der Definition
verlangt. Dann ist ker Df (x¢) ein k-dimensionaler Unterraum des R"™, den wir als
IR¥ bezeichnen. OBdA nehmen wir an, dass xo = 0.

Sei R"* das orthogonale Komplement zu IR¥ = ker Df(0). Wihle U; C RF C
R” offen (in R¥), so dass U; kompakt und U; C U ist. Wahle ferner Uy C R"*
offen mit U; x Uy C U. (Eine solche Wahl ist moglich.) Schreibe u fir die Variable
in R*, v fiir die Variable in IR"*. Setze fiir u € U; und v € U,

F(u,v) =f(u+v).

Dann ist
F(0,0) = f(0)=0

und

D,F(0,0) : R"* — R"*
regulédr, denn wegen
D,f(0) = (D,F(0,0) DyF(0,0)) = (0 DyF(0,0))
ist
rang Dy f(0) = rang DyF(0,0).

Der Satz iiber implizite Funktionen 9.2.2, 9.2.4 garantiert die Existenz einer C*-
Funktion g : U; — Us mit

F(u,g(u)) =0,
wobei die Umgebungen eventuell nochmals verkleinert werden. Dies bedeutet,
dass f(u+ v) = F(u,v) = 0 genau dann, wenn v = g(u). O

Beispiel 14.1.14 (Sphéire als Untermannigfaltigkeit)

Wir betrachten die Sphire $? C R? und darin den Punkt (0,0,1). Durch
z = +/1 — 22 — y? erhalten wir eine Parametrisierung einer Umgebung von
(0,0,1), ja sogar von der oberen Halbkugel. Durch entsprechende weitere
Parametrisierungen von weiteren Halbkugeln erhalten wir schliefSlich eine
Uberdeckung der gesamten Sphire $2.
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Satz 14.1.15 (Satz vom lokalen Geradebiegen)
Es sei R, = {XE]R” ‘ Tht1 :0,...,xn:0} und M C IR™. Dann ist M

genau dann eine k-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu je-
dem xog € M eine Umgebung U von Xq gibt und einen C*-Diffeomorphismus
F:U—>V,0+# RnV, V C R" offen, so dass F(U) C V und
FUNM)=R,NV.

Abbildung 14.1: Geradebiegen von Untermannigfaltigkeiten

Beweis. Nach dem vorigen Satz konnen wir M N U als Graph einer Abbildung
g: U — Uy, U c RF U, c R auffassen. Setze fiir U C U; x U, und
uc RFveR" mit (u,v) eU
F(u7 V) = (ua A\ g(ll))
F hat die gewiinschten Eigenschaften.
Die Umkehrung ist auch fast offensichtlich, denn hat F die angegebene Form,

so ist die Nullstellenmenge von Fj,; = 0,..., F, = 0 lokal gerade M. DF(xg)
hat vollen Rang, denn F' ist ein Diffeomorphismus, damit hat auch

Dx(Fk+l7 R Fn)T(XO)

den Rang n — k und damit ist auch die Rangbedingung erfiillt und M ist eine
Untermannigfaltigkeit. O]



38

KAPITEL 14. FLACHEN

Definition 14.1.16 (Orientierbare Untermannigfaltigkeit)

Sind im letzten Satz alle Riume positiv orientiert und ist sgn det DF(xg)
(als Funktion von xq) konstant, so heifit die Untermannigfaltigkeit orien-
tierbar.

Beispiel 14.1.17 (Untermannigfaltigkeiten normierter Ré&ume,
Nichtorientierbarkeit)

1. Wir betrachten den Raum L(IR") der linearen Selbstabbildungen des
IR™ mit der Norm

2 0zqmey = sup { I1Lxlme | Il = 1}

In diesem Raum sei

M= {L € L(R")

0 ist algebraisch einfacher Eigenwert von L} .

Dann ist M eine Untermannigfaltigkeit von L(IR"™) der Dimension
n? — 1.

Dies kann man wie folgt einsehen: Die Eigenwerte hdngen stetig von
L ab (fir Matrizen ist das charakteristische Polynom eine stetige
Funktion von L, die Nullstellen hdngen stetig vom Polynom ab). Sei
Lo € M. Dann gibt es zu € > 0 ein § > 0, so dass ||L — Lol|prn) < 0
impliziert, dass L genau einen algebraische einfachen Eigenwert o
vom Betrag |o| < € hat und alle anderen Eigenwerte von L einen Be-

trag > 2¢ haben. Dann ist M N B.(Lg) = {L € B-(Lo) ' det(L) = 0}.
Daher ist M eine Untermannigfaltigkeit von L(IR™).
2. SO(3) ist eine Untermannigfaltigkeit von L(IR*) der Dimension 6 der

Klasse C* fiir jedes s. Diese Untermannigfaltigkeit ist nicht orientier-
bar. Eine Begriindung werden wir spater erarbeiten.

Definition 14.1.18 (Immersion)
Ist X C RF offen und ¢ : X — R™ eine Abbildung mit

rang Dy (x) =k Vx € X,

so nennt man 1 eine Immersion.

Die Rangbedingung kann nattirlich nur erfiillt sein, wenn n > k ist.



14.1. ORIENTIERUNG UND FLACHEN 89

Definition 14.1.19 (HomG6omorphie metrischer Rdume)

Sind (X,d), (Y,d) metrische Riume, U C X und V C Y heiflen ho-
moomorph, wenn es eine stetige Bijektion T : (U,d) — (V,d') gibt, deren
Umkehrung ebenfalls stetig ist.

Satz 14.1.20 (Bilder von Immersionen als lokale Untermannigfal-
tigkeiten)

Es sei X C R* offen und ¢ : X — R™ eine Immersion der Klasse C*.
Dann gibt es zu jedem xo € X eine offene Umgebung U C X, so dass ¥(U)
eine Untermannigfaltigkeit der Dimension k und der Klasse C* ist.

Beweis. Der Umkehrsatz garantiert uns die Existenz von Umgebungen U C X
von xo und V' C RF C IR" von 9(Xg), so dass (nach geeigneter Nummerierung
der Koordinaten)

(wl,...,wk):U%V

ein C*-Diffeomorphismus ist. Setze

wl(xl,...,xk)

Ti,...,@

VU xR 5 R (21,...,2,) — vel(m )
Tht1 + Vg1 (21, ..., Tp)

Tn +77Z}n(x17 e ,Ik)

DW(xp) ist reguldar und damit umkehrbar, d.h. ¥ ist ein C*-Diffeomorphismus
und U(U x 0) = ¢(U) und mit F = U1 auf einer Umgebung W von (xg) ist

F(U(U)NW) c U x {0} c F(W)NTRF.

Damit ist ¢)(U) eine Untermannigfaltigkeit nach dem Satz vom lokalen Gerade-
biegen, Satz 14.1.15. O]

Satz 14.1.21 (Parameterdarstellung)

Eine Teilmenge M C R"™ ist genau dann eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit der Klasse C* des R™, wenn es zu jedem xo € M eine offene
Menge V C (M, ds) und eine offene Menge U C RF und eine C*-Immersion
Yy U — RR"™ gibt, die ein Homoomorphismus U — V' ist.
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Beweis. Ist M eine k-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit in R", so konnen
wir zu xg € M eine Umgebung xo € W C R"™ nach Satz 14.1.15 vom lokalen
Geradebiegen und einen Diffeomorphismus ¥ : W — Z C IR¥ x IR"* finden, so
dass U(W N M) = ZNRF. Dann ist

=0, v MW —=U=2ZnR"

ein Homdomorphismus und (V%)= : U — M NW = V ein Homdomorphismus,
ja sogar eine stetig differenzierbare Abbildung, wobei der Rang der Ableitung in
jedem Punkt nattirlich hochstens £ ist. Sind p; die Komponentenfunktionen von
U1 50 ist firyo € V

on.
D\D—l(y0> — < %(y0)> .
Ym j=1,...,n, m=1,...n

...........

Dann ist (‘I’k)_l = (p1|vk, ce 7Pn\vk> und

R s I

...........

Dies sind genau die ersten k Spalten der Matrix D¥~!(yg). Diese sind natiirlich
linear unabhéngig, ansonsten kénnte D! nicht vollen Rang haben.

Die Umkehrung ist gerade der letzte Satz. O]

Definition 14.1.22 (Karte)
Ein Paar (U,¢y) aus Satz 14.1.21 heifst Karte. Wir bezeichnen 1y (U) als
Kartengebiet der Karte (U, ¢y ).

Bemerkung 14.1.23 (Verkleinern von Karten)
Ist (U,1y) eine Karte und U C U offen, so ist (U ’¢U\g) wiederum eine
Karte. Oft sagt man durch Verkleinern kann man erreichen, dass ... Damit
meint man genau den hier angesprochenen Vorgang.

Satz 14.1.24 (Kartenwechsel)

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C* des
R", seien ¢y : Uy — M, 1y : Uy :— M Karten mit 1 (Uy) N he(Us) # 0.
Dann st

Py by sy (101 (Un) N (Us)) = g (01 (Un) N o (Us))

ein Diffeomorphismus.
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s

(&

m

¥ (@1 (U)N2(Uz))

Abbildung 14.2: Kartenwechsel auf einer Mannigfaltigkeit

Beweis. Es folgt sofort aus den Definitionen, dass die Mengen ;(U;) offen sind,
dass deren Schnitt offen ist und damit auch v; (11 (Uy) N aba(Us)) fiir i = 1,2.
Weiterhin sind die Abbildungen ; Bijektionen und in beide Richtungen stetig,
damit folgt sofort, dass die angegebene Abbildung ein Homéomorphismus ist. Die
Eigenschaft eines Diffeomorphismus ist etwas schwerer zu beweisen, da wir nichts
iiber die Glattheitseigenschaften von ;' sagen kénnen, da diese Abbildung ja
nicht auf einer offenen Menge im Raum IR" definiert ist und daher Differenzier-
barkeitseigenschaften nicht definiert sind.

Dazu nutzen wir wiederum den Satz vom lokalen Geradebiegen, wie es Abbil-
dung 14.3 andeutet. Es sei xg € W C R™ offen, M N W C 11 (U;y) N2 (Us) und
F: W — Z C R x R"* ein Diffeomorphismus mit F(M N W) C R*. Dann ist

Ui(y)
Fr-MnW SRy
Ui (y)
eine Abbildung, so dass

Frfoq : U Ny (W) — RF
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differenzierbar ist und an der Stelle ¥; *(xo) den Rang k hat. Gleiches gilt fiir
FF oy : UynypgH(W) — RE.

Damit gibt es (Jl Cc U Ny " (W M) und V C RF, so dass die Abbildungen
F* 0 4); : U; — V Diffeomorphismen sind. Dann ist

Uy 'y = (FF o ahy) ™ (F* 0 1y)

ein Diffeomorphismus. R"— O

(" IRk

I
~—_1__

Abbildung 14.3: Ausnutzen des lokalen Geradebiegens

Definition 14.1.25 (Kartenwechseldiffeomorphismus)

Sind (U, vy), (V,1y) zwei Karten mit uberlappenden Kartengebieten. Den
Diffeomorphismus 1y = byt otby g (b (U) Napy (V) = 0y (b (U) N
Yy (V) nennen wir den Kartenwechseldiffeomorphismus.
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14.2 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Im Folgenden sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit im IR” und fiir
eine offene Menge U C IR” sei (U, 4y ) eine Karte. Wir definieren eine Matrix

O, Oy, | .
Gij(x):Zaxf(x)axj(x)J:l,...,k, j=1....,k

(=1

Unter Ausnutzung eines inneren Produktes lésst sich diese Matrix schreiben als
(man beachte, die auftretende partielle Ableitung ist ein Spaltenvektor)

Gifx) = (5 (). 55 (o).

Definition 14.2.1 (Gramsche Determinante)

Die Determinante det(G) der Matriz G, wie sie eben definiert wurde, wird
als Gramsche Determinante! bezeichnet. Ist es wesentlich bzgl. welcher Kar-
te (U,vy) diese Determinante definiert wurde, schreiben wir Gy, fir die
entsprechende Matriz und g(x) = det G(x).

Wir wollen zwei Fragen klaren:
1. Wie verhélt sich die Gramsche Determinante unter Kartenwechsel?

2. Kann man die Gramsche Determinante explizit berechnen?

Lemma 14.2.2 (Gramsche Determinante und Kartenwechsel)

Ist M eine k-dimensionale C°-Untermannigfaltigkeit des IR™ wund sind
(U, vy), (V,y) zwei Karten mit iberlappenden Kartengebieten, so gilt fir
xeUundy €V mit

Yu(x) = Yv(y),
dass

det(Gly, (x)) = (det(Deyy ) det(Gly, (y))

Beweis. Einsetzen in die Definition und nachrechnen! O]

! Jorgen Pedersen Gram (27.6.1850-29.4.1916) war ein déinischer Mathematiker, der u. a. in
der Versicherungswirtschaft arbeitete. Er war aktiv als Mitherausgeber einer dénischen Fach-
zeitschrift. Eine seine wesentlichen Arbeiten beschiftigte sich mit Gewinnmaximierung in der
Forstwirtschaft.
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Wir wollen nun fir 1 < k < n quadratische & x k-Untermatrizen einer n x k
Matrix auswédhlen. Am naheliegendsten ist eine Angabe von k Zeilen mit den
Nummern 1 <1; < iy < --- < i < n, die dann genau eine k x k Matrix ergeben.
Formal sei A eine n x n-Matrix, fiir einen Vektor i € IN* mit

1<ip<--- <y, <n

sei

Ai = Agy iy

die k x k-Matrix, die man durch Auswahl der Zeilen iy, . . ., iy erhélt. Das folgende
Lemma stammt aus der Linearen Algebra.

Lemma 14.2.3 (Determinante von Produkten nichtquadratischer
Matrizen)
Sind A, B n x k-Matrizen, so ist

det(ATB) = > det(A;) det(B;).

i€INk MAt 1<ii<ia<--<ip<n

Beweis. Siehe Lehrbiicher iiber Lineare Algebra oder auch Forster, [6]. O

Korollar 14.2.4 (Determinante von AT A)
Ist A eine n x k-Matrix, so ist

det(AT A) = 3 (det(A;))? > 0.

iEINk Mt 1<y <ig<--<ip<n

Beweis. Folgt sofort aus dem Lemma zuvor. O]

Korollar 14.2.5 (Gramsche Determinante, Berechnung)
Ist U C R* offen, M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von IR"
und (U, y) eine Karte, g : U — R die zugehorige Gramsche Determinante,

so gilt
g= > (det(Dyx))*.

iEINF Mt 1<iy <ig<--<ip<n

Beweis. Wir kénnen G schreiben als G = DT D). m
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Wir wollen nun Integrale iiber Untermannigfaltigkeiten definieren, d. h. sei M
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R™ und f : M — R eine Funktion.
Wir wollen ein Integral

A{de

erklaren. Dazu nutzen wir die Darstellung der Mannigfaltigkeit durch Karten
aus.

Definition 14.2.6 (Atlas)
Eine Familie A von Karten, deren Kartengebiete M diberdecken, wird als
Atlas bezeichnet.

Definition 14.2.7 (Integrierbar auf Untermannigfaltigkeiten)
Es sei A ein Atlas fir die Untermannigfaltigkeit M C IR™ und gy die einer
Karte (U, vy ) zugeordnete Gramsche Determinante.

Gilt fir jede Karte (U,vy) € A, dass die Funktion

fovvgu

auf U integrierbar ist, so nennen wir f lokal integrierbar. Wir schreiben

/ de:/fodz\/g_Ud)\k,
U

Py (U)

wobei S hier fir das Majf$ auf der Oberfldche steht, die Bezeichnung stammt
von lat. superficies (vgl. engl., franz.: surface).

Lemma 14.2.8 (Kartenunabhingigkeit des Integrales)
Haben zwei Karten gleiches Kartengebiet K, so ist

[Zde

unabhdngig von der Karte, die zur Definition herangezogen wird.

Beweis. Es seien (U, Yy), (V, ¢y ) Karten mit ¢y (U) = ¢y(V) und ¢yy : U -V
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der Kartenwechseldiffeomorphismus. Dann ist nach der Transformationsformel

/fol/Jv\/g_v dA\, = /f0¢v o Yyv/gv o Yuy |det(Dyyy )| dAy
i U

_ / f o u\/gu(det(Diyy)~2) [det(Douy)| dAy
U

:/fogbU\/g_Ud)\k. 0
U

Nun wollen wir die Integration auf der ganzen Mannigfaltigkeit definieren.
Dazu tiben wir einen Grundbegriff moderner Analysis, den wir spéter noch aus-
fithrlicher brauchen werden.

Definition 14.2.9 (Teilung der Eins)

Es sei M eine Untermannigfaltigkeit des R™, A sei ein Atlas. Es sei K
eine Klasse von Funktionen (z.B. C*>, LP, C). Dann heifit eine Men-
ge {0j}jes C K mit 0 < o; < 1 fir alle j eine der Uberdeckung
{u(U) Y v yea subordinierte IC-Teilung der Eins (engl. partition of uni-
ty), wenn

1. fir jedes j € J ein U € U ezistiert mit supp(c;) C ¢¥y(U) (Subordi-
nation ),

2. es fur jedes x € M hdochstens endlich viele 5 € J gibt mit x €
supp(o;) (lokale Endlichkeit) und

Y 0;(x) =1 (Teilung der Eins).

jeJ

(Man beachte, dass in der Summe fir jedes x € M hochstens endlich viele
Summanden ungleich 0 stehen,).

Bevor wir integrierbare Teilungen der Eins konstruieren, wollen wir noch ein
paar wichtige Begriffe definieren.

Definition 14.2.10 (Zweites Abzihlbarkeitsaxiom)

Wir sagen ein metrischer Raum genitigt dem zweiten Abzahlbarkeitsaxiom
(engl.: is second countable), falls es eine abzdihlbare Menge offener Men-
gen X;,7 € IN gibt, so dass fir jede offene Menge O und jedes x € O
mindestens ein j € J existiert mit v € X; C O.

Definition 14.2.11 (Lokal kompakt)
Ein metrischer Raum, heif$t lokal kompakt, wenn es zu jedem Punkt eine
offene Umgebung U gibt, so dass U kompakt ist.
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Lemma 14.2.12 (Offene Mengen von Untermannigfaltigkeiten)
Es sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

1. Dann ist eine Teilmenge V' C (M, dy) genau dann offen, wenn es eine
offene Menge U C R™ gibt, so dass V =M NU.

2. Fine Teilmenge K C M ist als Teilmenge des metrischen Raumes
(M,ds) genau dann kompakt, wenn sie als Teilmenge von (IR",ds)
kompakt ist.

Beweis. 1. Sei zunachst U C R"™ offen, V = M NU. Sei xqg € V C U. Dann
gibt es ein € > 0 mit B.(Xo) C U. Dann ist

M NU D M N B.(x¢) = BM%)(x,) = {x cM ‘ dy(x0, %) < e} .

Wir kommen zur Gegenrichtung, V' C (M, dy) sei offen, xo € V und €5 > 0
mit BM2)(x) C V. Dann ist BX4)(xg) C B.,(xp), letztere Menge ist
offen in IR”. Dann ist

U = U BEQ(XO) C ]R,n

xo€V

offen und
UNM= |J BM®)(x,) =V.

xo€eV

2. Ist K C M als Teilmenge von R"™ kompakt, so betrachten wir eine offene
Uberdeckung V von K mit Teilmengen V C M. Zu jeder dieser Mengen gibt
es eine Menge Uy C IR" offen mit UyNM = V. Dannist Y = {Uv Ve V}

eine offene Uberdeckung von K in IR™. Es gibt eine endliche Teiliiberdeckung
Uy,,1=1...r. Dann ist K C UJ;_; Vi. Die Umkehrung ist trivial. O

Satz 14.2.13 (Existenz der Teilung der Eins)
Es sei M eine Untermannigfaltigkeit des R".

1. (R™,dy) ist lokal kompakt.
2. (R",ds) geniigt dem zweiten Abzdihlbarkeitsaxiom.

3. Es gibt eine kompakte Ausschopfung von M, d. h. eine Folge {X;} e
von offenen Teilmengen des metrischen Raumes (M, ds) mit X; ist
kompakt, X; C Xj41 und

U X; =M.

JEN
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4. (M,dy) geniigt dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom und ist lokal kom-
pakt.

5. Zu jeder Uberdeckung von M mit Kartengebieten gibt es ein subordi-
nierte Teilung der Eins bestehend aus integrierbaren Treppenfunktio-
nen.

Beweis. 1. Ist x € R", so ist Bi(x) eine offene Umgebung und Bi(xq) ist

kompakt.

2. Wir betrachten die Menge

{Bp(Q)‘QEQ”,pGQ,p>O}.

Sei xg € R™, O C R" offen und xy € O. Setze

d = inf {HXO — vl

yeIR”\O}>O,

dann existiert q € Q" mit |[xo — qllz < ¢ und Q > p < ¢. Dann ist

2 2
Xp € Bp((]) C O.

. Wir beginnen mit einer offenen Menge X; in M, deren Abschluss kompakt

ist. Dies ist aufgrund der Definition einer Untermannigfaltigkeit moglich.
Die offenen Mengen aus dem zweiten Schritt iiberdecken R™, also insbeson-
dere auch M. Insbesondere definiert die Vereinigung der

U= {Mﬁ B,(q) ‘ qeQ",peQ, MnBy(q) ist kompakt in M}

eine abzahlbare, offene Uberdeckung von X;. Es gibt daraus eine endliche
Teiltiberdeckung von X;. Wir nehmen an, die Menge U sei abgezahlt.

Angenommen wir hétten X; = U, Uy, mit U, € U konstruiert. Sei r;,;
der kleinste Index, so dass

Tj+1
X] C U Uy,
k=1
Setze
Tj+1
XjJrl - U Uk
k=1

Die Folge X; hat die gewiinschten Eigenschaften.
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4. Dass M lokal kompakt ist, zeigt man wie eben, nur wahlt man abhangig
von x die Umgebung, so dass sie in U, wie es im Satz vom lokalen Gerade-
biegen auftritt, liegt. Das Argument von eben zeigt auch, dass das zweite
Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt ist.

5. Wir haben aus einer vorgegebenen Uberdeckung 1y (U) = Ky eine abzéhl-
bare Teiliiberdeckung {K}jen ausgewahlt. Wir konstruieren eine abzahl-
bare, lokal-endliche Verfeinerung dieser Uberdeckung. Setze X_; = Xy = 0
und

Wi =X\ Xj fir j = 1.
Dazu bemerken wir, dass fiir j > 3 gilt W; = X; 11 \ X;_» ist offen und hat
kompakten Abschluss. Die Vereinigung

Uwi=M
ieN
und jedes x € M liegt in hochstens 4 der Mengen W;. Wir wihlen aus der

Menge
Ri,j:WiﬂUj, ZZ3,]€]N

fir jedes X; \ X;_; eine endliche Teiliiberdeckung aus. Schliefllich wéhlen
wir aus den Mengen W; N X3 noch eine endliche Uberdeckung fiir X, aus.
Damit haben wir aus der Menge der R;; eine abzéhlbare, lokal-endliche
Verfeinerung der Uberdeckung U; ausgewihlt. Wir bezeichnen diese mit

{Riiem}

Setze

SDl - XR1
und induktiv
Phtt = Xpy o \(UE_, Ry

Jede dieser Funktionen ist messbar und eine Treppenfunktion mit kompak-
ten Trager. Offenkundig ist

> wix) =1 o

JEN

Definition 14.2.14 (Integrierbarkeit)

Fs sei0j,j € N eine einem Atlas subordinierte Teilung der Eins von inte-
grierbarer Treppenfunktionen. Eine lokal integrierbare Funktion f : M — R
ist integrierbar, wenn mit f = ft — f~ mindestens einer der Werte

;/mf*) ds,;/mf) ds
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endlich ist. Dabei ist zu beachten, dass die Funktionen p;f* Triger in
einem Kartengebiet einer Karte aus dem Atlas haben.

Satz 14.2.15 (Integrierbarkeit unabhingig von der Wahl des Atlas
und der Teilung der Eins)

Die Integrierbarkeit einer Funktion hdingt weder von der Wahl der Teilung
der Fins noch von der Wahl des Atlasses ab.

. J

Beweis. Sei oBdA f > 0. Seien ferner A4, A, zwei Atlanten und ;, ¢; jeweils
subordinierte integrierbare Teilungen der Eins. Sei A = A;UA,. Sei n; eine diesem
Atlas subordinierte Teilung der Eins. Dann ist f¢;n; auf jedem Kartengebiet zum
Atlas A integrierbar. Dann ist

M
Z Join;
i=1

monoton steigend in M und die Folge der Integrale konvergiert nach dem Satz
von der monotonen Konvergenz gegen > ;2 foin; = fn;. Gleiches gilt bei einer
Summation beziiglich j und damit sind die Integralwerte gleich. O]

Definition 14.2.16 (L?(M))
Ist eine Funktion integrierbar und sind beide Integrale

> [ @) a8, 3 [ (onr7) as
k ko m
endlich, so sagen wir die Funktion sei f € LY(M). Wir setzen
/dez/f*dS—/f*dS.
M M M
Wir fiihren eine Aquivalenzrelation ein f ~ g, falls

J1f=glas =0
M

und definieren wie zuvor L*(M).
Entsprechend definieren wir die Riume LP(M) firp € [1,00).

Satz 14.2.17 (Kartenunabhingigkeit des Integrales)

Der Wert des Integrals hangt nicht von der Teilung der Eins und nicht von
den gewdhlten Karten ab. Insbesondere ist die Definition der Raume LP (M)
unabhdangig von diesen Wahlen.
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Beweis. Wie Beweis von Satz 14.2.15. ]

Definition 14.2.18 (Messbarkeit)

Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™. FEine Teil-
menge A C M heifst messbar, wenn x4 integrierbar ist. Fiir messbare
Mengen ist das Volumen von A definiert durch

vol(A) = [Ixall-

Definition 14.2.19 (Integrierbarkeit auf messbaren Teilmengen)
Es sei A eine messbare Teilmenge einer k-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit. Eine Funktion f : A — IR heiffit integrierbar, wenn die triviale
Fortsetzung definiert durch

_ X rx e A
)= ) T firxe

0, sonst

integrierbar ist.

Korollar 14.2.20 (Integrierbarkeit stetiger Funktionen auf Kom-
pakta)

Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, A C M kompakt und
f:A— TR stetig, so ist f auf A integrierbar.

\. J

Beweis. Hat man einen Atlas A auf M und eine subordinierte integrierbare Tei-
lung der Eins, so gibt fiir jedes x € A nur endlich viele j mit x € supp ¢;. Dann
gibt es aber nur endlich viele j mit supp ¢; N A # (). Damit ist

~ N ~
f=>wf
j=1

Da supp( fgoj) in einem Kartengebiet liegt, ist es integrierbar, denn f o ;" \/7u
ist auf 1 (A) stetig und damit integrierbar. O
14.3 Tangentialraume
In diesem Abschnitt wollen wir Tangentialvektoren an Untermannigfaltigkeiten
definieren und damit einen ersten Schritt auf unserem Weg zur Integration von

Differentialformen gehen. Gleichzeitig vertiefen wir das Verstdndnis der Umge-
bung eines Punktes in einer Untermannigfaltigkeit.



102 KAPITEL 14. FLACHEN

Definition 14.3.1 (Kurve)

Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"™. Eine C*-
Kurve 7y : (—a,a) — R"™ mit y((—a,a)) C M heifst Kurve auf M durch
Xp = ’}/(0)

Definition 14.3.2 (Tangentialvektor)

1. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des IR™. Fin
Vektor v € R"™ heifst Tangentialvektor an M im Punkt xo, wenn
es eine Kurve v auf M durch xq gibt mit

7(0) =v.

2. Die Menge der Tangentialvektoren im Punkt xo € M wird als Tan-
gentialraum an M im Punkt x bezeichnet, wir schreiben dafir Ty, M .

Der Tangentialraum ist ein Untervektorraum von IR"™ und erbt von diesem ein
Skalarprodukt und eine Norm.

Satz 14.3.3 (Tangentialraum)
Es set M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™, xq € M.
Ferner sei (U,vy) eine Karte mit 0 € U, ¥y (0) = xo € Yy (U).

1. Der Tangentialraum Ty M ist ein k-dimensionaler linearer Unter-
raum von R™.

2. FEine Basis dieses Raumes ist gegeben durch

.....

3. Ist xg € M, W C R"™ eine offene Umgebung von xo und £ : W —
R™* eine C'-Abbildung mit f(W N M) = 0 mit Df(xo) hat vollen
Rang, so sind die Vektoren

grad fi(xo), . .., grad £, _1(x0)

linear unabhdngig und orthogonal zu T, M.

Beweis. Da der Rang der Matrix

...........
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Ui

-----

k ist, sind die Vektoren

linear unabhéngig und spannen einen k-dimensionalen Unterraum von R™ auf.
Wir bezeichnen diesen mit 7y,. Wir wollen zeigen, dass dies der Tangentialraum
an M im Punkt xq ist.

Dazu zeigen wir, dass Ty, C Ty,(M) und umgekehrt. Fir die Hinrichtung
nehmen wir an, v € Ty, sei gegeben. Sei (U, ¢y) eine Karte mit 0 € U und
Yy (0) = xg (eine solche Karte gibt es immer). Dann hat v eine Darstellung

Betrachte die Standardbasis y;, j =1,...,k in R” und damit die Abbildung

=1

k
71:1R—>]Rk:t~—>t(2ajyj).
Dann gibt es ein @ > 0 mit v;((—a,a)) C U. Setze fir t € (—a,a)

7(t) = Yu(n(t))-

Dann ist

Damit ist v € T, ein Tangentialvektor von M im Punkt x,.

Andererseits sei v = +/(0) mit 7(0) = x, ein Tangentialvektor. Wir betrachten
eine Umgebung W von x und ein f : W — R"* mit f(W N M) = 0 und
rang Df (xo) = n — k. Sei a > 0 so gewéhlt, dass v((—a,a)) C W. Dann ist fiir
te(—a,a)

f(y(t)) = 0.
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Insbesondere ist f o v differenzierbar und

(F04)(0) =o.

Da (f ov)'(0) = Df(x0)~'(0) ist 7/(0) € ker Df(x¢). Anders ausgedriickt bedeutet
dies

(grad f;(x0),7'(0)) =0 firi=1,...,n — k.
Damit haben wir gezeigt
1. dim 7Ty, =k
2. Ty C Ty (M)

(
3. grad fi(xo) L Txy(M),i=1,....,n—k

1=1,. n—k})zn—k.

Damit ist Ty, (M) C Ty, und dim Ty, (M) < k und aus den ersten beiden Eigen-
schaften folgt

4. dim span< grad f;(xo)

Ty, = Toey(M) und dim Ty, (M) = k. m

Definition 14.3.4 (Normalenvektor)
Ein Vektor w € R™ heifst Normalenvektor zu M im Punkt xq, falls w L
Ty, (M) ist, d. h. wenn

(w,v) =0 fir alle v e Ty, (M).

Satz 14.3.5 (Raum der Normalenvektoren)
Die Menge der Normalenvektoren zu M im Punkt xo bildet einen linearen
Unterraum von R"™ der Dimension n — k. Eine Basis dieses Unterraums

ist durch die Vektoren {grad fi(x0) ‘ i=1,...,n— k} gegeben.

Beweis. Die Tatsache, dass die Menge der Normalenvektoren einen linearen Un-
terraum bilden, folgt einfach aus der Definition des Normalenvektors und der
Definition des linearen Unterraums: Betrachte

Ny (M) = {w € R

(w,v) = 0,¥v € TXO(M)} .
Sind wy, wy € Ny, (M), so ist offensichtlich fiir jedes v € Ty (M)

<N1W1 + M2W2,V> = M1<W1,V> + M2<W2>V> =0.
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Da Ty, (M) N Ny, (M) = {0} und gleichzeitig
Tyo (M) 4+ Ny, (M) =R" (14.1)
ist, ist die Summe direkt und
dim Ty, (M) + dim Ny, (M) = n.
Daraus folgt dann die Dimensionsaussage. Da wir bereits die Gradienten der f;

aus dem letzten Satz als n — k-elementige, linear unabhingige Menge kennen
gelernt haben, bilden diese eine Basis. O]

Aufgabe 14.3.6 (Direkte Summe)
Beweisen Sie die Gleichung (14.1).

Definition 14.3.7 (Normalenraum)
Der Raum Ny, (M) wird als Normalenraum zu M im Punkt xo bezeichnet.

14.4 Kompakta mit glattem Rand

In diesem Abschnitt wollen wir spezielle kompakte Mengen im R"™ betrachten,
deren Rand eine n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

s ~

Definition 14.4.1 (Rand)
Sei (X,d) ein metrischer Raum. Der Rand 0A einer Menge A C X st
7\ A°.

Lemma 14.4.2 (Rand, Inneres, Abschluss)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, A C X eine Teilmenge. Dann gilt

1. x € 0A genau, wenn fir jede offene Umgebung U von x gilt

UNA#D, UNA®#0.

2. A=AU0A
3. A°= A\ 0A

4. OA ist abgeschlossen.




106 KAPITEL 14. FLACHEN

Beweis. Aus der Definition des Abschlusses folgt fiir x € A, dass jede offene
Umgebung Punkte in A enthélt: Entweder ist z € A, soist x € ANU oder x ¢ A,
dann folgt aus der Existenz einer offene Umgebung U von x mit U N A = (), dass
ACU®und x ¢ 0A.

Ist ANU = 0, soist U € A und v € A°, was der Definition des Randes
widerspricht. Damit ist die erste Aussage gezeigt.

Die zweite Aussage erhilt man, da nach Definition 94 C A und damit AUOA C A
ist. Die umgekehrte Richtung folgt aus der folgenden Rechnung

JAUAD AU A = (A\ A°) U A° =4,

Fiir die dritte Aussage benutzen wir die Definition und schlieBen A° N 9A = (.
Dann impliziert A° C A, dass A° C A\ 0A. Die umgekehrte Folgerung folgt aus
der ersten Aussage dieses Satzes.

Fir die vierte Aussage nutzen wie die elementare Formel

0A=A\ A = AN (A%

und damit ist JA als Schnitt zweier abgeschlossener Mengen abgeschlossen. [

Definition 14.4.3 (Kompaktum mit glattem Rand)

Es sei K C IR™ kompakt. Wir sagen K habe glatten Rand, wenn es zu
jedem xo € OK eine offene Umgebung U von x¢ und eine C'-Abbildung
®:U — R gibt mit

(i) UﬂK—{xEU’@(x)ﬁO}

und

(ii)) grad®(x) # 0 Vx € U mit &(x) =0.

Lemma 14.4.4 (Glatter Rand als Nullstellengebilde)
Ist K ein Kompaktum mit glattem Rand und sind U, ® wie in der vorste-
henden Definition, so ist

8KHU:{XEU’<I>(><):0}.

Beweis. Angenommen, es sei x € U mit ®(x) = 0, wir wollen zeigen x € 0K NU.
Da grad ®(x) # 0 ist, ist eine der partiellen Ableitung 837‘13_ # 0. OBdA ist j =n
und wir schreiben @ : R" ! x R — R mit x' = (21,...,2,.1)" und y = x,,. Dann
kann der Satz 9.2.2 iiber implizite Funktionen angewendet werden, der besagt,
dass es Umgebungen U’ C U von x" und (z,, — ¢, x, +¢) von x,, € R gibt, so dass
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eszu @ : U’ x (—¢,e) — R eine implizite Funktion z,, = g(z1,...,2,—1) gibt mit
O(z1, ..., Tp1,9(21, ..., 2, )) = 0. Fiir konstantes x’ hat ®(x’,-) als Funktion
von z, in g(x’) eine Ableitung ungleich 0 und nimmt daher als Funktion von
x, sowohl positive wie auch negative Werte an, also gibt es in jeder Umgebung
sowohl Punkte in K wie auch Punkte auflerhalb von K und damit ist x € 0K.

Fiir die umgekehrte Inklusion tiberlegen wir uns einfach, dass ®(x) # 0 bedeutet,
dass @ auf einer ganzen Umgebung nicht Null ist (wegen der Stetigkeit von ®).
Damit ist ¢ 0K. Damit folgt aus x € K impliziert ®(x) = 0. O

Korollar 14.4.5 (Glatter Rand als Untermannigfaltigkeit)
Der Rand eines Kompaktums mit glattem Rand ist eine n — 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™.

Satz 14.4.6 (Kompakta mit glattem Rand)
Ist K ein Kompaktum mit glattem Rand, xo € 0K, so gilt:

1. Nx,(0OK) ist eindimensional.

2. In Ny, (0OK) g¢ibt es genau zwei Vektoren v, —v mit | V]2 = || = v|]2 =
1.

3. Genau einer dieser beiden Vektoren hat die Figenschaft: Es gibt ein
e >0, so dass fir alle0 <t < e gilt xo +tv ¢ K.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus den allgemeinen Uberlegungen zum
Normalenraum. Die zweite Aussage ist (fast) trivial: In jedem eindimensionalen
linearen Vektorraum tiber R gibt es genau zwei Vektoren der Léange eins, einer ist
das Negative vom anderen. Die dritte Aussage ist eine Konsequenz des Beweises
des vorherigen Satzes. O]

Definition 14.4.7 (AuBBerer Normalenvektor)

Es K ein Kompaktum mit glattem Rand, xo € OK . Der eindeutig bestimmte
Vektor v(xg) aus Satz 14.4.6 heifst auerer Normalenvektor oder die dufere
Normale zu 0K im Punkt xg.

Bemerkung 14.4.8 (Normalenfeld)
Zu einem Kompaktum K mit glattem Rand gibt es ein C''-Vektorfeld, das
jedem Punkt auf dem Rand die duflere Normale zuordnet.

Zum Ende dieses kurzen Abschnittes wollen wir noch die duflere Normale fiir
Kompakta mit glattem Rand untersuchen, wenn wir den Rand als Graphen einer
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Abbildung V' € R™ ! nach R darstellen. Wir betrachten dazu ein Kompaktum K
mit glattem Rand, einen Punkt x, € K. Da der Rand in eine n — 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R" ist, konnen wir ihn lokal als Graphen einer Funk-
tion ¢ : V' — IR darstellen, wobei eine offene Menge in IR" ! ist. OBdA gehen wir
davon aus, dass IR""! identifiziert wird mit der Menge z,, = 0 in IR" und dass
g:V—oR:(2,...,24-1) > g(x1,...,2,-1). In diesem Fall ist K lokal gegeben
durch z,, > g(x1,...,2,-1) oder auch durch x, < g(z1,...,2,-1). OBdA gehen
wir davon aus, dass

Abbildung 14.4: Der Normalenvektor im Falle einer Darstellung der Fliche als
Graph. Unten sieht man (in rot) die offene Menge V', dariiber V' x (a,b). Dazwi-
schen (in griin) der Graph von g tber V. Am Punkt (xo, g(x¢)) ist der Norma-
lenvektor v(xg) angedeutet.

Kn(VxI)= : eV Iz, <glxy,...,xn 1)

fiir ein geeignetes offenes Intervall 1. Unter diesen Umsténden hat die die duflere
Normale die folgende Darstellung:
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Lemma 14.4.9 (Darstellung der dufleren Normalen)

_89<X0)
8x1
(o) 1 : 1 —gradg
VXOZ —
1+ || grad g3 _889<X0> JI+ [eradgl3 | 1
Tn—1
1

\. J

Beweis. Nachrechnen! O
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Kapitel 15

Integralsatze

Den Hohepunkt der Analysisausbildung stellen traditionell die Integralsétze von
Gaufl, Greene und Stokes dar. Wir beweisen den Satz zunéchst in einem
Spezialfall, dann den allgemeinen Fall. Danach fithren wir Formen ein und

formulieren den Satz von Stokes in dieser Sprache.

Inhalt

15.1 Satz von Gauss . « v v v v v v e e e e e e e e e e e e
15.2 Pfaffsche Formen . . . . . . . . . . ..o

15.3 Differentialformen hoherer Ordnung . ... ... ...
15.4 Der Satz von Stokes . . . . . .. ... ... ...,

15.1 Der Satz von Gaufl

Wir beginnen mit einer einfachen Form des Satzes von Gauf§ und beweisen danach

die allgemeine Form mit einer geeigneten Teilung der Eins.

Satz 15.1.1 (Satz von Gauf}, einfache Version)
stetig differenzierbar. Setze

K = {(x’,xn) eVxlI

a<x, < g(xl,...,xn_l)},

R - {(X’,xn) eV xI

Ty =g(x1,... ,xnl)}.

supp [ C V x I ist kompakt

111

Sei V.C R™ ! offen, I = (a,b) C R ein offenes Intervall und g : V — I

Dann gilt fiir jede stetig differenzierbare Funktion f :V x I — R mit
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und fiirt=1,...,n die folgende Integralidentitdt

of (x)
[ s, = IZ F(x)vi(x) dS,

wobei v(x) die duflere Normale im Punkt xq ist mit Koordinaten laut Lem-
ma 14.4.9.

Abbildung 15.1: Die Darstellung entspricht der von Abbildung 14.4. In gelb wird
dabei der Trager supp f angedeutet.

Beweis. Beim Beweis der Integralidentitit unterscheiden wir zwei Falle, erstens
1 <i<n-—1 und zweitens i = n.

Wir beginnen mit dem ersten Fall, sei also 1 < ¢ < n — 1. Wir definieren fiir
x' € R" ! und w € (a,b) C R eine neue Funktion

F(x'\w) = /f(x',mn) dz,.

Nach unseren Satzen iiber parameterabhingige Integrale bzw. wegen des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung ergeben sich nun fiir die verschiede-
nen partiellen Ableitungen von F' folgende Ausdriicke:

OF (X', w)
(991:z 8

f(x' x,) do, fir1 <i<n-—1



15.1. SATZ VON GAUSS 113

und
OF (%', w)

5 = f(x',w).

Dann ergibt die Kettenregel fiir 1 <:<n—1

OF(x, g(x) “"7')af<x',:cn>

_ dg(x')

dzp + f(x', 9(x) =5 -

a

Mit dem Satz von Fubini berechnen wir das Integral iber K als iteriertes Integral

(x)
of .l af(, w) ,
6xid>\n—//axidxndx.
K VvV a

Wir betrachten zunéchst das innere Integral (und erhalten mit der obigen Vor-
tiberlegung) fir 1 <i<n-—1

g’ g9(x)

)
af(x/,:vn) . 0 , , . 8g(X/)
a/ ~or, dx, = oz, a/ f(x' x,) dz, — f(x, g(X")) o
Damit erhalten wir fir das iterierte Integral (1 <n — 1)
8f g(xl)af(xl z )
g = [ [ TR dnan,
K vV a
o " dg(x')
= / o1, / [ z,) dz, — f(X, g(X)) o A\,

1%
a !
_ o—/f(x',g(x’)) %(;) A
V (A

— [ gy emad gl s
- /f(x)vl(x) ds,

<

wobei die letzte Umformung aus der Parametrisierung der Randflache durch

Yy V>R X = (X, 9(X))
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mit Gramscher Matrix

1+ 992:1 9z19zs U 9z1 9,1
9209z, 1+ ggz e .. [
Yan_19z1 T oy a9, 1 ga%n_l

hervorgegangen ist. Hier ist es nicht unmittelbar klar, wie die Gramsche Deter-
minante aussieht, daher berechnen wir diese mit Korollar 14.2.5. Mit

A
h(x') =
Tn—1
9(x')
erhéalt man D zu
10 0
01 0 0
0
Dip(x') =
0
00 -+ 0 1
(grad g)"

Es gibt eine Auswahl von n— 1 x n— 1-Untermatrizen, in der die letzte Zeile nicht
auftritt, dies fithrt auf Determinante 1, jede andere Auswahl streicht eine Reihe
mit genau einem Eintrag 1 an der k-ten Stelle. Dies fithrt zur Determinante +g¢,, ,
insgesamt erhalten wir

n—1

gy =1+ g;, =1+|lgradgl”
i=1
Damit wird das Fldchenelement zu dS = /gy dx’.
Fir ¢ = n ergibt sich mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

g(x")

[ ) = g0,

a
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Damit wird (wieder mit Fubini und dem iterierten Integral)

(x")
of(x', g(x')) OF(K, 1) ;o
T Ay = dz, A1 = [ f(x, 9(x) dAp_s
/ ‘/a/ ox, ‘/

oz,
K
— /f(x’,g(x’))vn(x)\/l + || grad g[|3 d\n_1
v

= /f(x’,g(x’))vn(x)dS. O
R

Um den Satz von GauBl in voller Allgemeinheit zu beweisen, benotigen wir
eine Verfeinerung der Technik der Teilung der Eins.

Aufgabe 15.1.2 (C*-Funktionen mit kompaktem Triger)

1. Man zeige, dass die Funktion
o et ,fur |z) <1
f T R=>R:z—
0 , sonst

aus C3°(R) ist, d.h. f ist unendlich oft differenzierbar und hat kom-
pakten Trager.

2. Die Funktion
Ga) =) flz—k)
ke
ist unendlich oft differenzierbar, 1-periodisch und fiir alle z € R gilt
G(x) # 0, genauer gilt G(n) = 2 fiir alle n € IN und e 3 <G < %

3. Wir setzen fir z € R o)
T

Dann ist g € C°(R) und g < 1. Es gilt suppg = [—1, 1].

4. Es gilt
Soglr—k) =1

kel

5. Firb e eZ", ¢ > 0 und x € R" setzen wir

Tbe(X) = Vﬁ_lg (xy ; b,,) :

Dann gilt o > 0 und

SUpp op . = {x €ER" | ||x — bl < e} :
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Aufgabe 15.1.3 (Verschwinden des Integrales iiber eine partielle

Ableitung)
Es sei U C R" offen, p € Cg°(U;R). Dann ist fir j =1,...,n
/390 d\, = 0.
Gx‘j
U

Wir erinnern an die Definition eines Vektorfeldes (Analysis II Definition 11.3.1)
und an den Begriff der Lebesgue-Zahl (Analysis I Beweis zu Satz 4.1.14).

Definition 15.1.4 (Divergenz)
Ist U C R™ offen und v : U — R™ ein C*-Vektorfeld, so bezeichnen wir

divo(x) = zn: &ggc)

=1

als Divergenz des Vektorfeldes v.

Satz 15.1.5 (C*-Teilung der Eins)
Es sei K C R" kompakt, U; C R",j € J eine offene Uberdeckung von K,
dann gibt es eine der Uberdeckung U; subordinierte C*°-Teilung der Eins.

Beweis. Sei € > 0 Lebesgue-Zahl der Uberdeckung U;, j € J (vgl. Beweis zu
Satz 4.1.14). Betrachte die Uberdeckung mit den Trigern der Funktionen Ob, 5o

b e \f;nZ”. (Nehme nur solche, die auch K schneiden.) Dies ergibt eine abzahl-

bare, der vorgegebenen Uberdeckung subordinierte Uberdeckung (Subordination
kommt von der Konstruktion mittels der Lebesgue-Zahl). Auf K ergeben die
Funktionen oy, < eine Teilung der Eins. O

2/n

- )

Satz 15.1.6 (Gauf!)

Es sei K C IR"™ ein Kompaktum mit glattem Rand, v : 0K — IR" das
aufSere Einheitsnormalenfeld und U D K sei offen, F : U — IR™ sei ein
C*-Vektorfeld. Dann gilt

/ divF(x) d\, = / (F(x), v(x)) dS.

oK

1Carl Friedrich Gau$} (30.4.1777-23.2.1855) war einer der bedeutendsten, vielleicht der be-
deutendste Mathematiker der Geschichte. Seine frithe mathematische Begabung ist legendér.
Es bewies nicht nur den Fundamentalsatz der Algebra und entdeckte vieles in der Geometrie.
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Abbildung 15.2: Der Zehnmarkschein

Beweis. Wir konstruieren zunichst eine Uberdeckung von K mit offenen Men-
gen, die folgende Eigenschaft besitzt: Jedes Element U dieser Uberdeckung ist
entweder in K \ 0K oder U kann als Produkt V' x (a,b) mit V' C IR"! geschrie-
ben werden und 0K NU ist Graph einer Abbildung g : V' — IR. Die Konstruktion
einer solchen Uberdeckung kann wie folgt angegeben werden: Zu jedem Punkt
x € 0K gibt es eine Umgebung U, die als Produkt in der angegebenen Weise
geschrieben werden kann. Daraus entsteht eine Uberdeckung von K. Da 0K
kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung U, ...,U; mit den angege-
benen Eigenschaften. Dann ist K; = K \ (U/_,U;) kompakt, es gibt eine offene
Uberdeckung von K; mit offenen Mengen, die 9K nicht schneiden (man nehme
eine Uberdeckung mit B.-Kugeln und ¢ < dist(K;, 0K)).

Sei U = Uj;, j € J eine offene solche Uberdeckung von K. Sei {y }rew eine dieser
Uberdeckung subordinierte C*°-Teilung der Eins.

Dann ist

/dlvF ) d\, /m(Z% x) Z/dw% (%)) dn.

]lK

Ganz entsprechend erhalten wir fiir die rechte Seite

[ F60.v(x) 45 = - [ o0, v(x)) dS.

oK =gk

Damit reicht es die entsprechende Gleichheit fiir festes j zu beweisen. Ist supp p;
in einem Element der Uberdeckung enthalten, die K schneidet, folgt die Behaup-
tung, indem wir Satz 15.1.1 auf die einzelnen Komponenten von F' anwenden und
addieren. Ist supp ¢, einem U mit UNOK = (), so verschwindet das entsprechende
Integral auf der rechten Seite. Die linke Seite ist das Integral iber (eine Summe
von) Ableitungen von Funktionen mit kompakten Tréager. Als solches ergibt es
den Wert 0, vergleiche Aufgabe 15.1.3 ]

Sein Werk ist die Grundlage der Theorie der Modulformen, die Landvermessung wurde von
ihm entscheidend geprégt und in der Physik ist ein Mafl des Magnetismus nach ihm benannt.
Sein bedeutendes wissenschaftliches Werk wurde durch den Zehnmarkschein geehrt.
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Beispiel 15.1.7 (Anwendungen in der Physik)
Der Satz von Gaufl hat wichtige Anwendungen in der Physik:

1. Stromungen

Hat man eine Stromung aus durch eine geschlossene Fléache, so muss
darin die Quellstéarke der Stromung durch die Fliche entsprechen.

. Elektrodynamik

Das elektrische Feld geniigt der Maxwell-Gleichung?
divE = p,

wobei E fiir das elektrische Feld, p fiir die Ladungsdichte steht. Der
GauBlsche Integralsatz besagt nun, dass

/ pdr = / (E(x), v(x)) dS
K oK

ist, also die Ladungsdichte integriert tiber das Innere ergibt den Fluss
durch die Oberflache.

. Magnetismus

Das magnetische Feld ist quellenfrei (Elementarmagneten haben im-
mer sowohl Nord- wie auch Siidpol), dies wurde durch Maxwell so

formuliert:
div B =0,

wobei B hier flir das magnetische Feld steht.

15.2 Pfaffsche Formen

Im Folgenden sei M C RR"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des IR™
der Klasse C* und W eine offene Teilmenge von M (insbesondere ist zugelassen,
dass k = n, M C R* offen und W C RR™ offen ist). Fiir x € W sei TxM der
Tangentialraum an M, wie er in Definition 14.3.2 definiert wurde.

7~

Definition 15.2.1 (Kotangentialraum)

Der duale Vektorraum (T M)* heifst Kotangentialraum. Wir schreiben da-
fir auch T:M. Die Elemente eines Kotangentialraumes T (M) nennen wir
Kotangentialvektoren.

N

2James Clark Maxwell (13.6.1831-5.11.1879) war ein bedeutender britischer Physiker. Nach
ihm benannt sind die Grundgleichungen der Elektrodynamik, die das Verhalten elektrischer
und magnetischer Felder, beschreiben.
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Definition 15.2.2 (Pfaffsche Form)
Es sei W C M offen. Fine Abbildung

w:W — | TiM,

xeW

welches jedem x einen Kotangentialvektor zuordnet mit w(x) € TiM, heifit
Pfaffsche Form?.

Definition 15.2.3 (stetig differenzierbar)

Eine Funktion f : M — R heifit stetig differenzierbar im Punkt x € M,
wenn es eine Umgebung W C M wvon x gibt, so dass fir jede Karte (U, Yy)
mit x € Yy (U) gilt: foy v (W)NU — R st stetig differenzierbar.

Lemma 15.2.4 (Kartenunabhingigkeit)
Die Bedingung aus der letzten Definition ist genau dann fir jede Karte
erfillt, wenn sie fir eine Karte (die den Punkt x enthdlt) gilt.

Beweis. Sind (U, vy), (V,1y) zwei Karten, deren Kartengebiete den Punkt x
enthalten. Dann ist ;' (W)NU # @ und »~4(W)NV # @ und

fouy _ = fovuovuy _

1 .
v v (W)nv

Tow)nv

Ist f o4y differenzierbar (auf der entsprechenden Menge), so folgt es jetzt sofort
fiir die Einschriankung von f o ¢y auf ¢y, (W) NV. O

Lemma 15.2.5 (Pfaffsche Formen als Differential differenzierbarer
Abbildungen)

1. Sei f: W — R stetig differenzierbar, v € Tx,M fiir ein xo € W und
T2 (—e,e) = W seien stetig differenzierbare Kurven mit v;(0) = X
und ~{(0) = v firi=1,2. Dann ist

ferii(—ee) > R
stetig differenzierbar und es gilt

(f o) (0) = (f o72)'(0).

3Johann Friedrich Pfaff (22.12.1765-21.4.1825) arbeitete vorwiegend iiber partielle Differen-
tialgleichungen. In diesem Kontext fiilhrte er auch die nach ihm benannten Differentialformen
ein. Diese wurden spéter intensiv untersucht und spielen bis heute eine wichtige Rolle.
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2. Seienx € W und v € TxM und vxv : (—e,e) = M eine Kurve mit
Vv (0) = x und 75, (0) = v, so definiert

df = W= |J TiM :x— df(x)
zeW

df(x)(v) = (f07)(0)
eine Pfaffsche Form.

Beweis. 1. Als erstes zeigen wir die stetige Differenzierbarkeit der angegebe-

nen Abbildungen. Sei zunéchst v = v, oder v = 5. Dazu sei xp € Z C R”
eine offene Umgebung von xy und F' : Z — IR" eine geradebiegender Dif-
feomorphismus mit F(xp) = 0 und F(Z N M) C R*. OBdA ist W C Z,
ansonsten miissen die Umgebung W und die Zahl ¢ > 0 entsprechend ver-

kleinert werden. Dann sind die ersten k& Komponenten von F', also mit einer
Projektion IT : R"® — IR* die Abbildung

g=1IIoF,
ein Homoomorphismus auf einer Umgebung Y C M und
b g(Y) = Wiy =g
ist eine Karte von M am Punkt x,. Dann ist fiir j = 1,2
fonj=(fovu)o(Wy' o)

stetig differenzierbar, denn die beiden Abbildungen f oy und 9" oy sind
beide stetig differenzierbar. Dann sind auch jeweils f o F'~! und F o~ stetig
differenzierbar. Dann ist

(fo7)'(0) = D(foF~")(0)DF(x0)7'(0)
= D(fo F 1) (0)DF(xq)v.

Das Ergebnis ist daher fiir beide Kurven gleich.

. Zu zeigen ist: Fir jedes x € W ist df(x) : TxM — R eine lineare Ab-

bildung. Seien dazu vy, ve € TxM und oy € R. Wir betrachten Kurven
vi(t), i = 1,2 auf M durch x mit

Setze
A(t) = F_l(alF oY1 (t) + o F o yo(t)).
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Beachte F' o 7;(0) = 0 und daher kann man durch Verkleinern von ¢ errei-
chen, dass ag F o v, (t) + aaF o y(t) fir t € (—¢,¢) in F(Z). 7 ist differen-
zierbar und die Ableitung ist durch

7'(0) = DE7H0)(ay DF (x)v; + auDF(X)va) = a1vi + aavy
gegeben. Dann ist nach Definition von df(x) mit w = a;vy + agvs

df(x)(w) = (f=7)'(0)
—(foF o Fod)(0)
— D(f o F(0)(DF(x)7(0))
=D(f o F71)(0)(DF(x)(w))
= a;D(f o F"H(0)DF(x)vy + auD(f o F71)(0)DF(x)vs
= apdf(x)vy + aed f(x)Vs.

Dies zeigt die Linearitdt von df(x). O

Definition 15.2.6 (Totales Differential)
df wird als totales Differential von f bezeichnet.

Wir kommen nun dazu die Differentiale lokaler Koordinaten zu betrachten.
Dazu sei xg € M ein Punkt auf einer Untermannigfaltigkeit des R"™ und (U, ¢y)
eine Karte mit 0 € U ¢(0) = xo im Kartengebiet dieser Karte. Wir bezeichnen
fur 1 < ¢ < k die Funktionen

k
yi:]Rk—HR:y:Zyjeiji

j=1

als Koordinatenfunktionen im R”.

Definition 15.2.7 (lokale Koordinatenfunktionen)
Durch

1
T, =Y O@UU

definieren wir lokale Koordinatenfunktionen auf M im Punkt xq.

Koordinatenfunktionen héingen von der Wahl der Karte ab, beim Ubergang
von einer Karte zu einer anderen werden sie entsprechend transformiert. Koor-
dinatenfunktionen erlauben uns die Pfaffschen Formen auf Kartengebieten auf
einfachere Weise darzustellen.
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Lemma 15.2.8 (Basis Kotangentialraum)
Sind z;, i = 1,...,k die Koordinatenfunktionen zu einer Karte (U,vy),
0€U, xg=1vy(0) und vi,i =1,...k die Basis von Ty, M vermdge

d .
v, = &wU(tei)tzo, i=1,...k,

so sind fir x € U die Differentiale {dz;(x)}i=1
tangentialraum T; M. Es gilt

r eine Basis fir den Ko-

-----

dl’i (Xo) (V]’) = 57;]' .

Beweis. Es gilt y; = x; o ¢y. Also ist
dzi(v;) = z:i(¢u (te;))'(0) = yi(te;)'(0) = bi;.
Daraus folgt sofort, dass die dz; eine Basis bilden. O]

Korollar 15.2.9 (Pfaffsche Form)
Fine Pfaffsche Form w auf einem Kartengebiet 1y (U) hat die Form

k

> filx)da;.

=1

Beweis. Die Formen dx; bilden an jeder Stelle in dem Kartengebiet 1y (U) eine
Basis, also lasst sich w darstellen als
k

=1

Definition 15.2.10 (Stetige Differenzierbarkeit von Formen)

Eine Form w heifit stetig bzw. k-fach stetig differenzierbar in x, wenn es
eine Karte (U,vy) gibt, deren Kartengebiet x enthdlt, so dass die Koeffizi-
enten der Darstellung

w(x) = ;fi(x)dxi

stetig bzw. k-fach stetig differenzierbar sind.

Bemerkung 15.2.11 (Kartenunabhingigkeit der Stetigkeit einer
Pfaffschen Form)

Die Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit von Pfaffschen Formen hangt nicht
von der Wahl der Karte ab.
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Wir wollen nun Kurvenintegrale von Pfaffschen Formen definieren. Die allge-
meine Situation ist nach wie vor: M ist eine k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit des R™ der Klasse C", r > 1. Es sei w eine Pfaffsche Form auf W C M und
v :[a,b] = W C M eine Kurve auf M, die auf (a, b) stetig differenzierbar sei.

Definition 15.2.12 (Integral einer Form lings eines Weges)

Es sei w eine stetige Pfaffsche Form. Zu einer Uberdeckung von ~([a,b])
mit Kartengebieten {Yy(U),U € A} und einer Zerleqgung 3 von [a,b], so
dass fiir jedes 0 < i < m eine Karte (U;,vy,) existiert mit

7([@7 <i+1]> - wUz(Ul>7

definieren wir das Integral der Form langs

mit dw = >, fidx; durch

Lemma 15.2.13 (Integration Pfaffscher Formen)

Ist w eine stetige Pfaffsche Form auf der Untermannigfaltigkeit M und ist
v : la,b] = M eine stetige, auf (a,b) differenzierbare Kurve, so dass v bis
in die Endpunkte stetig fortgesetzt werden kann, so existiert das Integral

[o

5

Der Wert des Integrals hdngt nicht von der Zerlegung und nicht von der
Wahl der Karten ab.

Die Aussage bleibt richtig, wenn die Kurve stetig ist und stickweise
stetig differenzierbar und die Ableitungen sich jeweils (halbseitig) stetig in
die Unstetigkeitstellen der Ableitung fortsetzen lassen.

Beweis. Zunéchst zur Existenz: Wir betrachten fiir eine Karte (U, ¢y ) und Zer-
legungspunkte ¢;, ;11 mit ¥([(;, i+1]) C U den Integranden

k k

w(y()Y' (1) = 3 fily®)dzi(y' (1) = 3 fily() (zi(v(1)))"

i=1 =1
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Letzteres ist eine stetige Funktion auf dem Intervall [(;, (;41] und daher existiert
das Integral.

Angenommen wir hiatten zwei Zerlegungen Z, Z’ und zu jeder Zerlegung eine
Uberdeckung A, A, sodass zu 1 <i<mund 1 < j < m’ ein U € A bzw. ein
U e A existiert mit

V(G Gn]) € Yo (U) bzw. y([C Giia]) € Yo (U7).

Nach Ubergang zu einer gemeinsamen Verfeinerung von Z, Z’ diirfen wir anneh-
men, dass es ein U € A und ein U’ € A’ gibt mit

Y([Gi: Gia] € Yo (U) und (G, G| € Yoo (U7).
Nun héngt die Definition des Integrals

Cit1

[ @)y @ a
Gi

nicht von der Wahl der Karte ab, daher sind diese Integrale gleich.
Die letzte Aussage beweist man einfach, indem man (zusétzliche) Zerlegungs-
punkte in die Unstetigkeitsstellen der Ableitung legt. O

Lemma 15.2.14 (Invarianz unter Reparametrisierung)
Der Wert des Integrals ist invariant unter differenzierbaren Parameter-
transformationen 7 : [c,d] — [a,b] mit T(c) = a,7(d) = b.

Gilt umgekehrt 7(c) = b, 7(d) = a, so wechselt das Integral das Vorzei-
chen.

Beweis. Folgt einfach aus der Transformationsformel fiir Integrale. O

Der folgende Satz verallgemeinert den Satz 8.4.6.

Satz 15.2.15 (Wegunabhingigkeit des Kurvenintegrales)

Es sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit, U C M offen und F : U — R
stetig differenzierbar. Ist v : [a,b] — M eine stetig differenzierbare Kurve,
so gilt

[ aF = FG(5) = F(y(a).
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Beweis. Wir betrachten eine Zerlegung Z von [a,b] und eine Uberdeckung von
v([a, b]) mit Kartengebieten, so dass v([;, (;41]) jeweils in einem Kartengebiet

liegt. Dann ist

Git1 Git1
[ aFGO0 @t = [ (Foy)(t) dt = F(1(Gr) = FH(G)):
Gi G

Summation iiber die Zerlegung beweist die Aussage.

Korollar 15.2.16 (Kurvenintegrale iiber geschlossene Kurven)
Ist v eine geschlossene Kurve, so ist unter den Voraussetzungen des vorhe-

rigen Satzes
Jar=o.
5

Beispiel 15.2.17 (Pfaffsche Form im IR?)

In diesem Beispiel betrachten wir eine offene Menge U in IR? als Unter-
mannigfaltigkeit, die Koordinatenfunktionen sind einfach die Standardko-
ordinaten x,y und stetige Pfaffsche Formen haben die Gestalt

w= fi(z,y)dr + foz,y)dy.

Wir betrachten U = {(x,y) € R?

nen

2+ > 0} und darauf die Funktio-

Y T
fl(x,y) = —m7 f2(3773/) = m

Beide Funktionen sind auf U stetig differenzierbar. Die Form

w:U— U TonU : (2,y) = fide + fody

{(I,y)

ist daher stetig differenzierbar. Wir betrachten als Kurve

x2+y2>0}

cost
v(t) =
sint
Dann ist
, —sint
V() =
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Es gilt
dz(7/(t)) = (xov)'(t) = —sint,  dy(v'(t)) = cost.
Damit ist
w(v' () = sin®(t) + cos®(t) = 1
und damit

/w:27r.

5

Wie éndert sich das Integral, wenn wir v durch rv, r > 0 ersetzen?

Entsprechend der Definition 8.4.2 definieren wir Gebiete auf Untermannigfaltig-
keiten des IR".

Definition 15.2.18 (Gebiet)
Fine offene, zusammenhdngende Teilmenge einer Untermannigfaltigkeit M

des R™ heifit Gebiet auf M.

Satz 15.2.19 (Wegezusammenhang)
FEin Gebiet einer Untermannigfaltigkeit des R™ ist wegezusammenhdngend.

. J

Beweis. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf M durch
X~y <= Jv:[0,1] - M mit v ist stetig und v(0) = x,v(1) =y.

(Es ist klar, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.) Da jeder Punkt eine zu einer
offenen Kugel des R¥ homéomorphe Umgebung besitzt, sind Aquivalenzklassen
offen, da eine beliebige Vereinigung offener Mengen offen ist, sind Aquivalenz-
klassen als Komplement der Vereinigung aller anderen Aquivalenzklassen auch
abgeschlossen und damit offen und abgeschlossen. In einer zusammenhangenden
Menge ist jede offene und abgeschlossene entweder leer oder die gesamte Menge,
also folgt der Satz. O

Lemma 15.2.20 (Wegezusammenhang eines Gebietes)

In einem Gebiet einer Untermannigfaltigkeit des R™ gibt es zu je zwei Punk-
ten eine stetige, stiickweise stetig differenzierbare Kurve, die diese verbin-
det.

Beweis. Ubung! m

Satz 15.2.21 (Verschwindendes totales Differential)
Ist M eine Untermannigfaltigkeit des R™ und W ein Gebiet auf M. Ist
F: W — R stetig differenzierbar und dF° = 0, so ist F' auf W konstant.
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Beweis. Sind x,y € W und ~ : [0, 1] — W eine stetige, stiickweise stetig differen-

zierbare Kurve (mit rechts- und linksseitigen Grenzwerten an allen Zerlegungs-
punkten). Dann ist

/HF:Q

5

also F(x) = F(y). O

Definition 15.2.22 (Stammfunktion)

Es set W C M ein Gebiet und w eine Pfaffsche Form. Gibt es eine stetig
differenzierbare Funktion F' : W — IR mit dF = w, so nennen wir F die
Stammfunktion von w.

Satz 15.2.23 (Stammfunktion und Kurvenintegral)

Es sei M eine Untermannigfaltigkeit des R™ und W C M ein Gebiet.
Eine stetige Pfaffsche Form w auf W besitzt genau dann eine Stammfunk-
tion, wenn fiir jede geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare Kurve

v:[0,1] = W gilt
/wzo.

Y

Beweis. Wir fixieren einen Punkt xg € W. Zu jedem Punkt x gibt es eine stiick-
weise stetig differenzierbare Kurve 7y : [0, 1] — W mit

1%(0) = %0, (1) =x.
Wir setzen

F(x) = /w.

Gibt es eine weitere solche Kurve v, die die beiden Punkte verbindet, so verkniip-
fen wir die beiden Kurven indem wir zunéchst 4 in positiver und danach ~ in
negativer Weise durchlaufen. Dies ergibt eine geschlossene Kurve o mit

/w:0

67

o= o

Tx v

Dann ist aber
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Es bleibt zu zeigen dF' = w. Dazu sei (U,y) eine Karte mit x € ¢y (U) und
v : (—€,e) = M eine stetig differenzierbare Kurve mit v(0) = x, ~/(0) = v. Wir
wollen

dF(x)(v) = w(x)(v)

nachweisen. Also betrachten wir
(F07)'(0).

Sei v« : [0,1] = M eine Kurve, die xg mit x verbindet. Fiir Punkte v(t) = w €
7((0,¢)) schreiben wir

Yx($) 0<s<1
Y(is—=1) 1<s<14+t<1l+e¢

Yo i [0, 14+t = M :s—

Entsprechend schreiben wir fiir Punkte v(t) = w € v((—¢,0))

() 0<s<1
Y i [0, 14 Jt]] = M : s
y1—=s5) 1<s<1+]t|<1+¢

Diese Kurven sind stiickweise stetig differenzierbar und wir erhalten fiir den
Grenzwert

lim = ((F o) (t) — (F o~)(0)) = lim — /w—/

t—0 ¢ t—0 ¢
v (t)

Dann erhalten wir einfach (falls ¢ so klein ist, dass v([0,t]) bzw. y([t,0]) jeweils
in einem Kartengebiet liegt)

tim [ 3 FiG)dn () (1) .

Der Integrand ist stetig und wir erhalten einfach den Integranden an der Stelle

0, d.h.
k

> filx)dai(x)(v) = w(v). =
i=1
Wir werden spéter sehen, dass die Existenz von Stammfunktionen mit der
Geometrie eines Gebietes zusammenhéngt. Die Bedingung, dass die Integrale
iiber geschlossene Kurven 0 ergeben ist zwar notwendig und hinreichend, aber
i. A. schwer nachprifbar. Deswegen wollen wir einfachere Kriterien finden. Dabei
werden wir in Kauf nehmen miissen, dass diese nur noch hinreichend, jedoch nicht
notwendig sind.
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In diesem Abschnitt benétigen wir noch ein paar Konzepte aus der linearen Al-
gebra.

Definition 15.3.1 (Alternierende Form)
Es sei V' ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Abbildung

W VF=Vx...xV >R

k—mal
heifst alternierende k-Form, wenn sie folgenden Bedingungen geniigt:
1. w ist in jeder Komponente linear.
2. Gibt es ein Paar (v;,vj) von Argumenten mit v; = v;, so ist

W(V1, ey Uiy ey Uy, Uy) = 0.
Die Menge aller alternierenden k-Formen auf V' wird mit
APV = {w VES R ‘ w st alternierende k:—Form}

bezeichnet.

\.

Lemma 15.3.2 (Alternierende Formen bilden Vektorraum)
ARV* st ein Vektorraum.

.

Beweis. Die argumentweise Addition und Multiplikation mit Skalaren macht den
Raum offensichtlich zum linearen Raum.

]

Bemerkung 15.3.3 (Alternierende 1-Formen)
AV =V~

Der Begriff der alternierenden Form wird durch das folgende Lemma moti-
viert.

Lemma 15.3.4 (Vertauschungseigenschaft)
Vertauscht man ein Paar von Argqumenten, so kehrt sich das Vorzeichen
von w um:

W(U1, ey Uiy ey Uy ey Un) = —wW(U1, o Uy e Uy e, ), (15.1)

wobei die Notation bedeutet, dass alle anderen Argumente unverdndert blei-
ben.
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Beweis. Es gilt aufgrund der zweiten Eigenschaft
wW(v1, ..V F U, U F V) = 0.
Aufgrund der Linearitit folgt nun
0=w(V1,. ., Ve, U F Ve, Un) Fw(U1, 00Uy, 0 U, Uy).
Wenden wir dies ein zweites Mal an, so ergibt sich (zweite Eigenschaft)
0=w(V1,. ., Viso oy Vjy ey Up) F (U1, o, Uy Uy e, Up).

Daraus folgt die Behauptung sofort. O]

Bemerkung 15.3.5 (Vertauschungseigenschaft und Definition)
Unter der Annahme der Linearitdt kann man auch die zweite Eigenschaft
der Definition 15.3.1 aus der Vertauschungseigenschaft (15.1) schliefien.

Wir erinnern an die Definition der Permutationsgruppe &, von k Symbo-
len, wie sie in der Vorlesung Lineare Algebra vorgestellt wurde: Sei X eine k-
elementige Menge

S, = {7r X = X ’ T ist Bijektion} .

Eine Transposition ist eine spezielle Permutation, die genau zwei Elemente ver-
tauscht. Es gilt der folgende wichtige Satz.

Satz 15.3.6 (Permutationen als Produkte von Transpositionen)
Jede Permutation kann als Produkt von Transpositionen geschrieben wer-
den. Fiir zwei verschiedene Darstellungen einer Permutation als Produkt
von Transpositionen gilt, dass die Differenz der Faktoren eine gerade Zahl
ist, d. h. hat man r1 und ro Faktoren, so ist

r1 = romod 2.

Beweis. Siehe Vorlesung Lineare Algebra. O

~ a

Definition 15.3.7 (Paritét)
Das Vorzeichen (oder auch die Paritit) einer Permutation m ist definiert
als

sgn(r) = (~1)",

wobei r die Anzahl der Transpositionen in einer Darstellung von 7 als Pro-
dukt von Transpositionen ist.

Dieser Satz impliziert nun, dass alternierende k-Formen sich unter Permuta-
tionen wie folgt verhalten.
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Satz 15.3.8 (Permutation der Argumente)
Sei m € 6 eine Permutation.

W(Vr(1)s - -+ Un(ry) = sgn(m)w(vr, ..., V).

Beweis. Folgt sofort aus dem zuvor Gesagten. [

Definition 15.3.9 (Dachprodukt)
Wir betrachten ¢, ..., pr € V* und definieren eine Abbildung

OiA-- AN VES R
durch
e1(v1) - 1)
(1 A ANog)(v1, ..., v) = det :

or(v1) -+ pr(vr)

Lemma 15.3.10 (Alternierende Formen aus Dachprodukten)
Sind 1, ..., € V*, so ist

gplA---/\gakeAkV*,

d. h. es ist eine alternierende k-Form.

Beweis. Beide Eigenschaften sind leicht nachzupriifen, ist v; = aw; 4 Bw,, so ist



KAPITEL 15. INTEGRALSATZE

132

(p1 A

N ﬁ»VAGT .

(1 Ao Agg) (v, ...y qwy + Bws, .

p1(v1)) - pr(awr+ Bws) ... p1(vr)
ﬁwA.Sv ﬁwAQSH.fmswv ﬁwﬁ.e:v

or-1(owy + fws) ... @p-1(vr)
ﬁ».AO\EH + Q\Emv ... ﬁ»m\sﬂv
p1(awr) + @1(Bwz) ... pr(vr)

GMAQSC+§§SNV...ﬁm?;u

r—1(awr) + @1 (fwz) ... @r_1(vi)
or(awr) +o1(Bwz) ... @r(vr)
pr(w1) ... ei(ve)
p2(w1) ... p2(vn)
: : + [ det
E.L?:v . ﬁ\?;e@ ﬁ\?;Sv
ﬁiéc e AEASL AEASV
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Dies beweist die erste Eigenschaft. Sind zwei der Argumente gleich, dann entste-
hen in der Determinante zwei gleiche Spalten und das Resultat ist offensichtlich
0. m

Die lineare Struktur des Raumes A*V* lisst sich leicht angeben.

Satz 15.3.11 (Dimension des Raumes A*(V*))
Es sei V' ein n-dimensionaler Raum “iber R. Dann gilt

: ky, x n
dim A"V* = (k)

Genauer gilt: Bildet die Menge {@1,...,pn} eine Basis von V*, so bilden
wie Dachprodukte

Ciy NN, 1< <idg <--- < <

eine Basis von AFV*.

Beweis. Sei {vy,...,v,} die zu {¢1,...,,} duale Basis, d.h. fir 1 < i < n,
1<y <ngilt

pi(v;) = 0y
Dannist flir 1 <i1 <ig < <y <nund 1 <j1 < jo<--- < <n

(5i1j1 6i1jk
(902'1 ARRENAN (pik)(vjwvjw cee 7Ujk) = det
Oigji " g
Dies ist genau dann nicht null, wenn i, = jy, is = J2, ..., ix = Jr. Damit sind

die entsprechenden Dachprodukte eine linear unabhingige Menge von A¥V*. Die
Anzahl der Elemente dieser Menge ist gerade (Z) Wir miissen noch zeigen, dass

diese Menge erzeugend ist. Sei w € A¥V*. Setze
Niyoiy, = W03y, ooy 0,).

Wir betrachten nun fiir (wy,...,w;) € V¥

W = Z Azlzk@zl /\/\Sp’bk; (wl,...,Wk).
1< << <n

Jedes der w; lasst sich als Linearkombination der v; schreiben, danach wenden wir
die Linearitat in allen k£ Eintragen an. Wir erhalten eine Linearkombination aus
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n*-Summanden (wir wollen dies nicht ausschreiben). Jeder dieser Summanden

hat einen Vorfaktor und einen Term der Form

(w— Z )\11%(,021 A /\(,0%) (Ujl,...,jk).

1<i <--<ix<n

Nun ist jeder dieser Ausdriicke nach Definition 0.

Satz 15.3.12 (Transformation von Dachprodukten)
Es seien o1, ..., op € V*. Ferner sei A eine k X k-Matriz und

k
P = Z Aj; L5
j=1

Dann ist
Vi A AN =det Ay A A .

Der Determinantenentwicklungssatz (vgl. Lineare Algebra) ergibt die fol-

gende Darstellung

det A= Y sgn(m)air(1)a2n(@) ‘- Ghn(k)-
TeSy

Beweis. Nun ist

k k
YL AN N = (Z&jl%) ARRRNA (Zajn%’)
s =1

=Y (a1r(1) -+ Ckr(k)) L)) A A O
TSk

- Z SgIl(ﬂ') (alw(l) to a/mr(k))(pl ARRRNANJ
TeES

=det Apy A - A g

Satz 15.3.13 (Dachprodukt)
Es gibt eine Abbildung

A ARV ATV o ARV (g, wp) o wr A wg
mit folgenden Figenschaften:
1. wy Awy ist linear in jedem Faktor, d.h. w, = aw; + Bw?, so ist
Wi A\ wp = aw,ﬁ/\wl—l—ﬁwi/\wl.

Entsprechendes gilt in der anderen Komponente.
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2. Sind p1,...0, € V¥ undny,...,m € V*, so ist

(LA A AMA - Am) =@ A Apg A A A,

Beweis. Zum Beweis betrachten wir zwei beliebige Formen w;, € A¥V*, w, € AIV*
mit

wp = > Wiy iy Piy N N iy
1<i1 <go << <n
w2 = Z bjl---jzgoji N Ny,

1<j1<ja<-<ji<n

Wir setzen

w1 Awy = Z ailmjkbjlmjz@il /\.../\goik/\spjl /\"'/\@jl‘
1<y <--- <1, <n
I<pn<--<nusn

Nun sieht man, dass dies die gewiinschte Eigenschaft hat. Die Eindeutigkeit dieses
Produktes ist klar fiir Formen der Form

(@iy.oi @i N Noi ) N (Djy iy N N py,)

Der Rest folgt aufgrund der Linearitat. O]

Korollar 15.3.14 (Eigenschaften des Dachproduktes)
Es gelten die folgenden Gesetze

1. Sind w; € A¥V* i =1,2,3. Dann ist

(w1 /\wg) N W3 = Wq VAN ((UQ /\Cdg).

2. Sind w; € A¥V*, i =1,2. Dann ist

wy Nwy = (—1)k1k2w2 A

Beweis. Einfache Anwendung der Rechenregeln. O]

Definition 15.3.15 (Differentialform)
Es sei M eine offene Untermannigfaltigkeit des R™ und W C M offen.
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FEine Differentialform der Ordnung k in W ist eine Abbildung

w: W — | ATIM

xeW

mit w(x) € AFT M.

Bemerkung 15.3.16 (Differentialformen niedrigster Ordnung)
Eine Differentialform der Ordnung 1 ist eine Pfaffsche Form, eine der Ord-
nung 0 ist einfach eine Funktion W — R.

. J

Wir betrachten den Fall, dass (U, ¢y ) eine Karte und W = ¢y (U) das zugehorige
Kartengebiet ist. Sind y; die Koordinatenfunktionen auf U und x; die zugeordne-
ten lokalen Koordinaten auf W, so bilden fiir x € W die Differentialformen

{dmi(x)}izl,...k
eine Basis fiir Ty M. Also bilden fiir m < k die Formen
dSL’il(X)/\"'/\dSL’im@(), 1<y <9<+ <Zm§]€

eine Basis fiir A™T: M.

Lemma 15.3.17 (Basisdarstellung einer Differentialform)
Firx € W hat eine Differentialform der Ordnung m auf W die Gestalt

wx) = D fipgn (X)dry (x) A Aday,, ().

1< <<jm<k

Beweis. Folgt sofort aus der Darstellung. ]

Definition 15.3.18 (Stetig differenzierbare Differentialformen)
Eine Form heifst stetig oder stetig differenzierbar oder ..., falls die Funk-
tionen fj i, ;. stetig oder stetig differenzierbar oder ... sind.

Wir wollen bemerken, dass Formen der Ordnung m punktweise addiert werden
kénnen und ebenso mit reellwertigen Funktionen multipliziert werden kénnen, so
dass die Resultate nach wie vor m-Formen sind.
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Definition 15.3.19 (Auflere Ableitung)
Wir definieren die Ableitung dw einer stetig differenzierbaren k-Form mit-
tels der Basisdarstellung

W = Z fj1j2~-~jmd'rjl VAR d!]?jm
1< < <gm <k
durch
dw = Z dfjljz...jm A dl‘jl VANERIVA dl’jm.
1<j1 < <jm<k
dw heifit die auBere Ableitung oder auch das auBere Differential (engl.:
exterior derivative) der Form w.

Bemerkung 15.3.20 (Eigenschaften der dufleren Ableitung)
Die duflere Ableitung hat folgende Eigenschaften

1. Ist w eine m-Form, so ist dw(x) € A" T:M. (Klar aufgrund der
Definition)

2. dw(x) héngt nur vom Verhalten von w in einer (beliebig) kleinen
Umgebung von x ab (Lokalitdt).

3. Ist w; eine m;-Form, 1 = 1,2, so gilt
d(w1 A we)(x) = dwy(x) A wa(x) + (—1)™wy(x) A dws(x).

Diese Eigenschaft muss aufgrund der Linearitat nur fir Vielfache der
Basisvektoren gepriift werden. Der Rest ist eine kurze Rechnung.

4. Die Ableitung hingt nicht von der Wahl des Koordinatensystems ab.
Fiir die Begriindung verweisen wir im Moment auf die Literatur, z. B.
das Buch [10].

Beispiel 15.3.21 (AuBlere Ableitung einer Pfaffschen Form)
Die auflere Ableitung einer Pfaffschen Form w = 37, f;dx; hat die Gestalt

dw =d (Z fjdl"j) = dfjAdz;
j ;
of,

_ of;  0fi . .
— Z (axi ax]) dz; Adzx;.

i<j
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Eine der wesentlichsten Aussagen, die Grundlage weitreichender Theorien ist und
die weitere Theorien durch formale Ahnlichkeit angeregt hat, ist der folgende
Satz.

Satz 15.3.22 (Zweifache duflere Ableitung)
Fiir eine zweimal stetig differenzierbare m-Form w auf M gilt

d*w = d(dw) = 0.

Beweis. Wir bemerken, dass dies eine lokale Aussage ist (vgl. Punkt 2 der Be-
merkung 15.3.20). Wir beginnen mit einer Nullform, d.h. einer zweimal stetig
differenzierbaren Funktion, W = 1 (U) sei eine Kartenumgebung. Dann gilt fir
xeW

AN = d (Z o d)

7

82 f 9% f

i<j

Der letzte Ausdruck ist Null, da nach dem Satz von Schwarz 8.5.1 die beiden
partiellen Ableitungen gleich sind.
Zum allgemeinen Fall machen wir eine einfache Vorbemerkung

d(dzj, A+ Adwy,) =dLA (doy, A--- Aday,,) =0,

wobel nur die Definition von d benutzt wurde. Wir betrachten nur einen Sum-
manden w = fj, j.dz; A ---dx;,, der allgemeine Fall folgt dann wegen der
Linearitat. Nun ist

dw = dfj jy..j,, A (dzjy A---day,)
und
d(dw) = d(dfj, 5. jo A (dzjy A---dy,))
= d*fjjpjm A (dzjy A day,) — A, Ad(dzy, A -day,))

= d2fj1j2~~~jm A (dle AR d'rjm)
=0. [

Definition 15.3.23 (geschlossene und exakte Formen)

1. Sei M eine Untermannigfaltigkeit des R™ und W C M offen. Fine
stetig differenzierbare Differentialform w der Ordnung m auf W heifit
geschlossen, falls dw = 0.
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2. FEine solche Form heifit exakt oder total, wenn es eine stetig differen-
zierbare m — 1-Form 1 gibt mit d7 = w.

Bemerkung 15.3.24 (Exakte Formen)
Exakte Formen sind geschlossen. (Satz 15.3.22)

Wir wollen nun noch das Verhalten von Differentialformen unter Diffeomorphis-
men untersuchen.

Definition 15.3.25 (Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkei-
ten)

1. Es seien M eine Untermannigfaltigkeit des R™ und N eine Unter-
mannigfaltigkeit des R™, V. C M und W C N seien offene Teilmen-
gen. Fine Abbildung ¥ : M — N heifit im Punkt x € W x € ¢y (U)
differenzierbar, wenn by,  oWorpy : U — R™ differenzierbar ist, wobei
(V,4vy) eine Karte ist, deren Kartengebiet den Punkt V(x) enthdlt.
Entsprechend definieren wir stetig differenzierbar und hohere Diffe-
renzierbarkeitsordnungen.

2. Ist U in jedem Punkt von W stetig differenzierbar, so nennen wir W
stetig differenzierbar.

3. Ist W : W — V stetig differenzierbar und bijektiv, so ist ¥=1 :V —
W definiert. Ist dies auch differenzierbar, so nennen wir U einen
Diffeomorphismus.

Bemerkung 15.3.26 (Diffeomorphismen zwischen Untermannig-
faltigkeiten)

Die erste Aussage gilt genau dann fir je eine Karte (U, ¢y) von M und
(V,4y) von N, wenn sie fiir alle Karten gilt. Die Definition erlaubt uns,
Diffeomorphismen in lokalen Koordinaten zu beschreiben.

Eine kurze abstrakte Uberlegung bereitet ein neues Konzept vor. Seien V, W
endlich dimensionale Vektorraume, A : V' — W eine lineare Abbildung, so gibt
es eine Abbildung (duale Abbildung)

AW =V
definiert durch
A" =1 o A.
Man priift leicht, dass A*¢* : V' — IR definiert ist durch
A (v) = 0" (Av) € R.
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Nattirlich ist diese Abbildung als Hintereinanderausfiihrung linearer Abbildungen
linear. Ganz entsprechend definieren wir eine Abbildung

A* AP APV AYw

mit

A*w(vy, ... v) = w(Avy, ..., Avg).
Entsprechendes kann man auch fiir Differentialformen durchfiithren. Wir betrach-
ten nun eine eine Differentialform w auf einer offenen Teilmenge W einer Un-

termannigfaltigkeit N des IR", eine Untermannigfaltigkeit M des IR mit einer
offenen Menge V C M.

Definition 15.3.27 (Zuriickholung von Formen)
Es seten M C R™, N C R™ Untermannigfaltigkeiten, V.C M und W C N
offen, ® : V. — W stetig differenzierbar und w eine k-Form auf W. Wir
setzen ®*w als

(P*w)(x) = DO*(w)(2(x)).

®*w wird als Zurickholung (engl. und auch in anderen Sprachen iblich
pull back) bezeichnet.

Beispiel 15.3.28 (Beispiel einer zuriickgeholten Form)

In Anbetracht der schwierigen Definition wollen wir ein Beispiel fiir stetig
differenzierbare Abbildungen zwischen offenen Mengen des IR™ anfiihren.
Eine solche Abbildung ® hat dann die Gestalt ® = (®4,...,P,), eine Form
die Gestalt

1<i1 << <n

Dann ist nach Definition
O*w(x)(V1, ..., Vi) = w(P(x))(DP(x)vy, ... DP(x)vy).
Dann ist dzy(D®(v)) = d®,(v) und es ergibt sich einfach

w= 3 (fir, 0®) d®; A---AdD,

U *
1<i1 << <n

Satz 15.3.29 (Zuriickholung von Differentialformen)
Unter den beschriebenen allgemeinen Voraussetzungen gilt

1. CID*()\lwl -+ )\CUQ) = )\1(1)*(.4}1 —+ )\Q(I)*CUQ.
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2. O*(wy Awsy) = P*wy A D*ws.

3. Fir eine stetig differenzierbare Form w und ein zweimal stetig diffe-
renzierbares ® gilt

d(P*w) = ¢*dw.

4. Hat man eine Hintereinanderausfihrung zweier stetig differenzierba-
rer Abbildungen, so gilt

U (P*w) = (P o V) w.

Beweis. (1), (2) folgen direkt aus der Definition, (4) ebenso. Es bleibt (3). Wir
beginnen mit einer Funktion auf W, dann ist ®*f = fo ® und df = 3, 0; fdx;.
Dann ist

d*(df) = d(f o @) = d(®*(f)),
denn

O (df(x))(v) = df(2(x))(DP(v)) = d(f o )(v),

dabei sieht man die letzte Gleichheit aus der Definition. Ist v eine Kurve tangen-
tial an v, so ist D®(v)) tangential an ®o~y und fo(Povy) = (fod)o~. Allgemein
gllt fur w = Zl§i1<---<ik§n f“zkdl’“ A A dxzk

1k
1<t << <n

Ofiy..i

= Z (flv'“’kocp> d®; Add,, - A dD;,
1<y < <ip<n Ox;

- Z (®*dfi, i AN P*(dai, A--- Aday,))
1<ig < <ip<n

= (®"dw).

Damit sind alle Eigenschaften gezeigt. O

Wir nutzen das Zuriickholen von Formen um k-Formen auf Untermannigfal-
tigkeiten des R™ zu integrieren. Dazu betrachten wir zunachst die Situation, dass
M C IR™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist, W = 1y (U) das Karten-
gebiet einer Karte (U, v¢y) mit U C R” offen. Ist w : W — Uyew A*T2M eine
k-Form und ¢j;w die Zuriickholung auf U, so ist mit ¢y (y) = x die zuriickgeholte
Form ein Vielfaches ¢ (y)w = g(y)dys A - - - A dyg der Volumenform.



142 KAPITEL 15. INTEGRALSATZE

Definition 15.3.30 (Integration von k-Formen auf k-
dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R")
Wir setzen

/ wz/wZIWZ/gdyl/\"-/\dykz/gdkn.
U U U

Yy (U)

Wir bezeichenen dies als Integral der k-Form. Fiir Formen, die nicht durch
ein einziges Kartengebiet beschrieben werden, betrachten wir eine Teilung
der Fins, die der Uberdeckung durch Kartengebiete subordiniert ist, und

schreiben
Jo=3 [xw=X [vitoe).

j€IN jeIN
JeNg, JelNy,

In den folgenden Satzen werden wir uns auf Untermannigfaltigkeiten ein-
schranken, die offene Teilmengen des IR™ sind. Der folgende Hilfssatz gibt uns
ein technisches Hilfsmittel, das zentral fiir die Beweise der nédchsten Ergebnisse
sein wird.

Hilfssatz 15.3.31 (Differenz zweier durch Riickholung entstande-
ner Formen)

Es sei U im R™ offen, V C R® x R = R""! mit
Ux|[0,1] CV.
Nun seien g, : U — V C R definiert durch
vi(x) = (z,i), i =0,1.

Ist wy ein stetig differenzierbare, geschlossene k-Form auf V', so gibt es eine
stetig differenzierbare k — 1-Form ws auf U mit

dwy = ?/wal — 1/’8“’1-

Beweis. Wir bezeichnen die Koordinaten auf U durch x = (z1,...,x,) und auf
V ergénzen wir diese durch z,, .

Die Form w; wird in iiblicher Form in der Basisdarstellung aufgeschreiben, wobei
wir die Terme in denen dz,,; auftaucht von denen ohne diesen Term sorgfiltig
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trennen, also

1<ii << <n

+ Z gil,.,ik_ld:vnﬂ A dl’il FANKIRIRIVAN dQEik_l.

1<iy <-<ip_1<n
wy ist geschlossen, also dw; = 0, also ist

n+1 o
dw; = > Z f“ S Qs A (dasgy A -+ Adag,) +

1< <-<1p<n 1=1

az 5
+ Z Z gl kldl'z/\dl'n_i_l/\(dl‘“/\/\dl‘zk)

1<i1 < <ig_1<n i=1

= 0.

Wir betrachten nur die Basiselemente die dz,, 1 enthalten, deren Summe ist (nach
Anwenden von d) natiirlich auch 0. Damit schlieflen wir

Ofiy..i
> fl"'kd nrt A (dag, A Adag,)
1< <-<ix<n OTn1
" 0gi, ..

(930,-

1<ip<<ig_1<n  i=1

Daraus folgt die Gleichung

Z Lfil”'ik (dzi, A--- Aday,)

1< << <n

= ¥ Z 89?%% L A (dag, A Adag, )

1<i1 < <ip—1<n i=1

(15.2)

Integration der Koeffizienten beziiglich x,,,; ergibt

/8le [k dz,1 = fi1-..ik(X> 1) — f(X,())

aanrl
und

1
agz g 0
O/éjjlkl d n+1 - axlo/g’bllk_l d$n+1,

Wir setzen

1
0

1<i1 < <ip—1<n
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Man beachte, dass dies eine Form auf U ist, denn die Integration beziiglich der
letzten Variablen macht die Koeffizienten zu Funktionen auf U. Dort sind auch
die auftretenden Dachprodukte definiert. Dann ist

n 1
de = Z i ( Z /gil,.,iklda:wl) d%l A dl’il VANEIEIAN dl‘il“l

= O 1<y <or<i_1<n
= Z Z /%gilmikf1 danrl d:c@ A dQJil JANRERIVAN d&?ik71
7

1=1 1<i1 < <ig—1
1

- ¥ /8fi1...ik dZny1 dag, A+ Adzy, (verwende GL (15.2))

1< <-<ig<n 8xn

= > (f(x,1) = f(x,0)dzy, A--- Aday,

1<i1 << <n

= wi‘wl - 1?8“’1' [

Definition 15.3.32 (sternformig)
Ein Gebiet G C IR™ heifit sternformig beziiglich xq € G, wenn zu jedem
x € G die Menge

{xo—i—t(x—xo)‘te [0,1]}CG

15t.

Satz 15.3.33 (Poincaré?)
FEine stetig differenzierbare, geschlossene k-Form w auf einem sternformi-
gem Gebiet in R™ ist exakt.

Beweis. OBdA ist U sternférmig beziiglich 0. Wir setzen
®:R xR"—R": (t,x) — tx.

Setze V' = & 1(U). Dann ist U x [0,1] C V. Wir definieren vy, wie zuvor.
Setze
wy = ¢ (w)

4Jules Henri Poincaré (29.4.1854-17.7.1912) war der bedeutenste franzosiche Mathematiker
zur Jahrhundertwende. Er arbeitete iiber partielle und gewohnliche Differentialgleichungen und
fithrte in bahnbrechenden Arbeiten (Analysis situs) topologische Methoden zum Studium sol-
cher Gleichungen ein. Alle Aspekte moderner Dynamik wurden von seiner Arbeit beeinflusst
und gepragt. Er wurde dabei zum Griunder der algebraischen Topologie, einem Gebiet das im
20. Jahrhundert eine eminente Bedeutung erlangte.
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auf V. Der Hilfssatz gewahrleistet uns die Existenz von ws mit
dwy = Piw; — Pyws.

Nun ist
Doy =1y, Poiy=0.
Wir erhalten
Piwr = P (P'w) = (P o)1) (w) = T'w =w
und
Yowo = (P o y)*w = 0.
Damit ergibt sich
de = W1. ]

Wir wollen nun Elemente der klassischen Vektoranalysis betrachten. Dazu sei
U C R? offen, f,g € C*(U;R), v,w € C*(U;IR?) seien zweimal stetig differen-
zierbare Vektorfelder. Wir beginnen mit der Beobachtung, dass dim A°(IR3) =
dim A3(R?)* = 1 und dim A'(R?)* = dim A*(R?)* = 3. In lokalen Koordinaten
sind daher die Nullformen gerade Funktion, d. h. f ist eine typische Nullform, die
1-Formen koénnen lokal in der Gestalt

3
w1 = Z UidZEZ‘ = <V, (dxl, d.IQ, dl‘g))
=1

geschrieben werden. Mit der Kurzform
ds = (dxy, dxs, dzs)

wird dies zu
wy = (v, ds).

Punktweise bilden die drei Elemente dx; A dxo, dzy A dxs, dos A dxs eine Basis
fir A%(IR?)*. Die allgemeine 2-Form hat die Gestalt

Wo = wldxg VAN dl‘g + wgdl’l A dl’3 + wgdl’g A dIg.
Mit dS = (dzy A dzs, dzy A das, dae A dag) wird dies zu
wy = (w,dS).

Die allgemeine Dreiform hat die Gestalt gdV mit dV = dxy Adzs Adzs. Klassische
Differentialoperatoren sind der Laplaceoperator A, der auf Funktionen wirkt und
die Form Y7, 2 hat, der Gradient, der Funktionen den Vektor der partiellen

=1 3733?
Ableitungen zuordnet, die Divergenz, die wie bereits gesehen auf Vektorfeldern v
operiert und die Form

" (91)7;

=1
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hat. Als letztes betrachten wir die Rotation eines Vektorfeldes v : U — IR?, das
die Form

8113 8’02

81'2 8$3

t U1 82;3
rotv = _— —
6133 8[E1

) U1

8x1 8[E2

hat. Diese klassischen Formen kann man folgendermafien mit der Sprache der
differentialformen verbinden: Wir bestimmen nun die Wirkung von d fiir die
allgemeinen Formen der Ordnung, £ = 0, 1,2. Zunachst ist fiir £ =0

df = (grad f, ds).

Fiir die allgemeine 1-Form w; bekommen wir dw; als

3
dw; = d(Zvidx,)
i=1

3 3 avi

i=1j=1

. (%2 81}1
= (axl — 8x2)dxl/\d$2+...>
= (rotv,dS).

Fiir die allgemeine 2-Form wy ergibt sich als duflere Ableitung

dws = d{w,dS)

3 3
= O =1 O
811)1

= U 4y A day A+ 22y Adry Ada
8x1 a552
= divwdV.
Nun folgt aus der Formel d(dw) = 0,
d(df) = d(grad f,ds) = (rot grad f, dS).

Dies impliziert die Formel
rot grad f = 0.

Ganz entsprechend ergibt sich
0 = d(dw;) = d(rot v,dS) = divrot vdV.

Aus dem Poincaréschen Satz folgt dann sofort die folgende Integrabilitatsbedin-
gung.
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Korollar 15.3.34 (Integrabilitdtsbedingung)
Es sei U C R? ein sternformiges Gebiet und v,w : U — R? stetig diffe-
renzierbare Vektorfelder.

1. Ist rotv =0, so existiert ein f € C*(U;R) mit grad f = v.

2. Ist divw = 0, so gibt es ein stetig differenzierbares Vektorfeld u :
U — R3 mit rotu = w.

Beweis. Folgt sofort aus der eben diskutierten Darstellung der 1- bzw. 2-Formen

mittels der klassischen Differentialoperatoren und dem Poincaréschen Lemma.
m

Der Vollstandigkeit halber wollen wir noch das folgende Lemma zeigen.

Lemma 15.3.35 (Kartenunabhingigkeit der Integration von For-

men)
Die Definition des Integrales einer k-Form dber eine orientierte k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit ist unabhdngig von der Karte.

Beweis. Angenommen wir hétten zwei Karten (U;,¢y,), ¢ = 1,2, fir die gilt
K CU;,i=1,2. Dann ist

[ wnw= [ Guowww= [ whuthe= [ whe D
¥y, (K) by, (K) Vo0, %0, (K) Yy, (K)

Hier bietet sich ein kleiner Ausflug in die Welt der sogenannten Kohomolo-
gietheorie an. Wir betrachten C*°-Differentialformen. Sei Q*(U) die Menge aller
beliebig oft differenzierbaren k-Formen auf U. QF(U) bildet auf natiirliche Weise
einen Vektorraum und

d: QMU) — QD)
ist eine lineare Abbildung. Wir bezeichnen mit
By(U) = {w € OH(U) ‘ we BILD(d)} ,
Zp(U) = ker(d).
Wir betrachten die folgende Sequenz
0—-R—QU)—QU) — - = Q" (U) = Q" (U) =0,

wobei der Pfeil jeweils fiir die Abbildung d steht. Die Bedingung d? = 0 besagt
Br(U) C Z(U).
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Definition 15.3.36 (de Rhamsche Kohomologie)
Die de Rhamsche Kohomologiegruppe ist gegeben durch

Hir(U) = Z(U) /By (V).

Dabei ist der Quotient der Quotientenvektorraum im Sinne der Linearen
Algebra.

. J

Das Lemma von Poincaré besagt nun gerade, dass fiir sternféormige Mengen
in R™ gilt

H*(U) = {0}.

Wir kommen zuriick zur Untersuchung der Existenz des Kurvenintegrals Pfaff-
scher Formen. Der Beginn dieser Theorie, die weitreichende Konsequenzen hat,
insbesondere auch fiir die Physik, jedoch auch in der Mathematik, ist ein Begriff,
der uns anschaulich sagt, wann zwei Kurven in einem Raum ineinander defor-
mierbar sind. (Deformationen von Bildern sind heute in der Bildbearbeitung wohl
bekannt, die genaue Formulierung der Deformation von Bildern dhnelt unserer
Definition.) Im Folgenden seien Kurven immer so reparametrisiert, dass sie auf
dem Intervall [0, 1] definiert sind, dies ist keine Beschrénkung der Allgemeinheit.

Definition 15.3.37 (Homotope Kurven)

FEs sei M eine Untermannigfaltigkeit des R", U C M offen und vi2 :
[0,1] — M seien zwei Kurven auf M mit v;([0,1] C U, i = 1,2. Gibt es
eine stetige Abbildung

H:[0,1]x[0,1] = U
mit
H(t,Z) = ’)/iJrl(t),t S [0, 1], 1= 0, 1,

so nennen wir y; und v, homotop in U. Die Abbildung H wird als Homo-
topie bezeichnet.

Bemerkung 15.3.38 (Homotopie - Veranschaulichung)
Wiéhlt man eine Zahl 0 < ¢ < 1, so kann man eine Kurve

?E(t) = H(t7 5)

definieren. Es gilt dann 7y = v, und 5, = .
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H(0,.) H(l..)

P

Abbildung 15.3: Homotopie zweier Kurven

Satz 15.3.39 (Homotopieinvarianz von Kurvenintegralen)

Es sei M eine Untermannigfaltigkeit des R™, W C M offen, vo1 : [0,1] —
W zwei stetig differenzierbare (stickweise stetig differenzierbare) Kurven
mit

Xo = 70(0) = 7(0) und x; = (1) = n(1).
Sind 79, 1 homotop und ist w eine Pfaffsche Form auf M mit dw = 0, so

qgilt
[ fo
0 "

Beweis. Wir itberdecken die kompakte Menge K = H([0, 1] x [0, 1]) mit Karten-
gebieten der Form ¢y (U), endlich viele davon tiberdecken K. Wir holen die Form
jeweils von einem Kartengebiet zuriick auf U C R*. O]

15.4 Der Satz von Stokes

Wir wollen nochmals tiber Orientierung sprechen. Wir nennen zwei Karten gleich
orientiert, wenn die Determinante der Linearisierung des Kartenwechseldiffeomor-
phismus positiv ist. Ein Atlas gleich orientierter Karten heifit orientierter Atlas.
Gibt es einen orientierten Atlas, so ist M orientierbar. Wir gehen von einer orien-
tierbaren Mannigfaltigkeit aus, deren Orientierung wir fixieren (beachte zu jeder
orientierbaren Mannigfaltigkeit gibt es zwei Orientierungen).

Die Orientierung auf der Mannigfaltigkeit ist via Karten definiert. Ist xqg € M,
so ist der Tangentialraum Ty, M isomorph zu IR*, ein Isomorphismus ist durch
Dy (Y5t (x0)) fiir eine geeignete Karte (U, 1) gegeben. Wir nennen die Ori-
entierung auf Ty, M positiv, wenn det Dyy (5 (x0)) > 0. (Aussage iiber die
Basiswahl.) Ist M eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und
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sind vy, ..., v5_1 € Tx,M eine positiv orientierte Basis. Ein Einheitsnormalenfeld
v : M — T" heifit positiv orientiert, wenn fiir alle xo und alle positiv orientierten
Basis der Tangentialraume gilt

det(v(xq), v1, ..., 0,-1)) > 0.

Fiir eine Hypermannigfaltigkeit (d. h. Untermannigfaltigkeit der Dimension n—1)
kann man zeigen:

1. Ist M orientiert, so gibt es ein positiv orientiertes Einheitsnormalenfeld.

2. Besitzt M ein Einheitsnormalenfeld, so gibt es eine Orientierung auf M, so
dass das Feld positiv orientiert ist.

Satz 15.4.1 (Stokes®, einfache Version)
Es sei U C R"™ offen und w eine stetig differenzierbare n — 1 Form auf
U. Dann gilt fiir jedes Kompaktum K C U mit glattem Rand die folgende

Formel
/dw = /w.
K

oK

\.

Beweis. Wir beginnen mit dem Raum A" '(IR")*, dessen Dimension nach der
Dimensionsformel gerade n ist. Eine Basis erhalten wir, indem wir n — 1-fache
Dachprodukte der dz; betrachten, dies tun wir gerade dadurch, dass wir jeweils
eine der Formen dz; weglassen, also bis auf eine Umskalierung erhalten wir

(dx>(l) = <—1)i71dl’1 A ANdr_g A dl’i+1 A Aday,.

Die allgemeine Differentialform erhalten wir dann durch
w=>_ fi(dx)?.
i=1

Dann ergibt sich
dw = Z gfl

i—1 9Ti

da; A (dz)®,

Durch ¢ — 1 Vertauschungen erhélt man die einfache Formel

dwzzgﬁdxl/\---/\dxn.

i=1 Ui

SGeorge Gabriel Stokes (13.8.1819-1.2.1903) war ein irischer Mathematiker und Physiker,
der in Cambridge wirkte. Seine Beitrage zur mathematischen Physik sind bedeutend. Eine der
wichtigsten Gleichungen der Strémungsmechanik ist nach ihm benannt, die Navier-Stokessche
Gleichung.
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Die Funktionen f; konnen wir nun durch
f=(fi,....f):U—=R"
als Vektorfeld auffassen. Schreiben wir gleichzeitig den Vektor (von Formen)
dS = (dSy,...,dsS,)

mit ‘ ‘
ds; = (=1)""1(dz)"?,

so erhalten wir formal die Form w als Skalarprodukt
w = (f,dS).
Dann ergibt sich fiir dw die Darstellung
dw = div(f)dzy A -+ Aday,.

Wir betrachten nun das duflere Einheitsnormalenfeld v : 0K — IR™. Nun hat
(wie wir zeigen werden) das Integral iber den Rand die Form

/ W= / (£, dS) / (£(x), v(x))dS.

oK oK oK

Mit der obigen Darstellung von dw = div(f)dzy A - - - A dx,, erhalten wir

/dw — /div(f)d)\n.

Die Behauptung folgt somit aus dem Gaufischen Integralsatz. O

Beispiel 15.4.2 (Volumenberechnung mit dem Satz von Stokes)
Sei w auf R™ gegeben durch

w= i(—l)i_la}i(dx)(i).

=1

Dann ist
dw =ndxy A --- Adzx,.

Fiir ein Kompaktum K mit glattem Rand gilt daher

|
A(K) = E/dw.
0K
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Im Spezialfall n = 2 folgt

1
Ao (K) = 5 / xdy — ydex.
oK
Fir K = B;(0) erhalt man
1
Xa(B1(0)) = 3 /xdy — ydz.
g1

Mit
() = (cos p, singp)
ergibt sich

™ K

MBO) = 5 [ o= [ (o) +sin(p)) dp =

—Tr —Tr

Wir wollen nochmals allgemeinere Bereiche ansehen. Es sei M eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™.

Definition 15.4.3 (reguldrer Bereich)
Es sei B C M mit B= MnNC, wobet C' C IR™ abgeschlossen ist. Es sei
H C RF gegeben durch

H:{x:(xl,...,xk)E]Rk

ZL‘1<O}

Wir nennen B reguldren Bereich, wenn zu jedem b € B eine Umgebung U C
R* existiert und ein Diffeomorhismus ®y : U — M aus einem orientierten
Atlas von M ezistiert mit b € ®(U) und

S(U)NB=®(UNH).

Wir bezeichnen als OB die Menge der Punkte fir die ein (U, ®) existiert
mit b € ®(UNOH).

Ohne Beweis fassen wir wesentliche Eigenschaften zusammen.

Satz 15.4.4 (Eigenschaften reguldrer Bereiche)
Es sei B C M mit OB # (). Dann gilt:

1. Ist M orientiert von der Klasse C*, so ist OB eine Untermannigfal-
tigkeit von IR™ der Dimension k — 1 und der Klasse C*.
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2. Die Finschrinkungen der Abbildungen ® auf OH parametrisieren 0B.

3. Diese bilden einen orientierten Atlas.

4. Firbe 0B ist T, OB eine Hyperebene in Ty M .

Beweis. Siehe Walter [19] O

Satz 15.4.5 (Stokes)

Es sei M eine k-dimensionale, orientierbare Mannigfaltigkeit im IR™ der
Klasse C? und w sei eine k—1 Form auf M. Dann gilt fiir jeden kompakten
requldren Bereich B C M mit OB # ()

B/dw:/w.

oB

/dw:O.

M

Ist M kompakt, so folgt

Beweis. Vgl. Walter [19] O

Satz 15.4.6 (Stokes, klassische Version)

Es sei M eine 2-dimensionale, orientierbare Mannigfaltigkeit im R? der
Klasse C?, B sei ein kompakter requlirer Bereich auf M. Es sei M C V C
R? offen und w : M — R? sei eine C*-Abbildung. Dann ist w = > widz;
eine Pfaffsche Form auf M und es gilt

/(rotw,y>dS: /w.
9B

B

Dabei ist v : M — R? das geeignet orientierte Einheitsnormalenfeld.
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