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Übungsleiter: Christian Gloy, BSc
Jun.-Prof. Dr. Klaus Kröncke
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Aufgabe 1 (2 + 2 Punkte)

a) Sei [a, b] ∈ R ein Intervall, f : [a, b] → R eine stetige Funktion und K ein Rotati-
onskörper, gegeben durch

K :=
{

(x, y, z) ∈ [a, b]× R2 | y2 + z2 ≤ f2(x)
}

Beweisen Sie, dass das Volumen (d.h. das Borel-Lebesgue’sche Maß) von K durch

die Formel λ(K) = π
∫ b
a f

2(x)dx gegeben ist.

b) Berechnen Sie das Volumen des Ellipsoids

E :=
{

(x, y, z) ∈ R3 | (ax)2 + (by)2 + (cz)2 ≤ r2
}
.

wobei a, b, c, r > 0.

Aufgabe 2 (2 + 2 Punkte)

In dieser Aufgabe sei die Norm von x ∈ Rn gegeben durch ‖x‖2 =
∑n

i=1 x
2
i

a) Berechnen Sie das Gauß’sche Integral∫
Rn

e−‖x‖
2

dx.

Hinweis: Betrachten Sie zunächst den Fall n = 2.

b) Sei k > 0, n ∈ N und p ∈ [1,∞). Wir definieren Funktionen fk, gk : Rn\{0} → R durch
fk(x) = ‖x‖−k χB1(0) bzw. gk(x) = ‖x‖−k χRn\B1(0), wobei die Menge B1(0) durch
B1(0) = {x ∈ Rn | 0 < ‖x‖ < 1} gegeben ist. Geben Sie Bedingungen an n, k und p
an, die die Eigenschaften [fk] ∈ Lp(Rn \{0}) und [gk] ∈ Lp(Rn \{0}) charakterisieren.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Beweisen Sie folgende Aussage (Satz 2.3.2):
Sei (Ω, λ, µ) ein Maßraum, X ⊂ Rn offen und f : X × Rn → R eine Abbildung. Sei
fx : Ω→ R für jedes x ∈ X integrierbar und F : X → R definiert über F (x) =

∫
Ω fx dµ.

Sei N eine Nullmenge sodass für jedes y ∈ Ω \N die Funktion fy : X → R stetig partiell
nach xi differenzierbar ist und sei g : Ω→ R eine integrierbare Funktion mit

| ∂f
∂xi

(x, y)| ≤ g(y) für alle x und alle y ∈ Ω \N.

Dann ist F stetig partiell nach xi differenzierbar und es gilt

∂

∂xi
F (x) =

∫
Ω

(
∂f

∂xi
)xdµ.



Aufgabe 4 (2 + 2 Punkte)

Die Koordinaten des Schwerpunktes s eines Körpers K ⊂ Rn mit stetiger Massendichte
m : K → R sind gegeben durch

si =
1

M

∫
K

xi ·m dλ, i = 1, . . . , n,

wobei xi : Rn → R die i-te Koordinatenfunktion bezeichnet und

M =

∫
K

m dλ.

Berechnen Sie die Schwerpunkte bei homogener Massenverteilung (d.h. für eine konstante
Funktion m) für

a) den Viertelkreis K :=
{

(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > 0, x2 + y2 ≤ r2
}
⊂ R2 bzw.

b) den Zylinder K :=
{

(x, y, z) ∈ R3 | z ∈ [0, h], x2 + y2 ≤ r2
}
⊂ R3.

Abgabe bis zum 8.12.2016 um 12:15.


