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Aufgabe 1 (3 + 1 Punkte)

Sei (©, 2, ) ein Mafiraum, X € 2 und ~ die in Definition 1.6.8 eingefiihrte Aquivalenzrelation.
Seien f1, f2, 91,92 : X — C messbare Funktionen und a € C. Zeigen Sie:

a) Sind fi ~ fo und g1 ~ g2 dann gelten auch f1 + g1 ~ fa+ g2, fi- g1 ~ f2- g2 und
afi ~ afy. Folgern Sie, dass V/ ~ aus Bemerkung 2.1.3 in natiirlicher Weise zu einer
Algebra wird.

b) Gilt fi ~ fo dann ist fiir jedes p € [1,00) die Funktion f; genau dann in £P(X)
enthalten, wenn f, € £P(X). In diesem Fall gilt || 1], = || f2]],,-

Aufgabe 2 (2 + 2 Punkte)
Sei (Q,2, 1) ein Mafiraum und X € 2.
a) Seien p,q,r € [1,00) derart, dass %—i—% = % Zeigen Sie: Ist f € LP(X) und g € L9(X),
dann ist f-g € L7(X) und es gilt
1 - gll, < 1FI, - gl

b) Seien 1 < py < p; < oo. Zeigen Sie: Ist f € LP0(X) N LP(X), dann ist f € LP(X)
fiir alle p € (po, p1) und es gilt die Abschétzung

1-0 [%
[fllpy < Ml - 1111,

fiir alle # € (0, 1), wobei py durch % = 1p;09 + pil definiert ist.
Aufgabe 3 (1+1+ 1+ 1 Punkte)
Sei (Q,2, 1) ein Mafiraum und X € 2. Zeigen Sie:

a) LP(X) ist fiir p € [1,00), p # 2 im Allgemeinen kein Hilbertraum, d.h. die Norm wird
nicht durch ein Skalarprodukt induziert. Hinweis: Parallelogrammgleichung

b) Ist u(X) < oo und f: X — C beschriinkt, dann ist [f] € LP(X) fiir alle p € [1, 00).
c) Ist u(X) <oound 1 <p < g < oo, dann gilt LI(X) C LP(X).

d) Belegen Sie durch Beispiele: Ist u(X) = co und 1 < p < ¢ < oo, dann gilt weder
L9(X) C LP(X) noch LP(X) C Li(X).



Aufgabe 4 (2 + 2 Punkte)

Wir betrachten den Raum C([0,1],C) = {f :[0,1] — C | f stetig}. Aus der Analysis I
wissen wir, dass dieser Raum versehen mit der Supremumsnorm || f|l,, = sup,eo,1 |f(2)]
ein Banachraum ist. Sei p € [1,00) und i, : C([0,1],C) — LP(]0,1]) gegeben durch
ip(f) = [f]

a) Zeigen Sie, dass diese Abbildung wohldefiniert, injektiv und stetig (beziiglich der
jeweiligen Normen) ist.

b) Sei X, = 1,(C([0, 1], C)) C LP([0, 1]), versehen mit der Metrik d,([f], [9]) = [I[f — g]ll,,
Zeigen Sie, dass (X, dp) fiir kein p € [1, 00) vollsténdig ist.

Abgabe bis zum 24.11.2016 um 12:15.



