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Aufgabe 1 (2 + 2 Punkte)

a) Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit des R™, w; eine stetig differenzierbare k;-Form
auf M (mit ¢ = 1,2) und f : M — R eine stetig differenzierbare Funktion, dann
gelten

d(w1 VAN WQ) =dwy Nwsy + (*1)’“&)1 A dwo d(f . wl) =df Nwi+ f - dw
b) Betrachten Sie auf R?" die 2-Form w = >oiey dxiAdy; wobei hier (21, ..., Zn, Y1, .., Un)

die Koordinaten auf R?" bezeichnen. Bestimmen Sie eine 1-form 7 mit dn = w und
berechnen Sie das n-fache Dachprodukt w A ... A w.

Losung: Sei m die Dimension von M. Sei (U, vy ) eine Karte, beziiglich der wy und wy die
lokalen Darstellungen

W] = Z filn-ikl dxil VAN dxikl Wo = Z fj1...jk2dxj1 VANPIRRWAN dxij

1<i1 <. iy <m 1<j1< gy <m

besitzen. Dann gilt nach Linearitéit und der Produktregel

d(fwl) = Z Z %((f o ¢U) . filmikl )d.%'z A dl’il VANAN dxikl

1<i1 <., <m i=1

9
= Z O (f ovu)dx; A E fil,,jkl ANdxg, Ao A d:nikl
i=1 v

1<i1<...ig, <m

0
+f Z Z %(fh...ikl)d.m ANdxiy Ao A dxikl

1<i1 <.y <m i=1

=df Nwi + f - dws.

Es hat w1 A we die lokale Darstellung

w1 N\ wo = Z Z fil...ikf.j1...jk2 d.%'il VANPIRAN dl’ikl A dle VANPAN d.%‘jkz

1<i1 <.y Sm 1< 1 <ooofipy <1

Beachten Sie, dass fiir die Formel der &ufleren Ableitung die Reihenfolge der i1, ... g, j1, - -, Jk,
unerheblich ist, da ein Andern der Reihenfolge nur Vorzeichen entstehen lésst. Nun folgt



aufgrund der Produktregel

dwi Awy) = Y > Za (Firoing = Fiveogiy Vs Adaiy Ao ANday Ndag, AN da,
1<i1<.. zk1<m1<]1< Jke <m =1
= ). Za (firoin, )i Adayy A Ndeiy, A D fiy g dag A Adag,)
1<ii<...ipy <m i=1 1<j1< kg Sm
+ > > Z firiny " 5 fh iy )i Ndiy AL A dag, Ndxg, AN d,
1<ir <. ik1<m1<]1< Jrg<mi=1
= > Za (firi, i Adaiy A Ndag, AC Y Frgydag, A Adag,)
1<i1<.. zk1<mz 1 1< <.. jk2<m
+ (—1)k1 Z fil...ikdxzj VANIRVAN dazikl A Z Z oz, f]1 i dLIZZ A dle A d.ijkQ
1§i1<...ik1§m 1<1<.. ]k2<mz 1

=dwi A wy + (—1)k1w1 A dwsg

wobei das Vorzeichen in der vorletzten Zeile durch das k;-malige Vertauschen von dz; nach
hinten entsteht.

In Teil b) findet man z.B. durch genaues Hinsehen heraus, dass n = > ;| x;dy; oder
n=—>.1, yidz; die gewiinschte Eigenschaft erfiillen. Fiir das n-fache Dachprodukt gilt
zunéchst

A\ ../\w:Z...deil/\dyil/\.../\d:rin/\dyin Zdl’ /\dyg MmN ./\diL‘U(n)/\dyU(n)

74'1:1 in:1 Uezn

wobei die zweite Gleichung daraus folgt, dass das Dachprodukt von zwei gleichen 1-
formen verschwindet. Durch 4-maliges Vertauschen sieht man dx; A dy; A dx; A dy; =
dx; Ndy; Ndx; A dy;, was diL‘U(l) A dya(l) VAIRAN diL’U(n) A dyg(n) =dxy ANdyi N\... ANdxy, Ndy,
impliziert. Insgesamt folgt daher

wWA...Aw=nl-dri ANdyr A ... Ndxy A\ dyp.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Wir betrachten S? € R? und den Zylinder Z C R3, gegeben durch

Z={(v,y,2) eR® | 2? +¢* =1} .

Zeigen Sie, dass die Abbildung f : S? — Z, (z,y,2) — (2> + 3% + 22,0, ry) als Abbildung
zwischen Untermannigfaltigkeiten beliebig oft differenzierbar ist. Berechnen Sie die lokale
Darstellung von f in allen Karten von S? und Z, die Sie verwenden.

Losung: Zunichst stellen wir fest, dass f wohldefiniert ist, d.h. f(S?) C Z. Des Weiteren
gilt £(S?) C {(1,0,2) | 2 € R} und diese Teilmenge von Z kénnen wir durch die Karte
VU = (—7/2,7/2) x R = Z, (¢,2) — (cos(p),sin(p), z) abdecken. AuBerdem ist
Y=t (U) — U durch (z,y,2) = (arctan(y/z), z) gegeben. Als Karten von S? verwenden
wir die sterographischen Projektionen

2y 2ys I -1
2 2
on:R — S \{N}a (y17y2)*_> 2 ) ) ) )
lyll"+ 1 llyl” + 1 [lylI” + 1
2y1 2y 1—|lyl?
2 2
@S:R — 5 \{S}a (9173/2)*—) D) ; D) ) 5
lyll"+ 1 llyll” + 1 [lylI” + 1



Eine schnelle Rechnung zeigt nun, dass die Funktionen 1! o f o ¢ : R?> — U und
Lo fogg:R?— U beide durch

4y1y2
(y17y2) — <O7 >
(lyl* +1)2

gegeben sind. Dieser Ausdruck ist offensichtlich beliebig of differenzierbar, daher gilt das
auch fiir f.

Aufgabe 3 (2 + 2 Punkte)
a) Es sei ® : R? — R? definiert durch
D(r,0,p) = (rsinf cos ¢, rsin @ sin p, rcosh) .

Wir schreiben (x1,x2,x3) = ®(r, 60, p) und betrachten auf einer offenen Menge U C
R3 die Differentialformen w; = fidx; + fodae + f3dzs und wy = Fidas A dzs +
Fodzz A dzy + Fadzy Adzg. Sei V= @ 1(U), ®*w; = g1dr + gody + g3dd und
®*wo = G1dO A dp + Gadp A dr + G3dr A df. Berechnen Sie g; und Gj fiir j = 1,2, 3.

b) Im R? betrachten wir die Differentialform
w = 2z1z3dzs A dzs + drs Adry — (x% + e*Y)dxy A das.

Zeigen Sie, dw = 0, und bestimmen Sie eine 1-Form 7 mit dn = w.

Losung;:

a) Wir berechnen zunéchst

sin(f) cos(yp) rcos(f) cos(p) —rsin(f)sin(p)
D®(r,0,p) = | sin(f)sin(yp) 7rcos(f)sin(p) rsin(f)cos(p)
cos(6) —rsin(0) 0
Fiir (r,0,¢) € V und (z1,x2,23) = O(r,0, ) ergibt sich iiber

(@%w1) (6, 9)(v) = wi(z) (DP(v))

und
dz; (D®(v)) = d(x; 0 @)(v) = dP;(v),
dass
(®%wr) (r,0, ) =
J1(x) - (sin(@) cos(p)dr + 7 cos(#) cos(yp)df — rsin(0) sin(y)de) +
fa(x) - (sin(@) sin(p)dr + 7 cos(0) sin(¢)db + rsin(0) cos(p)dp) +
f3(x) - (cos(@)dr — rsin(0)do) .

Dies liefert dann
61(r,0,0) = F1(3) sin(8) cos() + f>(x) sin(0) sin(p) + f3(x) cos(0)
02,0, 0) = F1(3)r cos(0) cos(ip) + a3 cos(8) sin(g) — fa(x)r sin(6)
93(r, 0, ) = —fr(x)rsin(0) sin(p) + f2(x)r sin(0) cos(e).
Analoges Vorgehen liefert iiber ®*(dz; A dz;) = d®; A d®; im zweiten Fall:
G1(r,0, ) = F1(x)r?sin?(0) cos(p) + Fa(x)r?sin?(0) sin(y) + F3(x)r? sin(0) cos(0)
Go(r,0, ) = F1(x)rsin(0) cos(0) cos(p) + Fa(x)r cos(f) sin(f) sin(p) — F3(x)r sin?(6)
Gs(r,0,p) = —F1(x)rsin(p) + Fa(x)r cos(y).

Nun kann man noch f;(x) = f;(®(r,0,¢)) und F;(x) = F;(®(r,0,¢)) firi=1,2,3
schreiben.



b) Wir berechnen unter Verwendung von dzs A dzy A dzg = dag A dze A das:
dw = 2x3dzy A dag Ades — 2x3drg Adzy A dag = 0.
Integration nach x; liefert
n = —x1das — (x%xl + e“) dze + C(xe, r3)dws.
Dann ist

dn =dx3 Adxy — (azg + exl) dzi A dag + 2z123das A dzg — gcdmg A das,
T3

d.h. C = const.

Um die Wichtigkeit der Funktion C zu sehen, stellen wir uns vor, wir hétten zunéchst
nach x3 integriert:

n= —:Jclzcgdxg + x3dxy + C(x1, x2)dx;.
Dann ist

dn = —x%dxl A dxo — 2z123des A dey + dag Adxy + gcdxg Adxy.
2

Also muss
oc
8:1:2 a
gelten und somit C(x1,x2) = x2e™ + const.

Aufgabe 4 (2 + 2 Punkte)

e’

a) Seien U C R" eine offene Menge und G C R” ein sternférmiges Gebiet. Zeigen Sie:
Gibt es einen C'!-Diffeomorphismus ¢ : U — G, dann ist jede stetig differenzierbare
geschlossene k-Form auf U exakt.

b) Auf U = R?\ {0} sei die 1-Form w durch

-y

w= dx
$2+y2 +x2+y2

dy

gegeben. Zeigen Sie, dass w auf U keine Stammfunktion besitzt, die Einschrénkung
von w auf W = R?\ {(x,0) | z < 0} hingegen schon.

Losung: Sei w eine geschlossene k-Form auf U. Sei ¢ = ¢~ 1. Dann ist 1)*w eine geschlossene
k-Form auf U, denn d(¢*w) = ¢*dw = ¢*0 = 0 nach Satz 4.3.28 (iii). Nach Satz 4.3.31
existiert eine stetig differenzierbare k — 1 form n auf G mit dn = ¥*w. Dann ist ¢*n eine
stetig differenzierbare k — 1-Form auf G' und es gilt d(p*n) = ¢*dn = p*Y*w = (Yo p)*w =
(idy)*w = w. Damit ist a) gezeigt.

Um b) zu zeigen, betrachten wir die geschlossene Kurve ~ : [0, 27] — U, gegeben durch
~(t) = (cos(t),sin(t)). In Beispiel 4.2.19 wurde gezeigt, dass fq{w = 2. Daher kann w nicht
Differential einer Funktion sein, da sonst f7 w = 0 wire, siehe Korollar 4.2.18. Andererseits
ist w auf W exakt, da W sternférmig um z¢g = (1,0) € U ist: Ist (z,y) € W, dann ist
auch (1,0) +t(z — 1,y —0) € W fiir t € [0,1], denn ¢t -y # O fiir ¢ > 0, falls y # 0; und
1+t(x—1)>0 firt € |0,1] falls y = 0, da dann = > 0 gelten muss.



