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Analysis 1I: ﬁbungsblatt 14, Losungsvorschlag

Bitte beachten Sie, dass es sich hierbei um eine unkorrigierten Losungsskizze handelt. An einigen
Stellen sind ausfiihrliche Erkldirungen eingefiigt.

Aufgabe 1. (3 Punkte) Sei f : R? — R definiert durch
f(z,y,2) = z* + 22 cosy + sin z.

Zeigen Sie, dass die Gleichung f(x,y, z) = 0 fiir geniigend kleine x,y, z nach z aufgel6st werden

kann, und berechnen Sie fiir die Losungsfunktion z(x,y) die partiellen Ableitungen % und g—;.

Lésung: Wir machen uns erst einmal klar, dass zu zeigen ist, dass eine Funktion g(z, y) existiert
(diese schreiben wir nun auch als z(z,y)), so dass wir f(x,y, z) = 0 dquivalent umformen kénnen
zu z = g(x,y); dies soll wenigstens lokal fiir kleine x, y, z, also fiir , y, z in einer geniigend kleinen
e-Kugel gelten. Dazu denken wir an die Voraussetzungen des Satzes liber implizite Funktionen
(mit der Notation der Vorlesung galt folgende Rollenverteilung: “y = 2” und x = (x,y)) und
fassen f als Funktion

f: R x RY' SR!
~—~ ~—~
Variablen z,y  Variable z

auf auf. Wir iiberpriifen nun die Voraussetzungen des Satzes
e £(0,0,0) =0, (also ist es erst einmal tiberhaupt sinnvoll “kleine” x,y, z zu betrachten)

e Die Funktion ist, als Verkniipfung von stetig partiell differenzierbaren Funktionen, stetig
partiell differenzierbar (und somit stetig differenzierbar)

. %(0,0,0) = co8(z)|,=0 = 1 # 0. Also ist %(0,0,0) € R “invertierbar”!.
(Da f stetig differenzierbar ist folgt auch, dass g—ﬁ(az, y,z) um (0,0,0) ungleich 0 ist).

Der Satz besagt nun, dass ein € > 0 und eine eindeutige Funktion
qg: U CR*—>R
~—~
existiert so dass
V(UC,% Z) € Bs(o) - R3: f(xvya Z) =0 < =z= z(x,y) = g(m,y)

Aquivalent kann dies auch so formuliert werden: Es existieren offene Mengen U C R? und V C R so dass
(0,0) € U und 0 € V, sowie eine stetig differenzierbare Funktion g : U — V so dass

V(z,y,2) eU x V. flz,y,2) =0 <= g(x,y) = 2.
Die partiellen Ableitungen von g fiir jene (z,y) € U so dass %(m,y, z) invertierbar ist werden
“implizit” berechnet:
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Worsicht: Die Inverse ist also die “Inverse Matrix”, was hier einfach der Kehrwert der Zahl ist



sowie

—1
gz(ft,y) = - <g£($ayag(x7y))> Z.g];(x’y’g(x’y))

_ aey)
9 (x,y, g(x,y))

Dies lasst sich kompakt so schreiben:

0 o ~1
a(l,’y) ($7y) = - (55(%%9(%@)) . 8(x7y) (x,y,g(a:,y)) c R1%2
cR1x1 E]lger?

(im Allgemeinen ist dieses Produkt als Matrix-Matrix-Multiplikation von R™*" und R™*P Ma-
trizen zu verstehen). Da die partiellen Ableitungen

gf (z,y,2) = 323 + 2cosy
x
gf(a:,y,z) = —2zxsiny
Y
sind, folgt, dass
dg .
m(:c, y) = —m (33:3 +2cosy, —2xsin y)

Aufgabe 2. (4 Punkte) Bestimmen Sie Maximum und Minimum der Funktion
f(fL‘,y,Z) :$2+y2+ (Z_ 1)2

auf dem Ellipsoid
S ={(z,y,2) €R%:2” + (§)° + (3)° = 1}.

Hinweis: Diese Aufgabe ldsst sich wie in dem Beispiel der Vorlesung vom 18.1. diskutieren. Dazu elimi-
niere man geeignet eine Variable in der Funktion und bestimme den Definitionsbereich. Alternativ ldsst
sich die Aufgabe mit Hilfe der Lagrangemultiplikatoren, siehe am Vorlesung 23.1., lésen.

Lésung: (Ohne Lagrange-Multiplikatoren). Auflésen der Gleichung, die S definiert nach #? und
Einsetzen in die Funktion ergibt die Funktion

Fl2) =14 352+ (- 12 - (7%

die wir nun auf

§={(y2) €R?: 3w € Rmit (,y,2) € S} = {(3,2) R : (12 +(3)? < 1}
betrachten. Wegen des Einsetzens gilt, dass

max f(z,y,2) = max_f(y,z),
(x,y,z)GS (y,z)ES

wobei die Maxima existieren, weil beide Mengen S, S kompakt sind und f sowie f stetig.
Entsprechendes gilt fiir die Minima. Um die Extrema von f zu bestimmen, betrachten wir das
Innere von S und den Rand 95 getrennt. Fiir das Innere S° kénnen wir die kennengelernten
Methoden der Differentialrechnung fiir die Bestimmung von moglichen lokalen Extremwerten
verwenden. Da

grad fly.2) =0 = (3.2~ 1)~ 22) = (0,0)



folgt, dass (y,z) = (0, %) eine mogliche Extremstelle ist. Da (0, %) € D und wegen

3
Hess (0, 9 = <0 9 E ) >0 (d.h. positiv definit),

handelt es sich um eine lokale Minimalstelle mit Minimum f (0, %) = %. Um die Extremwerte

von f auf dem Rand dS zu bestimmen iiberlegen wir uns zuerst wie dieser aussieht: Es ergibt
sich, dass

05 ={(y,2) eR*: ()’ + (5’ =1} ={(y.2) e R*: y* =4(1 - (3))}.

Damit kénnen wir das Vorgehen wiederholen indem wir 42 in f(y, z) ersetzen. Somit erhalten
wir also eine weitere Funktion

F2)=1+3(1— (2 +(z—1)2 = ()2 =122~ 22 +5,

die wir auf N
S={zeR: JyeRmit y* =4(1— (3)*)} = [-3,3].

betrachten. Fiir f kénnten wir nun mit Analysis I die Extremwerte (von einer Funktion in einer
Variablen) bestimmen. Alternativ kann man aber wie folgt argumentieren. Weil

f) = (fa= 5P+ (-3 25-3
mit Gleicheit genau dann wenn z = % [—3, 3], folgt dass, f das globale Minimum 5 — 2

der Stelle z = \[ annimmt. Es folgt aus der Monotonle der Quadratfunktion des Weiteren, dass

= = 7 —3 =
nax, f(z) Jnax, f(z) = f(=3)
Insgesamt ergeben sich also das Maximum und Minimum durch Vergleich der Ergebnisse fiir f

(im Inneren von S) und f. Wir erhalten insgesamt also ein globales Maximum mit dem Wert
16 und ein globales Minimum mit dem Wert %. Die zugehorigen Stellen ergeben sich durch

Einsetzen: (0,0, —3) bzw. (£4/1 —(2)2,0,2)

Alternative Losung mit Hilfe von Lagrange Multiplikatoren:
Man betrachte hierfiir die Lagrangefunktion

Az, y,z,N) = f(z,y,2) + Ag(x,y,2)

wobei g(x,y,2) = 2* + (4)* + (§)? — 1 ist. Die Kandidaten fiir die Extremwerte (‘kritischen
Punkte’) sind die Nullstellen der Jacobi-Matrix / des Gradienten von A:

oA
8($7y7z7>\)
= (:c:O\/)\:—l)/\(y:(]\/)\:—4)/\(,2:%)/\g(m y,2) =0

= (22(1+X),2y(1 + 7)), 2(2 = 1) + §Az,g(2,,2)) = 0

AuBlerdem ist grad g(z,y, 2) = (2z, §, 9 z) ungleich 0 fir alle z,y, z mit g(z,y, z) = 0. Das heifit,
die Jacobi-Matrix von g an jeder Stelle entlang der Nebenbedingung hat maximalen Rang 1.
Um die obigen Gleichungen aufzulésen, betrachte man Fallunterscheidungen:

(A) z =y = 0: Dann folgt aus g(z,y,2) = 0, dass z = +3 und damit f(0,0,—3) = 16 bzw.
£(0,0,3) = 4.



(B) x # 0: Dann muss A = —1 sein und somit auch y = 0 und z = 2. Aus der Nebenbedingung

9
8"
folgt dann 2% =1 — & = 2% und damit f(z,y,2) =35 + &5 = L.

(C) y # 0: Dann muss A = —4 sein und somit auch x =0 und z=% Aus der Nebenbedingung
folgt dann y? = 4(1 — 25) 5 2 und damit f(x,y, 2) = 25 = 3R 25 156.

Da die Funktion f stetig ist und die Menge {(z,y,2): g(z,y,z) = 0} kompakt ist, muss ein
globales Maximum und Minimum existieren. Dieses muss unter obigen Kandidaten verteten
sein. Daraus ergibt sich durch Vergleich der Werte, dass das Maximum der Funktion der Wert
16 ist (dieser wird an (0,0, —3) angenommen). Das Minimum ist .

Aufgabe 3 (3 Punkte). Sei D C R? offen und beschriinkt und f : D — R zweimal stetig
differenzierbar in D und stetig auf dem Abschluss D von D. Sei weiters

o*f 0% f

Af(zy) = Gan) + 5o

(z,y) 2 0
fiir alle (x,y) € D. Ziel der Aufgabe ist es, zu zeigen, dass

max T,Y) = max z,Y), 1
(x,y)eﬁf( Y) (w)ean( Y) (1)

wobei 0D den Rand von D bezeichnet.

(a) (2P.) Zeigen unter der zusétzlichen Annahme von Af(x,y) > ¢ > 0 fiir ein ¢ > 0 und alle
(z,y) € D, dass f kein lokales Maximum in D haben kann. Hinweis: Was lisst sich iiber die
Definitheit der Hesse-Matrixz sagen? Verwenden Sie, dass die Summe der Diagonaleintrige einer
symmetrischen Matriz gleich der Summe ihrer Eigenwerte ist.

(b) (1P.) Zeigen Sie nun (1) mit Hilfe von (a) indem Sie folgende Hilfsfunktionen betrachten,
Lo o, o

(c¢) (1 Bonuspunkt) Schlieflen Sie, dass falls Af(x,y) = 0 fiir alle (z,y) € D gilt, folgt, dass

max_f(z,y) = max f(z,y), und min_ f(z,y) = min f(z,y).
(x,y)€D (z,y)€0D (x,y)€D (z,y)€dD

Lésung: Zuerst beachte man, dass die Maxima in der Behauptung existieren, da f stetig ist
und die Mengen D, 0D kompakt sind, als beschrinkt und abgeschlossene Mengen. Man beachte
auch, dass globale Extrema, falls diese in D liegen, auch lokale Extrema sein miissen! (a): Da
die Summe der Eigenwerte der Hesse-Matrix an jeder Stelle (z,y) € D grofler als 0 ist, folgt,
dass wenigstens ein Eigenwert groflier als 0 sein muss. Somit kann die Hesse-Matrix an all diesen
Stellen nicht negativ semidefinit sein und damit nach dem Satz in Abschnitt 2.3 kein lokales
Maximum in D existieren (hierbei beachte man auch, dass die d?f(x,y) # 0 aufgrund der
Voraussetzung).

(b): Man sieht leicht, dass die Hilfsfunktionen g,, die Voraussetzung von Teil (a) erfiillen. Damit
gilt fiir alle n € N und (z,yo) € D, dass

gn(z0,%0) < max |gn(z,y)|. (2)
(z,y)€0D

Wegen

1
sup lgn(z,y) — f(z,9)] < = Sup7|x2 + y2‘



(man beachte, dass SUP ;. ,)eD |22 4 2| endlich ist weil D kompakt und die Funktion (z,y)
22 + y? stetig ist) konvergiert die Folge (g, )nen gleichmiBig gegen f auf D, also

li_>m supﬁ]gn(w,y) - f(337y)| =0.
"% (@,y)eD

Daraus folgt offensichtlich, dass auch g,|sp gleichméBig gegen f|op konvergiert auf 9D. Damit
konnen wir in (2) den Grenzwert n — oo bilden und erhalten,

f(@o,90) < G |f(z,9)],
woraus die Behauptung folgt.
(c): Dies folgt aus dem Bewiesenen in dem man zusétzlich —f betrachtet.
Wichtige Hinweise: Abgabe des Blattes bis Fr, 25.1.2019, 14:00 Uhr, Briefkasten 110.
Bitte Tackern Sie Thre Blatter und schreiben Namen und Matrikelnummer auf die erste Seite.
Das Blatt sowie mogliche Korrekturen finden Sie unter
https://www.math.uni-hamburg.de/home/schwenninger/ana2.html.




Aufgabe 4 (Implizite Funktionen). (1) Zeigen Sie, dass durch y3 + 22 — 2zy = 0 um den
Punkt (z,y) = (1,1) eine differenzierbare Funktion y = g(x) mit g(1) = 1 implizit definiert

1st.
(2) Berechnen Sie die Ableitung ¢'(z) = g—g(l).
Losung:
(1) Die Funktion f:R? — R, f(x,y) = y> + 2% — 2xy ist stetig differenzierbar mit
gg(x,y) = 3y® — 2z, gi(w,y) =2r—2y, f(1,1)=0 und gg(l,l) =1#0.

Deshalb kann man unter Verwendung des Satzes tiber implizite Funktionen die Gleichung
f(z,y) =0um (a,b) = (1,1) nach x auflosen.
Es gibt also eine offene Menge U mit 1 € U und eine stetig differenzierbare Funktion
g: U — Rmit g(1) =a=1und f(z,g(x)) = 0.

(2) Nun bestimmen wir ¢’(1). Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gilt

/ _ %(I’,g(%)) __233*29(‘%)
g (x) =——5; = 372 (3)
% (1,9(z) 39 -2z
fiir # € U. Insbesondere folgt also ¢’(1) = — 22 =0



