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Axiome der reellen Zahlen

Die Menge der R der reellen Zahlen erfiillt die folgende Axiome:

(a) R zusammen mit der Addition und Multiplikation ist ein Korper
(b) R ist mit < ein angeordneter Korper, d. h. fiir alle x, y, z€ R gilt:

(O1) es gilt genau eine der Relationen x < y, x = y, oder x > y
(02) < is transitiv
(03) x<y=x+z<y+z
(04) x<yundz>0= xz < yz
(c) R ist vollstandig, d. h. fiir alle nichtleeren X, Y € R mit x < y fiir alle x € X
und y € Y existiert ze R, sodass x < z< y fiiralle xe X und y e Y.
(d) R ist ARCHIMEDISCH, d. h. fiir alle x € R existiert ein n € IN mit x < n.

Bemerkungen:
e durch die Axiome ist R eindeutig bestimmt

e endliche Korper und € kénnen nicht angeordnet sind

e () ist angeordnet und archimedisch, aber nicht vollstandig, z. B. die Mengen

X=IxeQ: x><2V und Y = cQ: y>>2
konnen durch kein{e ratqi%nale Zah}l »Separiert” wé)r/den(Q Y }

e es gibt angeordnete Korper die nicht archimedisch sind
e archimedisch folgt aus Vollstandigkeit und somit ist dieses Axiom redundant
e NS INyg € Z < Q < R ordnungserhaltend
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Konsequenzen aus den Ordnungsaxiomen

(O1) es gilt genau eine der Relationen x < y, x = y, oder x > y
(O2) < is transitiv

(03) x<y=x+4+z<y+z
(04) x<yundz>0= xz<yz

Lemma

Fir alle x, y, z, w € R gilt:
(1) x<yundz<w=—x+z<y+w

(2) x<yund0>z=— xz>yz
(3) 0<1

(4) 0<x<y—=—0<y " <x
(5) furallex, y>0gilt: x <y < x

1 —1

2 < y2.

Beweis:

(1) Annahmen und (O3) ergeben x+z < y+zund z+y < w
(2) mit (O3) folgt —z > 0 und (O4) ergibt —xz < —yz und (2) folgt aus (O3)
(3) Korper = 0# 1. Falls1 <0, danngilt 1-1>0-1 nach (2)
und somit erhalten wir den Widerspruch 1 > 0 /4
(4) (04) = 0 < xy; (3) = 0 < (xy)~! und (0O4) mit 0 < x < y ergibt (4)
(5) ,=" Annahme multipliziert mit x bzw. y ergibt mit (04) x* < xy = xy < y?
=" x? < y2 — x # y und die Annahme y < x fiihrt nach dem ersten Teil (,=")

HEENENENEEENEN

zum Widerspruch y? < x?
Bemerkung: Rechenregeln von < iibertragen sich auf natiirliche Weise auf <
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Intervalle

Fir Endpunkte x < y definieren wir folgende Intervalle:
vl ={zeR: x<z<y},

(X,y) {zeR: x <z <y},
v)={zeR: x <z <y},

(X,y] ={zeR: x<z<y}.

Dabei heiBt |x, y| abgeschlossenes Intervall, (x, y) offenes Intervall und
(x,y| und [x, y) halboffene Intervalle.

Wir betrachten auch unendliche/unbeschrankte Intervalle
(—oo,y| i={zeR: z< y},
(—o0,y) :={zeR: z <y},
|x,0) :={zeR: x < z},
(x,00) :={zeR: x < z},
(—o0,00) :=R.
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Betrag und Abstand

Wir erinnern an die Definition des Betrages einer reellen Zahl, der dem natiirlichen
Abstand zu 0 angibt:

x X, falls x > 0,
x| =

—x, falls x <0.
Satz (Rechenregeln des Betrags)
Fir alle x, y € R gilt:

(a) [x]=>0und |x| =0 <= x=0 (positiv definit)

(b) Ixyl = [x]-lyl (homogen)
insbesondere falls y # 0, dann gilt |xy 1| = |x||y ™}

(c) |x+y| <|x|+y| (Dreiecksungleichung)

(d) |x—=y|=|x| =y (|x — y| heiBt Abstand zwischen x und y)

Beweis: Jeweils die Definition von | - | einsetzen und alle entsprechenden

Fallunterscheidungen x > 0 bzw. x < 0 usw. , durchspielen.” []

Bemerkung: Mit Induktion lasst sich die Dreiecksungleichung auf
‘fozl Xi| < Zﬁ;l |x;| fiir k > 2 verallgemeinern.
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Rechenregeln fiir den Abstand |x — y/|

Fir alle x, y, z€e R gilt:

(a) x—y|=20und [x—y|=0<<= x=y (positiv definit)
(b) |[x—y|=|y— x| (symmetrisch)
(c) [ x—z|<|x—y|+ |y — 2z (Dreiecksungleichung)
Beweis:

(a) Der Betrag (und somit auch der Abstand) ist nicht-negativ. Die
positive Definitheit des Betrages besagt

x—y|=0<=x—y=0<=x=y. v
(b) Die Homogenitat des Betrages impliziert
x—yl=1|x—y|=|-1-|x=y|=|(-1) - (x=y)| =y —x|. V
(c) Folgt aus der Dreiecksungleichung des Betrages durch
x—z[=|x—y+y—z|<|x—y|+|y—z|. [
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Folgen

Definition

Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung a: IN — RR.

Bemerkungen:

e Anstelle von a(n) schreibt man in diessm Zusammenhang oft a,.
e Fiir die Folge schreiben wir auch (a1, az,...), (an)sen oder einfach (a,).

e Oftmals werden Folgen auch mit unendlichen Teilmengen aus IN bzw. INy oder
mit unendlichen Teilmengen aus Z mit einem kleinsten Element indiziert.

Beispiele:
e Folge mit Gliedern a1 =1, a» = % az = % und so weiter, d. h.
1 1
a, = - bzw. (n )nE]N

o a3 = 12, ap = 22, a3 = 32 und so weiter entspricht a, = n?

e Folge (—1,3,—1,3,...) mit a, = —1 fiir n ungerade und 3 sonst
o Folge (2,—2,2,—2,...) ist gegeben durch ((—1)" - 2) e,
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Konvergenz

Definition
Eine Folge (a,)new reeller Zahlen konvergiert gegen eine Zahl a, falls es fiir jede
reelle Zahl € > 0 ein n. € IN gibt, so dass fiir alle n > n. die Ungleichung

la, —a| <e

gilt.
Falls die Folge (a,)new gegen a konvergiert, so schreiben wir

an E— a
fir n — oo oder einfach a, — a oder

lim a, = a.
n——»>00

Wenn es ein a € R mit a, — a gibt, so ist die Folge (a,) konvergent.

Falls kein solches a € R existiert, so ist die Folge divergent.
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Beispiel: a, = n*

1

Da fiir alle n, m e IN mit n < m die Ungleichung n=! > m™! gilt, ndhert sich Folge

(n™1) pew immer weiter an 0 an.
Daher vermuten wir a, — 0.

Um das nachzuweisen, miissen wir zeigen, dass fiir jedes € > 0 ein n. € IN existiert,
so dass fiir alle n > n. die Ungleichung

1
——O‘<€
n

1
n

gilt.
Wegen der Archimedischen Eigenschaft existiert ein n. € IN mit e~ < n.. Fiir alle
n > n. gilt ebenfalls e=! < n. Das Bilden der Kehrwerte liefert nun

1
—<e¢€
n

fir alle n > n. und somit folgt a, — 0.
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Beispiel: a, = ”;nl

Wir behaupten a, — 1.

Es gilt namlich

n n

und nach dem vorigen Beispiel gibt es fiir alle £ > 0 ein n. € IN, so dass fiir
alle n = n. die Ungleichung % < ¢ gilt. In diesem Fall gilt also

n—1
n

—1'<5

fir alle n > n. und damit konvergiert die Folge (a,).qcn gegen 1.
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Divergente Beispiele

ap = n

Die Folge mit den Gliedern a, = n divergiert. Sei namlich ¢ = 1. Fiir jedes
a € R existiert ein np € N mit a < ap, = ng. Fur alle n > ng ist a,
mindestens a,, + 1. Damit gilt fir unendlich viele n die Ungleichung

la, — a| = 1. Also konvergiert (a,) nicht gegen a und da a beliebig war, ist
die Folge divergent.

4

(—-1,3,—-1,3,-1,3,...)
Seie =1und ae R.

Nach der Dreiecksungleichung muss einer der beiden Abstande |(—1) — a|
und |a — 3| mindestens 3| — 1 — 3| = 2 sein.

Damit gibt es unendlich viele n mit |a — a,| > 1. und die Folge konvergiert
nicht gegen a.

y

Bemerkung: Qualitativ unterscheiden sich die beiden divergenten Folgen.
Die erste Folge ist unbeschrankt und monoton, wahrend die zweite oszilliert.
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Bestimmte Divergenz

Definition
Eine Folge (a,)new reeller Zahlen divergiert bestimmt gegen oo (bzw. —o0),

falls fiir alle R € R ein ngp € IN existiert, so dass fur alle n > ng die
Ungleichung a, > R (bzw. a, < R) gilt.

e Falls eine divergente Folge nicht bestimmt divergiert, so divergiert sie
unbestimmt.

e Falls (a,) bestimmt gegen oo divergiert, so schreiben wir

an —> o0 fiur n — .

e Falls (a,) bestimmt gegen —oo divergiert, so schreiben wir

a, —> —o0 fur n — 0.
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Eindeutigkeit von Grenzwerten

Lemma

Eine Folge (a,)ne besitzt hochstens einen Grenzwert.

Beweis: Seien a, b € R verschieden beides Grenzwerte der Folge (a,)pel.
Da a und b verschieden sind, ist d = |a — b| > 0. Sei

525.

Wegen a, — a und a, — b existieren ng und mg € N, so dass fiir alle
n = ng und alle m = mq gilt:
la, —a| < e und lam — b| < €.
Sei nun n gréBer als das Maximum von ng und mg. Dann gilt gleichzeitig
la, — al < e und |a, — b| < . Also ist
la—b|=|a—a,+a,—b|<|a—ay +|b—an ~2c=]a—b|,

ein . []
Bemerkung: Damit ist die Schreibweise lim,__,,, a, = a gerechtfertigt.
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Nullfolgen

Sei (a,) eine Folge mit a, > 0 fiir alle n € IN. Dann gilt a, — o0 genau dann,

1

wenn a, - —> 0 gilt.

Beweis: Es gelte a, —> o0 und sei € > 0. Da a, —> 0 gilt, existiert fiir R = ¢!

ein ng € IN so dass fiir alle n > ngy die Ungleichung a, > R = ¢! gilt. Es folgt

1 1
an = R -
fiir alle n > ny und somit gilt a_- ! — 0. v
Umgekehrt gelte a;! — 0 und sei R € R beliebig. Wir kénnen R > 0 annehmen
und setzen € = R~!. Es existiert also ny € IN, so dass fiir alle n > ng die
Ungleichung a1 = |a; 1 — 0] < € gilt.
1

an>_:R
€

und a, — oo folgt. []

Bemerkungen:
e Folgen die gegen 0 konvergieren heiBen Nullfolgen

e man sieht leicht ein: (a,) — 0 genau dann, wenn (|a,|) — 0
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Potenzen reeller Zahlen — Folge (¢")

Wir unterscheiden mehrere Falle abhangig vom Wert von c € RR.

1. Fall (¢ > 1): In diesem Fall ist c = 1 + b fiir ein b > 0. Wir zeigen ¢” — o0 und hierzu sei
R > 0 beliebig. Setze ng > %. Dann gilt fiir alle n = ng mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes

n n R
"=(1+b)" =Y <n>bk=1+nb+ 3 (”)bk>nb>nob> T b=R.
ko K k2 K b
Also gilt ¢ — 0. v
2. Fall (c = 1): Folge (c") ist die konstante Folge (1,1,1,...) und somit ¢ — 1. v
3. Fall (0 < ¢ < 1): In diesem Fall gilt c” — 0. Hierzu sei d = c~!. Wegen 0 < c < 1 gilt
d > 1, und damit nach dem ersten Fall d” — o0 und somit d= " = c" — 0. v
4. Fall (c = 0): Folge (c") ist konstant und konvergiert gegen O. v
5. Fall (—1 < ¢ < 0): Die Nullfolgeneigenschaft im 3. Fall besagt nun |c"| — 0 und somit folgt
auch hier ¢ — 0. v
6. Fall (c = —1): Die Folge (cn) = (1,—1,1,—1...) oszilliert und ist divergent. v

7. Fall (c < —1): Aus dem 1. Fall folgt nun |c"| divergiert bestimmt gegen co0. Fiir c < —1
wechselt aber jeweils das Vorzeichen und ist die Folge divergent. v
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c”
n!

Beispiel

Wir zeigen fiir jedes feste c € R ist (‘,:7—';) eine Nullfolge.
Fiir € > 0 wahlen wir erst

> |c|
und dann n. = ng groB genug, so dass

‘C]”0+1

n. >
I‘Io!-é~

gilt. Insbesondere, gilt |c|/ng < 1 und fiir n > n. erhalten wir

c"l _|ef™ ¢ | c| _ le[™ e _ [e™*tt 1
. , . oo L : < L — < e,
n! ng! ng+1 ng+2 n ng! n no! n.
wegen der Wahl von n. und (f:) > 0 folgt. v
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. . . i]' n
Beispiel a, = ( . )
Die ersten Folgeglieder sind
dp — 2
doy = 2,25
d3 = 2,%

as = 2,44140625
dig = 2, 5937424601
di00 = 2, 7048138294 . ..

d1000000 = 2, 7182804693 . ..

und um das Konvergenzverhalten zu analysieren brauchen wir mehr Theorie.
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Beschranktheit, Supremum und Infimum

Definition
Eine Menge X < R reeller Zahlen heit nach oben beschrankt, falls es eine Zahl
s € R gibt, so dass fiir alle x € X die Ungleichung x < s gilt.

e Ist X durch s nach oben beschrankt, so ist s eine obere Schranke von X.

e Entsprechend definieren Beschranktheit nach unten und untere Schranken.

e Eine Menge X < R heiBt beschrankt, falls X sowohl nach unten als auch
nach oben beschrankt ist. In diesem Fall gibt es ein s € R, so dass fiir alle
x € X die Ungleichung |x| < s gilt.

e Eine Folge (a,)qen reeller Zahlen heiBt nach oben, bzw. nach unten
beschrankt, falls die Menge {a,: n € IN} der Folgenglieder nach oben bzw.
nach unten beschrankt ist.

Definition

Ist s eine obere Schranke von X € R und gibt es kein t < s, so dass t ebenfalls
eine obere Schranke von X ist, so nennen wir s die kleinste obere Schranke oder
das Supremum von X und schreiben sup(X) = s.

Analog definieren wir eine groBte untere Schranke bzw. Infimum und inf(X).

4
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Vollstandigkeit impliziert Suprema/Infima beschrankter Mengen

Jede nichtleere, nach oben beschrankte Menge X < R besitzt ein Supremum.

Beweis: Sei X € R nichtleer und nach oben beschriankt. Wenn X ein groBtes
Element enthalt, so ist dieses bereits die kleinste obere Schranke von X. Wenn X
kein groBtes Element enthalt, so sei

S = {se R: s ist obere Schranke von X} .

Fir alle x € X und alle s € S gilt dann x < s. Nach dem Vollstandigkeitsaxiom
existiert ein ¢ € R, so dass fiir alle x € X und alle s € S die Ungleichung

X< CcC<Ss

gilt. Also ist ¢ die kleinste obere Schranke von X. ]

Bemerkung: Die Aussage fiir nach unten beschrankte Mengen und Infima zeigt
man entsprechend.
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Folge a, = (inl)n ist nach oben beschrankt

Wir zeigen, dass fiir alle n € N die Ungleichung a, < 3 gilt. Dazu berechnen wir a,
mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes:

1\" T /n\ 1
n — 1 — - —
o= (142) =X ()=

Fir ke IN mit 1 < kK < n gilt

n\ 1 1 n n—1 n—k+1 1 1 1

— = — .. < = <

k) nk k! n n n kI 1.-2-...-k ~ 2k-1
Damit ist

1 n n 1 n—1 1 k 1 — l” 1
(1+—) <1+ =1+Z(—) = 1+ ) <1+ — 3.

n Dk—1 2 _ 1 11

k=1 k=0 2 2

Dabei haben wir die geometrische Reihe

benutzt, die mit vollstandiger Induktion bewiesen werden kann.
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Monotonie

Definition

Eine Folge (an)n e reeller Zahlen heiBt monoton steigend /wachsend, falls fiir alle n € IN die
Ungleichung

an < dn+1
gilt.
Entsprechend definiert man monoton fallend.

Gilt die strenge Ungleichung, dann reden wir von streng monoton steigenden /fallenden Folgen.

4

Jede monotone wachsende, nach oben beschrankte Folge reeller Zahlen konvergiert.

Beweis: Fiir eine solche Folge (an)nenw sei a das Supremum der Menge A = {a,: n € IN} der
Folgenglieder. Wir zeigen nun a, — a.

Sei € > 0 beliebig. Da a = sup(A), ist a — € keine obere Schranke von A und es gibt n. € IN mit

Monotonie
a—e < ap < an < a.
Insbesondere gilt fiir alle n > n. die Ungleichung |a, — a| < £ und a, — a folgt. L]

Satz gilt analog fiir mononton fallende, nach unten beschrankte reelle Folgen.
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Folge a, = (inl)n ist monoton wachsend

Wir betrachten die Quotienten a,;1/a, und zeigen, dass diese mindestens 1 sind:

n+1 n+1 n n+1
et (et ) :( 1)(1+n11)+ ( 1 (J?)

1+ =
n

an (1+3)"

und erhalten also

an+1_(1+1) n’ +2n n+1_(1+1) . 1 ntl
an n/ \ n?+2n+1 B n (n+1)2 '

Die Bernoulli-Ungleichung:

(L+x)">1+4 nx firalle x> —1

angewendet mit x = —ﬁ und n + 1 ergibt schlieBlich

n 1 1 1
e (1) (-0 ) = () G =
an n n+1 n n+1
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EULER 'sche Zahl e

Wir haben gezeigt das die Folge a, = (”ng)n mononton wachsend und

nach oben beschrankt ist und erhalten das folgende Korollar.

Korollar
Die Folge (a5)new mit a, = (1 + £)" ist konvergent. DJ

Der Grenzwert der Folge a, = (1 + %)n definiert die EULER 'sche Zahl e.

Die ersten Stellen der Dezimaldarstellung lauten

e = 2,713281828459045. ..
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Konvergente Teilfolgen

Satz (Bolzano—\WeierstraB)

Sei (a,)nen eine reelle Folge, die nach oben und unten beschrankt ist. Dann gibt es
eine Teilfolge (ap, )kew die konvergiert.

Beweis: Wir betrachten maximale Indizes der Folge (a,).cn, wobei ein Index
me IN ist, falls a, < a,, fir alle n > m gilt.

Falls es unendlich viele maximale Indizes n; < ny < ... gibt, dann ist (a,, )ken €ine
monoton fallende Teilfolge. Diese Teilfolge ist, genau wie die Folge (a,)qen, nach
unten beschrankt und nach dem letzten Satz konvergiert (a,, )ken-

Nehmen wir nun an, dass es nur endlich viele maximale Indizes ny < n, < --- < ny
gibt. Dann gibt es fiir jedes n > ny immer einen Index n’ > n mit a,, > a,.

Wir definieren rekursiv eine monoton wachsende Teilfolge wie folgt: Wahle
ny = ng+ 1 und ny = ny > ny sei der Index mit a,, > a,,. Danach wahlen wir
n3 = ny > Ny mit a,, = a,, usw.

Die dadurch entstehende Teilfolge (a,, )jen ist monoton wachsend und nach oben
beschrankt, da (a,).ew nach oben beschrankt ist. Wieder folgt, dass die Teilfolge
(an;)jenv konvergiert. ]
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CAUCHY-Folgen

Definition (Cauchy-Folge)

Eine reelle Folge (a,) heiBt Cauchy-Folge, falls fiir jedes § > 0 ein ny existiert, so
dass
la, — am| < 0

fir alle n, m = n; gilt.

Aus der Dreiecksungleichung folgt, dass konvergente Folgen (a,) mit lima, = a
auch Cauchy-Folgen sind, da fiir gegebenes § > 0 mit der Wahl ¢ = §/2 und
ns = n. folgt fiir n, m = n;

la, —am| =|lan—a+a—an| <|a,—a|+|a—an| <2 =9.

Die Umkehrung beruht auf der Vollstandigkeit der reellen Zahlen die in den Beweis
liber eine Anwendung des Satzes von Bolzano und WeierstraB eingeht.

Jede reelle Cauchy-Folge konvergiert. \
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Cauchy-Folgen sind beschrankt

Beweis: Sei (a,)qew eine Cauchy-Folge reeller Zahlen. Wir wenden zuerst
das Cauchy—Kriterium mit 4 = 1 an und erhalten einen Index ng, sodass

lap — am| < 1

fur alls n, m > ns gilt.

Seien M und N das Minimum und Maximum der ersten ns Folgeglieder, d. h.
M = min{a1,...,an;;} und N = max{ai,...,an}-
Da |a,, — am| < 1 fiir alle m > ns gilt, haben wir auch
M—-1<a,, —1<anp<ap, +1<N+1.

Demnach ist die Folge (a,)new nach unten durch M — 1 und nach oben
durch N 4 1 beschrankt. []
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Cauchy-Folgen konvergieren

Beweis: Die Beschranktheit von Cauchy-Folgen (a,) garantiert mit dem Satz von
Bolzano und WeierstraB die Existenz einer konvergenten Teilfolge (a,, )kew und sei

a= lim ap,
k—> 00

der Grenzwert der Teilfolge.
Wir zeigen, dass die ganze Folge gegen a konvergiert.

Dafiir sei € > 0 beliebig gegeben und das Cauchy—Kriterium mit § = £/2 garantiert
einen Index ng, sodass |a, — a,| < 0 fir alle n, m > ns gilt. Aufgrund der
Konvergenz der Teilfolge (a,, )kenv gibt es auch einen Index ks, sodass |a,, —a| < §
fur alle k = ks gilt.

Nun wahlen wir n. = max{n;s, ng, }. Dann folgt mit der Dreiecksungleichung fur
n = n. und ein beliebiges kK mit n, = n.

la, —a| = |ap —an, + an, — a| < |ap— an | +|an, —al <20 =¢,

und somit konvergiert die ganze Folge (a,).cn gegen a. ]
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Exkurs: Alternative Konstruktion der reellen Zahlen

Idee:
e () ist bereits ein angeordneter und archimedischer Kérper
e () ist nicht vollstiandig und es gibt nicht-konvergente Cauchy-Folgen, z.B.:

1 2
aip=1 und a,i 1= §(an -+ a_)

hat rationale Folgenglieder, aber der Grenzwert \/2 ist nicht in Q

e wir wollen Q) also so erweitern, dass alle Cauchy-Folgen konvergieren

e definiere die reelle Zahl r als Grenzwert aller Cauchy-Folgen rationaler Zahlen
die ,gegen r konvergieren”

— r entspricht einer Aquivalenzklasse von Cauchy-Folgen deren punktweise

Differenz eine Nullfolge ist

e genauer zwei Cauchy-Folgen (a,)ew und (b,)new € QY definieren wir als
aquivalent wenn (a, — b,) e eine Nullfolge ist

e dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der rationalen
Cauchy-Folgen deren Aquivalenzklassen dann den reelen Zahlen entsprechen,
d. h. die Quotientenmenge dieser Aquivalenzrelation definiert man dann als R

e (ibertrage dann die Anordnung und Rechenoperationen von Q) iiber die Folgen
auf kanonische Weise und kann die Axiome der reellen Zahlen nachweisen
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Rechenregeln fir Grenzwerte

Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen reeller Zahlen mit Grenzwerten a und b. Dann gilt:
(1) (an+ bn) — a+ b,

(2) (an'bn)—)a'b,

(3) (c-an) — c-afiralle ceR,

(4) (Z—’;)—>%,fa|lsb7é0und b, # 0 fir alle ne IN

(5) und a < b, falls a, < b, fiir alle n € IN gilt.

Beweis: Teil (1) folgt direkt aus der Dreiecksungleichung da fiir festes € > 0 und hinreichend
groBes n gilt
[(an + bn) —(a+b)| < |an—a|+|bn—b|<5+35 =¢. v
Fir den Beweis von (2) nutzen wir die Beschranktheit der konvergenten Folge (a,) aus. Sei also
lan| < A fiir alle n € IN gilt und C = max{A, |b|}. Fiir gegebenes £ > 0 wahle n. groB genug,
sodass fur alle n = n. sowohl
£ £

lan — a| < — und |bn — b| < —
2C 2C

gilt. Fir alle n > n. folgt dann
|anbn - ab| = |anbn - anb + anb - ab| < |anbn - anb‘ + ’anb - ab| = |an(bn - b)‘ + ’(an - a)b‘
und Rechenregel (2) folgt mit

£ £ e |an] |b|

g E &
anbn — ab| < |ap| - + - |bl = = - + - =< -+o-xse€. v
[anbn < lan 2C 2C|| 2 C 2 C 2 2
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Beweis der Rechenregeln (3)—(5) fir Grenzwerte

Die Rechenregel (3) folgt direkt aus (2) mit der konstanten Folge. v

Fiir Rechenregel (4) ist es hinreichen b ! — b™! nachzuweisen, da die allgemeine
Form dann aus (2) folgt. O.B.d.A. sei b > 0. Fiir gegebenes ¢ > 0 wahlen wir
0 > 0 hinreichend klein so dass

1 1
—— < 1l+4e¢b d —— <1—¢b
1_5< + € un 1+5< €
und ng, so dass fiir n > nqg gilt
1+eb 1 1 1 1—¢€b
1-0)b < b, < (1+0)b = — = :
(1=9) AH)b = = = > T 555, > A+ b
Somit folgt
1
b—n——‘<| |_g v

Regel (5) beweisen wir mit einem Widerspruch. Die Annahme b < a fiihrt mit
e = (a — b)/2 fir hinreichend groBe n zu dem offensichtlichen Widerspruch

b, <b+e=a—¢e<a, []
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Rechenregeln fiir bestimmt divergente Folgen

Es gibt auch Rechenregeln fiir bestimmt divergente Folgen, allerdings
konnen Ausdriicke der Form

0 - oo, 00,/0 oder 00—

nicht sinnvoll betrachtet werden, da hier ganz unterschiedliche Ergebnisse
moglich sind.

Exemplarisch geben wir ohne Beweis folgende Rechenregel an:

(6) Gilt a, — a fir ein a€ R mit a # 0 und b, — 0, so ist

0, falls a > 0,

n——->00

lim (a,- b,) = {

—o0, falls a < O.
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EinschlieBungssatz

Es seien (a,), (b,) und (c,) Folgen reeller Zahlen, so dass fiir alle n € IN die
Ungleichung a, < b, < ¢, gilt.

Falls a, — a und ¢, — a, dann konvergiert auch (b,) gegen a.

Beweis: Sei ¢ > 0. Wegen lim,__, a, = lim,__, ¢, = a gilt fir
hinreichend groBe ne IN

la, —al <e¢ und lch —a| <€

und somit
a—c<a, <b,<cp,<a+e.

Es folgt also |b, — a|] < € und die behauptete Konvergenz ist damit
gezeigt. []
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Reihen

Definition
Fiir eine Folge reeller Zahlen (a,) betrachten wir die Partialsummen
Sp =41 + -+ ap.
e Die Folge (s,) der Partialsummen ist eine Reihe fiir die wir oft auch nur
>'7" | an schreiben.
e Die Summanden a, sind die Glieder der Reihe.
e Eine Reihe Y . a, konvergiert gegen eine reelle Zahl s, falls die Folge der

n=1
Partialsummen s, = >/ _, ax gegen s konvergiert. Dann schreiben wir

o0
Zan:s.
n=1

o Gilt s, — o0 oder s, — —00, so schreiben wir >, ~; a, = ®©
. c o0
beziehungsweise >, _, a, = —0.

e Die Indizes einer Reihe kdnnen auch bei einer anderen Zahl als 1 anfangen.
y

Bemerkung: Mit konvergenten Reihen werden wir spater die Exponentialfunktion
exp( - ), Logarithmusfunktionen log( - ) und die Winkelfunktionen sin(-) und cos( -)
definieren.
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Geometrische Reihe

1

Die geometrische Reihe }.”” ; c” konvergiert fiir c € R mit |c| < 1 gegen —

Beweis: Mit vollstandiger Induktion zeigt man fiir alle ¢ # 1 die geometrische

Summenformel
n+1

T
kZ::OC T 1-c¢

wobei wir 0° als 1 definieren.

Wir hatten bereits gesehen, dass die Folge (c") fiir |c| < 1 gegen 0 konvergiert.
Mithilfe der Rechenregeln fiir Grenzwerte erhalten wir fiir die Folge der

Partialsummen

L 1 — ¢t 1 —=lim, gt 1 .

lim c" = |lim — — .
n—>ook_O n—-o0 ]_—C ].—C ].—C ].—C

Bemerkung: Fiir ¢ > 1 folgt ebenso Z(;O:o c" = o0 und fiir c <= —1 ist die Reihe

Y7, c" unbestimmt divergent.
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Harmonische Reihe

Die harmonische Reihe > > . % divergiert bestimmt gegen oo

Beweis: Fiir kK € IN betrachten wir die konsekutiven Glieder
1 N 1 N 1 N N 1 - 1
k=141  2k-142  2k-143 ok = ok 27

Fiir die Partialsumme s, mit n > 2% folgt damit

1
Sp = Sok = k- —.

Die Folge der Partialsummen ist also unbeschrankt und die harmonische

Reihe Zn 1 ,17 divergiert bestimmt gegen oo. []

Bemerkung: Auf der anderen Seite kann man zeigen, dass > )" ; == fiir alle
a > 1 konvergiert.

Mathias Schacht Mathematik Il fiir Informatik SoSe 2025 §5. Reelle Folgen / 35




6. Stetige Funktionen
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Funktionsgrenzwerte

Fiir reelle Funktion f, d.h. f: D — IR mit D € R, interessieren wir uns fir
Funktionsgrenzwerte

lim f(x).

X

Beachte:

e X muss nicht unbedingt in D liegen, es reicht wenn es eine Folge gibt, die
gegen X konvergiert
e es kann mehr als eine Folge x, — X geben

Definition

Sei f: D — R eine reelle Funktion und %X € R, so dass es eine Folge (x,) mit
Elementen aus D \ {X} gibt, die gegen X konvergiert.

Wir sagen, dass f an der Stelle X den Grenzwert a hat, und schreiben

lim f(x) = a bzw. f(x) — a fir x — X,

X—>X

falls fir alle Folgen (x,) mit Elementen aus D mit lim,_,, x, = X die Folge
(f(xn))nelw gegen a konvergiert.

Bemerkung: Punkte X die die Voraussetzung der Definition erfiillen, heiBen
Haufungspunkte von D.
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Uneigentliche Grenzen und Grenzwerte

e Wir konnen fiir den Grenzwert a auch die uneigentlichen Grenzwerte
—o0 und oo zulassen und definieren auf die naheliegende Weise

lim f(x) =0 bzw. lim f(x) = —o0.

X—>X

e SchlieBlich lassen wir auch fiir X die uneigentlichen Grenzwerte oo und
—o0 zu. D. h.

Xll_r)noo f(x)=a

bedeutet also, dass es mindestens eine Folge (x,) von Elementen von
D gibt, fiir die x, — 00 gilt und dass fiir alle solchen Folgen

lim f(x,) =a

n—->00
gilt. Analog definieren wir
lim f(x)=a.
im  f(x)
Wieder sind auch in diesen Fallen a = —o0 und a = oo zugelassen.
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Beispiel: f(x) = —x3
e Der Definitionsbereich D is ganz R.

e Fiir jedes x € R gilt

lim f(x) = %>,
X—>X

da sich fiir jede Folge x, —> X mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte

S

im f(x,) = lim —x3=(—1)-( lim x)( lim x)( lim x,,) — 33

n—-0o0 n—-0a0 n—--a0 n—--0a0 n—->0a0

e Auf dhnliche Weise sieht man

Xh_r)noo f(x) = —00

und

Xlrrloof(x) = 0.
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Beispiel fir fehlenden Funktionsgrenzwert

Sei g: R — R durch

g(x) =

1, falls x > 0,
—1, fallsx <0

definiert.
e fiir die Nullfolge (n™1) erhalten wir lim, ., g(1/n) =1
e fiir die Nullfolge (—n~1) erhalten wir lim,__,, g(—1/n) = —1
= Der Funktionsgrenzwert fiir X = 0 existiert nicht

e wir kdnnten auch die Nullfolge x, = (—1)"n~! betrachten, fiir die die
Folge der Funktionswerte g(x,) oszilliert und nicht konvergiert
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Beispiel: h(x) = x1

D = (0, 00)

Fir alle X € (0, 00) gilt limy_z h(x) = . AuBerdem sind

lim h(x)=0  und

D = (—o0,0)

Fir alle X € (—0,0) gilt limy_z h(x) = . AuBerdem sind

lim h(x) =0 und

X—>—00

D =R - {0}

Dann existiert der Grenzwert limy__,g h(x) nicht.
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Stetigkeit

Definition
Eine reelle Funktion f: D — R heiBt stetig an der Stelle X € D, falls

lim f(x,) = f(X)

n—--0a0

fir alle Folgen (x,) in D mit x, — X.

Die Funktion f heiBt stetig auf einer Menge X < D, falls f an jeder Stelle X € X
stetig ist.

Falls eine reelle Funktion auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig ist, so
nennen wir die Funktion stetig.

Ist f nicht stetig bei X € D, so ist X eine Unstetigkeitsstelle von f.

Bemerkung:

e Typischerweise wird es immer eine Folge x, — X mit x,, # X fir alle n€ IN
geben und somit ist Stetigkeit dann gleichbedeutend mit der Existenz des
Funktionsgrenzwertes lim,__,5 f(x) = f(X).

e Anschaulich ist eine Funktion f stetig in X wenn der Graph der Funktion
{(x,f(x)): x € D} < R? an der Stelle X keinen Sprung hat.
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Beispiele und Rechenregeln

e die Funktion f(x) = —x> fiir alle x € R ist stetig
e die Funktion g: R — R definiert durch

(x) 1, falls x > 0,
X) =
& 1, fallsx <0

hat eine Unstetigkeitsstelle bei X = 0.
o die Funktion h(x) = % fiir alle x € R\ {0} ist stetig
e konstante Funktionen x — c fiir alle x € R sind stetig
e die Identitdt x — x fiir alle x € R ist stetig

e aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte ergibt sich fiir zwei stetige Funktionen
fi: D — R und »: D, — R, dass auch die auf Dy n D, definierten
Funktionen

(h+R)(x) =fAlx)+hR(x) und  (f-H)(Xx)=h(x)-f(x)

wieder stetig sind.
= alle Polynome p als reelle Funktionen p: R — R sind stetig
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Rationale Funktionen sind stetig

e Fiir zwei stetige Funktionen f;: Dy — R und f: D, — R setzen wir
D= (D1n D)\ {xeR: h(x)=0}.
Dann ist die Funktion f;/f; punktweise definiert auf D durch

i)
A(x)

X |

wieder stetig.

Beweis: Seien X € D und eine Folge x, — X beliebig. Die Stetigkeit von f
und f, besagt

im f(x) =A%) und  lim f(x) = H(R).

n——0o0 n——>0C0

Insbesondere gilt lim,_,, f2(x,) # 0 und nach den Rechenregeln fiir
konvergente Folgen erhalten wir

[]

1 . 1(Xn nli—r>noof1(xn) 1(X 1\
o () -, B - SR 45 (B

2
n—->00
= alle rationalen Funktionen, d. h. Funktionen der Form p/q fiir Polynome p
und g, sind stetig auf ihrem Definitionsbereich
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Komposition erhalt Stetigkeit

Seien f: X — R und g: Y — R reelle Funktionen mit f(X) < Y. Die
Funktion f sei an der Stelle X € X stetig und die Funktion g sei an der
Stelle f(X) stetig. Dann ist g o f an der Stelle X stetig.

.

Beweis: Sei (x,)nev eine beliebige Folge mit x, — X. Wir definieren durch
Yn i= f(xn) die Folge (yn)new. Da f an der Stelle X stetig ist, gilt

lim y, = lim f(x,) = f(X)

n—-00 n—-0o0

und da g an der Stelle f(X) stetig ist, folgt

lim (gof)(xn) = lim g(f(x;)) = lim g(yn) = g(f(%)) = (gof)(%).

n——->0Q0

[]
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Stetige Funktionen bilden Intervalle auf Intervalle ab

Satz Zwischenwertsatz

Sei f: D —> R eine stetige Funktion und [a, b] € D mit f(a) < f(b). Dann gibt es fiir jedes
y € [f(a),f(b)] ein x € [a, b] mit f(x) = y.

Beweis: Angenommen fiir ein y € [f(a), f(b)] gibt es kein solches Urbild x € [a, b]. Wir definieren
zwei Folgen (an)pew und (bp)pew rekursiv. Dafiir setzen wir a3 := a und by := b und ausgehend
von bereits definierten a, und b, betrachten wir ¢, = (an + bp)/2 und definieren a,4+1 und b, 1
in Abhangigkeit von f(cp).

Falls f(cn) < y ist, dann setzten wir

an+1 = Cn und bn+1 = bn
und andernfalls gewissermaBBen umgekehrt
an+1 = an und bn+1 = cn .

Der Punkt c, liegt immer genau in der Mitte von a, und b, und deswegen gilt dann fiir alle n € IN

b—a
bn — dn = 2n_1 .
Somit folgt lim a, = lim b, und sei x dieser Grenzwert. Wegen der Stetigkeit von f gilt dann

lim_f(an) = f(x) = lim f(by).

Da aber f(an) <y < f(bp) fir alle n € IN ist, folgt f(x) =limf(ap) <y <limf(by) = f(x). [l
Bemerkung: Der Satz gilt analog fiir falls f(a) > f(b).
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e-0-Kriterium

e Stetigkeit bedeutet, dass sich Funktionswerte bei hinreichend kleinen Anderungen der
Eingabewerte nur geringfiigig andern

Eine reelle Funktion f: D — R is genau dann stetig in X € D, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0
existiert, so dass fiir alle x € D mit |[x — x| < ¢ folgt

f(%) — f(x)| <e.

Beweis: ,=" (Widerspruchsbeweis)

Angenommen fiir ein € > 0 gibt es kein § > 0, so dass fiir alle x € D mit |X — x| < ¢ die
Ungleichung |f(X) — f(x)| < € gilt.

Fiir jedes n € IN und § = 1/n kénnen wir also ein x, € D mit |Xx — xp| < % wahlen, so dass

|f (%) — f(xn)| = € gilt. Die Folge (x,) konvergiert gegen X, wahrend (f(xp)) entweder garnicht
konvergiert oder zumindest nicht gegen eine Zahl konvergiert, deren Abstand zu f(X) kleiner als &
ist. Also ist X eine Unstetigkeitsstelle. v

<" (Widerspruchsbeweis)

Sei nun umgekehrt X eine Unstetigkeitsstelle, d. h. Dann gibt es eine Folge (x,) in D, die gegen X
konvergiert, wahrend (f(xp)) nicht gegen f(X) konvergiert.

Dann existiert ein € > 0, so dass fiir kein n. € IN alle f(x,) mit n > n. einen Abstand < € zu f(X)
haben. Fiir jedes § > 0 kann man nun ein n € N wahlen, so dass zwar |x — x| < 9 gilt, aber
trotzdem |f(X) — f(xpn)| = € ist. []
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Beispiel: e-d-Kriterium fiir f(x) = x2

Sei X € R und € > 0 gegeben.

Wir miissen ein hinreichend kleines 6 > 0 finden, so dass fiir jedes x mit Abstand

kleiner 0 zu X gilt
‘)“(2 — le < €.

Um ein solches 0 zu finden, benutzen wir die Abschatzungen X — 0 < x < X+ ¢
und erhalten

%% — x?| < |%% — (X% +2%F + 0] < 2|%[0 + 62.

Dies konnen wir nun wie gewiinscht mit € Abschatzen, wenn wir z. B.

0 = min{4;|,\/§}

wahlen, falls X # 0 gilt und 6 = 4/¢ falls X = 0.

Bemerkung: Formal machen wir erst diese Nebenrechnung, um ein passendes ¢ in
Abhangigkeit von £ und X zu bestimmen, und dann schreiben wir den Beweis mit

dem so gewahlten 9§ auf.
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(. Differenzialrechnung
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Anderungsraten bestimmen

Wenn die Position eines sich bewegenden Objekts durch eine Funktion f in
Abhangigkeit von der Zeit x gegeben ist, so ist es naheliegend zu fragen,
welche Geschwindigkeit der Korper zu einem bestimmten Zeitpunkt X hat
oder welche Beschleunigung er zu einem bestimmten Zeitraum erfahrt.

Allgemein kann man fiir Funktionen, die den Wert irgendeiner GroBe in
Abhangigkeit von der Zeit beschreiben, fragen, welche Anderungsrate bzw.
das Differenzial diese GroBe zu einem bestimmten Zeitpunkt X hat.

Rein geometrisch moéchte man wissen, wie man fiir die reelle Funktion f die
Tangente an den Graphen der Funktion in einem Punkt (X, f(X)) findet,
falls man tberhaupt sinnvoll definieren kann, was diese Tangente ist.

Diese Fragen kann man mit Hilfe der Differentialrechnung beantworten, die
auf IsAAc NEWTON (1643-1727) und GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ
(1646-1716) zuriickgeht.
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Ableitung einer Funktion

Wir betrachten eine reelle Funktion f: D — R, wobei wir meist voraussetzen,
dass D ein nicht-triviales Intervall ist. Die Stelle X € D sei fest gewahlt.

Zu jedem x € D betrachten wir den Differenzenquotienten

Fx) — (%)

X — X

Der Differenzenquotient gibt die Steigung der Geraden durch die Punkte (%, f (%))
und (x, f(x)) an oder auch das Verhaltnis der Anderung von f zur Anderung von x.

Die Sekanten durch die Punkte (X, f(X)) und (x, f(x)) ndhern sich der Tangente
an den Graphen von f im Punkt (X, f(X)) an, wenn man x ndher an X wahlt.

Die Steigung der Sekante nahert sich dabei dem Wert
)~ F(®)

X—>X X — X

an, falls dieser Grenzwert existiert.

Dieser Grenzwert ist die Ableitung von f an der Stelle X und wird mit f'(X)
bezeichnet. Bei der dieser Grenzwertbildung betrachten wir nur Folgen x, — X
mit x, # X und deswegen muss X ein Haufungspunkt in D sein.
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Differenzierbarkeit

Definition
Sei f: D — R eine reelle Funktion und X € D ein Haufungspunkt. Dann heiBt f
an der Stelle x differenzierbar, falls der Grenzwert

) — F(R)

x—>X X — X

existiert. In diesem Falle bezeichnen wir diesen Grenzwert mit f'(X) und nennen ihn
die Ableitung von f an der Stelle X.

e f heiBt differenzierbar auf einer Menge X < D, wenn f an jeder Stelle X € X
differenzierbar ist

e zu f definieren wir die reelle Funktion f': D' — R mit
D' = {% € D: f ist an der Stelle X differenzierbar},

die jedem x € D’ die Ableitung f’(x) von f an der Stelle x zuordnet

e f’ heiBt Ableitung von f und anstelle von f’ schreibt man auch g—i
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Beispiel: Lineare Funktionen

Konstante Funktionen f(x) = ¢
e offensichtlich ist die Anderungsrate 0

Tatsachlich gilt fiir jedes X € RR:

im T =)= i o—o.

N

X—X X — X X—>X X — X X

Damit ist f" die konstante Nullfunktion f’(x) = 0 fir alle x € R.

Allgemeine lineare Funktionen g(x) = ax + b fir feste a, b e R
e offensichtlich ist die Anderungsrate a

Tatsachlich gilt fiir jedes X € RR:

— g(X b—(ax+b — X
lim g(x) ‘?(X) = |lim_ X (i’X +b) = |lim_ ax AX) = |lim a=a.
X—>X X — X X—>X X — X X—X X — X X—>X

Damit ist g’ die konstante Funktion g’(x) = a fir alle x € R.
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Beispiel: Monome

e offensichtlich hingt die Anderungsrate von x ab

Fir jedes X € R verwenden wir die dritte binomische Formel

f(x)— f(X 2 _ %2 %
lim_ ) A(X> = lim_ # = lim_ X+ %) = lim x4+ X = 2X%.
X—>X X — X XxX—X X — X X—>X X—>X

Damit ist f’ die konstante Nullfunktion f'(x) = 2x fir alle x € R.

Allgemeine Monome g(x) = x" fiir festes ne€ IN

[l = Ll N\ N\ _1 R — N\
Allgemein zeigt man mit Teleskopsumme: (x" — X") = (x — &) D) _y X" 17K&X

und somit folgt mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte fiir jedes X € RR:

el n—1 n—1
im ——— = |im Z xT=I=kgk Z lim x"1=kgk — .o g1,
X—>X

N\ A
X—>X

x—X X — X

Damit gilt fiir die Ableitung g’(x) = n-x""! fiir alle x € R.
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Beispiel: Betragsfunktion f(x) = |x|

e offensichtlich gibt es fiir X = 0 keine eindeutige Tangente

Tatsachlich gilt fiir x, = +
n| — 1
jm Pl =0y 0L
=00 Xn_o n—--0o0 1/n
wohingegen fiir x, = —+ gilt
n| —0 1l
jm el =0 24
n—wn x; —0  n—o —1/n

Der Funktionsgrenzwert existiert also nicht und somit ist f(x) = |x| an der
Stelle X = 0 nicht differenzierbar.

Bemerkung: Es gibt also stetige Funktionen die nicht differenzierbar sind.
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Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

Sei f: D — R und X € D ein Haufungspunkt. Ist f an der Stelle X
differenzierbar, so ist f an der Stelle X auch stetig.

Beweis: Da f bei X differenzierbar ist, existiert ein a € R mit

a= lim ) = &),

X—X X — X

Es gilt nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte

im (f(x) — £(%)) = lim_ (f(x) — ) &))

X—>X X—>X X—)A(
f(x) — f(&
_ gim [ FR) X—%)=a-0=
X—>X X — X X—>X

Damit folgt lim,__,4 f(x) = f(X) und das zeigt die Stetigkeit von f an der
Stelle X. ]
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Bemerkungen

Seit f: D — R differenzierbar in X € D.

e die lineare Abbildung
y =f'(X)(x — X) + f(X)
beschreibt die Tangente an den Graphen von d im Punkt (X, f(X))

o wir definieren hohere Ableitungen (falls sie existieren) rekursiv durch:

e die 0-te Ableitung von f an der Stelle X ist f(X)
e die (n + 1)-te Ableitung von f an der Stelle X ist

FH (%) = (FM)' (%)

wir schreiben denn f/, f”. " bzw. f1) f2) £G)

e an Stelle von Folgen x,, — X kénnen wir in der Definition des
Differenzenquotienten X + h, fiir Nullfolgen h, — 0 betrachten und erhalten

. . f(X+ h) —f(X) . f(X+h)—f(x)
f(X):hh—mm (X + h) — X% :hh—m>o h
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Ableitungsregeln: Addition und Multiplikation

Fiir a < b seien f und g reelle Funktionen, die auf dem Interval |a, b| definiert sind
und an der Stelle X € [a, b| differenzierbar sind. Dann sind die punktweise
definierten Funktionen f + g und f - g an der Stelle X differenzierbar und es gilt

(f +8)'(%) = (%) +g'(%) und (f-g)(X)=1"(%) -g(X)+ (%) 8&'(%).

o€

Beweis: Fiir die Additionsregel betrachten wir eine Folge (x,) in [a, b] mit x, # xg
fiur alle n € IN die gegen X konvergiert. Aus der Definition von f + g folgt

i (FH8)0) = (F +8)(%) Fon) + 80n) — (F(%) + (%)

= |im R
n—-—>0o0 Xn — n——0o0 Xn — X

und mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte ergibt sich

(f +g)' (%) = lim —— + lim f(X”)_f()A() = f'(%) +g'(x). v

n—>00 X, — X n—->00 X, — X
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Beweis der Multiplikationsregel

Fir die Produktregel erinnern wir uns daran, dass g an der Stelle X auch stetig ist,
da Differenzierbarkeit Stetigkeit impliziert. Damit gilt also

nl'_r)noog(xn) = g(%X).
Aus der Definition von f - g folgt

(f - g)(xn) — (Af - g) (%) f(xn) - g(xn) — £(X) - g(X)

lim

= |lim - :
n—->00 Xy — n—->00 X, — X
welches wir erweitern
) 2 = F(8) 2+ F(5) - g(x) — F(5) - 8(3)
n—>00 Xp — X
und ausklammern
f n) f X n X
i, (L0018 s B 00)
n—>00 Xp — X Xp — X

Mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte ergibt sich somit
A A A n /
(f-g)' (%) = (%) - g(%) + f(%X) - &'(%X). [
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Einfache Quotientenregel

Fiir a < b sei g eine reelle Funktion, die auf dem Interval [a, b| definiert ist, an der
Stelle x € |a, b] differenzierbar ist und es gelte g(x) # 0. Dann ist 1/g an der
Stelle X differenzierbar und es gilt

/

1 N\ g%
(g<>“<)> (%)

/N

Beweis: Fiir den Beweis formen wir wieder den Differenzquotienten geeignet um

h—s0 h - h—0h-g(k+h)-g(X)
Mit der Stetigkeit von g an der Stelle x und den Rechenregeln konvergenter Folgen

ergibt sich somit

1\ IR -4 ¢
(g()“()) - g(x) &%) (g®)° D

/N
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Weitere Rechenregeln

Korollar

Fir a < b und differenzierbare Funktionen f, g: [a,b] — R und c € R gilt fir
x € |a, b]

(c-g)'(x)=c-g'(x) und (f—g)(x)="Ff(x)—gx).

Fiir alle x € |a, b] mit g(x) # 0 gilt weiterhin die allgemeine Quotientenregel

Beweis: Da konstante Funktionen differenzierbar sind und als Ableitung die
konstante Nullfunktion haben, folgt die Formel fiir (¢ - g)" direkt aus der
Produktregel.

Die Formel fiir (f — g)’ ergibt sich dann durch Anwendung der Additionsregel fir f
und (—1) - g.

Die Formel fiir die allgemeine Quotientenregel ist eine Konsequenz der
Produktregel im Zusammenspiel mit der einfachen Quotientenregel. []
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Ableitung von Polynomen und rationalen Funktionen

Fir alle ne€ IN und x # 0 gilt
(X—n>/ _ _nX—n—l

Beweis: Die Formel ergibt sich direkt aus der Quotientenregel und der bereits
ermittelten Ableitung von x”, da
—n

(x™") = ( (x7)2 — x2n n+l —

Als weitere Konsequenz der Rechenregeln erhalten wir, dass alle Polynome und alle
rationalen Funktionen differenzierbar sind.

1 )’_ (xm) nx"t 1

St

Korollar

Sei p: R — R die Polynomfunktion p(x) = a,x" + - - - + a1x + ap fiir beliebiges
ne Ng und ag,...,a, € R. Dann ist p auf ganz R differenzierbar und es gilt

1 2

p'(x) =na,x"""+ (n—1)a,_1x""°+ -+ 2ax + a .

Fir zwei Polynomfunktionen p, g: R — R ist die rationale Funktion p/q auf dem
Definitionsbereich D = R \ {x € R: q(x) # 0} differenzierbar. []
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Kettenregel

Seien f: X — R und g: Y — R reelle Funktionen mit f(X) < Y. Die
Funktion f sei an der Stelle X € X differenzierbar und die Funktion g sei an der
Stelle f(X) differenzierbar. Dann ist g o f an der Stelle X differenzierbar und es gilt

(gof)(%) = (g(f(%) =g (F(%)) - f'(X).

Beweis: Wir setzen den Differenzenquotienten der duBeren Funktion g fiir

y = f(X) stetig fort, d. h. fiir y € Y definieren wir
{g(y)g(f/) D fallsy £ 9,

v

y—y

&ly) = g'(y), falls y = y.

Da g an der Stelle y differenzierbar ist, gilt
lim gy(y) = £'(9) und esgilt g(F(x)) — g(F(%)) = g(F(x)) - (F(x) — F(%)).

Somit erhalten wir

f(x)) —g(f(x f(x) — f(X
i, BN —8(FR) ) = F(8)
X—>X X — X X—>X X — X
und die Aussage folgt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte. []
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Beispiele Kettenregel

h(x) = (3x® — bx + 2)7

Die Funktion ist die Verkettung h = g o f fiir g(y) = y" und f(x) = 3x> — 5x + 2.
Fiir die einzelnen Ableitungen gilt g’(y) = 7y® und f’(x) = 9x% — 5. Mit der
Kettenregel folgt somit

h(x) = (gof)(x) =g'(f(x)) f'(x) =7-(3x> = 5x +2)° - (9x* - 5).

Ax3+1 13
h(x) = (255

Die Funktion ist die Verkettung h = g o f fiir g(y) = y'3 und f(x) = 4ji:;1. Mit
der Kettenregel und der Quotientenregel folgt somit

= x+1 x+1) x+1 (x + 1) :

4
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Monotone Funktionen

Definition
Sei f: D — R eine reelle Funktion und sei X < D.

(i) Die Funktion f heit monoton wachsend auf X, falls fiir alle x;, x, € X mit
x1 < xp gilt
f(Xl) < f(Xg) .

(ii) Die Funktion f heiBt streng monoton wachsend auf X, falls fiir alle x1, x; € X
mit x; < xo gilt
f(x1) < fF(xo).

(iii) Analog definiert man monoton fallend und streng monoton fallend.

(iv) Die Funktion f heit (streng) monoton, falls f (streng) monoton wachsend
oder (streng) monoton fallend ist.

Bemerkung: Jede streng monotone Funktion f ist injektiv und somit gibt es fiir
diese die Umkerhrfunktion f—1.
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Umkehrregel

Sei I € R ein Intervall und f: | — R stetig und streng monoton auf /. Dann gilt

(i) Das Bild f(/) von | unter f ist ein Intervall.

(ii) Ist f streng monoton wachsend (fallend), so ist auch f~! streng monoton
wachsend (fallend).

(i) f~1ist auf der Menge f(/) stetig.

(iv) Ist f an der Stelle X differenzierbar und gilt f/(X) # 0, so ist f~1 an der Stelle
y = f(X) differenzierbar und es gilt

1N 1 1
) = 7% = Fr 6y

y

Bemerkungen: Die erste Aussage ist eine direkte Folge des Zwischenwertsatzes fiir
stetige Funktionen und die zweite Aussage folgt direkt aus der strengen Monotonie.
Die dritte Aussage werden wir fiir den Beweis der Umkehrregel (vierte Aussage)
bendtigen und deswegen im Folgenden zuerst beweisen.
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Interpretation der Umkehrregel (f_l)/(f(&)) = f,(l)A()

Sei x € I . {X}. Die Steigung der Sekante durch die Punkte (X, (X)) und (x, f(x))
st

f(x) — f(X)
xX—X
Man erhilt den Graphen der Umkehrfunktion f~! indem man den Graphen von f
an der Geraden mit der Gleichung y = x spiegelt.

Bei der Spiegelung geht der Punkt (X, f(X)) in den Punkt
(f(%),%) = (7, (9))
fir y = f(X) Gber und der Punkt (x, f(x)) geht in den Punkt (f(x), x) iber.
Die Steigung der Sekante von f~! durch die Punkte (f(x), x) und (f(%X),X) ist
X —X
F(x) = f(%)

Da f in X stetig ist, gilt f(x) — f(X) fiir x — %. Damit ist (f~1)'(y) genau der
Grenzwert von

F(x) — F(X)

wenn man x gegen X laufen lasst. Dieser Grenzwert ist aber genau 7
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Beweis der Stetigkeit der Umkehrfunktion (dritte Aussage)

Wir kénnen annehmen, dass f streng monoton wachsend ist, da der Beweis
fur fallende Funktionen genauso funktioniert.

Sei y € f(I) beliebig. Wir zeigen mit dem e-5-Kriterium, dass f~1 in y
stetig ist.

Sei x = f~1(y) das Urbild von y unter f und £ > 0 beliebig. Wir
betrachten die e-Umgebung von x € [, d. h.

Ji=(x—e,x+e)nl.

Da f Intervalle auf Intervalle abbildet, ist f(J) ein Teilintervall von f(/),
das y enthélt. Insbesondere existiert ein § > 0, sodass (y —d,y + ) < f(J).
Somit ist f~1(yg) € J fiir jedes yg € (y — &,y + ), womit

) —Fiy)| <e

gezeigt und Teil (iii) bewiesen ist. v
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Beweis der Umkehrregel (f_l)/()“/) — f,(l)%) fir y = f(X)

Fir den Beweis der Umkehrregel sei y = f(X) gegeben und sei (yn)new €ine
beliebige Folge in (/) . {¥}, die gegen y konvergiert.

Sei (xn)nen gegeben durch x, = f~1(y,). Wegen der bereits bewiesenen
Stetigkeit von f—! gilt

lim x, =X
n——-0a0
und somit erhalten wir
iy = YY) _ Xp — X _ 1 1
lim - = |im — = |im — = —
n—-00 Yn—V n—->00 f(Xn) — f(X) n—--=a0 f(Xn)_f(X) f/(X)
und die gewlinschte Aussage
1
FH'(5) =
F0 =75
folgt. []
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Beispiel Umkehrregel fiir f(x) = x?

e Sei | = (0,00) und f: | —> R definiert durch f(x) = x2.
e Dann ist f auf / differenzierbar und streng monoton wachsend.
e Es gilt f'(x) = 2x und damit ist f/(x) auf dem Interval / niemals O.

e Die Umkehrfunktion f=1: (0,00) — (0,00) von f ist bekanntlich die
Wourzelfunktion

e Es seien x, y € (0,00) mit x? = y beziehungsweise VY = X.
e Nach der Umkehrregel gilt fiir die Ableitung von f~! an der Stelle
y € (0,0)
1 1 1 1

W =0 = 75 = T = 3 = 5y

e Schreiben wir die Wurzelfunktion nun als (0, 00) — (0, 00) definiert

durch x — 4/x, so erhalten wir (4/x)" = 2\1/;.
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Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Fir eine natiirliche Zahl n€ INg und a € R ist a” als das Produkt von n
Faktoren von a definiert

n
a”:=Ha=a-a-...-a.
i=1 N

n Faktoren

Insbesondere ist a° = 1 und aus der Definition ergeben sich die folgenden
Rechenregeln fiir alle a, b€ R und n, m € INg:

(i) a"-b" = (ab)",
(i) a"-a™ = a""™™ und
(iii) (a™)™ =a™"m.
Fir ne IN und a e R ~ {0} definieren wir

e 1111 1_(1)n
'_a”_g-a-...-g_fa 5 ’:i_ a
nF

Y Y

n Faktoren aktoren

und damit Gbertragen sich die Rechenregeln auf alle Exponenten aus Z.
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Potenzen mit rationalen Exponenten — Wurzelfunktion

Idee: Damit sich die Rechenregeln erhalten bleiben, wollen wir

a=31=a

SIS
S|
S

= 3" = (a")

sicher stellen. D. h. mit ,1/n zu potenzieren” soll die Umkehrfunktion zum
,potenzieren mit n" sein und dies fiihrt zu den Wurzelfunktionen auf [0, c0).

Satz (Existenz reeller Wurzeln)

Sei a€ R mit a > 0 und ne IN. Dann gibt es genau eine reelle Zahl b > 0, die die
Gleichung b" = a I6st.

Beweis: Auf /| = [0, 00) ist die Funktion f(b) = b" stetig und streng monoton
wachsend. Insbesondere ist f injektiv f(/) ist wieder ein Intervall. Da

f(0)=0 und lim f(b) =
b—> 0
gilt, ist das Bild von f also ebenfalls [0, c0). Also gibt es mindestens ein b € | mit
f(b) = a und wegen der Injektivitdt von f gibt es auch nur ein solches b. []

Wurzelfunktion: Die eindeutig bestimmte Zahl b > 0 aus dem Satz heiBt die n-te
Wourzel von a = 0 und wird mit /a bezeichnet und fiir n € IN definiert dies die
Waurzelfunktion /- : [0, 00) — [0,00), x —> /x.
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Rechenregeln fir Wurzeln

Fir alle a, b >0 und ¢, m, ne IN gilt:

(i) $/a-</b=/ab

Beweis: Sei " = aund 5”7 = b fiir o, 8 > 0, dann gilt

a-b=a"-3"=(apf)" = Vab=a8 =+/a- Vb ]

(i) (v3)" = /a7

Beweis: ({/B)mz{’ﬁ-{’/g-...-{’f@{’/a-a-...-a:”am. N
(iii) §/a = «/+/a.

Beweis: Sei a = {/a. Dann gilt a = o = (o/)n und somit a* = /a und

a = +/+/a ]

Aus der Rechenregel (iii) ergibt sich folgende Kiirzungsregel
e m
¢m e\ (iii m
(= ()" (59) ) =
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Potenzen mit rationalen und reellen Exponenten

Fir a > 0 und eine rationale Zahl g = % € Q mit me Z und n € IN definieren wir

Diese Definition ist wegen der Kiirzungsregel unabhangig von der gewahlten Bruchdarstellung
von g und somit wohldefiniert.

Mit dieser Definition und Rechenregeln fiir Wurzeln, lassen sich die Rechenregeln von ganzzahligen
Exponenten auf rationale Exponenten erweitern. D. h. fiir alle a, b > 0 und g, g € Q gilt:

(i) a9-b9 = (ab)?,
(i) a9-a% = a9%9 und
(iii) (a9)d = a94. ]

Potenzen a" fiir reelle Zahlen IR wiirden wir gerne als Grenzwert

lim a9
n——-—»> 00

fiir rationale Folgen mit g, — r definieren. Um zu zeigen, dass das wohldefiniert ist, also
unabhangig von der Wahl der rationalen Folge, miissen wir zeigen, dass die Exponentialfunktion
a* stetig ist, was aber die Definition von a" voraussetzt. Deswegen definieren wir im Folgenden die
Exponentialfunktionen mit einem anderen Ansatz. Wir halten an dieser Stelle aber bereits fest,
dass sich die oben genannten Rechenregeln dann auch auf allgemeine reelle Exponenten
tbertragen.
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Exponentialfunktion

o Wir hatten gezeigt, dass die Folge (1 + %)" monoton wachsend und

beschrankt ist und deswegen konvergiert und den Grenzwert zur Definition der
Euler'schen Zahl e = 2.71828 ... verwendet.

o Allgemeiner kann man zeigen, dass (1 + ©)" fiir jede reelle Zahl r e R
konvergiert (siehe Skript) und dies nutzen wir fiir die Definition der
Exponentialfunktion.

Definition
Die Exponentialfunktion exp: R — R definieren wir fiir alle x € R durch
exp(x) := lim (1 + i) .
n——>00 n

e Mit Hilfe des binomischen Lehrsatz kann man zeigen, dass die Reihe

o0 n

2

n=0

gegen exp(x) konvergiert und diese Reihendarstellung wird auch oftmals fiir
die Definition der Exponentialfunktion herangezogen.
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Funktionalgleichung

Fir alle reellen Zahlen x, y € R gilt

exp(x +y) = exp(x) - exp(y) .

Bemerkungen:
e Der Beweis findet sich im Skript.

e Ausgehend von exp(1) = e folgt mit Induktion und den Potenzgesetzen fiir
ne N

n—1 n

exp(n) =exp(n—1) -exp(l) =e" " -e=¢".

o Wegen exp(0) = lim(1 + 2)" =1 ergibt sich auch fir ne IN

1 =exp(n—n) =exp(n)-exp(—n) =e" -exp(—n) = exp(—n)=—.
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Eigenschaften der Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion exp: R — R erfiillt folgende Eigenschaften

(i) exp(x) > 1 fir alle 5 > 0 und exp(x) > 0 fur alle x € R,
(i) 1+ x < exp(x) < ;— fiir alle x € (—1,1),
(iii) exp(x) ist streng monoton wachsend,
(iv) exp(x) ist stetig auf ganz RR,
(v) exp(x) hat Bildbereich (0,00) und
(vi) exp(x) ist differenzierbar auf ganz R und hat die Ableitung exp’(x) = exp(x).

y
Beweis:
(i) Fir x > 0 ist wegen der Bernoulli-Ungleichung (1 + >)” > 1 + x und somit folgt
exp(x) = limp—o (1 + 2)" = 1+ x > 1 fiir x > 0.
Mit der Funktionalgleichung folgt dann exp(—x) = p( ) positiv fir alle x € RR. v
(ii) Die untere Schranke hatten wir schon in (i) gezeigt. Fiir die obere Schranke verwenden wir
erst (1+2z) < — —, gefolgt von einer weiteren Anwendung der Bernoulli-Ungleichung
exp<x>=,,moo<1+%>”<,,";nm<l_—lzy<n";noo1ix=ﬁx- ‘
n
(iii) Die strenge Monotonie ergibt sich aus exp(y) = exp(x) - exp(y — x) und (/). v
(v) Folgt aus (iii) und (iv) mit lim,—, e” = o0 und limp,—, e~ " = 0. v
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Stetigkeit der Exponentialfunktion

Die Stetigkeit prifen wir zuerst im Punkt x = 0.

Sei (z,)ne eine beliebige Folge mit z, — 0. Fiir hinreichend groBes ng liegen also
alle Folgenglieder x, in (—1,1) fir n > ng. Somit erhalten wir aus Teil (i) Gber

=1

: . _ 1
1= lim 142z, < lim exp(z,) < lim
n—>00 n—>00 n—o 1 — z,

auch lim,_, o exp(z,) = 1 = exp(0), was die Stetigkeit an der Stelle 0 zeigt.

Fir beliebiges x € R folgt die Stetigkeit dann mit der Funktionalgleichung, da fir
alle Folgen x, — x gilt x, — x — 0 und somit ergibt sich

nll—njoo exp(xp) = nll_r)noo exp(x + x, — x) = nll_r)noo exp(x) - exp(x, — x)

und die Rechenregeln fiir Grenzwerte zeigen uns schlieBlich

lim exp(x,) = exp(x) - lim exp(x, — x) = exp(x) - exp(0) = exp(x). V

n——00 n——>00
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Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion

Wieder iberpriifen wir zuerst die Stelle x = 0 und mithilfe der Abschitzungen aus
Teil (i) erhalten wir

1= | 1 1 o L
~ o h =2 h S TR T M1 T

Die Exponentialfunktion ist also an der Stelle 0 differenzierbar und
exp’(0) = 1 = exp(0).

Fiir beliebiges x € R folgt die entsprechende Aussage mithilfe der
Funktionalgleichung. Es gilt

- exp(x + h) — exp(x) _ exp(x) exp(h) — exp(x)

h—0 h h——0 h

und wir erhalten

exp(x + h) — exp(x) exp(h) — 1

c . c - ) / -
[Nim - = exp(x) lim —— exp(x) - exp’(0) = exp(x)
und somit gilt exp’(x) = exp(x) fir alle x € R. ]
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Natirlicher Logarithmus

Die Exponentialfunktion ist streng monoton und somit umkehrbar ist und
dies fiihrt zur Definition des natiirlichen Logarithmus und die Eigenschaften
libersetzen sich analog.

Definition

Der natiirliche Logarithmus In: (0,00) — R ist die Umkehrfunktion exp™?
der Exponentialfunktion.

Korollar

Der natiirliche Logarithmus In: (0,00) — R erfiillt folgende Eigenschaften

(i) In(xy) = In(x) + In(y) fir alle x, y > 0, (Funktionalgleichung)
) In(x) ist streng monoton wachsend,
) In(x) <0 fiir x € (0,1), In(1) =0 und In(x) > 0 fur x > 1,
(iv) In(x) ist stetig auf ganz (0, o0),
) In(x) hat Bildbereich R und
(

(vi) In(x) ist differenzierbar und In’(x) = exp,(lln(x)) = exp(lln(x)) =1 O]

y
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— exp(x)

. —5 | — In(x)

Abbildung: Exponentialfunktion und natiirlicher Logarithmus
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exp(x) = e~
e fiir n € IN hatten wir bereits gezeigt

1\"
exp(n) = ¢e" und exp(—n) =e "= (—)
o fiir g = % und n € IN folgt aus der

e=exp(l) =exp (%) =exp (% + -+ %) (exp (%)>" = exp (%) = v/e.

\ 7

n IT/IaI
e flir g= " und m, ne€ NN folgt dann wieder mit der Funktionalgleichung

oo (7)o (G4 3) = (w0 () -

mK/IaI ’
e genauso erhalten wir fir me Z und n € IN auch exp(m/n) = (\”/é)m
e schlieBlich zeigt die Stetigkeit von exp( - ) die Wohldefiniertheit von

m e

of = exp(r) = lim exp(q,) = lim

fur alle re R and g, — r
e genauso zeigt man exp(r - F) = exp(r)" = (e")" fiir alle r, Fe R
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Allgemeine Exponentialfunktion — a*

e mit der e-Funktion und dem natiirlichen Logarithmus kann man nun Exponentialfunktionen
zu beliebigen Basen mithilfe exp(In(a)) = a definieren und die Eigenschaften iibertragen
Definition

Die Funktion a* fiir a > 0 wird auf ganz IR durch

X X

x —> exp(x - In(a)) = (exp(In(a)))” = a

definiert.
v
Korollar
Fir jede reelle Zahl a > 0 hat die Exponentialfunktion a* = exp(xIn(a)) zur Basis a folgende
Eigenschaften
(i) &ty = a%a” fir alle x, y € R, (Funktionalgleichung)
(ii) a* ist stetig auf ganz R,
(iii) falls a > 1, dann ist a* streng monoton wachsend,
(iv) falls ae (0,1), dann ist a* streng monoton fallend
(v) fur a> 0und a # 1 ist (0,00) das Bild von a* und
(vi) a* ist differenzierbar und (a*)’ = (exp(xIn(a)))’ = exp’(xIn(a)) - In(a) = a* - In(a). ]
v
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Allgemeine Logarithmusfunktion — log ,(x)

e fiir a > 0 und a # 1 ist die Exponentialfunktionen a* streng monoton und
damit umkehrbar

o die Umkehrfunktion von a* definiert die Logarithmusfunktion log,(x)

Korollar

Sei a€ R mit a> 0 und a # 1. Der Logarithmus log,: (0,00) — R zur Basis a
hat folgende Eigenschaften

,(xy) =log,(x) + log,(y) fir alle x, y > 0, (Funktionalgleichung)

)
) log,(1) =0,
(iii) log,(x) ist stetig auf ganz (0, c0),
)
)
)

o
o9

falls a > 1, dann ist log,(x) streng monoton wachsend,
f

alls a € (0,1), dann ist log,(x) streng monoton fallend und

log,(x) ist auf (0, 0) differenzierbar und log.(x) = a'°ga(X%-|n(a) = ﬁ(a)
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10 + - 1 ’
:
:
_ 2)><< | e
— | /
— 10° 2
— (1/2)* l
e f I+ -’
2 H- e —
1 ¢
D _
: | £ ‘ I ; - X
—5 — /11 1“2 € 5 10
7 — log,(x)
o — In(x)
y —5 |
7 log10(x)
logy/2(x)

Abbildung: Allgemeine Exponential- und Logarithmusfunktionen
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Potenzgesetze

Fiir reelle Zahlen a, b > 0 und x, y € R gelten die folgenden Rechenregeln
(i) a¥-a¥ = a1y,

(if) a*-b* = (a-b)*,

(iii) (a*)¥ = a*¥ und

(iv) Z =a7.

Beweis: Die erste lIdentitat entspricht der Funktionalgleichung. Mithilfe der Funktionalgleichung
des natirlichen Logarithmus, erhalten wir ganz dhnlich die zweite Rechenregel durch

(ab)*=exp(xIn(ab)) =exp(x(In(a)+In(b)) =exp(xIn(a)+xIn(b)) = exp(xIn(a)) exp(xIn(b)) = a* b*.
Fiir die dritte ldentitdt beobachten wir zuerst, dass aus a* = exp(xIn(a)) folgt
In(a*) = In(exp(xIn(a))) = xIn(a) .
Die gesuchte ldentitat ergibt sich dann durch
a* =exp((x - y)In(a)) = exp(y - xIn(a)) = exp(y In(a¥)) = exp (In ((a¥)")) = (a)”.
Die letzte Rechenregel folgt aus der ersten und der ldentitat a=> = aly die wir durch
1 = exp(0) = exp(yIn(a) — yIn(a)) = exp(y In(a)) - exp(—yIn(a)) = a’ - a™”

durch Umstellen erhalten. []
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Logarithmengesetze

Seien a,x,y,re Rmit a> 0, x>0, y > 0 und a # 1. Dann gilt
(i) Ioga(X'y):I?gaX—i_logayv

(if) log,(x) = |:(z)r
(i) log,(x") = r-log, x,

(iv) log, (%) = log, x — log, y

Beweis: Die erste Identitat ist wieder die Funktionalgleichung. Die zweite Gleichung folgt aus

In(x) = In(a'°82)) = In(exp(log,(x) - In(a))) = log,(x) - In(a).

Die dritte Gleichung beweist man nun zuerst fiir den natiirlichen Logarithmus

In(x") = In(exp(riIn(x))) = r - In(x)
und mit (ii) erhalten wir

log. (x') = In(x") _ r-In(x) _, In(x) - log. (x)

In(a) In(a) In(a)

SchlieBlich folgern wir (iv) aus (i)

log,(x - ) = log,(x) + log,(1/y)
kombiniert mit der Beobachtung log,(1/y) = —log,(y), die sich wie folgt ergibt
0 — log, (1) = log,(y - 1) = log, (y) + log,(1/y). 0

Mathias Schacht Mathematik 1l fiir Informatik SoSe 2025 §7. Differenzialrechnung / 39




Logarithmisches Differenzieren

e mithilfe der Potenzgesetze, der Kettenregel und exp’(-) = exp(-) kdénnen wir
verschiedene Ableitungen einfach berechnen

f(x) = x" fir r € R definiert auf (0, o)

f'(x) = exp(In(x")) = exp(r-In(x))" = exp’(r-In(x))-(r-In(x))" = x"-

g(x) = x* definiert auf (0, c0)

g'(x) = exp(In(x¥))" = exp(x-In(x))" = exp’(x-In(x))- (x-In(x)) = x*- (x-In(x))’

und mit der Produktregel folgt

y
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Geometrische Definition der Winkelfunktionen

Eine weitere wichtige Funktionenklasse sind die trigonometrischen Funktionen, die
wir hier geometrisch einfiihren. Diese Einfiihrung appelliert an die geometrische
Intuition und wir werden daher nicht alle hier getroffenen Aussagen beweisen
konnen.

Fir die geometrische Einfiihrung betrachten wir den Einheitskreis, d. h. die Menge
der Punkte (a, b) in der Ebene R?, die die Gleichung

>+ b>=1

erfliillen. Der Einheitskreis besteht aus den Punkten der Ebene, deren Abstand zum

Nullpunkt genau 1 ist. Es handelt sich also um den Kreis um den Nullpunkt mit
Radius 1.

Die Kreiszahl 7 ist die Halfte des Umfangs des Einheitskreises. Der Einheitskreis
hat also den Umfang 27. Man kann zeigen, dass 7 irrational ist, dass also m ¢ Q)
gilt. Die ersten Dezimalstellen von 7 lauten wie folgt

m = 3.1415926535 . ..
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Trigonometrische Funktionen

(a, b) = (cos(x),sin(x))

Bogen der Lange x

(0,0) (1,0)

Abbildung: Sinus und Kosinus am Einheitskreis
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Sinus und Kosinus

Sei nun x € |0, 00). Wir durchlaufen den Einheitskreis ausgehend von dem
Punkt (1,0) entgegen dem Uhrzeigersinn bis die Lange des durchlaufenen Bogens
genau x ist. Sei (a, b) der Punkt, an dem wir zum stehen kommen. Wir definieren
nun

cos(x) := a und sin(x) :=b.

Dadurch haben wir die Funktionen cos, sin: [0,00) — R definiert. Wir kénnen
diese Funktionen auf negative Zahlen fortsetzen, indem wir im Falle x < 0 den
Kreis im Uhrzeigersinn durchlaufen. Die beiden Funktionen sin (gelesen Sinus) und
cos (gelesen Kosinus) sind also auf ganz R definiert.
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Analytische Definitionen der Winkelfunktionen

Flr eine mathematisch prazise Einfiihrung benutzt man in der Analysis die
Fortsetzung der Exponentialfunktion auf die komplexen Zahlen C, z. B.
durch exp(z) = Y , Z fiir z € C. Fiir x € R zeigt sich dann

n=0 nl

| exp(ix)|? = exp(ix)exp(ix) = exp(ix) exp(—ix) = exp(0) =1,

d. h. die Punkte exp(ix) liegen auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene
und man definiert Kosinus und Sinus tber die Euler'sche Formel

e = cos(x) + isin(x).

Trennt man in der Reihendarstellung exp(ix) = >.7", in,;jn Real- und
Imaginarteil, so erhalt man die reellen Reihendarstellungen

X2n+1 X2n

sin(x) := Z](—l)”(Qr7 O und cos(x) := I;O(—l)”(zn)! .

n=0
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Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen

sin(0) =0, sin(5)=1, sin(m) =0, sin(3X) = —1, sin(2m) =0,
cos(0) =1, cos(Z)=0, cos(m)=—1, cos(3Z)=0, cos(2m) =1
Fir alle n e Z die Gleichungen
cos(2mn + x) = cos(x) und sin(2wn + x) = sin(x)

und somit sind die Funktionen Sinus und Kosinus also periodisch mit einer Periode
der Lange 2m. Weiterhin gilt

sin®(x) + cos®(x) = 1.
Offensichtlich gelten folgende Symmetrien
sin(—x) = —sin(x) und cos(—x) = cos(x) .

Funktionen mit der Eigenschaft f(—x) = —f(x) nennt man ungerade Funktionen,
da Polynome, in denen nur ungerade Exponenten auftreten, diese Eigenschaft
haben und analog heiBen Funktionen mit der Eigenschaft f(x) = f(—x) gerade.
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Konsequenzen der Euler-Formel e = cos(x) -+ isin(x)

(a) Die Funktionen cos und sin sind stetig auf ganz R.

(b) Fir alle x, y € R gelten die Additionstheoreme
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) .

(c) Fir alle x € R gelten die Identitaten

sin (x + Z) = cos(x), sin(x + ) = —sin(x),
cos (x + Z) = —sin(x), cos(x + m) = — cos(x)
sin(2x) = 2sin(x) cos(x) cos(2x) = cos?(x) — sin(x?) .

Beweis: Teil (a) ergibt sich daraus, dass die komplexe Fortsetzung der
Exponentialfunktion stetig ist.

Die Additionstheoreme ergeben sich aus der Funktionalgleichung ¢!**¥) = ¢y
cos(x+y)+isin(x+y) = cos(x) cos(y)-+cos(x)-isin(y)+isin(x) cos(y)+i° sin(x) sin(y) .

SchlieBlich rechnet man die ldentitidten mit den Additionstheoremen nach. []
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Tangens und Kotangens

Die Verhaltnisse von sin und cos definieren den Tangens und Kotangens

tan(x):= sin(x) fir alle x € R mit cos(x) # 0,
cos(x)

und cot(x):= C?S(X) fir alle x € R mit sin(x) # 0.
sin(x)
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Stetigkeit von Tangens and Kotangens

T 3
2
|
|
|
|
|
|
|
|
|

—27

h
?

—— cot(x)

e tan und cot sind Quotienten stetiger Funktionen und somit stetig auf ihrem
Definitionsbereich

e beide Funktionen lassen sich nicht stetig auf ganz R fortsetzen
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Nitzliche Abschatzungen

1! tan(x) X
sin(x)
0.5 ¢
1 —> X
0.5 1
e Firalle x mit 0 < x < 7 gilt:
sin(x) < x < tan(x) = 21 ng 15 SN0 g
cos(x) X

e Mithilfe der Symmetrien folgt fiir alle x mit —7% < x < 0 gilt:

sin(x) sin(x) o1

tan(x) = < x <sin(x) und cos(x) >

cos(x) | X
sin(x) _ 1

= Stetigkeit des Kosinus impliziert somit IimO
X—> X
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Differnzierbarkeit trigonometrischer Funktionen

Die Funktionen sin, cos, tan und cot sind an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs
differenzierbar und es gilt

1
sin’(x) = cos(x), tan’(x) = o2 (x) 1 + tan?(x),
—1
cos'(x) = —sin(x), cot'(x) = —— = —1 — cot®(x)
sin“(x)
Beweis: Wir zeigen nur sin’(x) = cos(x) und die anderen Ableitungen folgen aus
den ldentitdten cos(x) = sin(x + 7/2) und cos(x + 7/2) = —sin(x) und der
Quotientenregel. Mit dem Additionstheorem erhalten wir
sin(x + h) — _sin(x)(cos(h) — 1) + cos(x) sin(h)
h B h |
Wir wissen bereits lim w =1 und lim Sin(X+h,)1_Sin(X) = cos(x) folgt mit
h—0 h—0
cos(h)—1  cos?(h)—1  —sin®(h) ~_sin(h) sin(h) h—0 4 4 -
h ~ h(cos(h)+1)  h(cos(h)+1) h cos(h)+1 '
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Trigonometrische Umkehrfunktionen

sin(x) ist auf | = |—Z, 2] stetig, streng monoton und bildet / auf [—1,1] ab
=> sin ist eingeschrankt | umkehrbar und dies definiert den Arkussinus
arcsin: [—1,1] — [—F, 7]

e analog definieren wir:

Tom
29 2
auf

arccos: |[—1,1] — [0, 7] (Arkuskosinus)
arctan: R — (=%, 5) (Arkustangens)
arccot: R — (0, 7) (Arkuskotangens)

e die Umkehrfunktionen sind stetig, streng monoton und mit der Umkehrregel
erhalten wir:

Arkussinus und Arkuskosinus sind auf (—1, 1) differenzierbar und Arkustangens und
Arkuskotangens sind auf R differenzierbar und es gilt

1 1
arcsin’(x) = arccos’ (x) = —
VI—x2 V1—x2'
1 1
arctan’(x) = i arccot’ (x) = T O
X X

y
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NIE

N

|
NIE

N—"

——arcsin(x) —— arccos(x)

Abbildung: Umkehrfunktionen vom Sinus und Kosinus
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—— arctan(x) —— arccot(x)

Abbildung: Umkehrfunktionen vom Tangens und Kotangens
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Polarkoordinaten komplexer Zahlen

e wir identifizieren die komplexe Zahl a + ib mit dem Punkt (a, b) € R?
e der Punkt (a, b) ist auch eindeutig durch den Winkel ¢ des Vektors

(a, b) mit der x-Achse und seine Linge r = v/a2 + b2 bestimmte
e mit den trigonometrischen Funktionen erhalten wir also

a+ib=r-(cos(p)+isin(p)) = re'¥

und wir konnen ¢ liber die Umkehrfunktion in den entsprechenden
Definitionsbereichen berechnen solange r # 0

~ Jarccos (2), falls b>0 (<0< ¢ <)
i 27 — arccos (f) , fallsb<0 (e —7<p<0).

= in Polarkoordinaten vereinfacht sich die komplexe Multiplikation durch
die Funktionalgleichung (bzw. die Additionstheoreme)

re'? . sel? — (r- s)ei(gpﬂb) = (r- S)(COS(SO + ) +isin(p + ¢>)

zur reellen Multiplikation der Betrage und Addition der Winkel
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Fundamentalsatz der Algebra

~Wurzeln komplexer Zahlen®

Fir alle z e C und jedes n € IN existiert eine komplexe Zahl { mit (" = z.

Beweis: Sei namlich z in Polarkoordinaten durch den Winkel ¢ und den
Betrag r gegeben. Dann erfiillt

(= /r- (cosf—l—isinf) .

n n

die Gleichung (" = z. []

y

Tatsachlich lassen sich in den komplexen Zahlen alle Polynomgleichungen

|6sen. Dies besagt der Fundamentalsatz der Algebra, den wir hier ohne
Beweis nur angeben.

Fundamentalsatz der Algebra)

Fiir jedes Polynom p € C|X]| vom Grad > 1 existiert eine komplexe Zahl

z € C mit p(z) = 0. Insbesondere zerfillt jedes nicht-konstante Polynom
iber C in Linearfaktoren. ]

v
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Globale und lokale Extrema von Funktionen
Definition
Sei f: [a, b] — R.

e Wir sagen, f hat ein globales (oder auch absolutes) Maximum an der Stelle
x € |a, b], falls f(X) das groBte Element der Menge

f([a, b]) = {f(x): x € [a, b]}

ist, d. h. f(X) =sup{f(x): x e (a,b)}.
e Wir sagen, f hat ein lokales Maximum an der Stelle X € (a, b), falls es ein
6 > 0 gibt, so dass fiir alle x € (x — J, % + 9) gilt

f(x) = f(x).

e Analog definiert man absolute und lokale Minima.

e Ein globales/lokales Maximum oder Minimum nennt man auch Extremum
oder Extremwert von f.
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Stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen haben Extrema

Sei f: [a, b] — R eine stetige Funktion. Dann existieren Xmax, Xmin € |4, b], so
dass f bei xyax €in absolutes Maximum hat und bei x,i, ein absolutes Minimum.

Beweis: Sei M := sup{f(x): x € |a, b]}. Hierbei erlauben wir zuerst einmal auch
M = oo fiir den Fall, dass f nicht nach oben beschrankt ist. In jedem Fall gibt es
ein Folge (x,)new mit x, € |a, b], fiir alle n € IN, sodass lim,_,, f(x,) = M. Da
das Intervall |a, b] beschrankt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB
eine konvergente Teilfolge (x,, )kew uns sei limg_, o0 Xp, = Xmax-

Wir kénnen leicht einsehen, dass xmnax in dem abgeschlossenen Intervall [a, b] liegt.
Ware namlich xnax < a, dann wiirde fiir 6 = (a — Xmax)/2 kein Folgenglied von

Xn, € |a, b] einen Abstand kleiner § zu xnax haben, was k“mooxnk = Xmax
—

widerspricht. Genauso zeigt man Xmax < b uns somit gilt xnax € [a, b].
SchlieBlich folgt aus der Stetigkeit von f

f(Xmax) = klim f(xn,) =M.

_)w

Insbesondere gilt also M € R und f hat an der Stelle xnhax € [a, b] ein globales
Maximum. Der Beweis fiir die Existenz des globalen Minimums ist analog. []
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Notwendiges Kriterium lokaler Extrema

Sei f: (a,b) — R an der Stelle X € (a, b) differenzierbar. Hat f an der Stelle X
ein (lokales) Extremum, so ist f/(x) = 0.

Beweis: Wir betrachten den Fall, dass f bei X ein lokales Maximum hat. Fiir
nelN sei x, =%X— % Da f bei X ein lokales Maximum hat, gilt fiir geniigend
groBe n die Ungleichung

f(xn) — F(X)

- = 0.
Xn_X

Definieren wir y, = X + % so gilt flr geniigend groBe n die Ungleichung

fyn) — F(X)

= < 0.
Yn—X

Da f bei X differenzierbar ist, gilt

L) — £(3 fyn) — F(3
0< tim () =) _pigy g W =R g
n—o X, — X n—ow  y, —X
Damit ist f'(X) = 0. ]
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei f: [a, b] — R auf dem abgeschlossenen Intervall |a, b| stetig und auf dem
offen Intervall (a, b) differenzierbar. Dann gibt es mindestens ein X € (a, b) mit

f(b) — f(a)

F(%) =
(%) —

Y
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Beweis des MWS der Differentialrechung

Beweis: Zuerst beweisen wir den Spezialfall f(a) = f(b), der auch als Satz von
Rolle bekannt ist. Sei also f(a) = f(b). Falls f konstant ist, dann ist

f'(x) =0 = f(bl)):z(a) fir alle x € (a, b) und somit kénnen wir annehmen, dass f
nicht konstant ist. Dann gibt es aber ein xp € (a, b) mit f(xg) # f(a). O.B.d. A.
sei f(xp) < f(a). Somit wird das existierende globale Minimum von f irgendwo in
dem offenen Intervall (a, b) angenommen und sei xyin € (3, b) so gewahlt. Mit dem
notwendigen Krierium folgt f/(xmnin) = 0, was den Beweis des Satzes von Rolle
abschlieBt.

Den allgemeinen Fall des Mittelwertsatzes fiihren wir auf den Spezialfall zuriick.

Wir betrachten die Hilfsfunktion

gx) 1= F(x) — f(a) - TOL=TE ).

Diese Funktion ist stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b). Da
g(a) = g(b) =0, gibt es nach dem Satz von Rolle ein X € (a, b) mit g’(Xx) =0
und es folgt

0=g'(%)=F(x) 0~ "D e
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Konsequenzen des MWS

Korollar

Sei f: [a, b] — R auf dem abgeschlossenen Intervall |a, b| stetig und auf dem
offenen Intervall (a, b) differenzierbar. Falls f'(x) = 0 fiir alle x € (a, b), so ist f
auf dem Intervall |a, b| konstant.

y

Beweis: f(x1) # f(x) = X mit f'(X) = f(Xf(z:il(Xl) # 0. 4 ]
Korollar
Sei f: [a,b] — R auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetig und auf dem
offen Intervall (a, b) differenzierbar. Dann gilt:

(i) falls f'(x) > 0 fiir alle x € (a, b), so ist f auf |a, b] streng monoton wachsend.
(i) falls f'(x) = 0 fiir alle x € (a, b), so ist f auf [a, b] monoton wachsend.
(iii) falls f'(x) < O fir alle x € (a, b), so ist f auf [a, b] streng monoton fallend.
(iv) falls f'(x) < 0O fiir alle x € (a, b), so ist f auf [a, b|] monoton fallend.

Beweis: Ebenso. []

Mathias Schacht Mathematik Il fiir Informatik SoSe 2025 §7. Differenzialrechnung / 61



Hinreichendes Kriterium fur lokale Extrema

Korollar

Sei f: [a,b] — R auf (a, b) differenzierbar und fiir X € (a, b) sei f'(X) = 0.
(a) Falls fiir ein § > 0 gilt f’(x) = 0 auf dem Intervall (X — §, %) und f/(x) < 0 auf dem
Intervall (X, %X + &). Dann hat f bei X ein lokales Maximum.
(b) Falls fiir ein § > 0 gilt f'(x) < 0 auf dem Intervall (X — §, %) und f’(x) = 0 auf dem
Intervall (X, %X + &). Dann hat f bei X ein lokales Minimum.

4
Beweis: Wir zeigen nur (a). Sei x € (X — 9, %X + 9). Falls x < X gilt, so ist f auf dem Intervall
[x, X] monoton wachsend. Also ist f(x) < f(X).
Falls x > X gilt, so ist f auf dem Intervall [X, x] monoton fallend. Es folgt wieder f(x) < f(X).
Das zeigt, dass f bei X ein lokales Maximum hat. []
Korollar
Sei f: [a,b] — R auf (a, b) zweimal differenzierbar und fiir X € (a, b) sei f’'(%)=0.
(a) Ist f”(X) < 0, so hat f an der Stelle X ein lokales Maximum.
(b) Ist f”(X) > 0, so hat f an der Stelle X ein lokales Minimum.
_4
Beweis: Es gilt 0 > " (X) = limyx—% f,()?(:g(&) . Damit gibt es ein § > 0, sodass fiir alle
x € (X —d,%x + §) die Ungleichung f/(xi:g(&) < 0 gilt. Also gilt fiir alle x € (X — d, X] die

Ungleichung f’(x) > f’(x). Da f’(x) = 0 gilt, folgt daraus f/(x) > 0 fur alle x € (X — 4, X].
Analog sieht man, dass f/(x) < 0 fiir alle x € [k, X + ) gilt. Somit hat f also ein lokales
Maximum bei X. L]
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Nullstellen berechnen

e Nullstellen von Polynomen zweiten Grades mit Hilfe der p-g-Formel
bestimmen

e fiir Polynome dritten und vierten Grades existieren komplizierte Formeln

e fiir Polynome mit Grad > 5 und andere Funktionen f, gibt es im allgemeinen
keine Formeln

e es gibt numerische Verfahren, wie das Newton—Verfahren, um Nullstellen
differenzierbarer Funktionen zu approximieren:

(1) wahle einen Aussgangspunkt xg ,nahe” der Nullstelle

(2) bestimme die Nullstelle x; der linearen Approximation, d.h. von der
Tangentengleichung in f(xp)

f(x)

f'(xo0)

(3) wenn f hinreichend gute Eigenschaften hat, dann liegt x; dichter an
einer Nullstelle von f und wir kénnen das Verfahren iterieren:

f(Xn)
f!(xn)

Mathias Schacht Mathematik Il fiir Informatik SoSe 2025 §7. Differenzialrechnung / 63

y =f(x)(x —x0) + f(x0) und x;3 =xp—
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Newton-Verfahren

Die Funktion f: [a, b] — R erfiille die Bedingungen:
(i) fir alle x € [a, b] gilt f”(x) = 0, d. h. die Funktion f ist konvex,
(i) fir alle x € |a, b] gilt f'(x) # 0,
(iii) und f(a) <0 und f(b) > 0.
Dann existiert eine eindeutige Nullstelle ¢ von f im Intervall (a, b) und fiir jeden
Startwert xg € [a, b|] mit f(xg) = 0 konvergiert die Folge (x,) definiert durch die

Vorschrift f(xp)
Xn—l—l L= Xn o f/(Xn)

gegen C.

Bemerkungen:

e Satz gilt auch fiir konkave Funktionen, d. h. wenn f”(x) < 0 fiir alle x € [a, b]

e auBerdem kann auch die Bedingung (iii) umgekehrt werden

e Weiterhin kann man zeigen, dass das Newton-Verfahren quadratisch
konvergiert. Grob gesprochen bedeutet dies, dass wenn x; die Nullstelle bereits
auf einen Fehler & < 1 approximiert, dann approximiert x;, 1 die Nullstelle
bereits auf c£? fiir eine Konstante ¢ > 0.
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Beweis des Newton-Verfahren

Aus der Existenz von f” folgt, dass f und f’ stetig sind und Bedingung (iii) mit dem
Zwischenwertsatz zeigt, dass f in (a, b) eine Nullstelle hat. Aufgrund von Bedingung (ii) ist f auf
[a, b] streng monoton und wegen Bedingung (iii) ist f streng monoton steigend und die
Eindeutigkeit der Nullstelle ¢ folgt.

Aus der Stetigkeit von f und f’ folgt, dass nur ¢ als moglicher Grenzwert von (x,) in Frage
kommt, da fiir den potenziellen Grenzwert X =% — f(X)/f’(X) < (%) =0 gelten muss.

Wegen der Bedingung (i) ist die Funktion f’ monoton wachsend auf [a, b] und wegen
Bedingungen (ii) und (iii) ist der Quotient f(x)/f’(x) nicht negativ fiir alle x € [c, b] und xg liegt
nach Annahme des Satzes auch in [c, b].
Induktiv zeigen wir

C < Xp+l S Xn .

Die Ungleichung x,11 < x, folgt direkt mit Induktion, da f(x,)/f’'(xn) = 0 gilt.
< X

Fir die Ungleichung ¢
wir die Hilfsfunktion

Xp+1 ist es hinreichend, f(xp+1) = 0 zu lUberpriifen. Dafiir betrachten

g(x) = f(x) — f(xn) — f'(xn) (x — Xn) -
Wegen der Monotonie von f’ gilt g’(x) = f’(x) — f'(xn) < 0 und da g(xn) = 0 gilt, ist g(x) >
fir x < x,. Insbesondere gilt

0 < g(xn+1) = Fxms1) — F(xn) — £ (xn) — xn) = Flxm41).

Die Folge (xp) ist also fallend und durch ¢ beschrankt. Da sie sogar streng fallt solange c nicht
erreicht ist und nur ¢ als Grenzwert haben kann, konvergiert die Folge gegen c. []
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Wurzeln mit dem Newton-Verfahren berechnen

Wir wollen das Newton-Verfahren benutzen, um /2 zu berechnen, welches die
eindeutig bestimmte Nullstelle der Funktion f(x) = x* — 2 in dem Intervall [1, 3]
ist. Es gilt f'(x) = 2x und f"(x) = 2. Damit erfillt f auf dem Intervall |1, 3] die
Bedingungen des Newton-Verfahrens.

Die Rekursionsvorschrift, die die Folge (x,) definiert, lautet
x2—2 2x2—x2+2 1 +2
n+l = Xnp — — =5\ X T ]
n+1 x 2Xn 2Xn 2 Xn

Wir starten mit xg = 2. Dann gilt

Xo = 2

x1 = 1,b

X = 1,4166666006...
x3 = 1,414215686...
xs = 1,414213562...

Die Zahl x4 entspricht bereits auf neun Nachkommastellen dem Wert von
V2 = 1,414213562 37... ..
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Regeln von L'Hospital

Die Bestimmung eines Grenzwertes der Form

f
lim ﬁ
x—x g(x)
ist problematisch, wenn Zahler und Nenner fiir x — xp beide gegen 0 oder beide
gegen oo streben. Die Regeln von L'Hospital helfen in dieser Situation.

Satz (Regel von L'Hospital fiir 0)

Sei | ein Intervall und xg € /. Die Funktionen f und g seien fiir alle x € [ mit x # xg
differenzierbar. Fiir alle x € | mit x # xp gelte g(x) # 0 und g’(x) # 0. Ferner sei

lim f(x)= lim g(x)=0.
X—>X0 X—>X0

Dann gilt
/
lim —f(X) = |im 71

—x% g(x)  x—x g'(x)’

falls der rechte Grenzwert existiert oder gleich co oder —oo ist.

Ein entsprechender Satz gilt fiir x — o0 und x — —o0 anstelle von x — Xg.
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Regel von L'Hospital fir oo

Satz (Regel von L'Hospital fiir o)

Sei | ein Intervall und xg € I. Die Funktionen f und g seien fiir alle x € /
mit x # xg differenzierbar. Fiir alle x € | mit x # xg gelte g(x) # 0 und
g'(x) # 0. Ferner sei

lim |f(x)] = lim |g(x)| = .

X—>XQ X—>XQ

Dann gilt
f(x)

. . (%)
lim —= = lim ———
Ao glx) X0 g (x)

falls der rechte Grenzwert existiert oder gleich oo oder —oo ist.

y

Entsprechender Satz gilt fiir x — o0 und x — —o0 anstelle von x — Xp.
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Beispiele fur L'Hospital

lim,__0 (63;1) furx — 0

Fir x — 0 streben Zahler und Nenner des Bruches gegen 0. Fiir x # 0 gilt
3x # 0. AuBerdem sind ¥ — 1 und 3x differenzierbar. Damit gilt

! e —1 ' eX 1
Im = Iim — = —=.
x—0 3x x—0 3 3
XFL fijr x —
2x—1
. 3x+1 .3 3
lim = |lim —=—-.
x—02x —1 x—w2 2
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Beispiele fiir L'Hospital mit Mehrfachanwendung

€ fiir x —> o
x2 —x+1

Zweifache Anwendung von L’'Hospital liefert:
e* e*

X
. _ _ e
lim = |im = |im — = oo.
x—0 x2 —x4+1 x—w02x—1 x—0w 2

Dieses Argument funktioniert fiir jedes Polynom p(x), wobei man so oft differenzieren muss, bis
p{" (x) konstant ist. Der Grenzwert ist in diesem Fall 00 oder —co und wir sagen, dass e

schneller als jedes Polynom wachst.

Stetige Fortsetzung von f: (0,00) — R mit f(x) = x* fiir x =0

Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt

X o
Frm 5% = [Rer eIn(x ) — TFe= exlnx _ ellmx_,oxlnx,
x—0 x—0 x—0
falls der Grenzwert lim xIn x existiert. Um L'Hospital anzuwenden, betrachten wir lim '1”—X
x—>0 x—01/X
1
. . Inx . p :
lim xInx = lim — = lim — = lim —x=0.
x—0 x—0 = x—0 — = x—>0

X X
Somit ist limy__,0x* = e® = 1 und f mit f(0) = 1 stetig fortsetzbar.
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8. Integralrechnung
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Leitfragen der Integralrechnung

Flacheninhaltsproblem

Wie bestimmt man den Flacheninhalt von Flachen die nicht durch gerade
Linien/lineare Funktionen berandet sind?

Stammfunktionsproblem

Wie bestimmt man fiir eine gegebene Funktion f eine Stammfunktion, d. h.
eine Funktion F mit F' = f?

y

Bemerkung:

e Es wird sich herausstellen, dass es sich bei beiden Fragestellungen im
wesentlichen um dasselbe Problem handelt.
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Flache zwischen Funktionsgraph und x-Achse

e im Folgenden werden wir meistens f: [a, b]| — R als stetig voraussetzen

e die Theorie lasst sich auch fir beschrankte Funktionen mit nur endlich vielen
Unstetigkeitsstellen entwickeln

e cir wollen nun die Flache unter der Kurve berechnen, d. h. die Flache die
durch die x-Achse, die senkrechten Geraden x = a und x = b und durch den
Graphen der Funktion f eingeschlossen ist

e Flachenstiicke unterhalb der x-Achse werden mit einem negativen Vorzeichen
beriicksichtigt und Flachenstiicke oberhalb der x-Achse mit positivem
Vorzeichen

A
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RIEMANN-Summen

Idee: approximiere die Flache durch disjunkte Rechtecke

betrachte dquidistante Zerlegungen von |a, b|, d. h. unterteile [a, b] in n
gleichgroBe Intervalle mit Endpunkten

b— b—
Xo=4a, X =a-+ a’ Xp =a+2- a) ... , X,=0Db.
n n
fir i € [n] seien
M; := max{f(x): x € [x;_1,x]]} und m;:=min{f(x): x € [xi_1, X;|}

die Extrema, welche fiir stetige (bzw. beschrankte Funktionen mit endlichen
vielen Unstetigkeitsstellen) existieren
die n-te Unter- und Obersumme ist dann gegeben durch

U,,:=Zn]m,--b_a und On:zzn:M,--b_a
i=1 i=1

n

n

offensichtlich ist U, eine untere Schranke fiir den gesuchten Flacheninhalt
und O, ist eine obere Schranke
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10-te Unter- und Obersumme U;g und Oqg von f

N F(x)

a=xg X1 Xo X3 \Xa X5 Xo/ X7 Xz Xg xi0=b
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RIEMANN sches Integral

Definition

Eine Funktion f: [a, b] — R heiBt integrierbar, falls die Folgen (U,)nen und
(On)new gegen denselben Grenzwert konvergieren und wir schreiben dafiir

b
f f(x)dx := lim O, = lim U,.
n—->0Q0 n—->0Q0

a

Wir nennen S: f(x)dx das bestimmte Integral von f (iber |a, b|. Die Funktion f ist
in diesem Zusammenhang der Integrand, x ist die Integrationsvariable, die durch
dx angezeigt wird und a und b sind die Integrationsgrenzen.

Bemerkungen:
e das bestimmte Integral S f(x) dx ist der Flacheninhalt der Flache unter f

e wir halten folgende Konventionen fest

Jaf(x)dx:o und rf(X)dXZ—Jb f(x) dx

a b a
e oftmals werden in der Literatur nicht nur dquidistante Zerlegungen von |a, b],
sondern Zerlegungen, bei denen die Teilintervalle unterschiedliche Langen
haben, betrachtet und dies fiihrt zum gleichen Integralbegriff
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Existenz des RIEMANN 'schen Integrals

Sei f: [a, b] — R eine beschrankte Funktion, die hochstens endlich viele

Unstetigkeitsstellen besitzt. Dann konvergieren die beiden Folgen (U,) e~ und
(On)new gegen denselben Grenzwert.

e wir beweisen den Satz nur fiir stetige Funktionen, aber der allgemeine Fall
kann ganz ahnlich bewiesen werden

e in dem Beweis werden wir verwenden, dass sich der Begriff der Stetigkeit auf
beschrankten Intervallen wie folgt verscharfen lasst

Definition (gleichmaBig stetig)

Eine Funktion f: D — R heiBt gleichmaBig stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein 0 > 0
existiert, so dass fiir alle x, x" € D mit |[x — x'| < ¢ gilt |[f(x) — f(x')] <e.

o gleichmaBige Stetigkeit unterscheidet sich vom e-d-Kriterium der Stetigkeit, dadurch dass
das é nur von £ abhangt und dann fiir alle x € D gilt
e-0-Kriterium: Ve > 0und Vxe D 30 > 0: |[x — x| < d = |f(x) — f(X))| < e
Ve > 0 40 > 0 so dass
e z.B. 1/x ist stetig auf (0,00) aber nicht gleichmaBig stetig, allerdings ist 1/x eingeschrankt
auf ein abgeschlossenes beschranktes Intervall in R~ auch gleichmaBig stetig
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GleichmaBige Stetigkeit

Proposition
Sei f: [a, b] — R stetig. Dann ist f auf dem beschrankten Intervall [a, b]
auch gleichmaBig stetig. J

Beweis: Angenommen f ist nicht gleichmaBig stetig auf |a, b]. Dann gibt
es fiir ein € > 0 fiir jedes = 1/n zwei Stellen x,, x| € [a, b] mit

xn — X} < % und 1f(xy) — f(x))| = €.

Da |a, b]| abgeschlossen und beschrankt ist, existiert nach zwei
Anwendungen des Satzes von Bolzano und WeierstraB eine Teilfolge von
Indizes n;, so dass die Teilfolgen (xp,) und (X}, ) konvergieren.

Aus |xp, — x| < nl, egibt sich, dass beide Teilfolgen den gleichen
Grenzwert x haben und mit der Stetigkeit folgt

lim [f(xp,) — £(xp,)] = |[£(x) = F(x)| = 0.

|—>00
Allerdings widerspricht dies der Abschatzung |f(x,,) — f(x}, )| = ¢ fiir alle
i € IN. L]
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Existenz des RIEMANN 'schen Integrals — Bewelis

Beweis: Sei f: [a, b] — R stetig und aufgrund der Proposition somit auch gleichmaBig stetig.
Wir zeigen zuerst, dass die Differenz O, — U, eine Nullfolge ist und danach die Konvergenz
von U,.

Fiir die Nullfolgeneigenschaft wenden wir die gleichmaBige Stetigkeit mit ¢ = ﬁ an und erhalten

ein 6 > 0. Fiir n > ng := [(b — a)/d] haben zwei Punkte einer dquidistanten Zerlegung mit
X0, X1, - - -, Xn einen Abstand 2=2

< ¢ und folglich gilt wegen der gleichmaBigen Stetigkeit

OgM;—m,‘<8=bSa

und es ergibt sich

b—a ¢ b—a ¢ b—a (

n

Fir die Konvergenz zeigen wir, dass (U,) eine Cauchy—Folge ist. Sei dafiir £ > 0 beliebig. Wir
wahlen ng groB genug, sodass O, — U, < £ gilt fiir alle n > ng und betrachten n, n’ > ng und
0.B.d.A. sei U, = U,. Es folgt aus der Definition der Riemann-Summen

U, < Flache unter f < O,

und somit gilt
OgUn/—Un<On_Un<€.

Also ist |U, — U,/| < € und (U,) ist eine Cauchy-Folge, die konvergiert. ]
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Flache unter f(x) = x? zwischen 0 und 1

e f ist stetig und somit integrierbar und f ist streng monoton wachsend und
somit wird das maximum an den groBeren Intervallgrenze angenommen

Es gilt

1—-0 1 & kN2 1 k
oL L f
no = n L
Wir erinnern uns an die Summenformel der ersten Quadratzahlen

» _ n(n+1)(2n+1)
Z k 5

und erhalten

1 nn+1)2n+1) 2 n+1 n+1/2 1 1 1
1 _2 n+l SLash) (4 d).

Y n3 6 6 n n 3 ( i n i 2n
Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte ergibt sich lim,_,,, O, = 1/3 und somit

1
1
fx2dx=—.
0 3

Mathias Schacht Mathematik Il fiir Informatik SoSe 2025 §8. Integralrechnung / 10




Beispiel einer nicht-integrierbaren Funktion

Ein bekanntes Beispiel einer beschrankten, nicht-integrierbaren Funktion mit
unendlich vielen Unstetigkeitsstellen ist die Indikatorfunktion

lg: [0,1] — R
der rationalen Zahlen in [0, 1] definiert durch

0, falls xé¢ Q
X ——>
1, fallsxe Q.

Da jedes Intervall positiver Lange sowohl ein rationale als auch eine
irrationale Zahl enthalt, ist U, = 0 und O,, = 1 fiir jedes n € IN.

Die Folgen konvergieren also, aber die Grenzwerte
im U, =0 und im O, =1
n—-»>00 n——-»>00

sind unterschiedlich und somit ist 1o nicht integrierbar.
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Rechenregeln fiir bestimmte Integrale

Seien f, g: |a, b] —> R integrierbare Funktionen und ¢ € R. Dann gilt:
(i) f + g ist integrierbar und Xb f+ g)(x)dx = Xf f(x)dx + S: g(x)dx
(i) c- f ist integrierbar und S c-f)(x)dx = C-S: f(x)dx
(iii) falls f(x) < g(x) fir alle x € [a, b], dann gilt S: f(x)dx < S: g(x) dx
(iv) faIIs m < f(x) < M fir alle x € |a, b] gibt, dann gilt
m-(b—a) < f(x)dx < M- (b— a)

(v) |f(x)| ist integrierbar und | {2 £(x) dx| < {7 |F(x)| dx

(vi) es gilt | §2(F + g)(x) dx| < §2|F(x)] dx + § |g(x)] dx
(vii) Fir jedes v € |a, b] gilt

be(x)dx:fyf(x)deerf(x)dx.

a a 0%

y

Beweis: Die Rechenregeln ergeben sich aus den Rechenregln fiir Grenzwerte und
wir weisen auf eine ausfihrlichere Diskussion im Skript. []
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Mittelwertsatz der Integralrechnung

Fiir eine integrierbare Funktion f: [a,b] — R und a < b ergibt sich der
Mittelwert des Integrals durch

1 b
= b—af f(x)dx

a

und der Mittelwertsatz besagt, dass dieser Wert von f auf |a, b| angenommen wird.

Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f: [a, b] — R stetig. Dann gibt es ein X € |a, b] mit

b
f f(x)dx = f(X)-(b—a).

Beweis: Da f stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b]| ist, gibt es globale
Extrema m* und M* und mit dem Zwischenwertsatz folgt f(|a, b|) = [m*, M*].

Offensichtlich folgt mit den Rechenregeln m* - (b — a) < S: f(x)dx < M*.(b— a).
Folglich existiert ein p € [m*, M*| mit S: f(x)dx = pu- (b— a) und mit obiger
Beobachtung existiert auch ein X € [a, b| mit f(X) = pu. ]
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Stammfunktionen

e sei f:|a,b] — R integrierbar

e nach den Rechenregeln ist f dann auch auf den Intervallen |a, x| fiir jedes
x € |a, b] integrierbar

e dies rechtfertigt die Definition der Funktion F: [a, b] — R

Fx) = JX F(t)dt,

a

d. h. wir bilden also x auf die Flache unter f lber dem Intervall [a, x| ab

e der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt dann, dass F eine
Stammfunktion von f ist, d.h. F/ = f

Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist die Funktion F: [a, b] — R definiert durch

X|—>fo(t)dt

differenzierbar und fiir alle x € |a, b] gilt F'(x) = f(x).
Mathematik Il fiir Informatik SoSe 2025 §8. Integralrechnung / 14
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung — Beweis

Beweis: Seien x € |a, b| beliebig und h > 0. Der entsprechende
Differenzenquotient von F lautet

Fix+h —F(x) _ 1(Jx+hf(t)dtr f(t)dt) = %fx+hf(t)dt.

a a X

h h
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein X5, € [x, x + h| mit
S§+h f(t)dt = f(Xp) - h. Also ist
F(x+h) —F(x) 1
h h

Das gleiche Argument garantiert auch fiir h < 0 ein X, € [x — h, x], sodass
L(F(x + h) — F(x)) = f(X5). Somit folgt mit der Stetigkeit von f

h
Flx+h)— F
im FXERZFO) k) = f((lim %)

Da Xj € [x,x + h| (bzw. X4 € [x — h, x]) muss gelten lim,__,q X4 = x und folglich

F(x) = im Flx + h/)7 — F(x)

= f(x). ]
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Konsequenzen des Hauptsatzes

Korollar

Sind F; und F> Stammfunktionen von f, so unterscheiden sie sich nur um eine additive Konstante.J

Beweis: Da F; und F, differenzierbar sind, ist auch F; — F, differenzierbar und es gilt fiir alle
x € |a, b]
(Fr = F2) () = F{(x) = F3() = £(x) = f(x) = 0.

Die Ableitung der Funktion F; — F; ist also auf dem gesamten Intervall [a, b] konstant 0 und
damit gibt es ein c € R fiir das gilt

Fi(x) — F2(x) = (F1 — F2)(x) = ¢ ]

Korollar

Sei f: [a, b] — R stetig und sei F: [a, b] —> R eine Stammfunktion von f. Dann gilt

b
J f(x)dx = F(b) — F(a).

a

y

Beweis: Nach dem Fundamentalsatz ist § f(t) dt eine Stammfunktion von f. Nach dem Korollar
existiert eine Konstante ¢ € R, so dass fiir alle x € [a, b] gilt F(x) = §* f(t)dt + c. Es folgt

F(b) — F(a) = Jb f(t)dt + c — (Ja f(t)dt+c> = Jb f(t)dt. [

a a a
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Notation

e ist F eine Stammfunktion von f, so bezeichnet F das unbestimmte
Integral von f

e wir schreiben manchmal auch

szf(x)dx,

obwoh! die Stammfunktion nicht eindeutig ist

e ist F eine Stammfunktion der stetigen Funktion f, so schreiben wir
F(x)|2 oderauch [F(x)]. fir F(b)— F(a),

d.h.
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Stammfunktionen

e cinige Stammfunktionen lassen sich durch das Umkehren der Ableitung finden

wir wissen sin’(x) = cos(x), also ist sin eine Stammfunktion des cos

o 34/ 3 .
wir wissen (%) = x?, also ist %~ eine Stammfunktion von x?

3

Funktion f | Stammfunktion F
X" (r # —1) L rtl
x~ 1 In |x|
- +1X2 arctan(x)
11_X2 arcsin(x)
e~ e~
sin(x) — cos(x)
cos(x) sin(x)
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Flachenberechnung

)
0xdx

Wir hatten bereits mit dem Riemann’schen Integral iiber Grenzwerte
Sé x? dx = 1/3 ausgerechnet. Mithilfe von Stammfunktionen kommen wir

x°dx == = = — — =

fl x31 13 03 1
; 3l0 3 3

selbstverstandlich auf das gleiche Ergebnis.

{o sin(x)

Wir wissen — cos(x) ist eine Stammfunktion von sin(x) und erhalten

Jow sin(x) dx = —cos(x)|, = —cos(m) — ( —cos(0)) =1+ 1=2.

y
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Rechenregeln fiir Stammfunktionen

Seien f, g: [a, b] — R integrierbare Funktionen mit Stammfunktionen F,
G: |a,b] — R und sei c € R. Dann gilt

(i) (F + G)(x) ist eine Stammfunktion von (f + g)(x) bzw.
J(erg)(x) dx — Jf(x) dx + Jg(x) dx
@) (6o Pl ok e Seammionldion vem (@ - £ bz
Jc-f(x)dx= C-Jf(x)dx.

Seien dariiber hinaus f und g differenzierbar mit stetigen Ableitungen f’ und g’ auf
|a, b], dann gilt die Regel der partiellen Integration

b b b
f F(x)g(x) dx = F)g(x)| — f F(x)g’(x) dx.

a a a

v

Beweis: Die ersten beiden Regeln ergeben sich aus den einfachen Rechenregeln fiir
Ableitungen und die letzte Regel ergibt sich aus der Ableitungsregel
(F-G) =f-G+ F - g nach Umstellen. ]
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Beispiel fiir partielle Integration — Stammfunktion von x - cos(x) auf R

Wir miissen uns lberlegen, wie wir die Regel

a

b b ,
f f'(x)g(x)dx = [f(x)g(x)]a _f F(x)e’ (x) dx

am besten zum Einsatz bringen. Die trigonometrischen Funktionen Kosinus und
Sinus bleiben beim differenzieren und integrieren ,unter sich”. Wenn wir die
|dentitdt x ableiten erhalten wir eine ,einfachere” Funktion. Deswegen bietet sich
die Zuordnung g(x) = x und f’(x) = cos(x) an. Damit gilt

g'(x)=1 und f(x) = sin(x)
und wir erhalten

b

b
f cos(x) - x dx = [ sin(x) °X]5 —J sin(x) - 1dx = | sin(x) ox]: o cos(x)]s.

a a

Also ist xsin(x) + cos(x) eine Stammfunktion von x - cos(x) und wir schreiben
JX - cos(x) dx = x - sin(x) + cos(x) .
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Beispiel fiir partielle Integration — Stammfunktion von In(x) auf (0, o)

In diesem klassischen Beispiel ist es giinstig
In(x) =1-In(x)

zu setzen. Bei der partiellen Integration erhalten wir fiir den Ansatz

J1 In(x) dx — ff’(x) . g(x) dx

den ersten Term

Somit erhalten wir
b b b
J In(x) dx =J 1-In(x)dx = [X-In(x)]:—f X'ldX = [X-In(x)—x]:

d a a X
Also ist x In(x) — x eine Stammfunktion von In(x) auf (0, o).
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Substitutionsregel — Umkehrung der Kettenregel
Kettenregel: (f(g(x)))" = f(g(x)) - g'(x) = [ f'(g(x)) - &' (x) dx = (f o g)(x)

exp(x?) - 2x = exp’(x?), J

d. h. exp(x?) ist eine Stammfunktion von 2x exp(x?).

{ cos(3x + 1) dx

Mit g(x) = 3x + 1 und g’(x) = 3 erhalten wir

1 1
fcos(3x +1)dx = 3 Jcos(3x +1)-3dx = 3 sin(3x +1).

Satz (Substitutionsregel)

Sei | < R ein Intervall, sei f: | — R stetig und g: [a, b]| — R differenzierbar
mit einer stetigen Ableitung und g(|a, b]) < /. Dann gilt

g(b)

fb fg(x))-g'(x)dx = f f(u)du. =

a g(a)
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Substitution in Ss flg(x))-g'(x)dx = Sg(b) f(u)du

g(a)

e im Integral auf der rechten Seite integrieren wir nach v in den Grenzen
g(a) und g(b), wahrend wir im Integral auf der linken Seite nach x
Integrieren

e wir substituieren

g(x)=:u

o fiir die ,,Umrechnung” von dx nach du appellieren wir an das
Leibniz'sche Kalkiil

dg du
/ —_— e = = / . =
g (x) -4 & (x) - dx = du

e falls g’(x) fiir alle relevanten x von 0 verschieden ist, erhalten wir so
auch
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Beispiel fir die Substitutionsregel — {sin(2x + 1) dx

Wir substituieren u = 2x + 1 und erhalten ¢ = (2x + 1)’ = 2 bzw.
und somit gilt

1

Jsin(2x + 1)dx = fsin(u) : = 5(_ cos u) .

Da wir eine Stammfunktion von sin(2x + 1) ausrechnen wollen, miissen wir
am Schluss an Stelle von u wieder 2x + 1 zuriick einsetzen, d. h.

1
Jsin(2x + 1)dx = —5 cos(2x +1).

Tatsachlich liefert die Probe

1 r 1
(— 5 cos(2x + 1)) =5 sin(2x + 1) -2 =sin(2x + 1).
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Beispiel fiir die Substitutionsregel — Sé (1+)§<2)2 dx

Wir berechnen das bestimmte Integral

1
X
352
L(sz)z x

u=g(x)=1+x2.

Dazu substituieren wir

Es ergibt sich

%=2X, also du =2xdx oder ldu=xdx.
X

Einsetzen in das Integral liefert
I x el) 1 1 -12 -1 -1 1
f 22dx=f — A= —| = — —— = —.
0 (1 + X ) (0) u 2 2-ull 4 2 4
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Flacheninhalt vom Einheitskreis

Bekanntlich besteht der Einheitskreis genau aus den Punkten (x, y) € R? mit
x> +y*=1.

Lost man diese Gleichung nach y auf, so erhalt man

y =+4v1—x2.

Die obere Halfte des Einheitskreises ist also genau der Graph der Funktion

f(x) = V1 — x?, die auf dem Intervall [—1,1] definiert ist. Damit ist die Flache
des Kreises, also eigentlich die vom Einheitskreis eingeschlossene Flache, genau das
doppelte der Flache unter der Kurve f auf dem Intervall [—1,1].

A

1

> X

—1 1
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Flacheninhalt vom Einheitskreis = 2 Sl_l V1 — x2dx

Fir die Berechnung des bestimmten Integrals
1
f v/1— x?2dx
1

erinnern wir uns an die Identitat sin®(u) + cos?(u) = 1 und vereinfachen den
Ausdruck /1 — x? zu cos(u) durch die Substitution

x =sin(u) bzw. wu = arcsin(x).

Allerdings erhalten wir auch

& arcsin’(x) = !
dx 1 — %2
was zu
fithrt. Wir erhalten also mit arcsin(—1) = —% und arcsin(1) = 5
1 arcsin(1) z
f V1—x?dx = f cos(u) - = f cos®(u) du .
—1 arcsin(—1) -z
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Flacheninhalt vom Einheitskreis = 2 Sﬂfp cos?(u) du

Mit partieller Integration erhalten wir die ldentitat
Jcos2(u) du = sin(u) cos(u) — J(— sin®(u)) du = sin(u) cos(u) + fsinz(u) du
und somit gilt
fcos2(u) du = sin(u) cos(u)+f(1—cos2(u)) du = sin(u) cos(u)+u—Jcosz(u) du
und durch umstellen ergibt sich die Formel fiir eine Stammfunktion
2Jcos2(u) du = sin(u) cos(u) + u.

Fir die Flache des Einheitskreises ergibt sich also

2J_1\1/ 1 —x?dx = 2f_i£osz(u) du = [sin(u) cos(u)—l—u]_%z (0+g)—(0—g) =T.

Bemerkung: Mit derselben Technik lasst sich zeigen, dass die Flache eines Kreises
mit Radius r genau 7r? betragt.
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Integration gebrochen rationaler Funktionen 58

Gegeben seien zwei Polynomfunktionen p(x) und g(x) und wir interessieren uns fiir

das Integral
J @ dx.
q(x)

Mithilfe der Polynomdivision reduziert sich diese Problem auf Integrale der Form

J py(x) dx + f ’;2((;:)) dx .

mit deg(p2) < deg(q). Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass q(x) iiber R
in lineare und quadratische Faktoren zerfillt, und mit Partialbruchzerlegungen kann

man das Integral S% dx auf eine Summe von Integralen der Form

f A dx und J Bx+C i
X
(31X + ao)k (ngz + b1 x + bo)e

weiter vereinfachen. Im Folgenden wollen wir Integrale dieser Art fiir k = 1 und
¢ =1 losen.
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Beispiel Partialbruchzerlegung

f x +1 q
X .
x2 —5x+6

Die p-g-Formel liefert die Nullstellen des Nenners 2 und 3. Es gilt
(x —2)(x —3) = x* —5x + 6.

Damit gibt es A, B € R mit
x+1 A B

x2—5x+6 x—2 T =8
Wir multiplizieren die Gleichung mit x*> — 5x + 6. Das liefert
x+1=Ax—-3)+B(x—2)=(A+B)x —3A—-2B.

Uber den reellen Zahlen sind zwei Polynomfunktionen genau dann gleich, wenn die
beiden Polynome gleich sind, wenn also die Koeffizienten vor den entsprechenden
Potenzen von x ibereinstimmen. Es ergibt sich also das Gleichungssystem
A+B=1, —3A—-2B=1.
Als Losung dieses Gleichungssystelms erhalt r3nan A = —3 und B = 4 und somit
X + — 4

X2—5X+6:X—2+X—3.
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szf;}%dngx_—fzdx | Sxf3dx fur x > 3

Rationale Funktionen der Form X_—Aao fur Konstanten A, ag € R koénnen in
ihrem Definitionsbereich leicht mit Hilfe der Substitution

u= X —4ap

integriert werden und wir erhalten du = 1- dx. Mit der Substitutionsregel
ergibt sich

f A dx=fédu=A-ln(|u|)=A-In(|x—ao|).

X — a0

Fir die urspriingliche Integrationsaufgabe ergibt sich also in den Grenzen
x > 3 das unbestimmte Integral

1
fxzig_x+6dx=4In(x—3)—3|n(x—2)zln(
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C
Integrale der Form § 7 =— dx

Auch Integrale von Funktionen der Form

C
x2 4+ bi1x + by
in denen der Nenner keine reelle Nullstelle hat, kénnen durch Substitution integriert
werden. Mithilfe der quadratischen Erganzung erhalten wir
b1

2
X2—|—b1X—|-b0=(X+E) +(bo——).

Mit der Substitution

by 2
= 1 by 2 b
U= - 22 — u2—1—1< b2>'<(X+ 21) +(b0_41))
bO b7 bO_ 1

erhalten wir wegen du =1 dx mit C' = C/(by — b?/4) dann
C 1
dx = C’ du = Carct .
fx2+b1x+bo ~ fu2+1 . arctan(u)
Es gilt also
C C 2
J T +bdx= b2°arctan<x 22)
x P bo — 7 bo — %
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Bx+C
2+ by x+ by dX

Integrale von Funktionen der Form

Integrale der Form | -

Bx + C
x2 + bix + by

konnen wir umformen, so dass

J x+C f X + by dx+f C — Bby/2

X2—|—b1X—|—b0 X2—|—b1X—|—b0 X2—|—b1X—|—b0'

Integrale in der Form des zweiten Terms haben wir bereits diskutiert und den ersten
Term koénnen wir mit der Substittion

u= x>+ bix + by

und du = (2x + by) dx integrieren

_ | qu _ _ 2
2T bix + b dx = y In(|ul) = In(|x* + b1x + by|) .

J 2X + by du
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fenial- 3x+5
Beispiel: | =% dx

Wir sehen, dass 1 eine Nullstelle des Nenners ist und mit Polynomdivision ergibt sich
XX —x?4+x—1=(x—-1(x*+1).

Insbesondere hat der Nenner keine weiteren Nullstellen. Es gibt also A, B, C € R und eine
Partialbruchzerlegung

3x +5 A Bx + C 5
= + < 3x+5=A. +1)+(Bx+C) - (x—1
x3 —x2+x—1 x—1 x2 +1 x (X ) (X ) (X )

wobei sich die rechte Seite durch Multiplikation der Gleichung mit x3 — x? + x — 1 ergibt. Wir
vergleichen die Koeffizienten vor den entsprechenden Potenzen von x. Dies ergibt das lineare
Gleichungssystem

A+B=0, -B+C=3, A—C=5.

Die eindeutige Losung dieses Gleichungssystems lautet A =4, B = —4 und C = —1 und somit
haben wir

4 4 1 4 2 1
f P dXZJ dx—f = dXZJ dx—2f = dx—f dx.
x3 —x24+x—1 x —1 x2 +1 x —1 x2 +1 x2 +1

Mit den entwickelten Substitutionsregeln erhalten wir die Stammfunktion

3x + 5
J alas dx = 4In(|]x — 1|) — 2In(|x* + 1|) — arctan(x) .
x3—x2+x—1
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Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir bestimmte Integrale auf endlichen, abgeschlossenen Intervallen
|a, b] berechnet und dabei vorausgesetzt, dass der Integrand auf ganz |a, b
definiert und beschrankt ist.

Man kann unter bestimmten Voraussetzungen auch Integrale auf unendlichen
Intervallen auf sinnvolle Weise einen Wert (iber Grenzwerte zuweisen.

Beispiel: Sio L dx

Fir das unbestimmte Integral gilt

J—dx-—
b
1
= |im (———I—l) =1.
1 b—> o0 b

und somit haben wir

b
1 1
lim J —dx = |Iim ——

b—— 0 1 X2 b—o0 X
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Uneigentliche Integrale — Definition

Sei f: [a,00) — R fiir jedes b > a auf |a, b| integrierbar. Falls der Grenzwert

lim
b——>00

i

f(x)dx

existiert, so nennen wir f auf dem Intervall [a, 00) uneigentlich integrierbar und

f(x)dx := lim

b——> 0

L [

Wir sagen in diesem Fall auch, dass das Integral X:O f(x

f(x)dx.

) dx existiert und

{* f(x) dx ist ein uneigentliches Integral. Analog definiert man Sioo f(x)dx.
Falls f fiir ein ¢ € R sowohl auf (—o0, ] als auch auf [c,o0) uneigentlich
integrierbar ist, so nennen wir f auf ganz R uneigentlich integrierbar und definieren

I L

Genauso definiert man fir f: (a, b) — R das fiir alle

f(x)dx = J_COO f(x)dx +

f(x)dx.

a, B < (a, b) integrierbar
rp

Ist b c
J f(x)dx = lim J f(x)dx + lim
2 a—>a |, B—>b |
falls die beiden Grenzwerte fiir ein ¢ € (a, b) existieren.
Mathematik 1l fiir Informatik
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Beispiel: Silﬁdx

Wir betrachten

1 0 B
f ! d I f ! dx + |im f ) d
x = lim X | X .
141 —x2 a—-1J, 1/1 — x2 B—1Jg /1 — x?

: : : 1 : :
Da arcsin(x) eine Stammfunktion von 777 st erhalten wir

= lim (0 — arcsin(a)) + lim (arcsin(8) +0) = .

L 1
dx
~1 V1 —x? a——1 B—s1
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Beispiel: {~ 5 dx

is 9 1

_1
1+x2

Hierfiir erinnern wir uns, dass arctan(x) eine Stammfunktion von ist und es

folgt

@ US| b1
J dx = |im J dx + lim J dx
» 1+ x? a——0 J, 1+ x? b—co Jy 1+ x?

— a

= lim (0 — arctan(a)) + lim (arctan(b) + 0)

a——>—0o0 b——> 00

== 7.
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Konvergenzverhalten von Reihen

Mit uneigentlichen Integralen untersuchen wir das Konvergenzverhalten von Reihen.

Sei f: [1,00) —> [0, o) stetig und monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe >.°° | f(n)
genau dann, wenn {.° f(x) dx existiert.

Beweis: Da f monoton fallt, nimmt es seine Extrema liber abgeschlossenen Intervallen an deren
Grenzen an und fiir jedes n € IN gilt

n+1
f(n—i—l):f(n+1)-1<f f(x)dx < f(n)-1=f(n).

n

Es folgt
n n+1 n
Zf(i+1)<J f(x)dx < Y f(i).
i=1 i=1

1
Ist also Y02 ; f(n) < o0, so gilt auch §° f(x) dx < 0.

Gilt umgekehrt {;° f(x) dx < o0, so ist >).° , f(n) < 0. Die Folge der Partialsummen ist also
beschrénkt und monoton und so konvergiert die Reihe >, f(n) fiir beliebiges f(1) € R. ]

Korollar

0 1
n=1 npr

Mathias Schacht Mathematik Il fiir Informatik SoSe 2025 §8. Integralrechnung / 40

Die harmonische Reihe 22021 % divergiert und die Reihe konvergiert fir alle r > 1. IZIJ




	§5.Reelle Folgen
	§6.Stetigkeit
	§7.Differenzialrechnung
	§8.Integralrechnung

