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Naive Mengenlehre
Fragen im 19. Jahrhundert:

Was sind die Grundlagen der Mathematik/Arithmetik?
Was sind Zahlen? Was sind Mengen? Darf es unendliche Mengen geben?

Idee/Definition (Ende 19. Jahrhundert, Cantor 1895)
Mengen sind ungeordnete Zusammenfassungen von wohlunterschiedenen Objekten
(unseres Denkens) zu einem Ganzen.

Beispiele: t1010, 1, π, 19, 2001u, Menge der natürlichen Zahlen, tA, x , 1,Bu

Definition (Frege 1893)
Für jedes sprachliche Prädikat P gibt es die Menge MP aller der Objekte O, auf
die das Prädikat P zutrifft

MP “ tO : PpOq giltu .

Objekte O für die PpOq gilt, heißen Elemente von MP

O P MP .
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Russels Paradoxon

Antinomie (Russel 1903)
Sei P das Prädikat ”x enthält sich nicht selbst als Element“, d. h.

MP :“ tO : PpOq giltu “ tO : O R Ou .

Widerspruch: MP R MP genau dann, wenn MP P MP .

Beweis: Auf der einen Seite erhalten wir

MP R MP
Def.R
ùñ MP enthält sich nicht selbst als Element
Def.P
ùñ PpMPq gilt Def.MP

ùñ MP P MP  

und auf der anderen Seite erhalten wir

MP P MP
Def.P
ùñ MP enthält sich selbst als Element
Def.P
ùñ PpMPq gilt nicht Def.MP

ùñ MP R MP  

ùñ MP kann nicht existieren
Freges Ansatz ist nicht widerspruchsfrei!
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Auflösung des Paradoxons

Probleme in Freges Definition:

Was ist ein Prädikat? Wann ist ein Prädikat ”wahr“, wann ”gilt“ es?

Was sind Objekte? Gibt es eine ”Grundmenge“ aller Objekte?

Ausweg:

Formalisierung mathematischer Sprache (Aussagen) und Regeln
Ñ mathematische Logik

Benennung als wahr angenommener Grundaussagen (Axiome)
Ñ axiomatische Mengenlehre

der Wahrheitswert aller anderen Aussagen wird formal mit Hilfe der Regeln
aus den Axiomen hergeleitet (Beweis) Ñ Mathematik

Probleme:

(innere) Widerspruchsfreiheit der Regeln und Axiome unentscheidbar

Vollständigkeit – Sind alle wahren Aussagen beweisbar? Nein, Gödel
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Bemerkungen

Standardaxiomensystem benannt nach Zermelo und Fraenkel
hinzu kommt oft das sogenannte Auswahlaxiom (Axiom of Choice)

Ñ ZFC-Axiome
Axiome etablieren Grundmengen und zulässige Operationen, um aus
bestehenden Mengen weitere Mengen abzuleiten
Großteil der Mathematik kann innerhalb ZFC bewiesen werden
Innerhalb von ZFC lassen sich die üblichen Zahlenmengen

N “ Menge der natürlichen Zahlen,
Z “ Menge der ganzen Zahlen,
Q “ Menge der rationalen Zahlen,
R “ Menge der reellen Zahlen,
C “ Menge der komplexen Zahlen

definieren und Aussagen darüber beweisen.
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ZFC – Axiome der Mengenlehre Teil 1

1 Existenz der leeren Menge: Es existiert eine Menge, die kein Element enthält.
pDxqp@yqpy R xq

2 Extensionalitätsaxiom: Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen
Elemente enthalten.

p@xqp@yq
´

px “ yq ô
´

p@zq
`

pz P xq ô pz P yq
˘

¯¯

3 Paarmengenaxiom: Für je zwei Mengen A, B existiert die Menge tA, Bu.
p@xqp@yqpDzqp@uq

´

pu P zq ô
`

pu “ xq _ pu “ yq
˘

¯

4 Vereinigungsmengenaxiom: Für jede Menge A gibt es eine Menge
Ť

A, deren Elemente
die Elemente der Elemente von A sind.

p@xqpDyqp@zq
´

pz P yq ô
`

pDuq
`

pu P xq ^ pz P uq
˘˘

¯

5 Potenzmengenaxiom: Für jede Menge A existiert die Potenzmenge ℘pAq. die alle
Teilmengen von A als Elemente enthält.

p@xqpDyqp@zq
´

pz P yq ô
`

p@u P zqpu P xq
˘

¯

6 Aussonderungsaxiom: Für jede Menge A und jede Aussageform ppxq existiert die Menge
tA1 P A : ppA1qu, die Teilmenge von A deren Elemente ppxq erfüllen.

p@xqpDyqp@zq
´

pz P yq ô
`

z P xq ^ ppzq
˘

¯
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ZFC – Axiome der Mengenlehre Teil 2

7 Unendlichkeitsaxiom: Es gibt eine Menge N, die die leere Menge als Element enthält und
für jede Menge A, die ein Element von N ist, auch den Nachfolger A` :“ AY tAu in N
als Element enthält.

pDxq
´

p∅ P xq ^
`

@y P xqppy Y tyuq P xq
˘

¯

8 Ersetzungsaxiom: Das ”Bild einer Menge unter einer Funktion“ ist eine Menge. Für jede
Aussagenform ppx , yq mit der Eigenschaft, dass für jede Menge A genau eine Menge B
existiert, für die ppA, Bq gilt und für jede Menge M ist die Zusammenfassung der N1, für
die eine N P M mit ppN, N1q existiert, eine Menge.

p@xqpDyqp@zq
`

pz P yq ô ppDu P xqppu, zqq
˘

9 Fundierungsaxiom: Jede nicht leere Menge A enthält ein Element A1, deren Schnitt mit A
leer ist.

`

p@xqpx ‰ ∅q
˘

ñ
`

pDy P xqp@z P yqpz R xq
˘

10 Auswahlaxiom: Für jede nicht leere Menge A bestehend aus paarweise disjunkten nicht
leeren Mengen existiert eine Menge B, die aus jeder Menge A1 P A genau ein Element
enthält.
p@xq

´

`

p@y P xqpy ‰ ∅q
˘

^ p@y P xqp@z P xq
`

py ‰ zq ñ py X z “ ∅q
˘

¯

ñ pDuqp@y P xqpD!z P yqpz P uq
Hierbei steht D! für ”es existiert genau ein“, d. h. pD!xqppxq ist genau dann wahr, wenn die
Aussage pDxq

`

ppxq ^ p@yqppy ‰ xq ñ  ppyqq
˘

wahr ist.
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Mengen

Angabe der Axiome in dieser VL nur zur Kenntnisnahme
ÝÑ explizit nicht klausurreleveant

in dieser VL reicht der folgende intuitive Mengenbegriff von Cantor

Definition (Mengen)
Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener
Objekte, die die Elemente der Menge genannt werden.

Vermeidung des Russelschen Paradoxon wird dadurch erreicht, dass
in Mengendefinitionen jeweils eine Grundmenge angeben werden muss

M “ tx P X : x erfüllt ...u

und die ”Menge aller Mengen“ keine Menge ist.
Außerdem gibt es keine Mengen, die sich selbst als Element enthalten.
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Mengenlehre

Mengen sind ungeordnet, d. h. Elemente haben keine Reihenfolge
Elemente können nicht mehrfach in Mengen vorkommen

ñ jede Menge ist eindeutig durch ihre Elemente bestimmt und zwei
Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten

tx , y , zu “ ty , z , xu “ ty , z , x , x , zu

x P M steht für ”x ist ein Element der Menge M “
B Ď A steht für ”die Menge B enthält nur Elemente aus A“
Ñ B ist eine Teilmenge von A
∅ (auch t u) steht für die leere Menge, die Menge ohne Elemente

Beispiel

M“tm, n, ou, N1“ta, b, . . . , zu, N2“
 

ta, b, cu, tb, c, du, . . . , tx , y , zu
(

Dann gilt:

∅ ‰ M Ď N1 , M R N1 , M Ę N2 und M P N2 .
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Aussagenlogik
Definition (Aussagen)
Aussagen sind Zeichenfolgen (Ausdrücke) bestehend aus (u. U. verzierten)
lateinischen, griechischen, hebräischen, . . . Buchstaben (Bezeichner) und
Symbolen p, q, t, u, usw., ∅, P, Ď, “, : ,  , _, ^, ñ, ô, und xor.
Hierbei liest man ”: “ als ”so dass“ und

 als nicht . . . , xor als entweder . . . , oder . . . ,
_ als . . . oder . . . , ^ als . . . und . . . ,
ñ als wenn . . . , dann . . . , ô als . . . genau dann, wenn . . . .
Für je zwei Mengen A und B sind die Ausdrücke ”A P B“ und ”A Ď B“
primitive Aussagen.
Für zwei Aussagen p und q sind ” p“, ”p xor q“, ”p _ q“, ”p ^ q“,

”p ñ q“ und ”p ô q“ zusammengesetzte Aussagen.

Bemerkung
Etwas allgemeiner gefasst ist eine Aussage ein Satz, für den man im
Prinzip eindeutig feststellen kann, ob er wahr oder falsch ist.
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Verknüpfte Aussagen

Definition (Zusammengesetzte Aussagen)
Für Aussagen p und q nennt man

 p die Negation von p nicht p
p xor q die ausschließende Disjunktion von p und q entweder p oder q
p _ q die Disjunktion von p und q p oder q
p ^ q die Konjunktion von p und q p und q

p ñ q die Implikation von p nach q wenn p, dann q
p ô q die Äquivalenz von p und q p genau dann, wenn q

und diese Aussagen heißen zusammengesetzte Aussagen.

xor heißt auch exklusives Oder bzw. ausschließendes Oder
an Stelle von ñ und ô benutzt man auch Ñ und Ø
für p ñ q sagt man auch p impliziert q bzw. q folgt aus p
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Wahrheitsgehalt von Aussagen
Primitive Aussagen der Form ”a P A“ (bzw. ”A Ď B“) sind wahr, wenn a, A und B
in der Beziehung a P B (bzw. A Ď B) stehen und ansonsten sind sie falsch.
Für aus Aussagen p und q zusammengesetzte Aussagen gilt:

 p ist
#

wahr wenn p falsch ist,
falsch sonst, d. h. wenn p wahr ist,

p xor q ist
#

wahr wenn genau eine der Aussagen p oder q wahr ist,
falsch sonst, d. h. wenn beide Aussagen p und q wahr oder falsch sind,

p _ q ist
#

wahr wenn mindestens eine der Aussagen p oder q wahr ist,
falsch sonst, d. h. wenn keine der Aussagen p und q wahr ist,

p ^ q ist
#

wahr wenn beide Aussagen p und q wahr sind,
falsch sonst, d. h. wenn höchstens eine der Aussagen p, q wahr ist,

p ñ q ist
#

wahr wenn q wahr ist oder wenn p falsch ist,
falsch sonst, d. h. wenn p wahr und q falsch ist,

p ô q ist
#

wahr wenn p und q beide wahr oder wenn beide falsch sind,
falsch sonst, d. h. wenn p und q unterschiedliche W’werte haben.

wahr wird oft durch w, 1 und falsch durch f, 0 abgekürzt
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Wahrheitstafeln
Wahrheitswerte zusammengesetzter Aussagen lassen sich einfach über
Wahrheitstafeln darstellen

p q  p  q p xor q p _ q p ^ q p ñ q p ô q
0 0 1 1 0 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 1 1 1

Mit Wahrheitstafeln kann man leicht folgende Aussagen beweisen:

Satz
Für Aussagen p, q und q1 gilt

 p pq ist äquivalent zu p (doppelte Negation)
 pp xor qq ist äquivalent zu p ô q
p ^ pq _ q1q ist äquivalent zu pp ^ qq _ pp ^ q1q (Distributivität)
p ñ q ist äquivalent zu p qq ñ p pq (Kontraposition)
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Distributivgesetz: p ^ pq _ q1q ô pp ^ qq _ pp ^ q1q

Beweis (mit Wahrheitstafeln)

p q q1 q_q1 p^pq_q1q p^q p^q1 pp^qq_pp^q1q
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1
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Reductio ad absurdum

Widerspruchsbeweis bzw. indirekter Beweis
Mit Hilfe der Kontraposition kann eine Aussage p durch Widerspruch bewiesen werden.
Dafür muss für eine bekannte falsche Aussage q die Implikation

p pq ñ q

bewiesen werden, d. h. man beweist die Richtigkeit der Aussage

”wenn p falsch ist, dann ist q wahr.“
Da q aber falsch ist, kann p somit nicht falsch sein, also muss p wahr sein.

Bsp.: p “”
?

2 ist irrational“ und q “”es gibt teilerfremde a, b für die a{b kürzbar ist“
q ist offensichtlich falsch
Angenommen  p ist wahr ñ

?
2 “ a{b für teilerfremde natürliche Zahlen a, b

ñ 2b2
“ a2

ñ 2 teilt a2

ñ da 2 eine Primzahl ist, teilt 2 somit auch a, d. h. a “ 2a1 für geeignetes a1

ñ 2b2
“ a2

“ 4a2
1 ñ b2

“ 2a2
1 ñ 2 teilt b2

ñ 2 teilt b, d. h. b “ 2b1

ñ a{b “ p2a1q{p2b1q “ a1{b1 ñ q ist wahr  
Also muss  p falsch sein und somit ist p wahr, d. h.

?
2 ist irrational
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Aussageformen

Definition (Aussageform)
Eine Aussageform ist eine Aussage, in der eine Konstante durch eine freie Variable
ersetzt wurde. So erhält man aus einer Aussage p eine Aussageform ppxq.

Beispiel
Sei ppxq die Aussageform ”x ist gerade“ und qpxq die Form ”x2 ist durch 4 teilbar“.

ppxqñqpxq bedeutet ”wenn x gerade ist, dann ist x2 durch 4 teilbar“
wahr für natürliche Zahlen x

qpxqñppxq bedeutet ”wenn x2 durch 4 teilbar ist, dann ist x gerade“
wahr für natürliche Zahlen x

Für natürliche Zahlen x gilt also

ppxqôqpxq, ”x is genau dann gerade, wenn x2 durch 4 teilbar ist“
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Quantoren: Allquantor @ und Existenzquantor D
Definition (Allaussagen und Existenzaussagen)
Sei ppxq eine Aussageform und M eine Menge. Dann ist

p@x P Mqppxq eine Aussage – Allaussage ”für alle x in M gilt ppxq“
pDx P Mqppxq eine Aussage – Existenzaussage ”es gibt ein x in M, so dass ppxq gilt“

Die freie Variable x in ppxq heißt dann gebundene Variable in der All-/Existenzaussage.

In All-/Existenzaussagen kann durch Einführung neuer Variablen eine neue Aussageform
gebildet werden, die durch weitere Quantoren wieder gebunden werden können.

Definition (Wahrheitswerte von All- und Existenzaussagen)
Für eine Aussageform ppxq und eine Menge M gilt:

p@x P Mqppxq ist
#

wahr wenn ppxq für jedes x P M wahr ist
falsch sonst, d. h. wenn es ein x P M gibt, für das ppxq falsch ist,

pDx P Mqppxq ist
#

wahr wenn es ein x P M gibt, so dass ppxq wahr ist
falsch sonst, d. h. ppxq ist falsch für jedes x P M.

 
`

p@x P Mqppxq
˘

ô
`

pDx P Mq ppxq
˘

,  
`

pDx P Mqppxq
˘

ô
`

p@x P Mq ppxq
˘
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Mengenoperationen
Definition
Seien A und B Mengen, dann ist

AY B :“ tx : x P A_ x P Bu die Vereinigung von A und B,
AX B :“ tx : x P A^ x P Bu der Schnitt von A und B,
A r B :“ tx : x P A^ x R Bu die Differenz A ohne B,
℘pAq :“ tx : x Ď Au die Potenzmenge von A.

Für eine feste Grundmenge M mit A Ď M, ist
A :“ M r A “ tx P M : x R Au

das Komplement von A in M.

mengentheoretische Y (bzw. X) ”entspricht“ logischem _ (bzw. ^)
Potenzmenge wird auch mit PpAq, 2A, PpAq, powpAq bezeichnet
℘p∅q “ t∅u ‰ ∅ und ℘`℘p∅q˘ “  

∅, t∅u
(

∅ P ℘pAq für jede Menge A, da ∅ Ď A für jede Menge A
`

A
˘

“ A “ M r A “ M r pM r Aq “ A für jede Menge A Ď M
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Distributivitätsgesetz für Mengen
Satz
Für beliebige Mengen A, B, C Ď M gilt AX pB Y Cq “ pAX Bq Y pAX Cq

Beweis (mit Wahrheitstafeln)
Aus den Definitionen der Vereinigung und des Schnittes folgt

AX pB Y Cq “ tx P M : x P A^ px P B _ x P Cqu .
Für ein beliebiges x P M seien ax , bx und cx die (primitiven) Aussagen x P A,
x P B und x P C . Somit gilt

x P AX pB Y Cq ðñ ax ^ pbx _ cx q ist wahr.
Wegen des Distributivgesetzes des logischen ”und“ und ”oder“ (bewiesen durch
Wahrheitstafeln) gilt

ax ^ pbx _ cx q ðñ pax ^ bx q _ pax ^ cx q ,

und somit gilt
x P AX pB Y Cq ðñ pax ^ bx q _ pax ^ cx q ist wahr

ðñ px P A^ x P Bq _ px P A^ x P Cq ist wahr

und die Aussage des Satzes folgt, da x P M beliebig war.
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Distributivitätsgesetz für Mengen 2. Beweis
Satz
Für beliebige Mengen A, B, C Ď M gilt AX pB Y Cq “ pAX Bq Y pAX Cq

Beweis
Wir beweisen beide Teilmengenbeziehungen

AX pB Y CqĎpAX Bq Y pAX Cq und AX pB Y CqĚpAX Bq Y pAX Cq

einzeln, wodurch sich die Gleichheit ergibt.

”Ď“ Sei x P AX pB Y Cq beliebig. Das bedeutet x P A und

x P B Y C . (˚)

Falls x P B, dann gilt auch x P AX B und somit auch x P pAX Bq Y pAX Cq.
Falls x R B, dann gilt x P C wegen (˚) und somit auch x P AX C und wieder
folgt x P pAX Bq Y pAX Cq.
In jedem Fall gilt also x P pAX Bq Y pAX Cq und da x beliebig aus
x P AX pB Y Cq gewählt war, folgt die gesuchte Inklusion

AX pB Y Cq Ď pAX Bq Y pAX Cq .
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Distributivitätsgesetz für Mengen 2. Beweis
Satz
Für beliebige Mengen A, B, C Ď M gilt AX pB Y Cq “ pAX Bq Y pAX Cq

Beweis
Wir beweisen beide Teilmengenbeziehungen

AX pB Y CqĎpAX Bq Y pAX Cq und AX pB Y CqĚpAX Bq Y pAX Cq

einzeln, wodurch sich die Gleichheit ergibt.

”Ě“ Sei nun x P pAX Bq Y pAX Cq beliebig.
ñ x P AX B oder x P AX C

Falls x P AX B
ñ x P A und x P B
ñ x P A und x P B Y C
ñ x P AX pB Y Cq.
Der Fall x P AX C ist analog mit B und C vertauscht.

Somit gilt x P AX pB Y Cq und da x beliebig gewählt war, folgt auch die
Inklusion pAX Bq Y pAX Cq Ď AX pB Y Cq.

Beide Inklusionen zusammen ziehen die Gleichheit der Mengen nach sich.
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De Morgansche Regeln

Satz (De Morgan)
Für beliebige Mengen A, B Ď M gilt

AX B “ AY B und AY B “ AX B .

Beweis
‚ Sei x P AX B.
ñ x R pAX Bq ñ x R A oder x R B ñ x P A oder x P B ñ x P AY B.

Somit gilt AX B Ď AY B.
‚ Sei umgekehrt x P AY B.
ñ x P A oder x P B ñ x R A oder x R B ñ x R pAX Bq ñ x P AX B.

Somit gilt auch AY B Ď AX B und die erste Gleichheit folgt.
‚ Für die zweite Identität folgern wir zuerst aus der ersten Regel
(angewandt auf A und B)

AX B “ AY B “ AY B

und Komplementbildung auf beiden Seiten ergibt AX B “ AY B.
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Boolesche Algebren
De Morgan für Mengen: AX B “ AY B und AY B “ AX B
Satz (De Morgan für Aussagen)
Für Aussagen p und q gilt:  pp ^ qq “  p _ q und  pp _ qq “  p ^ q.

Beweis: Wahrheitstafeln (Übung/Selbststudium)
Bemerkungen

Distributivgesetze, De Morgan-Regel gibt es jeweils für Mengen und Aussagen
enger Zusammenhang zwischen Mengen und Aussagen

Komplement Vereinigung Schnitt
Mengen A AY B AX B

Aussagen  p p _ q p ^ q
Negation Disjunktion Konjunktion

wobei Komplementbildung (bzw. Negation) Y/X (bzw. _/^) vertauscht.
Abstraktion führt zum Begriff der Booleschen Algebra, z. B.

die Schaltkreisalgebra pt0, 1u,_,^, , 0, 1q auf den Wahrheitswerten 0 und 1
mit den logischen Verknüpfungen,
die Potenzmengenalgebra p℘pMq,Y,X, ,∅,Mq in ℘pMq für eine nichtleere
Menge M ‰ ∅ mit den mengentheoretischen Verknüpfungen.

in diesem Kontext entspricht die De Morgansche Regel dem Dualitätspinzip
Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §1. Grundlagen / 23



Kartesisches Produkt

Definition
Für Mengen A und B ist das kartesische Produkt/Kreuzprodukt definiert
durch

Aˆ B :“
 

pa, bq : a P A und b P B
(

als die Menge aller geordneten Paare mit dem ersten Element aus A und
dem zweiten B.
Allgemeiner definieren wir für Mengen A1, . . . ,An durch

A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ An :“
 

pa1, . . . , anq : a1 P A1, . . . , an P An
(

die Menge aller entsprechenden geordneten n -Tupel.

falls A1 “ ¨ ¨ ¨ “ An“ A gilt, dann schreiben wir An für A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ An

falls Ai “ ∅ für ein i , dann ist A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ An “ ∅
für n “ 0 ist A0 “

 

p q
(

die Menge bestehend aus dem leeren Tupel p q
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Abbildungen/Funktionen

Definition
Eine Abbildung/Funktion f von einer Menge A in eine Menge B ist eine
Zuordnung, die jedem Element von A ein Element von B zuordnet und wir
schreiben abkürzend

f : A Ñ B

und sagen, f ist eine Abbildung/Funktion von A nach B.

Die Menge A heißt Definitionsbereich und B ist der Wertevorrat von f .

Für jedes a P A bezeichnen wir mit b “ f paq das Element b P B, das die
Funktion f dem Element a zuordnet und wir sagen, f bildet a auf b ab und
schreiben

a ÞÑ b ,

wenn klar ist, welche Funktion f gemeint ist.

Die Teilmenge tf paq : a P Au des Wertevorrats heißt Bild von f .
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Eigenschaften von Funktionen
Definition
Eine Funktion f : A Ñ B heißt

injektiv, falls für alle a, a1 P A gilt f paq “ f pa1q ñ a “ a1.
surjektiv, falls für alle b P B ein a P A existiert, so dass f paq “ b gilt.
bijektiv, falls sie sowohl injektiv, als auch surjektiv ist.

Beispiele
f1 : NÑ N mit x ÞÑ x2 ist injektiv, aber nicht surjektiv
f2 : ZÑ Z mit x ÞÑ x2 ist weder injektiv, noch surjektiv
f3 : RÑ R mit x ÞÑ x3 ` x2 ist nicht injektiv, aber surjektiv
f4 : RÑ R mit x ÞÑ x3 ist bijektiv
g : RÑ R mit x ÞÑ exppxq ist injektiv, aber nicht surjektiv
mit dem Bild tr P R : r ą 0u
konstante Funktionen h ” z , h : M Ñ M mit x ÞÑ z für festes z P M
sind im Allgemeinen weder injektiv, noch surjektiv
Identität auf M idM : M Ñ M mit x ÞÑ x ist bijektiv
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Operationen
Definition
Eine n-stellige Operation/(innere) n-stellige Verknüpfung auf einer
Menge M ist eine Abbildung f : Mn Ñ M.

Beispiele
jede 0-stellige Operation auf einer Menge M ordnet dem leeren
Tupel p q ein Element in M zu und kann als konstante Funktion bzw.
einfach als Darstellung einer Konstante angesehen werden
Negation ( ) ist eine 1-stellige (unäre) Operation auf den Aussagen
Komplement ( ) ist eine 1-stellige Operation auf ℘pMq für jedes M
die logischen (xor, _, ^, ñ, ô) und mengentheoretischen (Y, X, r)
Verknüpfungen sind 2-stellige (binäre) Operationen
oft schreiben wir bei binären Operationen den Operator zwischen die
beiden Argumente (Infixnotation), z. B. AX B an Stelle von XpA,Bq
Grundrechenarten Addition (`), Subtraktion (´), Multiplikation (¨)
und Division ( ) sind bekannte Beispiele für binäre Operationen
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Summen- und Produktzeichen
Definition (

ř

und
ś

)
Für Zahlen x1, . . . , xn sei

n
ÿ

i“1
xi :“ x1 ` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn und

n
ź

i“1
xi :“ x1 ¨ x2 ¨ . . . ¨ xn .

Dabei heißt i der Laufindex, 1 ist die untere Summations-/Produktgrenze und n ist
die obere Summations-/Produktgrenze.
Für n “ 0 definieren wir die leere Summe

ř0
i“1 xi als 0 und das leere Produkt

ś0
i“1 xi als 1.

Laufindex muss nicht mit i bezeichnet werden und mit 1 beginnen
3
ÿ

k“´2
2k`1 “ 2´1 ` 20 ` 21 ` 22 ` 23 ` 24 “ 31, 5 “

6
ÿ

i“1
2i´2

Potenzen von ´1 ermöglichen alternierende Summen/Produkte mit
wechselndem Vorzeichen

3
ÿ

i“0
p´1qi 3i “ 1´3`9´27 “ ´20 und

3
ÿ

i“0
p´1qi`13i “ ´1`3´9`27 “ 20
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Rechenregeln

für x1 “ ¨ ¨ ¨ “ xn“ x erhalten wir
n
ÿ

i“1
x “ n ¨ x und

n
ź

i“1
x “ xn

Linearität der Summe: folgt aus dem Distributivgesetz

a
n
ÿ

i“1
xi “ a ¨ px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq “ ax1 ` ¨ ¨ ¨ ` axn “

n
ÿ

i“1
axi

und aus der Assoziativität und Kommutativität der Addition
n
ÿ

i“1
pxi ` yiq “ px1 ` y1q ` ¨ ¨ ¨ ` pxn ` ynq

“ px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq ` py1 ` ¨ ¨ ¨ ` ynq “
n
ÿ

i“1
xi `

n
ÿ

i“1
yi
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Rechenregeln 2. Teil

Ausmultiplizieren ergibt
ˆ n
ÿ

i“1
xi

˙ˆ m
ÿ

j“1
yj

˙

“ px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq ¨ py1 ` ¨ ¨ ¨ ` ymq

“ x1y1 ` x1y2 ` ¨ ¨ ¨ ` x1ym

` x2y1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2ym

` ¨ ¨ ¨`

` xny1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnym

“

n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1
xiyj

Kommutivität erlaubt dann die Vertauschung
n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1
xiyj “

m
ÿ

j“1

n
ÿ

i“1
xiyj
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2. Natürliche Zahlen und vollständige Induktion
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Natürliche Zahlen

Definition
Mit N bezeichnen wir die Menge der natürlichen Zahlen

N :“ t1, 2, 3, . . . u

und mit N0 die natürlichen Zahlen einschließlich der Null

N0 :“ t0u YN “ t0, 1, 2, 3, . . . u .

oftmals wird auch die Null als natürliche Zahl angesehen
die Existenz der natürlichen Zahlen (so wie wir sie kennen) kann aus
den Zermelo-Fraenkel-Axiomen abgeleitet werden
(Unendlichkeitsaxiom)
in dieser VL werden wir N mit der Addition (`) und Multiplikation (¨)
und den geltenden Rechenregeln erstmal als gegeben annehmen
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Rechengesetze für natürliche Zahlen

Für alle Zahlen a, b, c P N0 gelten:
Assoziativgesetze:

a ` pb ` cq “ pa ` bq ` c und a ¨ pb ¨ cq “ pa ¨ bq ¨ c

Kommutativgesetze:

a ` b “ b ` a und a ¨ b “ b ¨ a

Distributivgesetz:
a ¨ pb ` cq “ a ¨ b ` a ¨ c

Existenz der neutralen Elemente:

a ` 0 “ a und a ¨ 1 “ a
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Vollständige Induktion

Beweisprinzip der vollständigen Induktion
Sei Apnq eine Aussageform. Die Aussage ”für alle n P N gilt Apnq“ ist wahr,
wenn folgende zwei Bedingungen erfüllt sind:

1 Ap1q ist wahr Induktionsanfang
2 und für jedes n P N gilt die Implikation Apnq ñ Apn ` 1q.

Induktionsschritt

Bemerkungen
vielseitiges Beweisprinzip, welches oft Anwendung findet
andere Varianten der vollständigen Induktion betrachten wir später
die im Induktionsschritt als wahr angenommene Aussage Apnq heißt
Induktionsannahme/Induktionsvoraussetzung und die herzuleitende
Aussage Apn ` 1q heißt Induktionsbehauptung
in kondensierter Form kann man das Beweisprinzip selbst als folgende
Aussage formulieren

Ap1q ^
`

@n P N : Apnq ñ Apn ` 1q
˘

ùñ @n P N : Apnq
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Beispiel: Gaußsche Summenformel
Satz
Für alle n P N gilt

n
ÿ

i“1
i “ pn ` 1qn

2 .

Beweis
Sei Apnq die Aussageform

řn
i“1 i “ pn`1qn

2 . Wir zeigen mit vollständiger Induktion, dass
für alle n P N die Aussage Apnq gilt.
Induktionsanfang: Die Aussage Ap1q lautet

ř1
i“1 i “ p1`1q¨1

2 . Diese gilt, da
1
ÿ

i“1
i “ 1 “ p1` 1q ¨ 1

2 . (X)

Induktionsschritt: Wir zeigen Apnq ñ Apn` 1q für alle n P N. Sei also n P N beliebig und
es gelte die Induktionsannahme Apnq, d. h.

řn
i“1 i “ pn`1qn

2 gilt. Unter dieser Annahme
leiten wir Apn ` 1q her, d. h. wir zeigen

řn`1
i“1 i “ pn`1`1qpn`1q

2 “
pn`2qpn`1q

2
n`1
ÿ

i“1
i“

n
ÿ

i“1
i ` pn ` 1q Apnq

“
pn ` 1qn

2 `
2pn ` 1q

2 “
pn ` 1qpn ` 2q

2 “
pn ` 2qpn ` 1q

2 . (X)

Somit gilt Apnq, also die im Satz behauptete Formel, für alle n P N.
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Beispiel: Bernoullische Ungleichung
Satz
Sei q ě ´1 eine reelle Zahl. Für alle n P N gilt

p1` qqn ě 1` nq .

Beweis (durch vollständige Induktion für ein reelles q ě ´1)

Induktionsanfang: Für n “ 1 gilt
p1` qq1 “ 1` q “ 1` 1 ¨ q . (X)

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme p1` qqn ě 1` nq und wir
zeigen damit p1` qqn`1 ě 1` pn ` 1qq. Tatsächlich gilt

p1` qqn`1 “ p1` qqn ¨ p1` qq
I.Annahme
ě p1` nqq ¨ p1` qq

“ 1` nq ` q ` nq2 ě 1` nq ` q “ 1` pn ` 1qq . (X)

Somit gilt also die im Satz behauptete Ungleichung für alle n P N.

Wo wurde q ě ´1 benötigt? Erste Ungleichung im I.Schritt!
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Beispiel: Teilbarkeit
Für ganze Zahlen a und b schreiben wir a � b, falls a ein Teiler von b ist, d. h.
es gibt eine ganze Zahl z mit a ¨ z “ b.

Satz
Für alle n P N ist n3 ´ n durch 3 teilbar, d. h. 3 � pn3 ´ nq für alle n P N.
Beweis
Sei Apnq die Aussageform 3 � pn3 ´ nq. Wir zeigen mit vollständiger Induktion, dass
für alle n P N die Aussage Apnq gilt.
Induktionsanfang: Die Aussage Ap1q lautet 3 � p13 ´ 1q, also 3 � 0. Somit ist Ap1q
wahr, da die 3 Teiler der 0 ist. (X)
Induktionsschritt: Für alle n P N zeige Apn ` 1q, d. h. 3 � ppn ` 1q3 ´ pn ` 1qq,
unter der Induktionsannahme Apnq. Es gelte also 3 � pn3 ´ nq. Durch elementares
Umformen erhalten wir
pn` 1q3 ´ pn` 1q “ pn3 ` 3n2 ` 3n` 1q ´ pn` 1q “ pn3 ´ nq ` 3pn2 ` nq . (˚)

Wegen der Induktionsannahme Apnq gilt 3 � pn3 ´ nq und da 3pn2 ` nq durch 3
teilbar ist, folgt auch

3 �
`

pn3 ´ nq ` 3pn2 ` nq
˘ (˚)

ðñ 3 �
`

pn ` 1q3 ´ pn ` 1q
˘

. (X)
Somit gilt Apnq für alle n P N.
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Beispiel: Geometrische Knobelei
Hof-Fliesen-Problem
Ein quadratischer Hof mit Seitenlängen 2n soll mit L-förmigen Fliesen ausgelegt
werden. Dabei soll ein vorgegebenes Quadrat mit der Seitenlänge 1 im Hof frei
bleiben, weil da eine Statue aufgestellt werden soll. Die L-förmigen Fliesen haben
die Form von drei aneinander gesetzten Quadraten mit Seitenlänge eins.

Hof Fliesen

Ist es möglich, den Hof wie oben beschrieben vollständig mit L-förmigen Fliesen so
zu überdecken, dass die Fliesen sich nicht überlappen und nicht zerschnitten
werden müssen?
Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §2.N und Induktion / 8



Hof-Fliesen-Problem kleine Beispiele

Wir betrachten zunächst die Fälle n “ 1 und n “ 2 und sehen, dass wir den
Hof wie gewünscht fliesen können. Schon der Fall n “ 1 genügt für den
Induktionsanfang.

n “ 1 n “ 2

Die anderen Fälle sind symmetrisch zu einem der dargestellten Fälle.
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Hof-Fliesen-Problem Lösung mit Induktion
Lösung vom Hof-Fliesen-Problem
Für alle n P N gibt es ein Lösung für das Hof-Fliesen-Problem eines quadratischen Hofes
mit Seitenlänge 2n und beliebig vorgegebenem freien Quadrat mit Seitenlänge 1.

Beweis: Sei Apnq die Aussage ” jeder quadratische Hof mit Seitenlänge 2n und beliebig
vorgegebenem freien Quadrat mit Seitenlänge 1 kann mit L-förmigen Fliesen ausgelegt
werden“.
Induktionsanfang: Die Aussage Ap1q gilt, da wie im Beispiel gesehen, das Entfernen eines
Einheitsquadrats aus einem Quadrat mit Seitenlänge 2 genau eine L-Fliese ergibt. (X)
Induktionsschritt: Sei n P N beliebig und es gelte Apnq. Sei ein quadratischer Hof mit
Seitenlänge 2n`1 und einem vorgegebenem freien Quadrat gegeben.
Zerlege den Hof in vier quadratische Höfe mit Seitenlänge 2n, wobei genau einer das
vorgegebene freie Quadrat enthält. Die Induktionsannahme liefert eine Fliesenüberdeckung
für diesen Hof.
In die ”Mitte“ können wir eine L-förmige Fliese F so legen, dass jeweils genau ein Quadrat
der restlichen 3 Höfe belegt wird und so liefert die Induktionsannahme jeweils für jeden
dieser 3 Höfe eine Fliesenüberdeckung, sodass jeweils das durch F belegte Quadrat frei
bleibt. (siehe Bild nächste Folie)
Diese 4 Überdeckungen zusammen bilden eine Lösung für den ursprünglichen Hof.
Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §2.N und Induktion / 10



Hof-Fliesen-Problem – Zerlegung für den Induktionsschritt

Zerlegung des Hofes mit Seitenlänge 2n`1 in 4 Höfe mit Seitenlänge 2n und
Lage der mittigen Fliese F :
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Hof-Fliesen-Problem Rekursiver Algorithmus

Der induktive Beweis liefert ein rekursives Verfahren zum fliesen eines so
gegebenen Hofes:

Wenn der Hof die Seitenlänge 2 hat, so bleibt neben dem markierten
Quadrat genau Platz für eine L-förmige Fliese.
Wenn der Hof für ein n ą 1 die Seitenlänge 2n hat, so unterteile den
Hof in vier Höfe mit Seitenlänge 2n´1 und lege eine Fliese F so in die
Mitte, dass sie genau die drei Höfe der Seitenlänge 2n´1 trifft, die
nicht das markierte Quadrat enthalten.
Führe den Algorithmus für die vier Höfe mit Seitenlänge 2n´1 durch,
wobei das ursprünglich markierte Quadrat und die drei Quadrate, die
von der ersten Fliese F überdeckt werden, markiert werden.

Bemerkung
Umgekehrt lassen sich die Laufzeit und Korrektheit eines rekursiven
Algorithmus oft gut mit vollständiger Induktion analysieren.
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Varianten der vollständigen Induktion
Vollständige Induktion (Standardvariante)
Sei Apnq eine Aussageform. Die Aussage ”für alle n P N gilt Apnq“ ist wahr, wenn
folgende zwei Bedingungen erfüllt sind:

1 Ap1q ist wahr
2 und für jedes n P N gilt die Implikation Apnq ñ Apn ` 1q.

Vollständige Induktion mit beliebigem Startwert
Sei Apnq eine Aussageform und sei n0 eine ganze Zahl. Die Aussage ”für alle
ganzzahligen n ě n0 gilt Apnq“ ist wahr, wenn:

1 Apn0q wahr ist
2 und für jedes ganzzahlige n ě n0 die Implikation Apnq ñ Apn ` 1q gilt.

Vollständige Induktion mit mehreren Vorgängern (und bel. Startwert)
Sei Apnq eine Aussageform und sei n0 eine ganze Zahl. Die Aussage ”für alle
ganzzahligen n ě n0 gilt Apnq“ ist wahr, wenn:

1 Apn0q ist wahr
2 und für jedes ganzzahlige n ě n0 gilt pApn0q ^ ¨ ¨ ¨ ^ Apnqq ñ Apn ` 1q.

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §2.N und Induktion / 13



Beispiele: Induktion mit anderem Startwert

Satz
Für alle natürlichen Zahlen n ě 3 gilt 2n ` 1 ă 2n.

Aussage ist tatsächlich falsch für ganzzahlige n ă 3.

Beweis (durch vollständige Induktion mit Startwert n0 “ 3)

Induktionsanfang: Für n “ n0 gilt

2 ¨ 3` 1 “ 7 ă 8 “ 23 . (X)

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme 2n ` 1 ă 2n für n ě n0
und wir zeigen damit 2pn ` 1q ` 1 ă 2n`1. Tatsächlich gilt

2pn ` 1q ` 1 “ 2n ` 1` 2
I.Annahme
ă 2n ` 2

ną1
ă 2n ` 2n “ 2n`1 . (X)

Somit gilt also die behauptete Ungleichung für ganzzahlige n ě n0 “ 3.
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Geometrische Reihe
Satz (Geometrische Summenformel)
Sei q ‰ 1 eine reelle Zahl und n P N0. Dann gilt

n
ÿ

i“0
qi “

1´ qn`1

1´ q .

Beweis (durch vollständige Induktion mit Startwert n0 “ 0 für ein q P Rr t1u)
Induktionsanfang: Für n “ 0 gilt (mit der Konvention 00 “ 1 falls q “ 0)

0
ÿ

i“0
qi “ q0 “ 1 “ 1´ q

1´ q “
1´ q0`1

1´ q . (X)

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme für ein beliebiges n ě 0 und wir
zeigen die Induktionsbehauptung für n ` 1. Tatsächlich gilt

n`1
ÿ

i“0
qi“qn`1`

n
ÿ

i“0
qi I.A.
“ qn`1`

1´qn`1

1´ q “
qn`1´qn`2`1´qn`1

1´ q “
1´qn`2

1´ q . (X)

Somit gilt also die behauptete Gleichung für alle n P N0.
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Rekursiv definierte Folgen
Definition (Folgen)
Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung NÑ R, die jeder natürlichen Zahl
n P N eine reelle Zahl an P R zuordnet. Dafür schreibt man

panqnPN und pa1, a2, . . . q

und die an heißen auch Folgenglieder.
Eine solche Folge panqnPN ist rekursiv definiert, wenn für ein k P N die ersten k
Folgenglieder a1, . . . , ak festgelegt werden und es eine Funktion g : Rk Ñ R gibt,
sodass für n ě k gilt an`1 “ gpan´k`1, . . . , anq.
Allgemeiner kann als Indexmenge statt N auch N0 oder Mengen tn0 P Z : n ě n0u
ganzer Zahlen größer-gleich einem bestimmten n0 genommen werden.

Beispiele
Sei panqnPN definiert durch a1 :“ 1 und an`1 :“ 2an ` 1 für alle n P N.

(k “ 1, gpxq “ 2x ` 1)

Fibonacci-Folge: f0 :“ 0, f1 :“ 1 und fn`1 :“ fn´1 ` fn für alle n ě 1
(k “ 2, gpx , yq “ x ` y)
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Abstecher: Rekursive Algorithmen
an`1 “ 2an ` 1 in C

int a(int n) {
if (n>1) {

/* a(n)=2a(n-1)+1 */
return 2*a(n-1) + 1;

}
else {

/* a(1)=1 */
return 1;

}
}

Fibonacci-Folge in C

int f(int n) {
switch (n) {
case 0: /* f(0)=0 */

return 0;
case 1: /* f(1)=1 */

return 1;
default: /* Rekursion */

return f(n-1)+f(n-2);
}

}

Bemerkung

rekursive Definition läßt sich einfach implementieren
für rekursive Folgen mit k ě 2 oft ineffektiv Ñ Mehrfachberechnungen
Bsp.: f90 mit 1,4 GHz Intel i5 Prozessor: rekursiv über 300 Jahre

direkt unter 2 Millisekunden
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Rekursion vs. Induktion

a1 “ 1, a2 “ 3, a3 “ 7, a4 “ 15, a5 “ 31, . . . , a10 “ 1023

Satz
Die Folge panqnPN sei definiert durch a1 :“ 1 und an`1 :“ 2an ` 1. Dann
gilt für alle n P N

an “ 2n ´ 1 .

Beweis (durch vollständige Induktion)
Induktionsanfang: Für n “ 1 gilt offensichtlich

a1 :“ 1 “ 21 ´ 1 . (X)

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme für ein beliebiges n P N
und wir zeigen die Induktionsbehauptung für n ` 1. Tatsächlich gilt

an`1 :“ 2an ` 1 I.Annahme
“ 2p2n ´ 1q ` 1 “ 2n`1 ´ 1 . (X)

Somit gilt also die behauptete Gleichung für alle n P N.
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Fibonacci-Zahlen

f0 “ 0, f1 “ 1, f2 “ 1, f3 “ 2, f4 “ 3, f5 “ 5 f6 “ 8, f7 “ 13, f8 “ 21

Satz (de Moivre-Binet-Formel)
Sei pfnqnPN0 die Folge der Fibonacci-Zahlen definiert durch f0 :“ 0, f1 :“ 1 und
fn`1 :“ fn´1 ` fn. Dann gilt für alle n P N mit ϕ :“ 1`

?
5

2 und ψ :“ 1´
?

5
2

fn “
1
?

5
pϕn ´ ψnq .

Echt jetzt? Wie kommt man darauf? Ñ Lineare Algebra
die reelle Zahl ϕ heißt auch goldener Schnitt

Beobachtung
Die Konstanten ϕ und ψ erfüllen die Gleichung 1` 1

x “ x .
Beweis: Für x ‰ 0 gilt

1` 1
x “ x ðñ x ` 1 “ x2

und p-q-Formel liefert x1{2 “
1
2 ˘

?
5

2 .
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fn “ 1?
5 pϕ

n ´ ψnq

Beweis (durch vollständige Induktion mit zwei Vorgängern)
Induktionsanfang: Für n “ 0 gilt

1
?

5
`

ϕ0 ´ ψ0˘ “
1
?

5
p1´ 1q “ 0 “: f0

und für n “ 1 haben wir
1
?

5
pϕ´ ψq “

1
?

5

ˆ

1`
?

5
2 ´

1´
?

5
2

˙

“
1
?

5
`
?

5
˘

“ 1 “: f1 . (X)

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme für n ´ 1 und für n und wir
zeigen die Induktionsbehauptung für n ` 1. Es gilt

fn`1 :“ fn´1 ` fn
I.A.
“

ϕn´1 ´ ψn´1
?

5
`
ϕn ´ ψn
?

5
“
ϕn
?

5

ˆ

1
ϕ
` 1

˙

´
ψn
?

5

ˆ

1` 1
ψ

˙

.

Wegen der Beobachtung wissen wir 1
ϕ ` 1 “ ϕ und 1` 1

ψ “ ψ und somit folgt

fn`1 “
ϕn
?

5

ˆ

1
ϕ
` 1

˙

´
ψn
?

5

ˆ

1` 1
ψ

˙

“
1
?

5
`

ϕn`1 ´ ψn`1˘ . (X)

Somit gilt also die behauptete Formel für alle n P N0.
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Vollständige Induktion Bemerkungen

Beweis der de Moivre-Binet-Formel für fn benötigt
Induktionsanfang für beide Anfangswerte n “ 0 und n “ 1, da der
Induktionsschritt für n ` 1 (unabhängig von n) auf beiden vorherigen
Aussagen für n und n ´ 1 beruht. Der Fall n “ 1 ist somit nicht im
Induktionsschritt abgedeckt, da wir nicht auf eine Aussage für n “ ´1
zurückgreifen können.

Üblicherweise benötigen Aussagen über rekursive Folgen mit k P N
einen Induktionsanfang für die ersten k Fälle.

Fragen
Warum gilt denn eigentlich das Prinzip der vollständigen Induktion?
Kann man beweisen, dass ein Beweisprinzip gilt?

für die Beantwortung der Fragen brauchen wir klarere Vorstellungen
von den natürlichen Zahlen Ñ Axiomatisierung
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Peano-Axiome
Definition (Natürliche Zahlen N)
Die Menge der natürlichen Zahlen N erfüllt die folgenden Axiome mit der
Nachfolgerfolgerfunktion Np¨q:

1 1 P N 1 ist eine natürliche Zahl
2 Npnq P N für alle n P N jede Zahl n hat einen Nachfolger
3 Npnq ‰ 1 für alle n P N 1 ist kein Nachfolger
4 Funktion N ist injektiv Nachfolgerfunktion ist injektiv
5 Sei M eine beliebige Menge mit

1 P M und Npnq P M für alle n P N,
dann gilt N Ď M. vollständige Induktion gilt (Induktionsaxiom)

Bemerkungen
für Npnq schreiben wir einfach n ` 1, d. h. n ` 1 :“ Npnq
Addition wird dann rekursiv definiert: n ` Npmq :“ Npn `mq
ebenso die Multiplikation: n ¨ 1 :“ n und n ¨ Npmq :“ n ¨m ` n

ñ diese Definitionen erlauben die Rechengesetze für ` und ¨ auf N zu beweisen
Mengen M wie in Axiom 5 heißen induktive Mengen und das Axiom besagt,
dass N die ”kleinste“ induktive Menge ist
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Ordnung der natürlichen Zahlen

Nachfolgerfunktion definiert Ordnung (ă, ď) auf N: n ă Npmq, falls

m “ n oder Npnq ă Npmq

und n ď m, falls n ă m oder n “ m.
das kleinste Element (min M) einer Teilmenge M Ď N ist das Element
m P M mit m ď m1 für alle m1 P M.

Satz
Jede nichtleere Teilmenge der natürlichen Zahlen hat ein kleinstes Element.

Beweis (Widerspruchsbeweis)
Sei ∅ ‰ M Ď N ohne ein kleinstes Element und betrachte das Komplement

M “ Nr M .

Mit vollständiger Induktion werden wir M “ N zeigen, was zum
Widerspruch M “ ∅ führt.
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M “ N

Mit vollständiger Induktion (mit mehreren Vorgängern) zeigen wir n P M für
jedes n P N.
Induktionsanfang: Die 1 ist das kleinste Element von N, da die Definitionen
sofort 1 ă Np1q ă NpNp1qq ă . . . nach sich ziehen. Da wir annehmen
dass M kein (eigenes) kleinstes Element hat, gilt also 1 R M und somit

1 P M . (X)

Induktionsschritt: Für ein beliebiges n P N gelte die Induktionsannahme
für 1, . . . , n, d.h. t1, . . . , nu Ď M. Wir zeigen die Induktionsbehauptung
pn ` 1q P M.
Falls pn ` 1q P M, dann wäre n ` 1 das kleinste Element von M, wegen der
Induktionsannahme, also gilt pn ` 1q R M und somit

pn ` 1q P M . (X)

Somit erhalten wir tatsächlich den Widerspruch M “ N.
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3. Elementare Zahlentheorie
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Zahlenbereiche

Ziele/Motivation
nach der axiomatischen Einführung der natürlichen Zahlen (N und N0)
mit den Rechenoperationen ` und ¨ und der Ordnung ď konstruieren
wir daraus die ganzen (Z), die rationalen (Q) und schließlich die
reellen Zahlen (R)
die ganzen Zahlen Z erlauben zusätzlich die Subtraktion (´)
ganz ähnlich erlauben die rationalen Zahlen Q die Division ({)
Z und Q können als Abschluss/Erweiterung der natürlichen Zahlen
bezüglich der Subtraktion und Division angesehen werden
die reellen Zahlen R vervollständigen die rationalen Zahlen bezüglich
Grenzwerteigenschaften die im Analysis-Teil der Vorlesung
(Sommmersemester) relevant werden
für die Konstruktionen dieser Zahlenbereiche brauchen wir den Begriff
der Äquivalenzrelation
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Relationen

Definition (Relation)
Eine Relation R auf einer Menge A ist eine Teilmenge der geordneten Paare aus A2,
d. h. R Ď A2. Für pa, bq P R schreibt man auch aRb.

Definition (Eigenschaften von Relationen)
Eine Relation R auf A heißt

reflexiv: für alle a P A gilt pa, aq P R.
symmetrisch: für alle a, b P A gilt pa, bq P R ùñ pb, aq P R.
antisymmetrisch: für alle a, b P A gilt pa, bq P R ^ pb, aq P R ùñ a “ b.
transitiv: für alle a, b, c P A gilt pa, bq P R ^ pb, cq P R ùñ pa, cq P R.

Definition (Spezielle Relationen)
Eine Relation R auf A ist eine

Teilordnung (auch Halbordnung, Ordnung, partielle Ordnung genannt), falls R
reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. z. B. ď auf N und Ď auf ℘pMq
Äquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §3. Zahlentheorie / 3



Beispiel: Äquivalenzrelation
Paritäten
Wir definieren eine Relation ”2 auf N0 durch

x ”2 y :ðñ 2 | x ` y
x ”2 y ðñ x ` y ist gerade ðñ x , y gerade oder beide ungerade

Behauptung: ”2 ist eine Äquivalenzrelation auf N0.

Beweis: Wir überprüfen die drei Eigenschaften einer Äquivalenzrelation:
Reflexivität: x ` x ist gerade für jedes x P N0 X
Symmetrie: x ` y “ y ` x für alle x , y P N0 X
Transitivität: Falls x ` y und y ` z gerade sind, dann ist x ` 2y ` z
gerade und, da 2y gerade ist, ist auch x ` z gerade. D. h. aus x ”2 y
und y ”2 z folgt x ”2 z für beliebige x , y , z P N0 X

Relation ”2 ist reflexiv, symmetrisch und transitiv und die Beh. folgt.
Bemerkung: ”2 zerlegt N0 in zwei disjunkte Mengen (gerade und
ungerade Zahlen) innerhalb denen jeweils alle Paare in Relation stehen.
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Partitionen

Definition (Partition)
Ein Partition/Zerlegung einer Menge A ist eine Menge Z Ď ℘pAq von
Teilmengen von A, sodass

1 Z ‰ ∅ für alle Z P Z, nichtleere Teilmengen
2 Z X Z 1 “ ∅ für alle verschiedenen Z , Z 1 P Z paarweise disjunkt
3 und

Ť

Z :“
Ť

tZ : Z P Zu “ A. Überdeckung von A
Die Teilmengen aus Z heißen Partitionsklassen.

Bemerkung: Disjunkte Vereinigungen werden wir manchmal mit einem
Punkt im Vereinigungszeichen anzeigen (z. B.

Ť

¨ tZ : Z P Zu, A Ÿ B, . . . ).
Beispiele

 

tn P N0 : n geradeu, tn P N0 : n ungeradeu
(

ist Partition von N0
die Menge Z “ tZk : k P N0u bestehend aus den Mengenfamilien
Zk “ tA Ď N : A hat genau k Elementeu partitioniert die Menge der
endlichen Teilmengen von N in unendlich viele Partitionsklassen

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §3. Zahlentheorie / 5



Äquivalenzrelationen und Partitionen
Satz
Sei Z eine Partition der Menge A. Dann definiert

x „Z y :ðñ x , y P Z für ein Z P Z
eine Äquivalenzrelation „Z auf A.

Beweis: Sei Z eine Partition von A und „Z wie in der Behauptung
definiert. Wir zeigen, dass „Z reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Reflexivität: Sei a P A. Da A “
Ť

¨ tZ : Z P Zu gibt es genau eine
Menge Z P Z mit a P Z und somit gilt a „Z a. X
Symmetrie: Seien a, b P A mit a „Z b. D. h. es gibt eine Menge Z P Z
mit a, b P Z und somit b „Z a. X
Transitivität: Seien a, b und c P A mit a „Z b und b „Z c. Nach
Definition von „Z gibt es Z und Z 1 P A mit a, b P Z und b, c P Z 1.
Also gilt b P Z X Z 1 und da Z eine Partition ist (paarweise disjunkte
Elemente), folgt Z “ Z 1. Somit enthält Z neben a und b auch c und
es folgt a „Z c.

Also erfüllt „Z die notwendigen Eigenschaften einer Äquivalenzrelation.
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Äquivalenzrelationen und Partitionen Teil 2
Satz
Sei „ eine Äquivalenzrelation auf der Menge A. Dann gibt es genau eine
Partition Z von A mit „“„Z .

Beweis: Sei „ eine Äquivalenzrelation auf A. Zuerst zeigen wir die Existenz
einer Partition Z mit „“„Z und dann die Eindeutigkeit.

Definition von Z: Setze Z :“ tZa : a P Au, wobei für jedes a P A
Za :“ tb P A : a „ bu .

Z ist Partition: Wir zeigen, dass die Mengen Za nichtleer und
paarweise disjunkt sind und ihre Vereinigung ganz A ergibt.

nichtleer und
Ť

Z “ A: „ reflexiv ñ a „ a für jedes a P A
ñ a P Za für jedes a P A ñ Za ‰ ∅ für jedes a P A und

Ť

aPA Za “ A X
disjunkt: Angenommen c P Za X Zb ñ a „ c und b „ c und wegen der
Symmetrie und Transitivität von „ folgt a „ b.
Wir zeigen nun Za Ď Zb: Sei x P Za beliebig ñ a „ x und wegen der
Symmetrie und Transitivität und a „ b folgt auch b „ x ñ x P Zb.
Da x P Za beliebig war, gilt Za Ď Zb und die gleiche Argumentation
zeigt auch Zb Ď Za und somit Za “ Zb, falls Za X Zb ‰ ∅. X

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §3. Zahlentheorie / 7



Äquivalenzrelationen und Partitionen Teil 3
Als nächstes zeigen wir „ “ „Z und dann die Eindeutigkeit von A.

„ Ď „Z : Sei a „ b, also pa, bq P „. Dann gilt a, b P Za und aus der Definition von
„Z folgt a „Z b, also pa, bq P „Z . X

„Z Ď „ : Sei nun a „Z b, also pa, bq P „Z . Dann existiert ein Z P Z mit a, b P Z .
Wegen der Definition von Z gibt es ein a1 P Z mit Z “ Za1 .
Da also a, b aus Za1 sind, folgt a1 „ a und a1 „ b und mit Symmetrie und
Transitivität von „ auch a „ b. D. h. pa, bq P „ wie gewünscht. X

Eindeutigkeit: Sei Y eine weitere Partition mit „Y “ „. Aus dem bereits Gezeigten
folgt also „Y “ „ “ „Z und somit gilt für alle a, b P A

a „Y b ðñ a „ b ðñ a „Z b .

Folglich gilt für alle a P A auch

Ya :“ tb P A : a „Y bu “ tb P A : a „ bu “ Za .

Somit ist tYa : a P Au “ Z.
Des Weiteren ist Ya offensichtlich eine Teilmenge der Menge Y P Y, die a enthält.
Aber wegen der Transitivität von „Y gilt tatsächlich Ya “ Y . D. h.
tYa : a P Au “ Y, also Y “ Z was den Beweis abschließt.
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Äquivalenzklassen

Definition (Äquivalenzklassen)

Sei „ eine Äquivalenzrelation auf A.
Die eindeutig bestimmte Partition Z aus dem letzten Satz bezeichnet man mit A{„
und sie heißt Faktormenge/Quotientenmenge.
Die Elemente von A{„ heißen Äquivalenzklassen, welche man mit ras (manchmal
auch a) statt Za bezeichnet.
Die Elemente einer Äquivalenzklasse sind die Repräsentanten dieser Äquivalenzklasse
und wir sagen, sie sind äquivalent zueinander.
Äquivalenzklassen sind also paarweise disjunkt.
Zwei Elemente a und b P A repräsentieren also die gleiche Äquivalenzklasse genau
dann, wenn sie äquivalent sind

ras “ rbs ðñ a „ b .
Die Funktion a ÞÑ ras heißt kanonische Projektion von A nach A{„.

Beispiel: Partitioniert man N in die geraden und ungeraden Zahlen und bezeichnet diese
Partition mit Z, so ist „Z die Äquivalenzrelation mit zwei Äquivalenzklassen und zwei
Zahlen sind genau denn äquivalent, wenn sie die gleiche Parität haben. Jede ungerade
Zahl repräsentiert die Äquivalenzklasse der ungeraden Zahlen usw.
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Wie macht man Funktionen injektiv?
Satz
Sei f : A Ñ B eine Funktion. Für a, a1 P A definiere die Relation „ durch

a „ a1 :ðñ f paq “ f pa1q .
Dann ist „ eine Äquivalenzrelation und ras ÞÑ f paq eine injektive Funktion g : A{„ Ñ B.

Sei κ die kanonische Projektion von „. Dann besagt der Satz, es gibt inj. g mit f “ g ˝ κ

A B

A{„

f

κ g

Beweis
Zu zeigen ist:

1 „ ist eine Äquivalenzrelation, X

2 g ist wohldefiniert, d. h. gprasq ist unabhängig vom gewählten Repräsentanten! X

3 g ist injektiv. X
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Ganze Zahlen

Idee:
Die Umkehroperation der Addition, die Subtraktion, kann nicht beliebig
innerhalb von N0 definiert werden. Z. B. 7´ 12 liegt nicht in N0.
Vervollständige N0 für die Abgeschlossenheit der Subtraktion.
Definiere die ganze Zahl z als Menge der Paare pa, bq P N2

0 mit

”a ´ b “ z“ (z. B. p7, 12q und p0, 5q sind Repräsentanten von ´5).
Da es aber kein ” “́ in N0 gibt, drücken wir diese Beziehung innerhalb
von N0 durch ”umstellen“ wie folgt aus

”a ´ b “ a1 ´ b1 “ ðñ a ` b1 “ a1 ` b .

Damit definieren wir eine Äquivalenzrelation auf N2
0 deren

Äquivalenzklassen den ganzen Zahlen entsprechen.
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Ganze Zahlen
formale Definition Idee

Definition (Z)

Durch
pa, bq„ pa1, b1q :ðñ a ` b1 “ a1 ` b ”a ´ b “ a1 ´ b1“

wird auf N2
0 eine Äquivalenzrelation definiert.

Wir bezeichnen die Faktormenge N2
0{„ mit Z und nennen ihre Elemente die ganzen Zahlen.

Ganze Zahlen der Form rpn, 0qs bezeichnen wir kürzer durch die natürliche Zahl n und ganze
Zahlen der Form rp0, nqs als ´n.
Die Operationen ` und ¨ und die Ordnung ď von N erweitert man auf ganz Z durch:

rpa, bqs`Zrpa1, b1qs :ô rpa`a1, b`b1qs , ”pa´bq`pa1´b1q“pa`a1q´pb`b1q“
rpa, bqs¨Zrpa1, b1qs :ô rpa¨a1`b ¨b1, a¨b1`b ¨a1qs , ”pa´bq̈pa1´b1q“pa¨a1`b ¨b1q´pa¨b1`b ¨a1q“
rpa, bqsďZrpa1, b1qs :ô a`b1 ď a1`b . ”pa ´ bqďpa1 ´ b1q“

Bemerkungen:
`Z, ¨Z und ďZ sind wohldefiniert und wir schreiben einfach `, ¨ und ď
Z “erbt” die Rechengesetze (Kommutativität, Assoziativität, Distributivität) von N0

für jedes z P Z gibt es genau ein z 1 P Z mit z ` z 1 “ 0 rpa, bqs ` rpb, aqs „ rp0, 0qs
z 1 bezeichnen wir mit ´z
allgemein definieren wir dann die Subtraktion x ´ y :“ x ` p´yq

´ : Z2 Ñ Z mit px , yq ÞÑ x ` p´yq
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Rationale Zahlen

Idee:
vervollständige Z für die Abgeschlossenheit bezüglich der Division
Definiere die rationale Zahl q durch ihre Bruchdarstellungen, d. h. das
Paar von ganzen Zahlen pa, bq mit b ‰ 0 soll die rationale Zahl
q “ a{b repräsentieren und verschiedene Bruchdarstellungen der
Selben Zahl q werden gleich (äquivalent) gesetzt.
Ähnlich wie bei der Darstellung von ”´“, stellen wir um

”

a
b “

a1
b1

“
ðñ a ¨ b1 “ a1 ¨ b .

Damit definieren wir eine Äquivalenzrelation auf der Menge

Zˆ pZr t0uq

deren Äquivalenzklassen den rationalen Zahlen entsprechen.
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Rationale Zahlen
Definition (Q)

Durch
pa, bq« pa1, b1q :ðñ a ¨ b1 “ a1 ¨ b

”

a
b
“

a1

b1
“

wird auf der Menge Zˆ pZ r t0uq eine Äquivalenzrelation definiert.
Wir bezeichnen die Faktormenge pZˆ pZ r t0uqq{« mit Q und nennen ihre Elemente die
rationalen Zahlen. Rationale Zahlen der Form rpz, 1qs bezeichnen wir kürzer durch die ganze
Zahl z und rationale Zahlen der Form rp1, zqs als 1{z bzw. z´1.
Die Operationen ` und ¨ und die Ordnung ď aus Z erweitert man auf ganz Q durch:

rpa, bqs`Q rpa1, b1qs :ðñ rpa ¨ b1 ` a1 ¨ b , b ¨ b1qs ,
”

a
b
`

a1

b1
“

a ¨ b1 ` a1 ¨ b
b ¨ b1

“

rpa, bqs ¨Q rpa1, b1qs :ðñ rpa ¨ a1 , b ¨ b1qs ,
”

a
b
¨

a1

b1
“

a ¨ a1

b ¨ b1
“

rpa, bqsďQ rpa1, b1qs :ðñ a ¨b1 ď a1 ¨b .

”

a
b
ď

a1

b1
“

`Q, ¨Q und ďQ sind wohldefiniert und wir schreiben einfach `, ¨ und ď
wir definieren die Subtraktion analog wie in Z, d. h. für q “ rpa, bqs setze ´q “ rp´a, bqs
Q “erbt” die Rechengesetze (Kommutativität, Assoziativität, Distributivität) von Z
für jedes q P Q r t0u gibt es genau ein q1 P Q mit q ¨ q1 “ 1 rpa, bqs ¨ rpb, aqs « rp1, 1qs
q1 bezeichnen wir mit 1{q bzw. q´1

allgemein definieren wir dann die Division x{y :“ x ¨ py´1q
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Körper
Definition (Körper)
Sei K eine Menge

mit zwei verschiedenen Elementen 0K , 1K P K
und zwei inneren Verknüpfungen ` : K ˆ K Ñ K und ¨ : K ˆ K Ñ K .

Wir sagen K (genauer pK ,`, ¨q bzw. pK ,`, ¨, 0K , 1K q) ist ein Körper, wenn für alle
a, b, c P K die folgenden Rechengesetze gelten:

(K1) Assoziativgesetze: a` pb` cq “ pa` bq ` c und a ¨ pb ¨ cq “ pa ¨ bq ¨ c
(K2) Kommutativgesetze: a ` b “ b ` a und a ¨ b “ b ¨ a
(K3) Distributivgesetz: a ¨ pb ` cq “ a ¨ b ` a ¨ c
(K4) Neutrale Elemente: a ` 0K “ a und 1K ¨ a “ a
(K5) Existenz inverser Elemente:

es existiert ein ´a P K mit a ` p´aq “ 0K .
falls a ‰ 0K , dann existiert ein a´1

P K mit a ¨ a´1
“ 1K .

Bemerkungen
für 0K und 1K schreiben wir meist nur 0 und 1, wenn der Körper klar ist
N0 erfüllt (K1) – (K4) mit der üblichen Addition und Multiplikation
Z erfüllt (K1) – (K4) und und den ersten Teil von (K5)
Q erfüllt (K1) – (K5) und ist ein Körper
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Beispiele: Körper
neben Q sind die bekannten Erweiterungen R und C Körper
weitere wichtige Beispiele sind die endlichen Körper Fq (auch GF pqq)
mit q Elementen, wobei q “ pn für eine Primzahl p und n P N
der kleinste Körper F2 hat zwei Elemente 0 und 1 und ist auf der
Menge t0, 1u mit der Addition und Multiplikation definiert durch

` 0 1
0 0 1
1 1 0

¨ 0 1
0 0 0
1 0 1

´0 “ 0, ´1 “ 1, und 1´1 “ 1
die anderen Rechengesetze (K1) – (K4) kann man einfach nachprüfen

F2 ist der ”einzige“ Körper mit zwei Elementen, da die Rechengesetze
in diesem Fall die Addition und Multiplikation eindeutig bestimmen
‚ (K4) und (K2) definieren alle Ergebnisse bis auf 1` 1 und 0 ¨ 0
‚ 1` 1 “ 0 ist erzwungen, da sonst keine ´1 existieren würde
‚ 0 ¨ 0 “ 1 würde zu folgendem Widerspruch führen:

1 “ 0 ¨ 0 “ 0 ¨ p1` 1q (K3)
“ 0 ¨ 1` 0 ¨ 1 “ 0` 0 “ 0
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Vollständige Ordnungen
Neben den Rechenoperationen haben wir auf N, Z und Q eine
Ordnung ď definiert.
Dabei ist ď sogar eine Totalordnung (auch lineare, vollständige oder
totale Ordnung), d. h. zusätzlich zu den definierenden
Ordnungseigenschaften (reflexiv, antisymmetrisch, transitiv) gilt für je
zwei Elemente a und b

a ď b oder b ď a .
Es sind also alle Elemente miteinander vergleichbar (im Gegensatz zur
Teilmengenrelation, die nur eine Ordnung aber keine Totalordnung ist)
und für zwei verschiedene a und b gilt genau eine der Beziehungen

a ă b oder b ă a ,
wobei a ă b durch a ď b ^ a ‰ b definiert ist.
Darüber hinaus ist es praktisch, wenn die Totalordnung mit den
Rechenoperationen ”kompatibel“ ist und dies führt zum Begriff des
geordneten Körper.
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Geordnete Körper
Definition (Angeordneter Körper)
Ein Körper K mit einer totalen Ordnung ď auf K heißt angeordnet, falls die
folgenden Anordnungsaxiome für alle a, b, c P K gelten:

(A1) Falls a ď b, dann gilt auch a ` c ď b ` c.
(A2) Falls a ď b und c ě 0, dann gilt auch a ¨ c ď b ¨ c.

Bemerkungen
N0, Z und Q mit ihrer Ordnung erfüllen die Anordnungsaxiome
Q und die Erweiterung R sind angeordnete Körper
C und endliche Körper können nicht angeordnet werden, z. B. für F2 führt
sowohl die Festlegung 0 ă 1 als auch 1 ă 0 wegen 1` 1 “ 0 zu einem
Widerspruch:

0 ă 1
(A1)
ùñ 0` 1 ă 1` 1 ðñ 1 ă 0

(A1) und (A2) implizieren auch a ¨ c ě b ¨ c für a ď b und c ď 0, da:

a ď b
(A1)
ùñ a `

`

p´aq ` p´bq
˘

ď b `
`

p´aq ` p´bq
˘

ùñ ´b ď ´a
und Multiplikation mit ´c ě 0 und Anwendung von (A2) ergibt b ¨ c ď a ¨ c.
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Reelle Zahlen
Q läßt sich auf der Zahlengeraden darstellen, sodass jede rationale Zahl einem
Punkt auf der Zahlengeraden entspricht
Q ist dicht in der Zahlengeraden in dem Sinne, dass zwischen je zwei Punkten
auf der Zahlengeraden mindestens eine rationale Zahl liegt
auf der anderen Seite entspricht nicht jeder Punkt auf der Zahlengeraden
einer rationalen Zahl, z. B. hatten wir gezeigt, dass

?
2 keine rationale Zahl

ist (aber
?

2 entspricht einem Punkt auf der Zahlengeraden)
man kann Q so zur Menge R der reellen Zahlen erweitern, dass jedem Punkt
auf der Zahlengeraden eine reelle Zahl entspricht und umgekehrt jede reelle
Zahl einem Punkt auf der Zahlengeraden

die formale Konstruktion von R aus Q überspringen wir hier
Standardkonstruktionen basieren auf Dedekindschen Schnitten oder
auf Äquivalenzklassen von Cauchy-Folgen ÝÑ Analysis
dabei erweitert man die Addition, die Multiplikation und die totale
Ordnung auf R (a ď b, wenn a links von b auf der Zahlengeraden liegt)

ñ mit der üblichen Addition, Multiplikation und Ordnung ist die Menge der
reellen Zahlen R ein angeordneter Körper
im Gegensatz zu Q ist R auch noch vollständig (siehe Analysis) und bis auf
Isomorphie ist R der einzige vollständige und angeordnete Körper
die Zahlen in RrQ heißen irrationale Zahlen, z. B.

?
2, e, π
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N Ă Z Ă Q Ă R ?
Streng genommen geht aus den vorangegangenen Definitionen von Z, Q und R nicht
hervor, dass N eine Teilmenge von Z oder Z eine Teilmenge von Q ist. Zum Beispiel
wurde Z als die Faktormenge einer Äquivalenzrelation auf N0 ˆN0 definiert und diese
Faktormenge enthält formal N nicht!

Auf der anderen Seite, haben wir eine injektive Funktion n ÞÑ rpn, 0qs von N in diese
Faktormenge angegeben, für die sich die auf N definierte Addition und Multiplikation
erhält, z. B. für die Addition ergibt sich aus der Definition sofort für alle natürlichen Zahlen
`, m und n, dass ``m “ n genau dann gilt, wenn rp`, 0qs `Z rpm, 0qs “ rpn, 0qs. Diese
Einbettung von N erlaubt es N als Teilmenge von Z zu betrachten und wir werden von
nun an N immer als diese Teilmenge von Z ansehen.

Genauso kann mit Hilfe der Funktion z ÞÑ rpz, 1qs die Menge der ganzen Zahlen in Q
eingebettet werden, welche wiederum durch q ÞÑ rpqqnPNs als eine Teilmenge von R
aufgefasst werden kann. Von nun an werden wir auf Grund dieser Einbettungen sowohl
die rationalen, als auch die ganzen und die natürlichen Zahlen als durch ď vollständig
geordnete Teilmengen der reellen Zahlen betrachten und die Addition und Multiplikation
einfach mit ` und ¨ bezeichnen. Insbesondere gilt also

N Ă N0 Ă Z Ă Q Ă R .
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Mächtigkeiten von Mengen
Mengen A und B sind gleichmächtig :ô es gibt Bijektion zwischen A und B
für n P N0 schreiben wir rns als Kurzform für die Menge t1, . . . , nu

Definition
Eine Menge M heißt:

endlich: falls M gleichmächtig zu rns für ein n P N0, d. h. M hat genau n
Elemente (M ist n-elementig, M ist eine n-Menge) und wir schreiben

|M| :“ n .
unendlich: falls M nicht endlich ist.
abzählbar: falls M endlich ist oder gleichmächtig mit N ist.
überabzählbar: falls M nicht abzählbar ist.

Bemerkungen
M ‰ ∅ ist abzählbar genau dann, wenn es eine surjektive Abbildung
f : NÑ M gibt und f heißt Aufzählung von M
n ÞÑ n ´ 1 zeigt N0 ist abzählbar
n ÞÑ p´1qntn{2u zeigt Z ist abzählbar, wobei für x P R mit tx u die größte
ganze Zahl ď x bezeichnet wird
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Mächtigkeit von Q

Satz
Die Menge der rationalen Zahlen Q ist abzählbar.

Beweis
Wir geben eine Aufzählung q1, q2, . . . der Menge der rationalen Zahlen ą 0 an.
Man erhält die Aufzählung, indem man im folgenden Bild bei den Bruch 1

1 beginnt
und den Pfeilen folgt:

...

5
1

4
1

3
1

2
1

1
1

...

5
2

4
2

3
2

2
2

1
2

...

5
3

4
3

3
3

2
3

1
3

...

5
4

4
4

3
4

2
4

1
4

...

5
5

4
5

3
5

2
5

1
5

...

5
6

4
6

3
6

2
6

1
6

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
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Mächtigkeit von Q 2. Teil

Satz
Die Menge der rationalen Zahlen Q ist abzählbar.

Die Aufzählung lautet also

q1 “
1
1 , q2 “

1
2 , q3 “

2
1 , q4 “

3
1 , q5 “

2
2 , . . .

Die Tatsache, dass viele rationale Zahlen hierbei doppelt auftreten, zum Beispiel 1
als 1

1 und 2
2 spielt keine Rolle, da eine Aufzählung nicht injektiv sein muss. Es ist

aber klar, dass jede rationale Zahl ą 0 in dieser Aufzählung irgendwann einmal
auftritt.

Mit dieser Aufzählung der rationalen Zahlen ą 0 können wir nun aber leicht eine
Aufzählung aller rationalen Zahlen angeben:

0, q1,´q1, q2,´q2, . . .

leistet das Gewünschte.
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Mächtigkeit von R
Satz (Cantor 1874)
Die Menge der reellen Zahlen R ist überabzählbar.

Beweis: Wir zeigen, dass schon die Menge der reellen Zahlen, die echt größer als 0 und
echt kleiner als 1 sind, überabzählbar ist. Wir führen einen Widerspruchsbeweis.
Angenommen, es gibt eine Aufzählung s1, s2, s3, . . . der reellen Zahlen s mit 0 ă s ă 1.
Die Zahlen sn, n P N lassen sich als Dezimalzahlen ohne Vorzeichen mit einer 0 vor dem
Dezimalpunkt schreiben. Für alle i , j P N sei sij die Ziffer, die in der j-ten
Nachkommastelle der Dezimaldarstellung von si steht:

s1 = 0.s11s12s13 . . .
s2 = 0.s21s22s23 . . .
...

...

Nun definieren wir eine weitere reelle Zahl a, die echt zwischen 0 und 1 liegt, die in der
Aufzählung aber nicht auftritt. Wir geben die Nachkommastellen a1a2a3 . . . der Zahl a an.
Für i P N sei

ai :“
#

4, falls sii ­“ 4 ist und
5, sonst.

Es ist klar, dass a “ 0.a1a2a3 . . . echt zwischen 0 und 1 liegt. Die Zahl a ist so gewählt,
dass es sich an der i-ten Nachkommastelle von si unterscheidet. Damit ist a von allen si ,
i P N verschieden.
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Teilbarkeit

Definition (Teiler)
Eine ganze Zahl x P Z ist ein Teiler von y P Z, falls ein d P Z existiert,
sodass

y “ d ¨ x .

Wir sagen auch, y ist ein Vielfaches von x ist und schreiben x � y .
Falls x kein Teiler von y ist, dann schreiben wir x ffl y .

Bemerkungen
jede ganze Zahl x P Z teilt also die 0 0 “ 0 ¨ x
0 ist nur Teiler von der 0
es gilt für alle x , y P Z

x � y ðñ ´x � y ðñ x � ´y ðñ ´x � ´y

Teilbarkeiten in Z lassen sich also auf Teilbarkeiten in N0 zurückführen
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Teilbarkeitsrelation

Satz
Teilbarkeitsbeziehung � definiert eine Relation auf Z (bzw. auf N0) mit
folgenden Eigenschaften:

reflexiv, da x � x
transitiv, da x � y und y � z bedeutet, dass es d1, d2 mit y “ d1 ¨ x
und z “ d2 ¨ y gibt ùñ z “ d2 ¨ y “ d2 ¨ d1 ¨ x ùñ x � z
antisymmetrisch auf N0 (aber nicht auf Z), da x � y und y � x
bedeutet y “ d1 ¨ x und x “ d2 ¨ y für geeignete d1 und d2
ùñ y “ d1 ¨ d2 ¨ y und x “ d1 ¨ d2 ¨ x ùñ d1 ¨ d2 “ 1 oder y “ x “ 0

Des Weiteren gilt:
x1 � y1 und x2 � y2 ùñ px1 ¨ x2q � py1 ¨ y2q

px ¨ y1q � px ¨ y2q und x ‰ 0 ùñ y1 � y2

x � y1 und x � y2 ùñ x � py1 ¨ z1 ` y2 ¨ z2q für alle z1, z2.
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Größter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches

Definition (ggT und kgV)
Für ganze Zahlen x , y P Z ist der größte gemeinsame Teiler (ggTpx , yq)
von x und y ist die größte natürliche Zahl n P N, die sowohl x als auch y
teilt, wobei man für x “ y “ 0 üblicherweise ggTp0, 0q :“ 0 setzt.
Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgVpx , yq) von x und y ist die kleinste
natürliche Zahl n ą 0, die sowohl von x als auch von y geteilt wird, wobei
man für x “ 0 oder y “ 0 üblicherweise kgVpx , yq :“ 0 setzt.

Beispiele
ggTp18, 45q “ 9 und kgVp18, 45q “ 90 und 9 ¨ 90 “ 810 “ 18 ¨ 45
ggTp24, 18q “ 6 und kgVp24, 18q “ 72 und 6 ¨ 72 “ 432 “ 24 ¨ 18
Allgemein gilt tatsächlich (Beweis folgt später):

ggTpx , yq ¨ kgVpx , yq “ |x ¨ y | ,

wobei |z | der Absolutbetrag einer ganzen Zahl z P Z ist.
Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §3. Zahlentheorie / 27



Berechnung des ggT

ggTpx , yq “ ggTp|x |, |y |q für alle x , y P Z ùñ o. B. d. A. seien x , y P N0

Proposition
Für alle x , y P N0 mit x ě y gilt ggTpx , yq “ ggTpx ´ y , yq.

Beweis
Jeder Teiler von x und y teilt auch x ´ y . Somit gilt auch

ggTpx , yq � x ´ y und ggTpx , yq � y ùñ ggTpx , yq ď ggTpx ´ y , yq .

Auf der anderen Seite teilt auch jeder Teiler von x ´ y und y auch x ´ y ` y “ x
und somit gilt auch

ggTpx ´ y , yq � x und ggTpx ´ y , yq � y ùñ ggTpx ´ y , yq ď ggTpx , yq .

Also muss gelten ggTpx , yq “ ggTpx ´ y , yq

Proposition liefert rekursiven Algorithmus für die Berechnung des ggT
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Einfacher Euklidischer Algorithmus
Idee

wende Proposition wiederholt an, bis sich ein Argument auf 0 reduziert

Einfacher rekursiver Euklidischer Algorithmus
int ggT(int x, int y) {

if ( x==0 ) return y;
if ( y==0 ) return x;
if ( x>=y )

return ggT(x-y,y);
else

return ggT(x,y-x);
}

Algorithmus berechnet den ggTp|x |, |y |q (Korrektheit):
Induktion über n “ |x | ` |y | mit mehreren Vorgängern
Induktionsanfang x “ 0 oder y “ 0 klar wegen der Definition des ggT
Induktionsschritt für |x | ą 0 und |y | ą 0 durch Proposition

Problem: langsamer Algorithmus – Laufzeit Op|x | ` |y |q keine
polynomielle Laufzeit in der Länge der Eingabe log |x | ` log |y |
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Warum ist der einfache Algorithmus schlecht?

Rekursion ist hier unkritisch, keine Mehrfachberechnungen gleicher
Teilergebnisse
wenn x sehr groß und y sehr klein ist, dann wird sehr oft y von x
abgezogen
z. B. x “ 251 und y “ 2 resultiert in 250 „ 1015 Subtraktionen für die
mein Rechner mehr als 8 Tage braucht
für x “ 261 und y “ 2 braucht der Algorithmus dann „ 1000-mal so
lange, obwohl die Eingabe nur 10 Bit länger geworden ist

ÝÑ exponentielle Laufzeit

Beobachtung
beim einfachen Euklidischen Algorithmus ziehen wir y solange ab, bis
z “ x ´ y ă y erreicht ist

ñ Division mit Rest von x und y liefert uns dieses z in einem Schritt
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Division mit Rest
Definition und Satz
Für je zwei ganze Zahlen x , y P Z mit y ‰ 0 gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
q P Z und r P N0, sodass

x “ q ¨ y ` r und 0 ď r ă |y | . (˚)
Die Zahl q heißt Quotient und r heißt Rest der Division.

div : Z2 Ñ Z ordnet px , yq den Quotienten q zu,
mod: Z2 Ñ N0 ordnet px , yq den Rest r zu.

Beweis
Existenz: Eine der |y | ě 1 hintereinander liegenden ganzen Zahlen

x ´ 0 , x ´ 1 , . . . , x ´ p|y | ´ 1q
ist ein Vielfaches von y .
ùñ es gibt r P t0, 1, . . . , |y | ´ 1u und q P Z mit x ´ r “ q ¨ y . X
Eindeutigkeit: Falls qy ` r “ x “ q1y ` r 1 wie in (˚), dann gilt

0 “ pq ´ q1qy ` pr ´ r 1q mit |r ´ r 1| ă |y |.
ùñ y � pr ´ r 1q, da y � 0 und y � pq ´ q1qy
ùñ wegen |r ´ r 1| ă |y | folgt dann r “ r 1
ùñ qy “ q1y und wegen y ‰ 0 folgt q “ q1 X
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Verbesserter Euklidischer Algorithmus
Ersetze Subtraktionen durch Division mit Rest
Proposition 2: ggTpx , yq “ ggTpmodpx , yq, yq

ÝÑ Beweis wie bei der Proposition zuvor
Verbesserter rekursiver Euklidischer Algorithmus
int ggT(int x, int y) {

if ( x==0 ) return y;
if ( y==0 ) return x;
if ( x>=y )

return ggT(x%y,y); /* x%y = mod(x,y) */
else

return ggT(x,y%x);
}

Korrektheit: Algorithmus berechnet den ggTp|x |, |y |q,
ÝÑ Induktionsbeweis wie zuvor mit Proposition 2

mod ist etwas teurer (Laufzeit) als Subtraktion, aber der verbesserte
Euklidische Algorithmus hat polynomielle Laufzeit in der Länge der
Eingabe log |x | ` log |y |
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Kongruenzen

Definition
Ganze Zahlen x , y P Z sind kongruent modulo m für eine natürliche Zahl
m P N, falls

modpx ,mq “ modpy ,mq ,

d. h. x und y haben denselben Rest bei Division durch m. In diesem Fall
sagen wir auch, x ist kongruent zu y modulo m und schreiben

x ” y pmod mq .

Bemerkungen
x ” y pmod mq ðñ m � x ´ y
Kongruenz modulo m definiert Äquivalenzrelation auf Z:

Reflexivität X
Symmetrie X
Transitivität: m � x ´ y und m � y ´ z ñ m � x ´ y ` y ´ z X
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Restklassen
Definition (Restklassen)
Für jede natürliche Zahl m P N und jede ganze Zahl x P Z heißt die
Äquivalenzklasse

rx sm :“ ty P Z : x ” y pmod mqu

die Restklasse von x modulo m.

Folgerungen
für jedes m P N gibt es genau m verschiedene Restklassen modulo m

r0sm , r1sm , . . . , rm ´ 1sm .

die Restklassen bilden eine Partition von Z, d. h. sie sind paarweise disjunkt
und

Z “ r0sm Ÿ . . . Ÿ rm ´ 1sm

Menge der Restklassen (Faktormenge der Äquivalenzrelation kongruent
modulo m)

Z{mZ :“
 

r0sm , r1sm , . . . , rm ´ 1sm
(

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §3. Zahlentheorie / 34



Modulare Arithmetik
mit Restklassen kann man gut rechnen
x1 ” y1 pmod mq und x2 ” y2 pmod mq ñ px1 ` x2q ” py1 ` y2q pmod mq

ñ rzsm ` rz 1sm :“ rz ` z 1sm ist wohldefinierte Addition auf Z{mZ
Addition auf Z{mZ ist assoziativ und kommutativ
r0sm ist neutrales Element der Addition auf Z{mZ
Subtraktion kann durch rzsm ´ rz 1sm :“ rz ´ z 1sm definiert werden
r´zsm ist invers zu rzsm, d. h. ´rzsm “ r´zsm
für ` P t0, . . . ,m ´ 1u gilt ´r`sm “ r´`sm “ rm ´ `sm

x1 ” y1 pmod mq und x2 ” y2 pmod mq ñ px1 ¨ x2q ” py1 ¨ y2q pmod mq
ñ rzsm ¨ rz 1sm :“ rz ¨ z 1sm ist wohldefinierte Multiplikation auf Z{mZ

Multiplikation auf Z{mZ ist assoziativ und kommutativ
r1sm ist neutrales Element der Multiplikation auf Z{mZ
im Allgemeinen gibt es keine inversen Elemente für die Multiplikation:

r2s4 ¨ r0s4 “ r0s4 , r2s4 ¨ r1s4 “ r2s4 ,
r2s4 ¨ r2s4 “ r4s4 “ r0s4 , r2s4 ¨ r3s4 “ r6s4 “ r2s4

ñ r2s4 hat kein multiplikativ Inverses in Z{4Z
Addition und Multiplikation erfüllen das Distributivgesetz

Für jedes m P N heißt Z{mZ mit Verknüpfungen ` und ¨ Restklassenring modulo m.

Z{1Z “ tr0s1u “ tZu ist trivial (Nullring), aber Z{2Z “ F2 ist sogar ein Körper
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Gaußklammer

Definition
Sei ξ P R eine reelle Zahl. Dann bezeichnet

rξs die kleinste ganze Zahl z P Z mit z ě ξ.
tξu die größte ganze Zahl z P Z mit z ď ξ.

Beobachtung
Für alle z P Z und n P N gilt

divpz , nq “
Yz

n

]

und modpz , nq “ z ´ n ¨
Yz

n

]

.
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Primzahlen
Definition (Primzahlen)
Eine natürliche Zahl p ě 2 heißt Primzahl, falls 1 und p die einzigen Teiler
von p in N sind.

Menge der Primzahlen t2, 3, 5, 7, 11, 13, . . . , 2011, 2017, 2027, . . . u
1 und n heißen auch die trivialen (natürlichen) Teiler von n P N
1, ´1, z und ´z sind die trivialen (ganzen) Teiler von z P Z

Definition (teilerfremd)
Zwei ganze Zahlen heißen teilerfremd (auch relativ prim), falls die 1 der
einzige gemeinsame Teiler in N ist. Es gilt also

x , y P Z sind teilerfremd ðñ ggTpx , yq “ 1

Teilerfremdheit ist nicht reflexiv, nicht transitiv, aber symmetrisch
Für teilerfremde z P Z und m P N gilt:
pz ¨ xq ” pz ¨ yq pmod mq ùñ x ” y pmod mq für alle x , y P Z.

Falls p P N eine Primzahl ist, dann ist Z{pZ “ Fp ein Körper.
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Primfaktorzerlegung
Satz (Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie)
Für jede natürliche Zahl n P N gibt es

ein k P N0,
paarweise verschiedene Primzahlen p1, . . . , pk
und natürliche Zahlen α1, . . . , αk P N,

sodass

n “
k
ź

i“1
pαi

i .

Diese Produktdarstellung von n heißt Primfaktorzerlegung und ist bis auf die
Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Bemerkungen
für n “ 1 ist k “ 0 und der Satz folgt, da das leere Produkt 1 ist
für n ě 2 ist immer k ě 1
Sicherheit vieler Verschlüsselungsverfahren beruht auf der Annahme, dass für
gegebenes n die Primfaktorzerlegung nicht effizient berechenbar ist
ÝÑ theoretisch effizient berechenbar mit Quantencomputern
ÝÑ Entscheidungsproblem liegt in NPX coNP
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Existenz der Primfaktorzerlegung
Beweis (Widerspruch)
Sei n die kleinste natürliche Zahl, für die es keine Primfaktorzerlegung gibt.

n ‰ 1, da das leere Produkt eine Primfaktorzerlegung der 1 ist
n ist keine Primzahl, da sonst n “ pα mit p “ n und α “ 1 eine
Primfaktorzerlegung von n ist

ñ n hat von 1 und n verschiedene Teiler
ñ es gibt x , y P N mit

1 ă x ă n , 1 ă y ă n und n “ xy

Da n die kleinste Zahl ohne Primfaktorzerlegung ist, gibt es Primfaktorzerlegungen
von x und y , d. h. für geeignete k, ` P N, Primzahlen p1, . . . , pk , q1, . . . , q` und
α1, . . . , αk , β1, . . . , β` P N gilt:

x “
k
ź

i“1
pαi

i und y “
ź̀

j“1
qβj

j .

Somit ist n “ xy “
śk

i“1 pαi
i
ś`

j“1 qβj
j und ggf. durch das Zusammenfassen von

Faktoren (falls pi “ qj), erhalten wir eine Primfaktorzerlegung von n.  
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Lemma von Bézout
Beweis der Eindeutigkeit beruht auf dem Lemma von Euklid, welches eine
Konsequenz des Lemmas von Bézout ist

Lemma (Bézout)
Für alle ganzen Zahlen x , y P Z gibt es ganze Zahlen s, t P Z, sodass

ggTpx , yq “ sx ` ty .
Der ggTpx , yq kann als Linearkombination von x und y dargestellt werden.
Für teilerfremde x , y P Z gibt es somit s, t P Z mit sx ` ty “ 1.

Beweis (wie Proposition vor dem Euklidischen Algorithmus)
o. B. d. A. x , y P N0 (Warum?) und x ě y (Warum?)
Induktion nach x ` y mit mehreren Vorgängern
Induktionsanfang: x “ 0, klar da dann y “ 0 und ggTp0, 0q “ 0
Induktionsschritt:

ggTpx , yq Prop.
“ ggTpx ´ y , yq I. A.

“ s 1px ´ yq ` t 1y “ s 1x ` pt 1 ´ s 1qy

und die Aussage folgt mit s “ s 1 und t “ t 1 ´ s 1

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §3. Zahlentheorie / 40



Erweiterter Euklidischer Algorithmus
rekursive Berechnung von ggTpx , yq, s und t mit ggTpx , yq “ sx ` ty
int erwEuklid(int x, int y, int *s, int *t) {

if ( x==0 ){ *s=0; *t=1; return y; }
if ( y==0 ){ *s=1; *t=0; return x; }
int ggT, sp, tp; /* Zwischenergebnisse speichern */
if ( x>y ){

ggT = erwEuklid(x%y, y, &sp, &tp); /* % = mod, / = div */
*s = sp; *t = tp - sp*(x/y); /* s und t verrechnen */
return ggT;

}
else{

ggT = erwEuklid(x, y%x, &sp, &tp);
*s = sp - tp*(y/x); *t = tp; /* s und t verrechnen */
return ggT;

}
}

Korrektheit folgt induktiv mit x “ q ¨ y ` r für q “ divpx , yq und r “ modpx , yq durch:

ggTpx , yq “ ggTpr , yq “ s 1r ` t 1y

und wegen r “ x ´ q ¨ y folgt ggTpx , yq “ s 1x ` pt 1 ´ s 1 ¨ qqy .
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Lemma von Euklid

Lemma (Euklid)
Für alle ganzen Zahlen x , y P Z und jede natürliche Zahl n P N gilt

n � xy und ggTpx , nq “ 1 ùñ n � y .

Insbesondere teilt also jede Primzahl p einen Faktor x oder y , falls p Teiler
des Produkts xy ist.

Beweis
Wegen Bézouts Lemma (für x und n) gibt es s, t P Z mit

sx ` tn “ ggTpx , nq “ 1 ùñ sxy ` tny “ y .

Da n � xy gibt es ein d P Z mit xy “ dn und damit erhalten wir

y “ s ¨ dn ` tny “ psd ` tyqn .

Somit ist y ein Vielfaches von n.
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Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

Beweis (Widerspruch)
Sei n die kleinste natürliche Zahl, für die es mindestens zwei Primfaktorzerlegungen
gibt.

n ‰ 1, da die 1 ausschließlich durch das leere Produkt als Produkt dargestellt
werden kann
n ist keine Primzahl, da wir sonst eine Primzahl als Produkt von Primzahlen
schreiben könnten
beide Primfaktorzerlegungen können keinen gemeinsamen Primfaktor p haben,
da sonst n{p eine kleinere Zahl mit meheren Primfaktorzerlegungen wäre

ñ es gibt unterschiedliche Primzahlen p und q und x , y P N mit

1 ă x ă n , 1 ă y ă n , x ‰ y und px “ n “ qy

Insbesondere haben wir
p � qy und ggTpp, qq “ 1 .

Nach dem Lemma von Euklid ist p also ein Teiler von y , aber dies widerspricht
der obigen Beobachtung, dass wegen der minimalen Wahl von n keine Primzahl in
beiden Primfaktozerlegungen vorkommt.  
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Wieviele Primzahlen gibt es?

Satz (Euklid 300v. Chr.)
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis (Widerspruch)
Angenommen es gibt nur endlich viele Primzahlen p1, . . . , pk .

Beobachtung: N und N ` 1 haben keinen gemeinsamen Teiler ě 2,
da jeder Teiler auch N ` 1´ N “ 1 teilt
betrachte das Produkt N “ p1 ¨ . . . ¨ pk

ñ N und N ` 1 haben keine gemeinsamen Primfaktoren
ñ alle Primzahlen aus der Primfaktorzerlegung von N ` 1 sind

verschieden von p1, . . . , pk

wegen N` 1 ą 1 gibt es auch mindestens einen Primfaktor q von N` 1

Es gibt also eine weitere Primzahl q verschieden von p1, . . . , pk .  
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ggT und kgV und Primfaktoren
Satz
Für alle ganzen Zahlen x und y P Z gilt

ggTpx , yq ¨ kgVpx , yq “ |x ¨ y | .

Beweis
o. B. d. A. x , y P N0 (Warum?)
falls x “ 0 oder y “ 0, dann kgVpx , yq “ 0 und die Formel folgt
seien p1, . . . , p` alle gemeinsamen Primfaktoren von x und y und

x “
ź̀

i“1
pαi

i ¨

k
ź

i“``1
pαi

i und y “
ź̀

i“1
pβi

i ¨
m
ź

i“``1
qβi

i

die Primfaktorzerlegungen von x und y
Damit folgt

ggTpx , yq “
ź̀

i“1
pminpαi ,βi q

i

kgVpx , yq “
ź̀

i“1
pmaxpαi ,βi q

i ¨

k
ź

i“``1
pαi

i ¨

m
ź

i“``1
qβi

i .

Da minpαi , βiq `maxpαi , βiq “ αi ` βi folgt die Aussage.
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4. Elementare Kombinatorik
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Rechenregeln für endliche Mengen
Erinnerung: für endliche Mengen M ist |M| die Anzahl der Elemente von M,
auch Kardinalität von M genannt

|M| “ n ô M gleichmächtig wie rns “ t1, . . . , nu ô D Bijektion M Ñ rns

falls AX B “ ∅ dann gilt |AY B| “ |A| ` |B| und im Allgemeinen für
paarweise disjunkte endliche Mengen A1, . . . ,Ak gilt die Additionsregel

ˇ

ˇ

ˇ

k
ď

i“1
Ai

ˇ

ˇ

ˇ
“ |A1 Y ¨ ¨ ¨ Y Ak | “ |A1| ` ¨ ¨ ¨ ` |Ak | “

k
ÿ

i“1
|Ai | .

Wieso? Beweis? klar X
für beliebige endliche Mengen A, B gilt |Aˆ B| “ |A| ¨ |B| und im
Allgemeinen für endliche Mengen A1, . . . ,Ak gilt die Multiplikationsregel

ˇ

ˇ

ˇ

k
ź

i“1
Ai

ˇ

ˇ

ˇ
“ |A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ak | “ |A1| ¨ . . . ¨ |Ak | “

k
ź

i“1
|Ai | .

Wieso? Beweis? z. B. Induktion nach k und |Ak | X

|A| “ |B| ðñ D Bijektion A Ñ B Gleichheitsregel
Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §4. Kombinatorik / 2



Geordnete Teilmengen/Tupel
k-Tupel von n-elementigen Mengen
Für natürliche Zahlen n, k P N0 ist die Anzahl der k-Tupel einer n-elementigen
Menge M gegeben durch

|Mk |
Multiplikationsregel

“ |M|k “ nk .

Für n “ k “ 0 gilt 00 “ 1, gerechtfertigt durch den leeren 0-Tupel.

Bsp.: es gibt 23 “ 8 verschiedene binäre Tripel (3-Tupel mit Elementen aus t0, 1u)
p0, 0, 0q , p0, 0, 1q , p0, 1, 0q , p0, 1, 1q , p1, 0, 0q , p1, 0, 1q , p1, 1, 0q , p1, 1, 1q

k-Tupel von n-Mengen ohne Doppelungen/Wiederholungen
Für natürliche Zahlen n, k P N0 ist die Anzahl der k-Tupel einer n-elementigen
Menge M, in denen kein Element doppelt vorkommt, gegeben durch
|M| ¨ p|M| ´ 1q ¨ . . . ¨

`

|M| ´ pk ´ 1q
˘

“ n ¨ pn ´ 1q ¨ . . . ¨
`

n ´ pk ´ 1q
˘

“: pnqk .
Für die fallende Faktorielle pnqk schreibt man auch nk (z. B. im Skript).

wegen des leeren Produkts ist pnq0 “ 1 und tatsächlich ist das leere 0-Tupel
das einzige Tupel, welches hier gezählt wird
für n ă k gilt pnqk “ 0 und für n “ k erhält man die Anzahl der Auflistungen
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Permutationen
Definition (Permutation)
Eine bijektive Abbildung π : M Ñ M auf einer (abzählbaren) Menge M
heißt Permutation.
Ist M eine endliche Menge tm1, . . . ,mnu, wobei wir annehmen, dass die mi
paarweise verschieden sind, so kann man eine Permutation π : M Ñ M
darstellen durch

ˆ

m1 m2 . . . mn
πpm1q πpm2q . . . πpmnq

˙

.

Falls M “ rns, dann schreiben wir auch abkürzend nur die ”untere Zeile“

pπp1q, . . . , πpnqq an Stelle von
ˆ

1 2 . . . n
πp1q πp2q . . . πpnq

˙

.

Bsp.: πp1q “ 2, πp2q “ 4, πp3q “ 3 und πp4q “ 1 definiert eine
Permutation auf r4s und wird beschrieben durch:

ˆ

1 2 3 4
2 4 3 1

˙

bzw. p2, 4, 3, 1q .
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Fakultät

Definition (Fakultät)
Für jede natürliche Zahl n P N0 heißt

n! :“
n
ź

i“1
i “ pnqn

Fakultät von n. Insbesondere ist 0! “ 1.

Bemerkungen
Bsp.: 1! “ 1, 2! “ 2, 3! “ 6, 4! “ 24, 5! “ 120
Fakultät ist schnell wachsende Funktion auf N0, z. B. 70! ą 10100

Anzahl Permutationen einer n-elementigen Menge M
“ Anzahl Bijektion von M nach M
“ Anzahl der n-Tupel von M ohne Doppelungen “ pnqn “ n!

0! “ 1 entspricht der leeren Abbildung, die eine Bijektion auf ∅ ist
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Ungeordnete Teilmengen
k-elementige Teilmengen n-elementigen Mengen
Für natürliche Zahlen n, k P N0 mit n ě k ist die Anzahl der k-elementigen
Teilmengen einer n-elementigen Menge M gegeben durch

ˇ

ˇtA Ď M : |A| “ ku
ˇ

ˇ “

ˆ

n
k

˙

:“ n!
k! ¨ pn ´ kq! .

Für k ą n gibt es offensichtlich keine k-elementigen Teilmengen von M.
Insbesondere

`n
k
˘

P N0 und heißt Binomialkoeffizient.

Beweis: Sei M eine n-elementige Menge und k P N0 mit n ě k.
es gibt pnqk geordnete k-Tupel (k-elementige Teilmengen) mit Elementen
aus M ohne Wiederholungen und es gilt

pnqk “ n ¨ pn ´ 1q ¨ . . . ¨ pn ´ k ` 1q “ n!
pn ´ kq!

hierbei zählen wir jede k-elementige Teilmenge A Ď M genau so oft, wie wir
die Elemente von A anordnen können, also |A|! “ k! Mal

ñ
ˇ

ˇtA Ď M : |A| “ ku
ˇ

ˇ “
pnqk
k! “

n!
k!¨pn´kq!
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Rekursive Identität der Binomialkoeffizienten

Satz
Für alle natürlichen Zahlen n, k P N mit n ą k gilt

ˆ

n
k

˙

“

ˆ

n ´ 1
k

˙

`

ˆ

n ´ 1
k ´ 1

˙

.

1. Beweis (einsetzen und nachrechnen):
ˆ

n ´ 1
k

˙

`

ˆ

n ´ 1
k ´ 1

˙

“
pn ´ 1q!

k!pn ´ 1´ kq! `
pn ´ 1q!

pk ´ 1q!pn ´ 1´ pk ´ 1qq!

“
pn ´ kqpn ´ 1q!

k!pn ´ kq! `
kpn ´ 1q!
k!pn ´ kq!

“
pn ´ k ` kqpn ´ 1q!

k!pn ´ kq!

“
n!

k!pn ´ kq! “
ˆ

n
k

˙

.
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Rekursive Identität der Binomialkoeffizienten
Satz
Für alle natürlichen Zahlen n, k P N mit n ą k ě 1 gilt

ˆ

n
k

˙

“

ˆ

n ´ 1
k

˙

`

ˆ

n ´ 1
k ´ 1

˙

.

2. Beweis (kombinatorische Interpretation ausnutzen):
Sei M eine n-elementige Menge und x P M (existiert wegen n ě 2).

die Menge der k-elementigen Teilmengen von M kann man aufspalten in die
Mengen solcher Teilmengen,

die x nicht enthalten davon gibt es
`n´1

k
˘

die x enthalten davon gibt es
`n´1

k´1
˘

ñ
ˆ

n
k

˙

“

ˆ

n ´ 1
k

˙

`

ˆ

n ´ 1
k ´ 1

˙

Bemerkung:
rekursive Berechnung wegen vieler Doppelberechnungen nicht effizient
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Pascalsches Dreieck und weitere Rechenregeln

Wir ordnen die Binomialkoeffizienten wie folgt im Pascalschen Dreieck an:

`0
0
˘

`1
0
˘ `1

1
˘

`2
0
˘ `2

1
˘ `2

2
˘

`3
0
˘ `3

1
˘ `3

2
˘ `3

3
˘

`4
0
˘ `4

1
˘ `4

2
˘ `4

3
˘ `4

4
˘

. .
. ...

. . .

Satz
Für alle natürlichen Zahlen n, k P N0 mit n ě k gilt:

`n
k
˘

“
` n

n´k
˘ n!

k!pn´kq! ist symmetrisch in k und n ´ k
řn

`“0
`n

`

˘

“ 2n beweisen wir gleich
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Binomischer Lehrsatz

Satz (Binomischer Lehrsatz)
Seien x , y P R. Dann gilt für alle n P N0

px ` yqn “
n
ÿ

`“0

ˆ

n
`

˙

xn´`y ` .

Konsequenzen:
für x “ y “ 1 folgt die Identität 2n “ p1` 1qn “

řn
`“0

`n
`

˘

für n “ 2 folgen die binomischen Formeln

px ` yq2 “ x2 ` 2xy ` y2 und px ´ yq2 “ x2 ´ 2xy ` y2

für n “ 3 gilt px ` yq3 “ x3 ` 3x2y ` 3xy2 ` y3.
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Beweis: px ` yqn “
řn
`“0

`n
`

˘

xn´`y `
Beweis (Induktion nach n)

Induktionsanfang n “ 0: klar, wegen px ` yq0 “ 1 “
`0

0

˘

x0y 0 X
Induktionsschritt von n nach n ` 1:

px ` yqn`1 I.A.
“ px ` yq ¨

n
ÿ

`“0

`n
`

˘

xn´`y `

Es gilt

x
n
ÿ

`“0

`n
`

˘

xn´`y `
“

n
ÿ

`“0

`n
`

˘

xn`1´`y `
“ xn`1

`

n
ÿ

`“1

`n
`

˘

xn`1´`y `

sowie

y
n
ÿ

`“0

`n
`

˘

xn´`y `
“

n
ÿ

`“0

`n
`

˘

xn´`y ``1
“

n`1
ÿ

`“1

` n
`´1

˘

x

“n`1´`³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
n´p`´1qy `

“

n
ÿ

`“1

` n
`´1

˘

xn`1´`y `
` yn`1 .

Mit
`n`1

`

˘

“
`n

`

˘

`
` n

`´1

˘

folgt also

px ` yqn`1
“

`n`1
0

˘

xn`1y 0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
“xn`1

`

n
ÿ

`“1

`n`1
`

˘

xn`1´`y `
`
`n`1

n`1

˘

x0yn`1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
“yn`1

“

n`1
ÿ

`“0

`n`1
`

˘

xn`1´`y `
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Kugeln auf Gefäße aufteilen
Partitionen einer natürlichen Zahl
Für natürliche Zahlen m P N0 und ` P N gibt es genau

ˆ

m ` `´ 1
`´ 1

˙

“

ˆ

``m ´ 1
m

˙

Möglichkeiten, um m als Summe von ` natürlichen Zahlen m1, . . . ,m` P N0
darzustellen, d. h.

ˇ

ˇ

 

pm1, . . . ,m`q P N
`
0 : m1 ` ¨ ¨ ¨ `m` “ m

(
ˇ

ˇ “
`m``´1

`´1
˘

.

Interpretation: Verteile m ununterscheidbare Kugel auf ` unterscheidbare Gefäße
Gefäß i bekommt mi Kugeln

Beweis: Betrachte m als Folge von m Einsen und für i “ 1, . . . , `´ 1 ”trenne“ mi
von mi`1 durch das Einfügen einer Null. Z. B. für m “ 6 und ` “ 4 kodiert

110111001
die Zerlegung

m1 “ 2 , m2 “ 3 , m3 “ 0 und m4 “ 1 .
Tatsächlich definiert dies eine Bijektion zwischen den Zerlegungen von m und den
0-1-Folgen der Länge m ` `´ 1 mit m Einsen. Eine solche 0-1-Folge ist bestimmt
durch die Platzierung der Nullen und dafür gibt es

`m``´1
`´1

˘

Möglichkeiten.
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Anagramme
Zeichenketten mit vorgegebener Buchstabenverteilung
Für natürliche Zahlen ` P N und m1, . . . ,m` P N0 und Buchstaben/Zeichen
Z1, . . . ,Z` gibt es genau

`
ř`

i“1 mi
˘

!
ś`

i“1pmi !q
“:

ˆ

m1 ` ¨ ¨ ¨ `m`

m1, . . . ,m`

˙

verschiedene Zeichenketten der Länge m :“
ř`

i“1 mi , für i “ 1, . . . , ` jeweils
mi -Mal das Zeichen Zi enthalten.
Insbesondere

`m1`¨¨¨`m`

m1,...,m`

˘

P N0 und heißt Multinomialkoeffizient.

Bemerkungen:
Wörter, die aus einem Wort durch Vertauschung/Permutation der
Buchstaben entstehen, nennt man Anagramme, z. B.
AMPEL LAMPE PALME oder ERLE LEER

in dem Problem oben müssen die Wörter nicht unbedingt Sinn ergeben
für m1 “ ¨ ¨ ¨ “ m` “ 1 ergibt jede Permutation ein anderes Anagramm

ÝÑ `! ”Anagramme“
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Anagramme – Beweis
Zeichenketten mit vorgegebener Buchstabenverteilung
Für natürliche Zahlen ` P N und m1, . . . ,m` P N0 und Buchstaben/Zeichen
Z1, . . . ,Z` gibt es genau

`
ř`

i“1 mi
˘

!
ś`

i“1pmi !q
“

ˆ

m1 ` ¨ ¨ ¨ `m`

m1, . . . ,m`

˙

verschiedene Zeichenketten der Länge m :“
ř`

i“1 mi , für i “ 1, . . . , ` jeweils
mi -Mal das Zeichen Zi enthalten.
Beweis

ausgehend von der Zeichenkette beginnend mit m1 Zeichen Z1, gefolgt von
m2 Zeichen Z2, hinzu m` Zeichen Z`, gibt es

`
ř`

i“1 mi
˘

! Permutationen
dieser Zeichenkette
allerdings ergeben Permutationen die gleiche Zeichenkette, wenn sie jeweils
nur Zeichen vom gleich Typ vertauschen
so gibt es für jede Permutation genau

ś`
i“1pmi !q Permutationen, die die

gleiche Zeichenkette erzeugen (unabhängig kann man jeweils auf mi ! Weisen
die Zeichen vom Typ Z1 vertauschen)
es gibt also nur

`
ř`

i“1 mi
˘

!{
ś`

i“1pmi !q Permutationen, die unterschiedliche
Zeichenketten erzeugen
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Multinomialsatz

für ` “ 2 reduzieren Multinomialkoeffizienten zu Binomialkoeffizienten
ˆ

m1 `m2
m1

˙

“
pm1 `m2q!

m1!m2! “

ˆ

m1 `m2
m1,m2

˙

“

ˆ

m1 `m2
m2

˙

der Multinomialsatz erweitert dementsprechend den binomischen Lehrsatz

Satz (Multinomialsatz)
Seien ` P N0 und x1, . . . , x` P R. Dann gilt für alle n P N0

px1 ` ¨ ¨ ¨ ` x`qn “
˜

ÿ̀

i“1
xi

¸n

“
ÿ

n1`¨¨¨`n`“n

ˆ

n
n1, . . . , n`

˙

ź̀

i“1
xni

i

“
ÿ

n1`¨¨¨`n`“n

ˆ

n
n1, . . . , n`

˙

xn1
1 ¨ . . . ¨ xn`

` ,

wobei die Summe über alle `-Tupel pn1, . . . , n`q P N`0 mit
ř`

i“1 ni “ n läuft.
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Multinomialsatz – Beweis
Satz (Multinomialsatz)
Seien ` P N0 und x1, . . . , x` P R. Dann gilt für alle n P N0

px1 ` ¨ ¨ ¨ ` x`qn “
ÿ

n1`¨¨¨`n`“n

ˆ

n
n1, . . . , n`

˙

xn1
1 ¨ . . . ¨ xn`

` .

Beweis: Wir können

px1 ` . . .` x`qn “ px1 ` . . .` x`q ¨ . . . ¨ px1 ` . . .` x`q´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
n Faktoren

durch Ausmultiplizieren berechnen. Für n1, . . . , n` P N0 mit n1 ` . . .` n` “ n
zählen wir, wie oft das Produkt xn1

1 ¨ . . . ¨ xn`

` beim Ausmultiplizieren auftritt. Beim
Ausmultiplizieren wählen wir aus jedem der n Faktoren px1 ` . . .` x`q eine Variable
aus. Wir wählen also eine Zeichenkette der Länge n aus den Zeichen x1, . . . , x`. Um
das Produkt xn1

1 ¨ . . . ¨ xn`

` zu erhalten, muss in der Zeichenkette, die wir auswählen,
die Variable x1 genau n1-mal auftreten, die Variable x2 n2-mal und so weiter. Wir
wissen bereits (siehe Anagramme), dass es genau

` n
n1,...,n`

˘

solche Zeichenketten
gibt. Damit ist der Koeffizient vor xn1

1 ¨ . . . ¨ xn`

` , der sich beim Ausmultiplizieren
von px1 ` . . .` x`qn ergibt, der Multinomialkoeffizient

` n
n1,...,n`

˘

.
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Ziehen von Elementen

Grundproblem
Wieviele Möglichkeiten gibt es, k Elemente aus einer n-elementigen Menge
zu ziehen?
Hierbei unterscheidet man folgende Varianten:

ziehen mit Zurücklegen, wobei die Reihenfolge, in der die Elemente
gezogen werden, mit berücksichtigt wird

k-Tupel ùñ nk

ziehen ohne Zurücklegen, mit Berücksichtigung der Reihenfolge
k-Tupel ohne Wiederholung ùñ pnqk

ziehen ohne Zurücklegen, ohne Berücksichtigung der Reihenfolge
k-elementige Teilmengen ùñ

`n
k
˘

ziehen mit Zurücklegen, ohne Berücksichtigung der Reihenfolge
???
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Ziehen mit Zurücklegen ohne Reihenfolge

Satz
Für natürliche Zahlen n P N und k P N0 gibt es genau

`n`k´1
k

˘

Möglichkeiten, k
Elemente mit Zurücklegen aus einer n-elementigen Menge zu ziehen, wobei die
Reihenfolge, in der die Elemente gezogen werden, nicht berücksichtigt wird.

Beweis:
Wenn die Reihenfolge, in der die Elemente gezogen werden, keine Rolle spielt, so
müssen wir nur zählen, wie oft jedes Element der n-elementigen Menge gezogen
wurde.
D. h. wir zählen Zerlegungen der natürlichen Zahl m “ k in ` “ n Summanden
m1, . . . ,m` P N0 mit

m1 ` ¨ ¨ ¨ `m` “ m .

Für diese Problem wissen wir bereits, dass es
`m``´1

`´1
˘

“
`

``m´1
m

˘

unterschiedliche
Kombinationen gibt und wegen m “ k und ` “ n folgt der Satz.
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Ziehen von Elementen

Grundproblem
Wieviele Möglichkeiten gibt es, k Elemente aus einer n-elementigen Menge
zu ziehen?
Hierbei unterscheidet man folgende Varianten:

ziehen mit Zurücklegen, wobei die Reihenfolge, in der die Elemente
gezogen werden, mit berücksichtigt wird

k-Tupel ùñ nk

ziehen ohne Zurücklegen, mit Berücksichtigung der Reihenfolge
k-Tupel ohne Wiederholung ùñ pnqk

ziehen ohne Zurücklegen, ohne Berücksichtigung der Reihenfolge
k-elementige Teilmengen ùñ

`n
k
˘

ziehen mit Zurücklegen, ohne Berücksichtigung der Reihenfolgè
n`k´1

k
˘
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Taubenschlag-/Schubfachprinzip
Beobachtung (Schubfachprinzip)
Für natürliche Zahlen m und n P N mit m ą n gilt, falls m Objekte auf n Fächer
verteilt werden, so gibt es mindestens ein Fach mit mindestens zwei Objekten.
Für m ą n gibt es keine injektive Abbildung von einer m-elmentigen Menge M in
eine n-elementige Menge N.
Allgemeiner gilt, wenn m Objekte auf n Fächer verteilt werden, so gibt es
mindestens ein Fach mit mindestens r m

n s Objekten.

Satz (Unendliche Variante)
Sei M eine unendliche Menge und n P N. Sind M1, . . . ,Mn Teilmengen von M mit
M “ M1 Y ¨ ¨ ¨ YMn, so ist (mindestens) eine der Mengen M1, . . . ,Mn unendlich.

Beweis: Angenommen, M1, . . . ,Mn sind endlich. Dann existiert m P N0 definiert
als das Maximum der Mächtigkeiten der Mi , d. h. m “ max1ďiďn |Mi |. Dann gilt
aber

|M| ď
n
ÿ

i“1
|Mi | ď m ¨ n

und somit ist auch M endlich.  
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Zwei einfache Anwendungen des Schubfachprinzips

Teilerfremde und teilende Paare
Für n P N seien n beliebige natürliche Zahlen 1 ď x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn`1 ď 2n gegeben.
Dann gibt es

zwei Indizes 1 ď i ă j ď n, sodass xi und xj teilerfremd sind
und es gibt zwei Indizes 1 ď k ă ` ď n, sodass xk � x`.

Beweis: Für die erste Aussage müssen wir uns nur klar machen, dass es unter
n ` 1 Zahlen zwischen 1 und 2n, in jedem Fall ein Zahlenpaar der Form a, a ` 1
gibt. D. h. es gibt ein i und a sodass xi “ a und xi`1 “ a` 1 gilt und offensichtlich
sind xi “ a und xi`1 “ a ` 1 teilerfremd. Formal können wir auch die Zahlen
zwischen 1 und 2n in n Schubladen S1, . . . ,Sn der Form Sj “ t2j ´ 1, 2ju
unterteilen und wegen des Schubfachprinzips muss eine der Schubladen mindestens
zwei der xi enthalten.

Für die zweite Aussage betrachten wir als Schubladen die n ungeraden Zahlen
zwischen 1 und 2n und wir legen xi in die Schublade der ungeraden Zahl u, falls u
der größte ungerade Teiler von xi ist. Wegen des Schubfachprinzips gibt es also ein
ungerades u und xk ă x`, sodass u der größte ungerade Teiler von xk und x` ist.
Also ist xk “ 2au und x` “ 2bu für a ă b aus N0. Somit gilt x` “ 2b´axk .
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Allgemeine Additionsregel

A1, . . . ,An paarweise disjunkt und endlich ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ď

i“1
Ai

ˇ

ˇ

ˇ
“

n
ÿ

i“1
|Ai |

Frage
Was passiert wenn die Mengen Ai nicht paarweise disjunkt sind?
Antworten:

Elemente die in mehreren Ai vorkommen, werden in der Summe
mehrfach gezählt, z. B. für zwei Mengen A, B gilt:

|A| ` |B| “ |AY B| ` |AX B|
allgemein: seien A1, . . . ,An Ď X und f : X Ñ N0 ordne jedem
Element seine Vielfachheit in der Mengenfamilie zu

f pxq “ |ti P rns : x P Aiu| “
n
ÿ

i“1
1Ai pxq ,

wobei die Indikatorfunktion 1Ap¨q einer Menge A durch 1Apxq “ 1 falls
x P A und 1Apxq “ 0 sonst definiert ist, dann gilt

ˇ

ˇ

ˇ

n
ď

i“1
Ai

ˇ

ˇ

ˇ
ď

n
ÿ

i“1
|Ai | “

n
ÿ

i“1

ÿ

xPX
1Ai pxq “

ÿ

xPX

n
ÿ

i“1
1Ai pxq “

ÿ

xPX
f pxq
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Verallgemeinerung von |AY B| “ |A| ` |B| ´ |AX B|

Für drei Mengen A, B und C gilt:
|A| ` |B| ` |C | zählt alle Elemente in AY B Y C mindestens einmal,
aber die Elemente in den paarweisen Schnitten AX B, AX C und
B X C werden mindestens zweimal gezählt
Idee: paarweise Schnitte einfach abziehen

|A| ` |B| ` |C |´|AX B| ´ |AX C | ´ |B X C |

Problem: Elemente in AX B X C werden in |A| ` |B| ` |C | dreimal
gezählt, aber durch ´|AX B| ´ |AX C | ´ |B X C | auch dreimal
abgezogen, da sie in jedem der drei Schnitte enthalten sind, d. h.
Elemente in AX B X C werden oben gar nicht mehr mitgezählt

ñ einfach wieder hinzuaddieren, ergibt die richtige Formel:

|AYB Y C | “ |A| ` |B| ` |C |´|AX B| ´ |AX C | ´ |B X C |`|AX B X C |
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Siebformel – Prinzip von Inklusion und Exklusion

Satz (Siebformel)
Für endliche Mengen A1, . . . ,An gilt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ď

i“1
Ai

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ÿ

∅‰JP℘prnsq
p´1q|J|´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

č

jPJ
Aj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Bemerkungen:
die Summe läuft über alle nicht-leeren Teilmengen von rns “ t1, . . . , nu
für die 1-elementigen Mengen J “ tju erhält man die Summanden |Aj |

für n “ 2 und 3 erhalten wir die bekannten Formeln
Durchschnitte mit leerer Indexmenge definiert man als Grundmenge,
hier

Ş

jP∅ Aj “
Ťn

i“1 Ai , und so erhält man durch umstellen die
elegante Identität

ÿ

JP℘prnsq
p´1q|J|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

č

jPJ
Aj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0
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Nützliches Lemma

Lemma
Für jede natürliche Zahl ` ě 1 und jede `-elementige Menge gibt es genauso
viele Teilmengen mit gerader, wie mit ungerader Anzahl von Elementen.

Beweis: Sei L eine nicht-leere `-elementige Menge. Wegen ` ą 0 folgt aus
dem binomischen Lehrsatz

0 “ p1´ 1q` “
ÿ̀

k“0

ˆ

`

k

˙

p´1qk .

Durch Umstellen erhalten wir
ˇ

ˇtK Ď L : |K | ungeradeu
ˇ

ˇ “
ÿ

0ďkď`
k ungerade

ˆ

`

k

˙

“
ÿ

0ďkď`
k gerade

ˆ

`

k

˙

“
ˇ

ˇtK Ď L : |K | geradeu
ˇ

ˇ

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §4. Kombinatorik / 25



Beweis der Siebformel

Siebformel
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ď

i“1
Ai

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ÿ

∅‰JP℘prnsq
p´1q|J|´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

č

jPJ
Aj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Beweis: Sei x P
Ťn

i“1 Ai beliebig und Ix “ ti P rns : x P Aiu.
x wird in

ˇ

ˇ

Ťn
i“1 Ai

ˇ

ˇ genau einmal gezählt
x trägt zur Summe

ř

∅‰JP℘prnsqp´1q|J|´1
ˇ

ˇ

Ş

jPJ Aj
ˇ

ˇ bei ðñ J Ď Ix , J ‰ ∅
ñ x trägt in der Summe genau

ř

∅‰JP℘pIx qp´1q|J|´1 bei

Wegen der Definition ist Ix ‰ ∅ und ` :“ |Ix | ě 1 und wegen dem Lemma gilt

0 “
ÿ̀

j“0

ˆ

`

j

˙

p´1qj “
ÿ

JP℘pIx q
p´1q|J| “ p´1q0 `

ÿ

∅‰JP℘pIx q
p´1q|J| .

Durch Umstellen und Division mit p´1q erhalten wir also
ř

∅‰JP℘pIx qp´1q|J|´1 “ 1.

ñ x wird in
ř

∅‰JP℘prnsqp´1q|J|´1
ˇ

ˇ

Ş

jPJ Aj
ˇ

ˇ genau einmal gezählt
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Fixpunktfreie Permutation
Briefe falsch verschicken
Es werden n unterschiedliche Briefe zufällig auf n voraddressierte Briefumschläge
verteilt. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass jeder Brief in einen falschen
Umschlag kommt?
Mathematisch: Eine Permutation π : rns Ñ rns heisst fixpunktfrei, falls πpiq ‰ i für
alle i P rns. Wieviele Permutationen auf rns sind fixpunktfrei?

Antwort Eulersche Zahl e “ 2,7 1828 1828 . . .
Es gibt ungefähr (für große n) n!{e fixpunktfreie Permutationen auf rns, d. h. mit
Wahrscheinlichkeit 1{e « 0,367 liegen alle Briefe im falschen Umschlag für große n.
Die Wahrscheinlichkeit liegt zwischen 0,36 und 0,37 für alle n ě 5.

Beweis: Sei Ai die Menge der Permutationen π auf rns mit Fixpunkt πpiq “ i . Die
Siebformel ergibt also für die Anzahl der Permutationen mit Fixpunkt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ď

i“1
Ai

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ÿ

∅‰JP℘prnsq
p´1q|J|´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

č

jPJ
Aj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

n
ÿ

j“1

ˆ

n
j

˙

p´1qj´1pn´jq! “ n!
n
ÿ

j“1

p´1qj´1

j! .

Wegen
ř8

j“0
p´1qj

j! “ e´1 “ 1{e (Analysis) folgt
ř8

j“1
p´1qj´1

j! “ 1´ 1{e.
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Relationen und Graphen
Idee: Relation R Ď M2 auf einer Menge M kann graphisch dargestellt werden,
indem man die geordneten Paare in R als Pfeile zwischen den Elementen von M
zeichnet
Definition (Gerichteter Graph)
Ein gerichteter Graph ist ein Paar D “ pV ,Aq mit A Ď V 2 und Kantenmenge A
und Ecken/Knotenmenge V . Kanten der Form pv , vq heißen Schlingen.

Beispiel
Gerichteter Graph der Relation:

R :“ tp1, 1q, p1, 2q, p1, 5q, p2, 3q, p2, 4q, p2, 5q, p3, 4q, p4, 5q, p5, 1q, p5, 3qu
auf M :“ t1, 2, 3, 4, 5u

1 5 4 3

2
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Eigenschaften von Relationen und Graphen

Sei R eine Relation auf der Menge V :
R ist reflexiv, falls jeder Ecke v P V im zugehörigen gerichteten
Graphen eine Schlinge hat.
R ist irreflexiv, falls keine Ecke v P V im zugehörigen gerichteten
Graphen eine Schlinge hat.
R ist symmetrisch, falls im gerichteten Graphen für jede Kante
pu, vq P A auch die ”umgekehrte“ Kante pv , uq in A vorhanden ist.
R ist antisymmetrisch, falls für je zwei verschiedene Ecken u, v P V im
gerichteten Graphen höchstens eine Kante vorhanden ist.
R ist transitiv, falls für den gerichteten Graphen folgendes gilt:
Immer wenn man entlang der gerichteten Kanten einen Weg (bzw.
Kreis falls u “ v) von einer Ecke u zu einer Ecke v finden kann, dann
ist bereits die Kante pu, vq vorhanden.
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Hassediagramme von Ordnungsrelationen

Ordnungsrelation/Teilordnung/partielle Ordnung:
reflexiv, antisymmetrisch, transitiv

Vereinfachte Darstellung:
reflexiv ñ Graph hat an jeder Ecke eine Schlinge

ÝÑ Schlingen einfach weglassen
transitiv ñ Wege erzwingen ”abkürzende Kanten“

ÝÑ nur Wege ohne Abkürzungen zeichnen
ñ pu, vq nur darstellen, wenn es keinen gerichteten Weg von u nach v
mit mindestens zwei Kanten im Graphen der Relation gibt
restlichen Graphen so zeichnen, dass alle Pfeilspitzen nach oben zeigen

ÝÑ und dann Pfeilspitzen weglassen

die sich ergebende Darstellung einer Ordnungsrelation heißt:
Hassediagramm
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Hassediagramme – Beispiel

R :“ tpa, aq, pb, bq, pc, cq, pd , dq, pa, bq, pa, cq, pa, dq, pb, dq, pc, dqu
auf M :“ ta, b, c, du

gerichteter Graph von R

a

b c

d

Hassediagramm von R

a

b c

d
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Hassediagramme – Beispiel 2

R :“ tpa, aq, . . . , pd , dq, pa, bq, pa, cq, pa, dq, pb, cq, pb, dq, pc, dqu
auf M :“ ta, b, c, du

gerichteter Graph von R

a

b

c

d

Hassediagramm von R

a

b

c

d
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Hüllenbildung

Idee:
falls Relation R nicht . . . erfüllt, dann erweitere/verringere R so wenig
wie möglich bis . . . erfüllt ist

Definition (Reflexive Hülle)
Für eine Relation R auf einer Menge M sei

R 1 :“ R Y tpx , xq : x P Mu.

Dann ist R 1 die kleinste reflexive Relation, die R umfasst, und diese wird die
reflexive Hülle von R genannt.

Bsp.: Für ă auf N ist ď die reflexive Hülle.
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Transitive Hülle – Beispiele

R1 :“ tpx , yq, py , zqu auf M1 “ tx , y , zu

x y z

ñ für Transitivität fehlt px , zq

R2 :“ tpx , yq, py , zq, pz ,wqu auf M2 “ tx , y , z ,wu

x y z w

ñ für Transitivität fehlen nicht nur px , zq und py ,wq, sondern auch px ,wq
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Transitive Hülle

Allgemein:
wir brauchen für Transitivität die Eigenschaft:

falls px1, x2q, . . . , pxn´1, xnq P R ùñ px1, xnq P R

Definition (Transitive Hülle)
Für eine Relation R auf einer Menge A ist

R` :“
 

px , yq : es gibt n ě 2 und x1, . . . , xn P A mit
x “ x1, y “ xn und px1, x2q, . . . , pxn´1, xnq P R

(

die kleinste transitive Relation mit R Ď R`, die transitive Hülle von R heißt.
Des Weiteren ist R˚ “ R` Y R 1 die reflexive, transitive Hülle von R und R˚
ist die kleinste reflexive, transitive Relation, die R umfasst.

Bemerkung
Relationen die transitiv und reflexiv sind, heißen Quasiordnungen
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Beispiel

R “ tpa, bq, pb, cq, pc, dq, pb, dqu

a b c d

R 1 “ tpa, aq, pb, bq, pc, cq, pd , dq, pa, bq, pb, cq, pc, dq, pb, dqu

a b c d
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Beispiel

R` “ tpa, bq, pa, cq, pa, dq, pb, cq, pb, dq, pc, dqu

a b c d

R˚ “ tpa, aq, pb, bq, pc, cq, pd , dq, pa, bq, pa, cq, pa, dq, pb, cq, pb, dq, pc, dqu

a b c d
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Quasiordnungen zu Teilordnungen

Definition (Quasiordnung)
Eine reflexive und transitive Relation heißt Quasiordnung.

Idee:

”entferne“ symmetrische Paare der Quasiordnung durch
gleichsetzen/Äquivalenzen

Satz
Für jede Quasiordnung ď auf einer Menge A wird durch

a „ b :ô pa ď b und b ď aq

eine Äquivalenzrelation auf A definiert. Auf A{„ definiert dann

ras ď rbs :ô a ď b

eine Teilordnung.
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Beweis des Satzes
Beweis: Der Beweis hat drei Teile

1 „ ist eine Äquivalenzrelation,
2 ď ist wohldefiniert und
3 ď ist eine Teilordnung.

zu 1: Reflexivität und Transitivität vererben sich von ď und Symmetrie folgt von
der Definition von „.

zu 2: Es ist zu zeigen, dass die Definition unabhängig von den gewählten
Repräsentanten ist. D. h. für alle a1 P ras und b1 P rbs muss gelten:

a ď b ô a1 ď b1 .
Es gilt: a1 P ras ñ a1 „ a ñ a1 ď a und a ď a1.
Ebenso b1 P rbs ñ b1 ď b und b ď b1.
Wegen der Transitivität von ď gilt also a ď b ñ a1 ď a ď b ď b1 ñ a1 ď b1
und ebenso b ď a ñ b1 ď a1.

zu 3: Reflexivität und Transitivität vererben sich von ď.
Für die Antisymmetrie seien a, b P A mit ras ď rbs und rbs ď ras. Aus der
Definition von ď folgern wir a ď b ď a und somit a „ b, also ras “ rbs.
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5. Graphentheorie
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Graphen
Definition (Graph)
Ein Graph ist ein geordnetes Paar G “ pV ,E q, wobei

die Ecken-/Knotenmenge V eine endliche Menge ist
und die Kantenmenge E eine Teilmenge der 2-elementigen Teilmengen von V
ist, d.h., E Ď V p2q :“ tM P ℘pV q : |M| “ 2u.

Wir schreiben V pGq und E pGq für die Ecken- und Kantenmenge eines Graphen G .

Beispiel: V “ t1, . . . , 9u “ r9s
1

2

3

4

56

7

8

9

Graph G “ pV ,E q enstspricht symmetrischer, irreflexiver Relation E auf V
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Kreise, Cliquen und Wege

C15 – Kreis der Länge 15
1 2

3

4

5

6

7
89

10

11

12

13

14
15

K8 – Clique/vollständiger Graph

1

2

3

4

5

6

7

8

P11 – Weg der Länge 11 Länge “ Anzahl Kanten
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 3



Teilgraphen und induzierte Teilgraphen
Definition (Teilgraphen)
Sei G “ pV ,E q ein Graph. Ein Graph H ist ein Teilgraph, falls V pHq Ď V und
E pHq Ď E und wir schreiben dann H Ď G .
Ein Teilgraph H “ pU,EHq von G heißt induziert, falls zusätzlich gilt

EH “
 

e P E : e Ď U
(

,

d. h. H enhält alle Kanten von G die durch die in U Ď V enthalten sind. Wir
schreiben dann auch H “ GrUs.

Graph G

v1 v2

v3

v4

v5

Teilgraph von G

v1

v3

v4

v5

Grtv1, v3, v4, v5us

v1

v3

v4

v5
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Kopien in Graphen

Definition (Graphenisomorphismus)
Eine bijektive Abbildung ϕ : V pGq Ñ V pHq ist ein Graphenisomorphismus
zwischen Graphen G und H, falls gilt

tx , yu P E pGq ðñ tϕpxq, ϕpyqu P E pHq .

Dann sind G und H isomorph und wir schreiben G » H (oder einfach G “ H).
Wir sagen G enthält eine Kopie von H und schreiben einfach H Ď G , falls H
isomorph zu einem Teilgraphen von G ist.

Clique K4 Isomorpher K4 Kopie von P3 in K4
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Zusammenhängende Graphen

Weg P u v hat Endecken u und v und
solch einen Weg P nennen wir u-v -Weg
Wege der Länge ` ě 1 haben immer zwei unterschiedliche Endecken
ein u-v -Weg der Länge ` ě 2 zusammen mit der Kante tu, vu bildet einen
Kreis der Länge `` 1

Definition (Zusammenhang)
Ein Graph G “ pV ,E q ist zusammenhängend, falls es für je zwei Ecken u, v P V
einen u-v -Weg in G gibt.
Komponenten eines Graphen sind maximale zusammenhängende Teilgraphen.

Bemerkungen:
die Relation u „ v definiert durch ”es existiert ein u-v -Weg in G“, ist eine
Äquivalenzrelation auf V pGq (Warum?)
die Äquivalenzklassen induzieren genau die Komponenten von G
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Eckengrade
Definition (Grad)
Für eine Ecke v eines Graphen G “ pV ,E q ist die Nachbarschaft die Menge der
Ecken u P V , die mit v eine Kante in G bilden, d. h.

Npvq :“ tu P V : tu, vu P Eu .

Der Grad von v bezeichnet die Anzahl der Nachbarn von v

dpvq :“ |Npvq| .

Der Minimal- und Maximalgrad von G sind die Extremwerte über alle Eckengrade

δpGq :“ min
vPV

dpvq und ∆pGq :“ max
vPV

dpvq .

es gilt immer δpGq ď dpvq ď ∆pGq für alle Ecken v P V pGq
G heißt k-regulär, falls dpvq “ k für alle Ecken v P V pGq
Clique Kn ist pn ´ 1q-regulär, Kreis C` ist 2-regulär
für Wege P` mit ` ě 1 gilt δpP`q “ 1 und ∆pGq “ 2
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Handshaking Lemma
Satz
Für jeden Graphen G “ pV ,E q gilt

ÿ

vPV
dpvq “ 2|E | .

Beweis: In der Summe wird jede Kante tx , yu genau zweimal gezählt –
nämlich einmal im Summanden dpxq und einmal im Summanden dpyq.

Korollar
In jedem Graphen ist die Anzahl der Ecken mit ungeradem Grad gerade.

Beweis: (Paritätsargument)
2|E | “

ÿ

vPV
dpvq “

ÿ

vPV
dpvq gerade

dpvq `
ÿ

vPV
dpvq ungerade

dpvq

2|E | und
ř

sind gerade ùñ
ř

ist gerade ùñ Anzahl der Summanden
in

ř

ist gerade, da jeder Summand ungerade ist
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Königsberger Brückenproblem – anno 1736
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Königsberger Brückenproblem – für Euler

Gibt es einen Spaziergang, der alle sieben Brücken genau einmal durchläuft
und am Ausgangspunkt endet?
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Königsberger Brückenproblem – heute

A

C

D

B

Definition (Kantenzug)
Ein Kantenzug W in G “ pV ,E q ist eine
abwechselnde Folge von Ecken und Kanten

W “ pv0, e1, v1, e2, v2, . . . , vm´1, em, vmq

mit ei “ tvi´1, viu für i P rms. Hierbei dürfen sich
Ecken und Kanten wiederholen.
Die Länge des Kantenzuges W ist m und W
heißt geschlossen, falls vm “ v0.

Frage/Definition
Welche (Multi)Graphen enthalten einen geschlossenen Kantenzug, der alle Kanten
genau einmal durchläuft?
Solche Graphen heißen eulersch und solch ein Kantenzug ist ein eulerscher
Kantenzug/geschlossener Eulerzug/Eulerkreis bzw. eine eulersche Linie.
Ein Kantenzug der alle Kanten genau einmal durchläuft, aber nicht
notwendigerweise geschlossen ist, heißt Eulerzug bzw. Eulerweg.
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Satz von Euler
Satz (Euler 1736)
Ein zusammenhängender Graph ist genau dann eulersch, wenn alle Eckengrade gerade
sind.
Bemerkung: Satz gilt auch für Multigraphen, wenn Grad v die Anzahl der Kanten ist,
die v enthalten.
Beweis

”ùñ“ (eulersch ñ alle Grade gerade) klar (warum?) X

”ðù“ (alle Grade gerade ñ eulersch)
sei W “ pv0, e1, v1, e2, v2, . . . , vm´1, em, vmq ein längster Kantenzug ohne
Kantenwiederholungen in G “ pV ,Eq und sei EW “ te1, . . . , emu
Maximalität von W ñ alle Kanten die v0 oder vm enthalten liegen in EW , da
sonst W an einem Ende verlängert werden könnte

ñ v0 “ vm, d. h. W ist geschlossen, da sonst v0 und vm ungeraden Grad ě 1 im

”Restgraphen“ H “ pV ,E r EW q hätten
wäre E r EW ‰ ∅, dann gäbe es wegen dem Zusammenhang von G eine Kante
e“tx , viu P ErEW und W 1 :“px , e, vi , ei`1, vi`1, . . ., vm“v0, e1, v1, . . . , vi´1, ei , viq

wäre ein Kantenzug der Kanten nur einmal enthält und der zusätzlich zu den
Kanten aus EW auch noch die Kante e “ tx , viu enthält
ñ Widerspruch zur Wahl von W als längster solcher Kantenzug  

ñ also ist EW “ E und somit ein geschlossener Eulerscherzug X
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Kreise durch jede Ecke

Satz von Euler charakterisiert Graphen G “ pV ,E q mit
geschlossenem Kantenzug, der jede Kante genau einmal enthält
Charakterisierung (alle Grade gerade und zshg.) ist einfach (Linearzeit
in |V | ` |E |) algorithmisch nachprüfbar

ÝÑ Entscheidungsproblem ”G eulersch?“ ist in P
für jeden gegebenen zusammenhängenden Graphen G kann man
effizient folgendes finden/berechnen:

entweder einen eulerschen Kantenzug
ÝÑ Zertifikat für ”G ist eulersch“

oder eine Ecke mit ungeradem Grad
ÝÑ Zertifikat für ”G ist nicht eulersch“

Frage/Definition
Was passiert, wenn man ”Kante“ durch ”Ecke“ ersetzt?
Ein Hamiltonkreis in einem Graphen G “ pV ,E q ist ein Kreis, der jede
Ecke (genau einmal) enthält. Ein solcher Graph G heißt hamiltonisch.

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 13



Karps 21 NP-vollständige Probleme von 1972
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Karps 21 NP-vollständige Probleme von 1972
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Bounty challenge des Clay Mathematics Institute
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Bounty challenge des Clay Mathematics Institute

Für effizient (Polynomialzeit in |V |) prüfbare Charakterisierung hamiltonischer
Graphen oder den Beweis, dass keine solche existiert, gibt es eine Million Dollar.
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Einfache notwendige und hinreichende Kriterien
Idee:

da eine effiziente vollständige Charakterisierung ein schwieriges Problem und
eventuell unlösbares Problem ist, untersucht man:

notwendige Kriterien, die jeder hamiltonische Graph erfüllen muss,
aber deren Erfüllung nicht in jedem Fall einen Hamiltonkreis erzwingt

Beispiele: |V pGq| ě 3 oder G zshg. oder δpGq ě 2
hinreichende Kriterien, deren Erfüllung einen Hamiltonkreis erzwingt,
die aber nicht jeder hamiltonische Graph erfüllt

Beispiel: δpGq ě |V pGq| ´ 1 (und |V pGq| ě 3)

Satz (G. A. Dirac 1952)
Jeder Graph G “ pV ,E q mit n “ |V | ě 3 und δpGq ě n{2, ist hamiltonisch.

Bemerkungen:
Diracs Kriterium (Gradbedingung) ist effizient überprüfbar
die Gradbedingung ist nicht notwendig (Bsp.: C` mit ` ě 5)
die Gradbedingung ist hinreichend (Aussage des Satzes)
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Beweis: δpGq ě n{2 ùñ Hamiltonkreis
Sei G “ pV ,E q ein Graph mit n ě 3 Ecken.

G ist zusammenhängend: δpGq ě n{2 ñ je zwei unbenachbarte Ecken x
und y haben mindestens 2 gemeinsame Nachbarn (|Npxq X Npyq| ě 2)

Sei P “ v0 v1 v2 v`´2 v`´1 v` ein längster Weg in G .

ñ alle Nachbarn von v0 und v` liegen auf P (Maximalität von P)
ñ mind. dpv0q ě n{2 der Ecken v0, . . . , v`´1 sind Vorgänger eines Nachbarn

von v0 und mindestens dpv`q ě n{2 dieser Ecken sind ein Nachbar von v`
ñ nach dem Schubfachprinzip gibt es also unter den ` ď n ´ 1 Ecken

v0, . . . , v`´1 ein vi sodass

v0 v1 v2 vi vi´1 v`´2 v`´1 v`
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Beweis: δpGq ě n{2 ùñ Hamiltonkreis
Sei G “ pV ,E q ein Graph mit n ě 3 Ecken.

G ist zusammenhängend: δpGq ě n{2 ñ je zwei unbenachbarte Ecken x
und y haben mindestens 2 gemeinsame Nachbarn (|Npxq X Npyq| ě 2)

Sei P “ v0 v1 v2 v`´2 v`´1 v` ein längster Weg in G .

ñ alle Nachbarn von v0 und v` liegen auf P (Maximalität von P)
ñ mind. dpv0q ě n{2 der Ecken v0, . . . , v`´1 sind Vorgänger eines Nachbarn

von v0 und mindestens dpv`q ě n{2 dieser Ecken sind ein Nachbar von v`
ñ nach dem Schubfachprinzip gibt es also unter den ` ď n ´ 1 Ecken

v0, . . . , v`´1 ein vi sodass

v0 v1 v2 vi vi`1 v`´2 v`´1 v`

ñ v0, . . . , v` liegen auf einem Kreis C
ñ da G zusammenhängend ist muss C wegen der Maximalität von P alle Ecken

enthalten (sonst gäbe es einen Weg P 1 der eine Ecke außerhalb von C und
alle Ecken von C enthalten würde)
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Datenstrukturen für Graphen

Adjazenzmatrix
Sei G “ pV ,E q ein Graph mit V “ tv1, . . . , vnu, dann ist die
Adjazenzmatrix ApGq ein quadratisches Zahlenschema mit n Zeilen und n
Spalten, d. h. ApGq “ paijqiPrns,jPrns, wobei aij der Eintrag in der i-ten Zeile
und j-ten Spalte ist,

aij “

#

1, falls tvi , vju P E ,
0, sonst.

ApGq “

»

—

—

—

—

–

0 1 1 0 1
1 0 1 0 0
1 1 0 1 1
0 0 1 0 1
1 0 1 1 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

v1 v2

v3

v4

v5

Vorteil: Kantenabfrage durch einfachen und direkten Zugriff
Nachteil: viel Speicherplatz, falls G nur wenige Kanten hat
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Datenstrukturen für Graphen: Adjazenzlisten

Adjazenzlisten
Sei G “ pV ,E q ein Graph, dann ist die Adjazenzliste Lv einer Ecke v P V
eine Liste der Nachbarn von v . Die Listen Lv verwaltet man dann entweder
über ein Array (undynamisch) oder über eine Liste, deren Elemente die
Listen Lv sind.

v1 v2 v3 v4 v5

v2

v3

v5

v1

v3

v1

v2

v4

v5

v3

v5

v1

v3

v4 v1 v2

v3

v4

v5

Vorteil: speichereffizient
Nachteil: für die Kantenabfrage müssen die Listen traversiert werden
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Bäume und Wälder
Definition
Ein kreisfreier Graph heißt Wald und ein zusammenhängender kreisfreier
Graph heißt Baum.
Ein Spannbaum eines zusammenhängenden Graphen G ist ein Teilgraph
T Ď G mit:

T ist ein Baum
und V pT q “ V pGq.

ein Baum Graph G

v1 v2

v3

v4

v5

Spannbaum von G

v1

v3

v4

v5

v2
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Baumcharakterisierungen
Satz
Für einen Graphen T mit |V pT q| ě 1 sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

1 T ist ein Baum.
2 zwischen je zwei Ecken enthält T genau einen Weg.
3 T ist minimal zusammenhängend, d. h. T ist zusammenhängend,

aber für jede Kante e P E pT q ist
T 1 “ T ´ e :“

`

V pT q,E pT qr teu
˘

nicht zusammenhängend.
4 T ist maximal kreisfrei, d. h. T ist kreisfrei, aber für jedes Paar
tx , yu Ď V pT q mit tx , yu R E pT q ist

T 2 “ T ` tx , yu :“
`

V pT q,E pT q Y
 

tx , yu
(˘

nicht kreisfrei.
5 T ist zusammenhängend und hat genau |V pT q| ´ 1 Kanten.
6 T ist kreisfrei und hat genau |V pT q| ´ 1 Kanten.
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Baumcharakterisierungen - Beweis
Äquivalenz von Aussagen 1 und 2 ist Hausaufgabe
Für die restlichen Äquivalenzen zeigen wir die Implikationen

1 ñ 3 ñ 4 ñ 1 und 1 ñ 5 ñ 6 ñ 1 .

” 1 ñ 3 “ (Baum ñ minimal zusammenhängend)
‚ Jeder Baum T ist nach Definition zusammenhängend.
‚ Angenommen ein Baum T ist nicht minimal zusammenhängend.
ñ es existiert eine Kante tx , yu, sodass T ´ tx , yu zusammenhängend ist
ñT´tx , yu enthält x -y -Weg PñT enthält Kreis aus P und tx , yu  X

” 3 ñ 4 “ (minimal zusammenhängend ñ maximal kreisfrei)
‚ T minimal zusammenhängend ñ T kreisfrei
‚ T zusammenhängend und tx , yu R E pT q ñ es existiert x -y -Weg in T
ñ T ` tx , yu enthält Kreis ñ T ist maximal kreisfrei X

” 4 ñ 1 “ (maximal kreisfrei ñ Baum)
‚ Sei T maximal kreisfrei. Wir zeigen, dass T zusammenhängend ist.
‚ Falls tx , yu R E pT q, dann schließt tx , yu einen Kreis in T ` tx , yu.
ñ es existiert x -y -Weg in T
ñ für je zwei Ecken x , y P V pT q existiert x -y -Weg
ñ T ist zusammenhängend X
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Vorbereitung für 1 ñ 5 ñ 6 ñ 1

Lemma
Jeder (nichtleere) Baum T hat genau |V pT q| ´ 1 Kanten.

Beweis: (Induktion nach n “ |V pT q| mit allen Vorgängern)
Induktionsanfang n “ 1: jeder Graph mit einer Ecke hat 0 Kanten X
Induktionsschritt von m ă n nach n:

Sei n ě 2 und es gelte das Lemma für alle Bäume mit weniger als n Ecken.
ñ T enthält mindestens eine Kante tx , yu
ñ T ´ tx , yu besteht aus genau zwei Komponenten T1 und T2 mit

t1 :“ |V pT1q| ě 1 , t2 :“ |V pT2q| ě 1 und t1 ` t2 “ n .

ñ nach Induktionsannahme gilt |E pT1q| “ t1 ´ 1 und |E pT2q| “ t2 ´ 1
ñ da E pT q genau aus den Kanten von T1, von T2 und tx , yu besteht, folgt

|E pT q| “ |E pT1q`|E pT2q|`1 “ pt1´1q`pt2´1q`1 “ t1`t2´1 “ n´1 .

ñ T hat also genau |V pT q| ´ 1 Kanten
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Baumcharakterisierungen - Beweis von 1 ñ 5 ñ 6 ñ 1

” 1 ñ 5 “ (Baum ñ zusammenhängend und genau |V pT q| ´ 1 Kanten)
‚ Jeder Baum T ist nach Definition zusammenhängend.
‚ Das Lemma besagt, dass jeder (nichtleere) Baum T genau |V pT q| ´ 1 Kanten hat. X

” 5 ñ 6 “ (zusammenhängend und genau |V pT q| ´ 1 Kanten ñ kreisfrei)
Angenommen T enthält einen Kreis, der die Kante tx , yu enthält.
ñ T ´ tx , yu enthält noch einen x -y -Weg P und für jeden a-b-Weg Q in T , der die
Kante tx , yu benutzt, kann P als ”Umleitung“ genutzt werden.
ñ Es gibt auch einen a-b-Weg in T ´ tx , yu.
ñ T ´ tx , yu ist zusammenhängend.
ñ D minimal zusammenhängender Teilgraph S Ď pT ´ tx , yuq mit V pSq “ V pT q
ñ wegen dem Lemma hat S genau |V pSq| ´ 1 “ |V pT q| ´ 1 Kanten
ñ da T noch zusätzlich die Kante tx , yu enthält, ergibt sich ein Widerspruch
ñ T muss kreisfrei sein X

” 6 ñ 1 “ (kreisfrei und genau |V pT q| ´ 1 Kanten ñ Baum)
Angenommen T ist nicht zusammenhängend und besteht aus Komponenten C1, . . . ,Ck
für ein k ě 2. Dann können wir in jeder Komponente Ci eine Ecke vi beliebig wählen und
die Kanten tv1, vju für j “ 2, . . . , k zu T hinzufügen. Der entstehende Graph T 1 ist
zusammenhängend und weiterhin kreisfrei (warum?). D. h. T 1 ist ein Baum mit
|EpT q| ` k ´ 1 “ |V pT q| ´ 1` k ´ 1 ě |V pT q| Kanten auf V pT q Ecken.  (Lemma) X

Damit sind alle Äquivalenzen (bis auf die Hausaufgabe) bewiesen.
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Bäume haben Blätter

Korollar
Jeder Baum T mit |V pT q| ě 2 enthält mindestens zwei Ecken mit Grad 1.

Definition
Ecken vom Grad höchstens 1 in Bäumen heißen Blätter.

Beweis (Korollar): Sei T “ pV ,E q ein Baum mit |V | ě 2. Wegen der
Charakterisierung 5 gilt

|E | “ |V | ´ 1 (˚)
und T ist zusammenhängend. Da |V | ě 2 und T zusammenhängend ist, hat
jede Ecke mindestens Grad 1. Angenommen, höchstens eine Ecke hat Grad
genau 1, dann erhalten wir mit dem Handshaking Lemma den Widerspruch

2|V | ´ 2 “ 2p|V | ´ 1q (˚)
“ 2|E |H. L.

“
ÿ

vPV
dpvq ě 1` 2p|V | ´ 1q “ 2|V | ´ 1 .

Dies ist ein Widerspruch, da 2|V | ´ 2 ă 2|V | ´ 1.
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Zusammenhängende Baumordnung
Korollar
Jeder Baum T mit n ě 1 Ecken hat eine Aufzählung v1, . . . , vn seiner Ecken,
sodass Ti :“ T rtv1, . . . , vius für jedes i P rns zusammenhängend ist.

Beweis: (Induktion nach n)
Induktionsanfang n “ 1: klar X
Induktionsschritt von n nach n ` 1:

Sei T “ pV ,E q ein Baum mit n ` 1 ě 2 Ecken.
ñ T enthält ein Blatt vn`1 und sei u der Nachbar von vn`1
ñ der induzierte Teilgraph

T 1 “ T ´ vn`1 :“ T rV r tvn`1us,

der aus T durch Entfernen der Ecke vn`1 und der Kante tvn`1, uu entsteht, ist
immer noch zusammenhängend (und kreisfrei).
ñ T 1 ist ein Baum mit n Ecken
ñ wegen der Induktionsannahme gibt es eine Aufzählung v1, . . . , vn von
V r tvn`1u, sodass T 1i “ Ti zusammenhängend ist für jedes i P rns
ñ da Tn`1 “ T ebenfalls zusammenhängend ist, folgt das Korollar
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Zusammenhängende Graphen haben Spannbäume

Korollar
Jeder zusammenhängende Graph G “ pV ,E q enthält einen Spannbaum.

Beweis: Entferne Kanten aus G “ pV ,E q solange, bis der resultierende
(aufspannende) Teilgraph T “ pV ,ET q minimal zusammenhängend ist.
Wegen der Charakterisierung 3 , ist T ein Baum und wegen
V pT q “ V “ V pGq, ist T ein Spannbaum von G .

Korollar
Jeder zusammenhängende Graph G mit n ě 1 Ecken hat eine Aufzählung
v1, . . . , vn seiner Ecken, sodass Gi :“ Grtv1, . . . , vius für jedes i P rns
zusammenhängend ist.

Beweis: Wende gleiche Aussage für Bäume auf Spannbaum T Ď G an.
Bemerkungen:

G zusammenhängend aber kein Baum ñ verschiedene Spannbäume
in Anwendungen werden oft ”spezielle“ Spannbäume genutzt
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Wurzelbäume
Definition
Ein Baum T “ pV ,E q mit einer ausgezeichneten Ecke w P V heißt Wurzelbaum
und w ist dann dann die Wurzel von T .
Wurzelbäume definieren mit der Charakterisierung 2 eine Ordnung ďT auf V
definiert durch

v ďT u :ðñ v liegt auf dem eindeutig bestimmten w -u-Weg in T .

Falls v ďT u, dann heißt v Vorgänger von u und u ist ein Nachfolger von v im
Baum T (mit Wurzel w). Der größte Vorgänger v (unter ďT ) von u mit v ‰ u
heißt direkter Vorgänger/Vater von u und u ist ein Kind von v .

Beweis (ďT definiert Ordnung):
reflexiv: Da jede Ecke v auf dem w -v -Weg in T liegt. X
antisymmetrisch: Falls v auf dem w -u-Weg P liegt, dann ist der eindeutig
bestimmte w -v -Weg Q ein Anfangsstück von P und wenn Q auch u enthält,
dann müssen P “ Q und u “ v gelten. X
transitiv: Falls x auf dem w -y -Weg P und y auf dem w -z-Weg Q in T liegt,
dann folgt aus der Eindeutigkeit der Wege, dass P ein Anfangsstück von Q
sein muss und somit liegt z auch auf Q. X

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 28



Reguläre Bäume

Definition
Sei T “ pV ,E q ein Baum mit Wurzel w :

der Abstand einer Ecke v zur Wurzel w in die Länge des w -v -Weges in T ,
die Höhe von T ist der maximale Abstand den eine Ecke v P V zu w hat,
Grad von T ist die maximale Anzahl von Kindern, die eine Ecke v P V hat,
T ist k-när, falls der Grad von T höchstens k ist.

Achtung: k-näre Bäume haben oft viele Ecken mit Grad k ` 1

Konventionen:
eine Wurzel kann auch ein Blatt sein (manchmal wird das ausgeschlossen)
2-näre Bäume heißen binäre und 3-näre heißen trinär
Ecken, die keine Blätter sind, heißen innere Ecken
ein Wurzelbaum ist k-regulär, wenn jede innere Ecke (inklusive Wurzel)
genau k Kinder hat
die Menge der Ecken mit Abstand i zur Wurzel heißt i-tes Level/i-te Stufe
von T
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Beispiel
w

Nicht regulärer Baum mit Wurzel w , 17 Blättern, 19 inneren Ecken
(inklusive Wurzel), Grad 4, Höhe 5 und 6 Leveln mit Größen

|L0| “ 1 , |L1| “ 3 , |L2| “ 6 , |L3| “ 12 , |L4| “ 10 und |L5| “ 4 .
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Reguläre binäre Bäume
Satz
Jeder 2-reguläre Wurzelbaum T “ pV ,E q mit n ě 3 Ecken hat n`1

2 Blätter
und n´1

2 innere Ecken.

Beweis: Sei n ě 3 und sei I Ď V die Menge der inneren Ecken und B Ď V
die Menge der Blätter. Es gilt also

I Ÿ B “ V und |I| “ n ´ |B| .

Aufgrund des Handshaking Lemma und der Baumcharakterisierung erhalten
wir

2pn ´ 1q “ 2|E | “ |B| ` 3|I| ´ 1 ,
da jede innere Ecke bis auf die Wurzel Grad 3 in T hat. Einsetzen von
|I| “ n ´ |B| und Umstellen ergibt:

2|B| “ 3n ´ 1´ 2pn ´ 1q “ n ` 1

und die Aussage folgt.
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Höhe und Größe in k-nären Bäume

Satz

Jeder k-näre Wurzelbaum mit Höhe h hat höchstens kh`1
´1

k´1 Ecken.

Beweis
Sei T “ pV ,E q ein k-närer Wurzelbaum mit Höhe h und für i “ 0, . . . , h sei Li das
i-te Level von T .

über Induktion nach i zeigt man |Li | ď k i und somit gilt

|V | “
h
ÿ

i“0
|Li | ď

h
ÿ

i“0
k i “

kh`1 ´ 1
k ´ 1 ,

wobei die letzte Identität sich aus der geometrischen Summenformel (siehe Kapitel
zur Induktion) ergibt.
Bemerkungen:

Höhe k-närer Bäume wächst mindestens logarithmisch in der Eckenanzahl
Bäume mit logarithmischer Höhe heißen balanciert und sind Grundlage
wichtiger Datenstrukturen und Algorithmen ÝÑ binäre Suchbäume
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Binäre Suchbäume
Balancierter binärer Baum

29

17

12

1

20

18 24

41

34

37

Unbalancierter binärer Baum

12
1 17

20
18 29

24 34
37

41

Binäre Suchbäume
Binäre Suchbäume sind eine Datenstruktur, die Datensätze mithilfe von
Schlüsseln aus N dynamisch verwaltet. Die Datensätze werden anhand der Schlüssel
in einem binären Baum so angeordnet, dass für jede Ecke alle linken Nachfolger
einen kleineren und alle rechten Nachfolger einen größeren Schlüssel haben.
Da der Zeitaufwand für die Such- und Verwaltungsoperationen in so einer
Datenstruktur mit der Höhe des Baumes korrelieren, interessiert man sich für
balancierte binäre Bäume mit Verwaltungsoperationen (Einfügen/Löschen), die die
Balanciertheit erhalten. ÝÑ AVL-Bäume, Rot-Schwarz-Bäume
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Abstandserhaltender Spannbaum

Problem:
Für einen Graphen G “ pV ,E q und zwei Ecken x , y P V ist der
Abstand dGpx , yq die Länge eines kürzesten x -y -Weges in G (bzw. 8
falls kein solcher Weg existiert).
Für eine Startecke/Quelle s berechne alle Abstände in einem
zusammenhängenden Graphen G “ pV ,E q.
Finde einen Spannbaum T mit Wurzel s der die Abstände zu s erhält,
d. h. für jede Ecke v P V gilt:

dGps, vq “ dT ps, vq .

Idee:
Ausgehend von s, besuche zuerst alle Nachbarn (Abstand 1), dann
deren Nachbarn (Abstand 2) usw., ohne Ecken zu wiederholen.
Speichere dabei die Kanten durch die Ecken zuerst besucht wurden.
Dabei entsteht ein Baum mit Wurzel s, der sogenannte
Breitensuchbaum von G .
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Breitensuche (breadth first search/BFS)

Algorithmus: Breitensuche
Gegeben: Zusammenhängender Graph G “ pV ,E q und Startecke s P V
Gesucht: Breitensuchbaum T von G und Abstände dps, vq für alle v P V

1 markiere s als besucht, setze dps, sq “ 0
2 initialisiere Wurzelbaum T , der nur die Wurzel s enthält
3 initialisiere eine Warteschlange/Queue Q, die nur s enthält
4 solange Q ‰ ∅, sei v das erste Element in Q:

a Falls es keinen unbesuchten Nachbarn u von v in G gibt:
Entferne v als erstes Element von Q.

b Falls es einen unbesuchten Nachbarn u von v in G gibt:
Füge die Ecke u und die Kante tv , uu zu T hinzu.
Markiere u als besucht.
Setze dps, uq “ dps, vq ` 1.
Füge u in Q am Ende ein.

Algorithmus mit Adjazenzlisten in einer Laufzeit linear in |E | implementierbar
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s
Warteschlange Q: s

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s
Warteschlange Q: s
Laufvariablen: v “ s, u “ a

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a
Warteschlange Q: s a
Laufvariablen: v “ s, u “ a

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0
dps, aq “ 1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a
Warteschlange Q: s a
Laufvariablen: v “ s, u “ b

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0
dps, aq “ 1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b
Warteschlange Q: s a b
Laufvariablen: v “ s, u “ b

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0
dps, aq “ 1
dps, bq “ 1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b
Warteschlange Q: �s a b
Laufvariablen: v “ s

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0
dps, aq “ 1
dps, bq “ 1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b
Warteschlange Q: a b
Laufvariablen: v “ a, u “ d

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0
dps, aq “ 1
dps, bq “ 1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d
Warteschlange Q: a b d
Laufvariablen: v “ a, u “ d

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1
dps, bq “ 1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d
Warteschlange Q: a b d
Laufvariablen: v “ a, u “ c

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1
dps, bq “ 1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c
Warteschlange Q: a b d c
Laufvariablen: v “ a, u “ c

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c
Warteschlange Q: a b d c
Laufvariablen: v “ a, u “ e

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e
Warteschlange Q: a b d c e
Laufvariablen: v “ a, u “ e

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e
Warteschlange Q: �a b d c e
Laufvariablen: v “ a

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e
Warteschlange Q: �b d c e
Laufvariablen: v “ b

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e
Warteschlange Q: �d c e
Laufvariablen: v “ d

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e
Warteschlange Q: c e
Laufvariablen: v “ c, u “ f

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e f
Warteschlange Q: c e f
Laufvariablen: v “ c, u “ f

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2

dps, f q “ 3
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e f
Warteschlange Q: �c e f
Laufvariablen: v “ c

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2

dps, f q “ 3
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e f
Warteschlange Q: �e f
Laufvariablen: v “ e

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2

dps, f q “ 3
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e f
Warteschlange Q: �f
Laufvariablen: v “ f

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2

dps, f q “ 3
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e f
Warteschlange Q: ∅

ñ Algorithmus terminiert

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2

dps, f q “ 3
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e f
Warteschlange Q: ∅

ñ Algorithmus terminiert

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2

dps, f q “ 3
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a b d c e f
Warteschlange Q: ∅

ñ Algorithmus terminiert

Breitensuchbaum T
s

a

d c

f

e

b

dps, sq “ 0, dps, dq “ 2
dps, aq “ 1, dps, cq “ 2
dps, bq “ 1, dps, eq “ 2

dps, f q “ 3
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Korrektheit der Breitensuche
Beweis: Sei s “ v1, . . . , vn die Reihenfolge in der die Ecken im Algorithmus besucht
werden.

jede Ecke v P V wird höchstens einmal besucht, da nur unbesuchte Ecken in b
besucht werden und dies nie rückgängig gemacht wird
jede Ecke v P V wird tatsächlich auch besucht, d. h. v “ vi für ein i P rns

ÝÑ einfacher Induktionsbeweis nach dGps, vq
zu jedem Zeitpunkt im Algorithmus (Schleifeninvariante) ist T zusammenhängend
und |EpT q| “ |V pT q| ´ 1 Kanten ÝÑ einfacher Induktionsbeweis

ñ T ist zu jederzeit ein Baum (Baumcharakterisierung 5 )
ñ T ist ein Spannbaum, sobald die letzte Ecke vn besucht wird

dps, viq ě dGps, viq für i “ 1, . . . , n ÝÑ Induktionsbeweis nach i
für alle i “ 2, . . . , n gilt dps, vi´1q ď dps, viq für die vom Algorithmus definierte
Abstandsfunktion dps, ¨q ÝÑ Induktionsbeweis nach i

Schließlich zeigen wir dps, uq ď dGps, uq für jede Ecke u P V .
Sei u mit minimalem Abstand dGps, uq zu s, so dass dps, uq ą dGps, uq

ñ insbesondere u ‰ s, da 0 “ dps, sq “ dGps, sq
sei P ein kürzester s-u-Weg in G und v die Ecke vor u auf P

ñ dGps, vq ă dGps, uq und wegen der Wahl von u gilt dps, vq “ dGps, vq
ñ dps, vq ă dps, uq und somit wurde v vor u besucht und in Q einsortiert
ñ spätestens als v erstes Element von Q war wurde u besucht
ñ dps, uq ď dps, vq ` 1 “ dGps, vq ` 1 “ dGps, uq
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Struktur von Breitensuchbäumen

Breitensuchbäume sind im Allgemeinen nicht eindeutig, da nicht
festgelegt wird in welcher Reihenfolge die Nachbarn von v in der
Schleife 4 besucht werden
allerdings sind die Levelmengen in jedem Breitensuchbaum T mit
Startecke s gleich, da gilt

Li “ tv P V : dGps, vq “ iu

und für jedes v ist der s-v -Weg in T ein kürzester s-v -Weg in G
für jede Kante tx , yu P E pGq gibt es i , j P N, sodass

x P Li , y P Lj und |i ´ j | ď 1 ,

d. h. Kanten verlaufen nur innerhalb eines Levels oder zwischen zwei
benachbarten Leveln, da wegen der Kante tx , yu sofort
|dGps, xq ´ dGps, yq| ď 1 gelten muss
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Tiefensuche (depth first search/DFS)
Wenn man in dem Breitensuche-Algorithmus die Warteschlange Q durch einen
Stapel/Stack S ersetzt, erhält man die Tiefensuche.
Algorithmus: Tiefensuche
Gegeben: Zusammenhängender Graph G “ pV ,E q und Startecke s P V
Gesucht: Tiefensuchbaum T von G

1 markiere s als besucht
2 initialisiere Wurzelbaum T , der nur die Wurzel s enthält
3 initialisiere einen Stapel/Stack S, der nur s enthält
4 solange S ‰ ∅ sei v das oberste Element in S:

a Falls es keinen unbesuchten Nachbarn u von v in G gibt:
Entferne v als oberstes Element von S.

b Falls es einen unbesuchten Nachbarn u von v in G gibt:
Füge die Ecke u und die Kante tv , uu zu T hinzu.
Markiere u als besucht.
Lege u oben auf den Stapel S.

Algorithmus mit Adjazenzlisten in einer Laufzeit linear in |E | implementierbar
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s
Stapel S:

s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a
Stapel S:

a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d
Stapel S:

d
a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b
Stapel S:

b
d
a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b
Stapel S:

�b
d
a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b
Stapel S:

�d
a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b c
Stapel S:

c
a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b c e
Stapel S:

e
c
a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b c e f
Stapel S:

f
e
c
a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b c e f
Stapel S:

�f
e
c
a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b c e f
Stapel S:

�e
c
a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b c e f
Stapel S:

�c
a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b c e f
Stapel S:

�a
s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 40



Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b c e f
Stapel S:

�s

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b c e f
Stapel S: ∅

ñ Algorithmus terminiert

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b c e f
Stapel S: ∅

ñ Algorithmus terminiert

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G “ pV ,E q und s P V
s c

b a f

d e

besuchte Ecken: s a d b c e f
Stapel S: ∅

ñ Algorithmus terminiert

Tiefensuchbaum T
s

a

d

b

c

e

f
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Struktur von Tiefensuchbäumen
Tiefensuche liefert einen Spannbaum T für zusammenhängende
Graphen G zurück (Warum?)
wie bei der Breitensuche, ist T nicht eindeutig bestimmt

Satz
Sei T ein Spannbaum erzeugt durch die Tiefensuche für einen
zusammenhängende Graphen G “ pV ,E q mit Startecke/Wurzel s und
sei ďT die entsprechende Baumordnung auf V . Für jede Kante tx , yu P E
gilt entweder

x ďT y oder y ďT x ,

d. h. x und y sind (nicht unbedingt direkte) Vorgänger und Nachfolger
voneinander.

Bemerkung:
Spannbäume mit dieser Eigenschaft heißen normale Spannbäume
Algorithmus und Satz zeigen, dass jeder zusammenhängende Graph
einen normalen Spannbaum hat
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tx , yu P E ùñ entweder x ďT y oder y ďT x

Beweis
Sei s “ v1, . . . , vn die Reihenfolge in der die Ecken im Algorithmus besucht
werden und sei e “ tvi , vju P E mit 1 ď i ă j ď n.
Falls tvi , vju eine Kante des Baumes T ist, dann ist j “ i ` 1 und somit
ist vi ein direkter Vorgänger von vj in T X

Sei also tvi , vju P E keine Kante des Baumes T . Da vi vor vj besucht und
auf den Stapel gelegt wurde und erst vom Stapel in Schritt a entfernt wird,
wenn alle Nachbarn besucht wurden, wurde vj in der Zwischenzeit auf den
Stapel (oberhalb von vi ) gelegt und irgendwann entfernt.
Mit Induktion zeigt man dann, dass alle Ecken u die besucht werden,
während vi irgendwo im Stapel S liegt, in einem Teilbaum von T unterhalb
von vi liegen.
Insbesondere gilt damit also

vi ďT vj
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Minimale Spannbäume

Problem:
für einen zusammenhängenden Graphen G “ pV ,E q mit
Kantengewichten

w : E Ñ R

suchen wir einen Spannbaum T mit minimalem Gewicht (minimaler
Spannbaum/MST)

wpT q :“
ÿ

ePEpT q
wpeq .

Idee:
Greedy-Strategie: lokal bestmögliche Wahl ausführen, ”ohne an die
Konsequenzen zu denken“
hier: wähle ”leichteste“ noch nicht betrachtete Kante e und

füge e in den aktuellen Wald T ein, falls e darin keinen Kreis schließt
andernfalls, verwerfe e
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Algorithmus von Kruskal

Algorithmus: MST-Kruskal
Gegeben: gewichteter, zusammenhängender Graph G “ pV ,E q mit
Kantengewichte w : E Ñ R

Gesucht: minimaler Spannbaum T
1 sortiere die Kanten E “ te1, . . . , emu, sodass wpe1q ď ¨ ¨ ¨ ď wpemq

2 initialisiere aufspannenden Wald T “ pV ,∅q ohne Kanten
3 für i “ 1, . . . ,m:

a falls T ` ei kreisfrei ist, füge ei zu T hinzu, d. h. T :“ T ` ei

Historische Bemerkungen:
bereits vor Kruskal (1956) wurden Algorithmen für das
MST-Problem von Bor̊uvka (1926) und Jarńık (1930) publiziert
Jarńıks Algorithmus wurde 1957 von Prim wiederentdeckt:
Greedy-Algorithmus, wobei allerdings T die ganze Zeit ein Baum ist,
d. h. in jedem Schritt wählt man eine leichteste Kante, die den
aktuellen Baum T mit einer Ecke außerhalb von T verbindet
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
initialisiere V pT q “ V pGq und E pT q “ ∅
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
initialisiere V pT q “ V pGq und E pT q “ ∅
aktuelle Kante: hat Gewicht 1,

Kante 1 schließt keinen Kreis in T
ñ Kante zu T hinzufügen
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1u
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1u
aktuelle Kante: hat Gewicht 2,

Kante 2 schließt keinen Kreis in T
ñ Kante zu T hinzufügen
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2u
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2u
aktuelle Kante: hat Gewicht 3,

Kante 3 schließt keinen Kreis in T
ñ Kante zu T hinzufügen
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3u

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 45



Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3u
aktuelle Kante: hat Gewicht 4,

Kante 4 schließt keinen Kreis in T
ñ Kante zu T hinzufügen
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4u
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4u
aktuelle Kante: hat Gewicht 5,

Kante 5 schließt einen Kreis in T
ñ Kante verwerfen
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, �5, 6, 7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4u
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, �5, 6, 7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4u
aktuelle Kante: hat Gewicht 6,

Kante 6 schließt keinen Kreis in T
ñ Kante zu T hinzufügen
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, �5, �6, 7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4, 6u
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4, 6u
aktuelle Kante: hat Gewicht 7,

Kante 7 schließt einen Kreis in T
ñ Kante verwerfen
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4, 6u
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7, 8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4, 6u
aktuelle Kante: hat Gewicht 8,

Kante 8 schließt einen Kreis in T
ñ Kante verwerfen
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7, �8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4, 6u

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 45



Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7, �8, 9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4, 6u
aktuelle Kante: hat Gewicht 9,

Kante 9 schließt keinen Kreis in T
ñ Kante zu T hinzufügen
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7, �8, �9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4, 6, 9u
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7, �8, �9, 10
V pT q “ V pGq und E pT q “ t1, 2, 3, 4, 6, 9u
aktuelle Kante: hat Gewicht 10,

Kante 10 schließt keinen Kreis in T
ñ Kante zu T hinzufügen
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Beispiel: Kruskals Algorithmus
gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

1

4

3

5

7

10

9

8

6

2

geordnete Kantenliste: �1, �2, �3, �4, �5, �6, �7, �8, �9,��10
Ausgabe: V pT q “ V pGq, E pT q “ t1, 2, 3, 4, 6, 9u und wpT q “ 25
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Korrektheit von Kruskals Algorithmus
Beweis: Sei T die Ausgabe des Algorithmus für G “ pV ,Eq und w : E Ñ R mit |E | “ m
und wpe1q ď ¨ ¨ ¨ ď wpemq.

nach 2 ist V pT q “ V und nach Wahl der Kanten in Schritt a ist T kreisfrei
T ist zusammenhängend:

Angenommen T enthält mindestens zwei Komponenten:
G zusammenhängend ñ es gibt eine Kante e “ tx , yu P E pGq und zwei
Komponenten C1 und C2 in T mit x P V pC1q und y P V pC2q
e schließt keinen Kreis in T und hätte in a eingefügt werden müssen  

ñ T ist ein Spannbaum von G
Angenommen T ist kein minimaler Spannbaum. Wähle einen minimalen Spannbaum
T˚ ‰ T , sodass der kleinste Index i einer Kante

ei P EpT qr EpT˚q
größtmöglich ist.

ei schließt einen Kreis C Ď T˚ ` ei
C ´ ei enthält eine Kante ej , die nicht in T liegt
da T˚ alle Kanten von T enthält, die vor ei in T eingefügt wurden und der
Algorithmus ei aber nicht für ej gewählt hat, muss gelten j ą i und wpejq ě wpeiq

ñ T˚˚ “ T˚ ` ei ´ ej :“ pV , pEpT˚q Y teiuqr tejuq ist ein Spannbaum mit
wpT˚˚q ď wpT˚q

ñ T˚˚ ist ein minimaler Spannbaum, der der minimalen Wahl des Index i mit
ei P EpT qr EpT˚q widerspricht
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Laufzeit von Kruskals Algorithmus
Sortieren der Kanten (Schritt 1 ) kann in einer Laufzeit proportional in
|E | log |V | implementiert werden
der Kreistest (Schritt a ) kann (elementar) über alle Kanten in einer
Gesamtlaufzeit proportional in |E | ` |V | log |V | implementiert werden

(Wie?)
ñ Gesamtlaufzeit proportional zu p|V | ` |E |q log |V |

Bemerkungen:
Schnellster MST-Algorithmus mit bekannter Laufzeit hat eine Laufzeit
proportional zu αp|V |, |E |qp|V | ` |E |q, wobei αp¨, ¨q die inverse
Ackermann-Funktion ist
αp|V |, |E |q Ñ 8 für |V |, |E | Ñ 8, allerdings extrem langsam

Wichtige offene Frage
Gibt es einen MST-Algorithmus mit Laufzeit linear in |V | ` |E |, d. h. mit Laufzeit

C ¨ p|V | ` |E |q

für eine Konstante C ą 0 unabhängig von G “ pV ,E q.
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6. Restklassenringe und RSA
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Erinnerung: Kongruenzen und Restklassen

Definition
Ganze Zahlen x , y P Z sind kongruent modulo m für eine natürliche Zahl
m P N, falls x und y denselben Rest bei Division durch m haben und wir
schreiben

x ” y pmod mq ðñ m � x ´ y .

Dies definiert eine Äquivalenzrelation und die Äquivalenzklasse
rx sm :“ ty P Z : x ” y pmod mqu

ist die Restklasse von x modulo m.

Bemerkungen:
Z “ r0sm Ÿ . . . Ÿ rm ´ 1sm für jedes m P N

Für die Menge der Restklassen (Faktormenge der Äquivalenzrelation
kongruent modulo m) schreiben wir

Z{mZ :“
 

r0sm , r1sm , . . . , rm ´ 1sm
(
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Erinnerung: Modulare Arithmetik
mit Restklassen kann man gut rechnen
x1 ” y1 pmod mq und x2 ” y2 pmod mq ñ px1 ` x2q ” py1 ` y2q pmod mq

ñ rzsm ‘ rz 1sm :“ rz ` z 1sm ist wohldefinierte Addition auf Z{mZ
Addition auf Z{mZ ist assoziativ und kommutativ
r0sm ist neutrales Element der Addition auf Z{mZ
Subtraktion kann durch rzsm a rz 1sm :“ rz ´ z 1sm definiert werden
r´zsm ist invers zu rzsm, d. h. ´rzsm “ r´zsm
für ` P t0, . . . ,m ´ 1u gilt ´r`sm “ r´`sm “ rm ´ `sm

x1 ” y1 pmod mq und x2 ” y2 pmod mq ñ px1 ¨ x2q ” py1 ¨ y2q pmod mq
ñ rzsm d rz 1sm :“ rz ¨ z 1sm ist wohldefinierte Multiplikation auf Z{mZ

Multiplikation auf Z{mZ ist assoziativ und kommutativ
r1sm ist neutrales Element der Multiplikation auf Z{mZ
im Allgemeinen gibt es keine inversen Elemente für die Multiplikation:

r2s4 d r0s4 “ r0s4 , r2s4 d r1s4 “ r2s4 ,
r2s4 d r2s4 “ r4s4 “ r0s4 , r2s4 d r3s4 “ r6s4 “ r2s4

ñ r2s4 hat kein multiplikativ Inverses in Z{4Z
Addition und Multiplikation erfüllen das Distributivgesetz

Für jedes m P N heißt Z{mZ mit Verknüpfungen ‘ und d Restklassenring modulo m.

Z{1Z “ tr0s1u “ tZu ist trivial (Nullring), aber Z{2Z “ F2 ist sogar ein Körper
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Wohldefiniertheit von ‘ und d in Z{mZ

Definition von ‘: rzsm ‘ rz 1sm :“ rz ` z 1sm
Es ist zu zeigen, dass diese Definition unabhängig von der Wahl der
Repräsentanten der Restklassen ist. D. h. wenn y kongruent zu z und y 1
kongruent zu z 1 ist, dann muss auch y ` y 1 kongruent zu z ` z 1 sein.
Sei also y kongruent zu z modulo m ñ m � z ´ y und es gelte analog
m � z 1 ´ y 1.

ñ m � ppz ´ yq ` pz 1 ´ y 1qq ñ m � ppz ` z 1q ´ py ` y 1qq
ñ y ` y 1 und z ` z 1 sind kongruent modulo m X

Definition von d: rzsm d rz 1sm :“ rz ¨ z 1sm
Analog betrachte y und y 1 mit y kongruent z und y 1 kongruent z 1 modulo m.

ñ z “ qzm ` r und y “ qy m ` r , sowie
z 1 “ qz 1m ` r 1 und y 1 “ qz 1m ` r 1

mit qz , qz 1 , qy , qy 1 P Z und r , r 1 P t0, . . . ,m ´ 1u
ñ zz 1 “ mpqzqz 1m ` qz r 1 ` qy 1rq ` rr 1 ñ zz 1 P rrr 1sm

genauso rechnet man nach, dass yy 1 P rrr 1sm
ñ yy 1 und zz 1 sind kongruent modulo m X
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Rechenregeln in Z{mZ vererben sich von Z

Exemplarisch überprüfen wir das Distributivgesetz:

rx sm d
`

ry sm ‘ rzsm
˘

“
`

rx sm d ry sm
˘

‘
`

rx sm d rzsm
˘

für alle ganzen Zahlen x , y , z P Z und m P N.
Beweis:

rx sm d
`

ry sm ‘ rzsm
˘ Def.‘
“ rx sm d

`

ry ` zsm
˘

“ rx sm d ry ` zsm

Def.d
“ rx ¨ py ` zqsm

DG. inZ
“ rx ¨ y ` x ¨ zsm

Def.‘
“ rx ¨ y sm ‘ rx ¨ zsm

und zwei weitere Anwendungen der Definition von d liefern das Gewünschte:

rx ¨ y sm ‘ rx ¨ zsm
Def.d
“

`

rx sm d ry sm
˘

‘
`

rx sm d rzsm
˘

.

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §6. Restklassen & RSA / 5



Restklassenringe
Satz
Für alle natürlichen Zahlen m P N sind die Operationen

‘ : Z{mZˆZ{mZÑ Z{mZ definiert durch rasm ‘ rbsm :“ ra ` bsm,
d : Z{mZˆZ{mZÑ Z{mZ definiert durch rasm d rbsm :“ ra ¨ bsm

wohldefiniert und für alle rasm, rbsm, rcsm P Z{mZ gelten
die Assoziativgesetze:

rasm ‘ prbsm ‘ rcsmq “ prasm ‘ rbsmq ‘ rcsm
und rasm d prbsm d rcsmq “ prasm d rbsmq d rcsm ,

die Kommutativgesetze:
rasm ‘ rbsm “ rbsm ‘ rasm

und rasm d rbsm “ rbsm d rasm ,
das Distributivgesetz: rasm d prbsm ‘ rcsmq “ prasm d rbsmq ‘ prasm d rcsmq,
die Existenz neutraler Elemente: rasm ‘ r0sm “ rasm und r1sm d rasm “ rasm
und die Existenz inverser Elemente für ‘: rasm ‘ r´asm “ r0sm.

Wir benutzen vereinfachend von nun an ` und ¨ an Stelle von ‘ und d.
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Prime Restklassengruppe
Definition
Für m ě 2 heißt eine Restklasse rasm P Z{mZ multiplikativ invertierbar, falls es
ein rbsm P Z{mZ gibt, sodass

rasm ¨ rbsm “ r1sm

und rbsm heißt (multiplikativ) Inverses von rasm. Die Menge invertierbarer Elemente

pZ{mZqˆ :“
 

rasm P Z{mZ : rasm ist multiplikativ invertierbar
(

heißt prime Restklassengruppe und die Elemente heißen Einheiten.

Bemerkungen:
‚ Es gibt höchstens ein multiplikativ Inverses für jedes rasm P Z{mZ:

Falls rasm ¨ rbsm “ r1sm und rasm ¨ rb1sm “ r1sm, dann gilt

rbsm “ rbsm¨r1sm “ rbsm¨prasm ¨ rb1smq “ prbsm¨rasmq¨rb1sm “ r1sm¨rb1sm “ rb1sm ,

d. h. rbsm “ rb1sm. X
‚ Wir bezeichnen somit das Inverse von rasm (falls es existiert) mit ras´1

m .
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Bemerkungen zu pZ{mZqˆ

r0sm ist nicht multiplikativ invertierbar, da für alle m ě 2 und z P Z gilt
0 ¨ z “ 0 ı 1 pmod mq.

ñ
ˇ

ˇpZ{mZqˆ
ˇ

ˇ ď m ´ 1

pZ{mZqˆ ist unter Multiplikation abgeschlossen, d. h.

rasm, rbsm P pZ{mZqˆ ùñ rasm ¨ rbsm P pZ{mZqˆ

Beweis: Da rasm und rbsm multiplaktiv invertierbar sind, gibt
es ry sm :“ rbs´1

m ¨ ras´1
m P Z{mZ und es gilt

prasm¨rbsm
˘

¨
`

rbs´1
m ¨ras´1

m
˘

“ rasm¨
`

rbsm ¨ rbs´1
m
˘

¨ras´1
m “ rasm¨r1sm¨ras´1

m “ r1sm .

und somit hat rasm ¨ rbsm multiplikativ Inverses ry sm und ist in pZ{mZqˆ.

Für alle rasm P pZ{mZqˆ ist rx sm ÞÑ rasm ¨ rx sm eine Bijektion auf pZ{mZqˆ:
Injektivität: rasm ¨ rx sm “ rasm ¨ ry sm

ñ ras´1
m ¨ rasm ¨ rx sm “ ras´1

m ¨ rasm ¨ ry sm ñ rx sm “ ry sm X
Surjektivität: rzsm P pZ{mZqˆ ñ ry sm :“ ras´1

m ¨ rzsm P pZ{mZqˆ
ñ rasm ¨ ry sm “ rzsm, d. h. rzsm ist im Bild der Abbildung X
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Multiplikative Inverse

Beispiele:
Wir hatten bereits gesehen, dass r2s4 kein multiplikativ Inverses hat.
r2s´1

5 “ r3s5, da r2s5 ¨ r3s5 “ r6s5 “ r1s5
r3s4 ist selbstinvers, da

r3s4 ¨ r3s4 “ r9s4 “ r1s4 ,

d. h. r3s´1
4 “ r3s4

Satz
Ein Element rasm P Z{mZ ist genau dann multiplikativ invertierbar/eine
Einheit, wenn ggTpa,mq “ 1 (d. h. wenn a und m teilerfremd sind).

Korollar
pZ{pZ,`, ¨, r0sp, r1spq ist genau dann ein Körper, wenn p eine Primzahl ist.
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rasm multiplikativ invertierbar ðñ ggTpa,mq “ 1

Beweis:

”ùñ“ Sei rasm multiplikativ invertierbar und rbsm “ ras´1
m .

ñ a ¨ b ” 1 pmod mq (Welches ¨ ?)
ñ es existiert q P Z mit a ¨ b “ q ¨m ` 1
ñ a ¨ b ´ q ¨m “ 1
ñ d. h. jeder Teiler von a und m teilt auch 1
ñ ggTpa,mq “ 1 X

”ðù“ Sei ggTpa,mq “ 1.
Wegen dem Lemma von Bézout (siehe Elementare Zahlentheorie) gibt
es s, t P Z, sodass

s ¨ a ` t ¨m “ ggTpa,mq “ 1 ùñ s ¨ a “ p´tq ¨m ` 1 .

ñ s ¨ a ” 1 pmod mq
ñ rssm ist multiplikativ Inverses von rasm X
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Berechnung von multiplikativen Inversen
Zur Erinnerung: Der erweiterterte Euklidische Algorithmus lieferte
einen algorithmischen Beweis des Lemmas von Bézout.

ñ s, t P Z mit s ¨ a ` t ¨m “ ggTpa,mq können mit dem erweiterterten
Euklidischen Algorithmus effizient berechnet werden

ñ Repräsentant s P ras´1
m kann effizient berechnet werden, falls ein

multipliaktiv Inverses von rasm existiert (d. h. genau dann,
wenn ggTpa,mq “ 1)

Beispiel: r13s2412 invertierbar?
2412 “ 185 ¨ 13` 7

13 “ 1 ¨ 7` 6
7 “ 1 ¨ 6` 1

ñ ggTp13, 2412q “ 1 und Rückwärtseinsetzen ergibt:
1 “ 7´ 1 ¨ 6 “ 7´1¨p13´ 1 ¨ 7q “ 2¨7´1¨13 “ 2¨p2412´ 185 ¨ 13q´1¨13
ñ ´371 ¨ 13` 2 ¨ 2412 “ 1 ñ r´371s2412 “ r2041s2412 “ r13s´1

2412
Probe: 13 ¨ 2041 “ 26533 “ 11 ¨ 2412` 1 ñ 13 ¨ 2412 ” 1 pmod 2412q
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Kleiner Satz von Fermat
Satz (Fermat 1640)
Sei a P N und p eine Primzahl mit p ffl a. Dann gilt

ap´1
” 1 pmod pq

und somit rap´1
sp “ ras´1

p .

Beweis: Mit Induktion über a für eine feste Primzahl p zeigen wir ap
” a pmod pq für

alle a P N. Der Satz folgt dann, da wir wegen der Voraussetzung (ggTpa, pq “ 1) auf
beiden Seiten mit b P ras´1

p ”kürzen“ können.
Induktionsanfang für a “ 1: klar, da 1p

“ 1 ” 1 pmod pq für p ě 2 X

Induktionsschritt a Ñ a ` 1: Mit dem binomischen Lehrsatz folgt

pa ` 1qp “ ap
`

p´1
ÿ

i“1

˜

p
i

¸

1iap´i
` 1p .

Da jeder der Summanden in
řp´1

i“1
`p

i

˘

1iap´i wegen dem Binomialkoeffizienten
`p

i

˘

durch p teilbar ist (p Primzahl ñ ggTpi!pp ´ iq!, pq “ 1 für 0 ă i ă p), gilt

pa ` 1qp ” ap
` 1 pmod pq .

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt ap
” a pmod pq

ñ pa ` 1qp ” a ` 1 pmod pq
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Bemerkungen zum kleinen Satz von Fermat

Für a, p wie in dem Satz können wir für ”große“x bei Berechnungen der Form
ax pmod pq die Rechnung vereinfachen, da

ap´1 ” 1 pmod pq ùñ ax ” ax´pp´1q pmod pq ” ar pmod pq

für den Rest r “ modpx , p ´ 1q der ganzzahligen Division x durch p ´ 1.

Satz (Fermat und Euler)
Seien a, m P N teilerfremd und sei ϕpmq die Anzahl der zu m teilerfremden
natürlichen Zahlen kleiner m. Dann gilt

aϕpmq ” 1 pmod mq ,

Bemerkungen:
ϕ : NÑ N heißt eulersche ϕ-Funktion
für Primzahlen p ist ϕppq “ p ´ 1 ñ Satz von Fermat und Euler
verallgemeinert den kleinen Satz von Fermat
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Beweis von Fermat–Euler
Beweis: Sei ggTpa,mq “ 1 und seien x1, . . . , xϕpmq P N die zu m
teilerfremden natürlichen Zahlen kleiner m.
ñ pZ{mZqˆ “

 

rx1sm, . . . , rxϕpmqsm
(

und rasm P pZ{mZqˆ
wir hatten bereits gesehen, dass rx sm ÞÑ rasm ¨ rx sm eine Bijektion auf
pZ{mZqˆ ist, d. h.

 

rax1sm, . . . , raxϕpmqsm
(

“
 

rx1sm, . . . , rxϕpmqsm
(

ñ

ϕpmq
ź

i“1
rxi sm“

ϕpmq
ź

i“1
raxi sm “

”

aϕpmq
ϕpmq
ź

i“1
xi

ı

m
“ raϕpmqsm

ϕpmq
ź

i“1
rxi sm

da rx1sm, . . . , rxϕpmqsm Einheiten sind, können wir auf beiden Seiten
mit

śϕpmq
i“1 rxi s

´1
m multiplizieren und erhalten

r1sm “ raϕpmqsm ùñ aϕpmq ” 1 pmod mq .
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Eulersche ϕ-Funktion
Für jede natürliche Zahl m P N definiert durch

ϕpmq “
ˇ

ˇtx P N : ggTpx ,mq “ 1 und 1 ď x ă mu
ˇ

ˇ .

ϕpmq “
ˇ

ˇpZ{mZqˆ
ˇ

ˇ ď m ´ 1
ϕppq “ p ´ 1 für Primzahlen p
ϕpp ¨ qq “ pp ´ 1qpq ´ 1q “ ϕppqϕpqq für Primzahlen p ‰ q:
Beweis: Neben den trivialen Teilern teilen nur p und q das Produkt pq.
ñ alle x ă pq nicht teilerfremd zu pq sind Vielfache von p oder q

diese Vielfachen sind: p, 2p, . . . , pq ´ 1qp und q, 2q, . . . , pp ´ 1qq
ñ ϕppqq “ pq ´ 1´ pq ´ 1q ´ pp ´ 1q “ pp ´ 1qpq ´ 1q

Aber: Berechnung von ϕpnq für n “ pq mit Primzahlen p ‰ q ohne Kenntnis
von p und q ist schwer
ÝÑ so schwer, wie Berechnung der Primfaktorzerlegung von n als n “ pq

Beweis: ϕpnq “ pp ´ 1qpq ´ 1q “ pq ` 1´ pp ` qq “ n ` 1´ pp ` qq
ñ bekanntes ϕpnq liefert die Summe p ` q “ n ` 1´ ϕpnq
ñ mit p “ n{q erhält man quadratische Gleichung in einer Variable (in q)
ñ Lösung der quadratischen Gleichung ergibt q und dann p l

kein effizienter Algorithmus bekannt
ÝÑ eine Grundlage des RSA-Verfahrens
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RSA-Verfahren
benannt nach den Erfindern Rivest, Shamir und Adleman
Public-Key-Verschlüsselungverfahren von 1977
basiert auf öffentlichen und (geheimen) privaten Schlüssel des Empfängers
Sender verschlüsselt (engl. encrypt) Nachricht M mit öffentlichem Schlüssel
verschlüsselte Nachricht C wird an den Empfänger geschickt
Empfänger entschlüsselt (engl. decrypt) C und rekonstruiert so M
Nachrichten werden hierbei als Zahlen codiert, d. h. o. B. d. A. ist M P N

RSA-Verfahren
1 Schlüsselgenerierung: Empfänger wählt zwei große Primzahlen p und q
‚ berechnet N “ pq und ϕpNq “ pp ´ 1qpq ´ 1q
‚ wählt e teilerfremd zu ϕpNq mit 1 ă e ă ϕpNq
‚ berechnet d P res´1

ϕpNq, d. h. ed “ rϕpNq ` 1 für ein r P Z
‚ veröffentlicht pe,Nq und speichert geheim pd ,Nq

2 Verschlüsselung: Sender berechnet C ” Me pmod Nq für Nachricht M ă N
und schickt Nachricht C an Empfänger

3 Entschlüsselung: Empfänger berechnet kanonisches M 1 ” Cd pmod Nq

Fermat–Euler: M 1”Cd”pMeqd”MrϕpNq`1”pMϕpNqqr ¨M”1r ¨M”M pmod Nq
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Korrektheit des RSA-Verfahrens Wieso?

die Kongruenz M 1 ” M auf der letzten Folie verwendete den Satz von
Fermat und Euler für

MϕpNq ” 1 pmod Nq
der Satz benötigt aber auf der Annahme ggTpM,Nq “ 1
da N “ pq, müssen wir die Fälle p � M bzw. q � M gesondert betrachten: Sei
also p � M

ñ M ” 0 pmod pq ùñ MrϕpNq`1 ” M pmod pq
wegen p � M und M ă pq gilt in diesem Fall q ffl M
ùñ Mq´1 ” 1 pmod qq, wegen dem kleinen Satz von Fermat
ùñ MrϕpNq`1 “ pMq´1qrpp´1q ¨M ” 1rpp´1qM pmod qq ” M pmod qq

Schließlich zeigt man (Übung), dass für Primzahlen p ‰ q und x , y P Z gilt:
x ” y pmod pq und x ” y pmod qq ùñ x ” y pmod pqq .

Somit folgt für x “ MrϕpNq`1 und y “ M auch das gewünschte
MrϕpNq`1 ” M pmod Nq .
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Beispiel: RSA-Verfahren

1 Bob wählt Primzahlen p “ 3 und q “ 11, berechnet

N “ 3 ¨ 11 “ 33 , ϕpNq “ 2 ¨ 10 “ 20 ,

wählt e “ 7 (teilerfremd zu ϕpNq “ 20) und berechnet mit erw.
Euklidischem Algorithmus

d “ 3
ñ öffentlicher Schlüssel: p7, 33q und privater Schlüssel: p3, 33q

2 Alice möchte M “ 4 senden und berechnet

47 “ 16384 “ 496 ¨ 33` 16

ñ C “ 16 ” 47 pmod 33q
3 Bob empfängt C “ 16 und berechnet

163 “ 4096 “ 124 ¨ 33` 4

ñ M 1 “ M “ 4
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Beispiel aus dem Originalartikel
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Sicherheit von RSA

Nachricht M kann nur schwer aus C ” Me pmod Nq mithilfe des
öffentlichen Schlüssels pe,Nq berechnet werden, da

in Z{NZ kein effizientes Verfahren zum ”Wurzelziehen“ bekannt ist
ÝÑ diskreter Logarithmus

kein effizientes Verfahren zur Berechnung von ϕpNq bekannt ist
ÝÑ so schwer wie Primfaktorisierung von N

Aber:
für die praktische Anwendung sollten wichtige Nebenbedingungen für
die Wahl von p, q und e beachtet werden
vollständige Sicherheit gibt es nicht
mit ”sehr großer“ Rechenleistung kann jede RSA-verschlüsselte
Nachricht entschlüsselt werden
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RSA-Factoring Challenge
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RSA-Factoring Challenge
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7. Algebraische Strukturen
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Allgemeine algebraische Struktur

Definition
Eine algebraische Struktur ist eine Menge X zusammen mit endlich vielen
endlichstelligen Operationen f1, . . . , fk auf X , d. h. für i “ 1, . . . , k ist fi eine
Abbildung fi : X `i Ñ X mit `i P N0.

Bemerkungen

oftmals sind die Operationen zweistellig/binär, d. h. `i “ 2
formal schreibt man X “ pX , f1, . . . , fkq und X heißt unterliegende Menge
meistens sind die Operationen klar vom Kontext und man identifiziert die
Struktur mit der unterliegenden Menge

Beispiele

pR,`, ¨q, pQ,`, ¨q, Körper im Allgemeinen
pZ,`, ¨q, pN,`, ¨q, pZ{nZ,`, ¨q
Boolsche Algebren: z. B. pt0, 1u,_,^, , 0, 1q und p℘pMq,Y,X, ,∅,Mq
F pAq “ tf | f : A Ñ Au mit der Komposition ˝, d. h. pf ˝ gqpxq “ f pgpxqq
pSpAq, ˝q für die Bijektionen SpAq “ tf P F pAq : f bijektivu auf A
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Neutrale Elemente

Definition
Sei pX , ˚q eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator ˚.
Ein Element e P X heißt neutrales Element, falls für alle x P X gilt

e ˚ x “ x “ x ˚ e .

Proposition
Ist ˚ eine zweistellige Operation auf X , so gibt es höchstens ein neutrales
Element bezüglich ˚.

Beweis:
Seien e, e1 P X neutral. Dann gilt

e e1 neutral
“ e ˚ e1 e neutral

“ e1 .

Somit ist e “ e1.
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Neutrale Elemente – Beispiele

0 ist neutral in pR,`q, pQ,`q, pZ,`q und pN0,`q

1 ist neutral in pR, ¨q, pQ, ¨q, pZ, ¨q, pN, ¨q und pN0, ¨q

in jedem Körper ist die 0 neutral bezüglich ` und die 1 neutral
bezüglich ¨
0 und 1 sind neutral bezüglich ` und ¨ in pZ,`, ¨q
r0sn und r1sn sind neutral bezüglich ` und ¨ in pZ{nZ,`, ¨q

pN,`q hat kein neutrales Element

Identität idA : A Ñ A mit a ÞÑ a für alle a P A ist neutral in pF pAq, ˝q
idA ist eine Bijektion und so auch neutrales Element in pSpAq, ˝q

0 ist neutral für _ und 1 ist neutral für ^ in pt0, 1u,_,^, , 0, 1q
∅ ist neutral für Y und M ist neutral für X in p℘pMq,Y,X, ,∅,Mq
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Inverse Elemente

Definition
Sei pX , ˚q eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator ˚ mit
einem neutralen Element e. Ein Element x P X heißt invertierbar, falls ein
Element y P X existiert, so dass

x ˚ y “ e “ y ˚ x .

In so einem Fall sagen wir y ist invers zu x (bezüglich ˚).

Beispiele
´x invers zu x bezüglich ` für x P R, Q oder Z
x´1 invers zu x bezüglich ¨ für x P Rr t0u oder Qr t0u
0 hat kein Inverses bezüglich ¨ in R oder Q
r´x sn invers zu rx sn in Z{nZ bezüglich `
r2s4 hat kein Inverses in Z{4Z bezüglich ¨
r3s4 ist selbstinvers in Z{4Z bezüglich ¨
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Gruppen

Definition (Gruppe)
Eine Gruppe ist eine algebraische Struktur pG , ˚q mit einer zweistelligen
Verknüpfung ˚, die folgende Eigenschaften erfüllt:

1 Assoziativgesetz: x ˚ py ˚ zq “ px ˚ yq ˚ z für alle x , y , z P G ,

2 neutrales Element: es gibt ein neutrales Element e P G
3 inverse Elemente: und jedes x in G ist invertierbar (bezüglich ˚).

Gilt zusätzlich das
4 Kommutativgesetz: x ˚ y “ y ˚ x für alle x , y P G ,

dann heißt die Gruppe pG , ˚q abelsch/kommutativ.

Bemerkungen
algebraische Strukturen die 1 erfüllen, heißen Halbgruppen
algebraische Strukturen die 1 und 2 erfüllen, heißen Monoide

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 6



Beispiele

algebraische Strukturen pN, ¨q, pR,`q, pR, ¨q und pF pAq, ˝q sind
Monoide
pN,`q ist kein Monoid, da es in N bezüglich ` kein neutrales Element
gibt
pN,`q ist eine Halbgruppe.
für eine Menge A, die wir in diesem Zusammenhang Alphabet nennen,
sei

A˚ die Menge aller endlichen Folgen von Zeichen aus A
Elemente von A˚ heißen Wörter über A
für zwei Wörter v “ a1 . . . an und w “ b1 . . . bm definieren wir die
Verkettung v"w von v und w als das Wort a1 . . . anb1 . . . bm

ñ dann ist pA˚,"q ein Monoid mit dem leeren Wort als neutralem
Element
für jedes n ě 2 ist pZ{nZ, ¨q ein Monoid
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Eindeutigkeit der Inversen

Satz
Ist pM, ˚q ein Monoid, so besitzt jedes x P M höchstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y 1 P M Inverse von x P M. Dann gilt

y 2
“ y ˚ e “ y ˚ px ˚ y 1q 1

“ py ˚ xq ˚ y 1 “ e ˚ y 1 “ y 1 .

Proposition
Ist pG , ¨q eine Gruppe, so gilt pxyq´1 “ y´1x´1 für alle x , y P G .

Beweis: Seien x , y P G . Dann gilt

pxyqpy´1x´1q
1
“ xpyy´1qx´1 “ x ¨ e ¨ x´1 “ xx´1 “ e .

ùñ y´1x´1 ist invers zu xy
ùñ wegen der Eindeutigkeit der Inversen gilt pxyq´1 “ y´1x´1
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Multiplizieren und Kürzen
für eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmäßig an, dass ¨ die Operation ist, d. h. für a, b P G ist die
Gruppenoperation a ¨ b “ ab
das neutrale Element bezeichnen wir mit e
für a P G bezeichnet a´1 das Inverse von a

Lemma
Sei G eine Gruppe. Dann gilt für alle a, b, c P G :

1 falls ab “ ac, dann ist b “ c. (Genauso folgt aus ba “ ca auch b “ c.)
2 die Gleichung ax “ b (ebenso xa “ b), wobei x eine Unbekannte ist,

ist eindeutig lösbar.

Beweis:
1 multipliziere beide Seiten der Gleichung mit a´1 von links X
2 Multiplikation mit a´1 von links zeigt x “ a´1b ist eine Lösung

Sei c auf der anderen Seite eine Lösung ñ ac “ b “ aa´1b und somit
gilt wegen dem ersten Teil auch c “ a´1b.
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Gruppen – Beispiele
pZ,`q, pQ,`q und pR,`q sind abelsche Gruppen
für jedes n ě 1 ist pZ{nZ,`q eine abelsche Gruppe
pQr t0u, ¨q und pRr t0u, ¨q sind abelsche Gruppen
ist p eine Primzahl, so ist pZ{pZr tr0spu, ¨q eine abelsche Gruppe
für jedes n ě 2 ist die Einheitengruppe ppZ{nZqˆ, ¨q eine abelsche
Gruppe
für eine Menge A bildet die Menge SpAq der Bijektionen von A nach A
zusammen mit der Komposition (Hintereinanderausführung) ˝ die
Gruppe pSpAq, ˝q

für jede Bijektion f P SpAq gibt es eine Umkehrfunktion f ´1, die das
zu f inverse Element ist
pSpAq, ˝q heißt die symmetrische Gruppe auf A
für A “ rns “ t1, . . . , nu mit n P N0 ist Sprnsq die Menge der
Permutationen auf rns und wir bezeichnen die symmetrische Gruppe mit
Sn :“ prns, ˝q bzw. bezeichnen sie auch als Permutationsgruppe
für n ě 3 ist Sn nicht abelsch:

p2, 3, 1q ˝ p1, 3, 2q “ p2, 1, 3q ‰ p3, 2, 1q “ p1, 3, 2q ˝ p2, 3, 1q .
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Geometrisches Beispiel

Dreiecksgruppe G4:
Gruppe auf der Menge der Symmetrien eines gleichseitigen Dreiecks
(Transformationen der Ebene, die das Dreieck auf das Dreieck abbilden)
mit der zweistelligen Operation der Komposition von Abbildungen ˝

A B

C
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Elemente von G4

Identität i : die jeden Punkt der Ebene auf sich selbst abbildet
Drehung r um 120˝: um den Mittelpunkt des Dreiecks entgegen dem
Uhrzeigersinn (mathematisch positiver Drehsinn)
Drehung s um 240˝: um den Mittelpunkt des Dreiecks entgegen dem
Uhrzeigersinn
Spiegelungen x , y und z : entlang der Mittelsenkrechten des Dreiecks

A B

C

A B

C

A B

C

x y z
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G4 und S3
Beobachtung

alle Symmetrien i , r , s, x , y und z sind eindeutig durch die Abbildung der
Ecken aufeinander bestimmt

ñ jede Symmetrie entspricht einer Permutation der Menge der Ecken tA,B,Cu

i r s
ˆ

A B C
A B C

˙ ˆ

A B C
B C A

˙ ˆ

A B C
C A B

˙

x y z
ˆ

A B C
B A C

˙ ˆ

A B C
A C B

˙ ˆ

A B C
C B A

˙

Zwei Gruppen pG , ¨q und pH,dq sind isomorph (geschrieben G – H), falls es
eine Bijektion ϕ : G Ñ H mit

ϕpxq d ϕpyq “ ϕpx ¨ yq

für alle x , y P G gilt und ϕ heißt Gruppenisomorphismus.
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Gruppentafeln
für (kleine) endliche Gruppen kann man alle Produkte von zwei
Gruppenelementen in einer Multiplikationstabelle/Gruppentafel
angeben
in der Zeile für das Element a und der Spalte für das Element b steht
das Produkt ab

Gruppentafel von G4:
˝ i r s x y z
i i r s x y z
r r s i z x y
s s i r y z x
x x y z i r s
y y z x s i r
z z x y r s i

Vergleich der Gruppentafeln von G4 und S3 zeigt, dass die Gruppen
isomorph sind

ñ G4 – S3
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Gruppenisomorphismen

G – H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen verträglich ist

Lemma
1 Ist ϕ : G Ñ H ein Gruppenisomorphismus, so auch ϕ´1 : H Ñ G .
2 Sind ϕ : G Ñ H und ψ : H Ñ I Gruppenisomorphismen, so auch
ψ ˝ ϕ : G Ñ I.

3 Ist ϕ : G Ñ H ein Gruppenisomorphismus. Dann gilt
ϕpeGq “ eH für die neutralen Elemente eG P G und eH P H.
ϕpa´1q “ pϕpaqq´1 für jedes a P G .

Bemerkung
Teil 1 ñ Relation – ist symmetrisch auf jeder Menge von Gruppen
Teil 2 ñ Relation – ist transitiv
Identität idG ñ Relation – ist reflexiv

ñ – definiert Äquivalenzrelation
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil 1 :
Sei ϕ : G Ñ H ein Gruppenisomorphismus von pG , ¨q nach pH,dq.
Insbesondere ϕ ist bijektiv und so auch ϕ´1 : H Ñ G . Wir zeigen, dass ϕ´1

verträglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

ϕ´1pxq ¨ ϕ´1pyq “ ϕ´1px d yq

für alle x , y P H.
Seien x , y P H beliebig und seien a, b P G die Urbilder (unter ϕ), d. h.

a “ ϕ´1pxq und b “ ϕ´1pyq .

Da ϕ ein Gruppenisomorphismus ist, gilt insbesondere auch

ϕpa ¨ bq “ ϕpaq d ϕpbq “ x d y ùñ a ¨ b “ ϕ´1px d yq .

Somit folgt die gewünschte Identität

ϕ´1pxq ¨ ϕ´1pyq “ a ¨ b “ ϕ´1px d yq .
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Gruppenisomorphie ist transitiv

Beweis von Teil 2 :
Seien ϕ : G Ñ H und ψ : H Ñ I Gruppenisomorphismen für die Gruppen
pG , ¨q, pH,dq und pI,eq. Insbesondere sind ϕ und ψ bijektiv und so ist
auch ψ ˝ ϕ : G Ñ I bijektiv. Wir zeigen die Verträglichkeit von ψ ˝ ϕ mit
den Gruppenoperationen ¨ und e, d. h.

ψpϕpaqq e ψpϕpbqq “ ψpϕpa ¨ bqq

für alle a, b P G .
Seien a, b P G beliebig. Da ψ ein Gruppenisomorphismus ist, ist ψ
verträglich mit e und d und wir haben

ψpϕpaqq e ψpϕpbqq “ ψ
`

ϕpaqdϕpbq
˘

.

Genauso ist der Gruppenisomorphismus verträglich mit d und ¨ und wir
erhalten die gewünschte Identität

ψpϕpaqq e ψpϕpbqq “ ψ
`

ϕpaqdϕpbq
˘

“ ψ
`

ϕpa ¨ bq
˘

.
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Gruppenisomorphie erhält neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil 3 :
Sei ϕ : G Ñ H ein Gruppenisomorphismus zwischen den Gruppen pG , ¨q und
pH,dq mit neutralen Elementen eG und eH .
Sei x P H beliebig und sei a P G mit ϕpaq “ x . Dann gilt

x “ ϕpaq “ ϕpa ¨ eGq “ ϕpaq d ϕpeGq “ x d ϕpeGq .

Genauso zeigt man x “ ϕpeGq d x für alle x P H und durch die
Eindeutigkeit des neutralen Elements in H, gilt eH “ ϕpeGq. X

Sei nun a P G beliebig. Aufgrund des gerade Gezeigten haben wir

eH “ ϕpeGq “ ϕpa ¨ a´1q “ ϕpaq d ϕpa´1q .

Multiplikation mit pϕpaqq´1 von links auf beiden Seiten ergibt die gesuchte
Identität

pϕpaqq´1 “ ϕpa´1q .
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Potenzen in Gruppen

Definition
Sei G eine Gruppe und a P G . Für jedes n P N0 definieren wir rekursiv

a0 :“ e und an`1 :“ an ¨ a

Für negative Exponenten definieren wir

a´n :“ pa´1qn

wie für Potenzen reeller Zahlen rechnet man schnell für alle a P G und
alle m, n P Z die folgenden Rechenregeln nach:

aman “ am`n und pamqn “ amn.

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 19



Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a P G .
Falls ein m ě 1 existiert, so dass am “ e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m ą 0.
Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung 8 hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G |.

Satz
In einer endlichen Gruppe G hat jedes Element eine endliche Ordnung ď |G |.

Beweis: Sei n “ |G | und a P G . Wir betrachten die Potenzen a1, . . . an. Falls keine
Potenz e ergibt und es nur n ´ 1 weitere Gruppenelemente gibt, können nicht alle
diese Potenzen verschieden sein (Schubfachprinzip).
ñ es gibt 1 ď ` ă m ď n, so dass a` “ am

ñ a` ¨ e “ a`am´` (Rechenregeln für Potenzen)
ñ e “ am´` (Kürzen in Gruppen)
ñ da 1 ď m ´ ` ď n, ist die Ordnung von a höchstens m ´ ` ď n
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Ordnung von Gruppenelementen – Beispiele
Permutation p2, 3, 4, 1, 5q hat in S5 die Ordnung 4
in G4 haben r und s die Ordnung 3, x , y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1
r7s10 ist in der Einheitengruppe ppZ{10Zqˆ, ¨q, da ggTp7, 10q “ 1
Potenzen von r7s10 sind: r7s10, r7s210 “ r9s10, r7s310 “ r7 ¨ 9s10 “ r3s10 und
r7s410 “ r7 ¨ 3s10 “ r1s10 ñ Ordnung von r7s10 ist 4
Achtung: für die Addition in pZ,`q ist 0 neutral (e “ 0) und an entspricht
a ` ¨ ¨ ¨ ` a “ n ¨ a
ñ jede ganze Zahl x ‰ 0 hat unendliche Ordnung in pZ,`q
in pZ{15Z,`q hat r5s15 die Ordnung 3 und r4s15 hat die Ordnung 15

Proposition
Sei G eine Gruppe, in der jedes Element ‰ e Ordnung 2 hat. Dann ist G abelsch.

Beweis: Seien x , y P G beliebig. Dann gilt

xy “ pxyqe “ pxyqpyxq2 “ pxyqpyxqpyxq “ pxpyyqxqpyxq “ pxxqpyxq “ yx .
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Vielfache der Ordnung

Satz
Sei G eine Gruppe und sei a P G ein Element von endlicher Ordnung m.
Dann gilt für alle n P Z genau dann an “ e, wenn m ein Teiler von n ist.

Beweis

”ðù“ für n “ qm mit q P Z gilt

an “ pamqq “ eq “ e

(auch für q ă 0) X

”ùñ“ Sei n “ qm` r mit 0 ď r ă m. Wir werden zeigen, dass r “ 0 gelten
muss. Tatsächlich gilt

e “ an “ aqm`r “ pamqq ¨ ar “ eq ¨ ar “ ar .

Da m die kleinste Zahl ě 1 mit am “ e ist, folgt aus r ă m dann r “ 0.
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Zyklische Gruppen
Definition (Zyklische Gruppe)
Ein Gruppe pG , ¨q heißt zyklisch, falls sie durch Potenzen über ein Element
a P G erzeugt wird, d. h.

G “ taz : z P Zu .
Beispiele

pZ,`q ist zyklisch und sowohl 1 als auch ´1 erzeugen die Gruppe
Erinnerung: multiplikative Schreibweise ñ az “ z ¨ a
für alle n P N ist pZ{nZ,`q zyklisch; erzeugt von r1sn
Bemerkung: für n “ 1 ist Z{1Z einelementig ñ zyklisch
S2 ist zyklisch und wird von der Permutationp2, 1q erzeugt
Bemerkung: alle zweielementigen Gruppen sind isomorph
G4 ist nicht zyklisch:
‚ Potenzen (Hintereinanderausführungen) von i bleiben i
‚ Drehungen r und s haben jeweils Ordnung 3 und können somit nur 3,

nicht aber alle 6 Elemente, von G4 erzeugen
‚ Spiegelungen x , y , z haben Ordnung 2 und erzeugen nur 2 Elemente
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Klassifizierung zyklischer Gruppen
Satz
Eine Gruppe pG , ¨q ist zyklisch genau dann, wenn sie isomorph zu pZ,`q
oder isomorph zu pZ{nZ,`q für ein n P N ist.

Rückrichtung hatten wir bereits durch die Beispiele gezeigt
Satz ùñ zyklische Gruppen sind abelsch

Beweis: Sei G “ taz : z P Zu durch a erzeugt mit neutralem Element eG .
1. Fall: (a hat Ordnung 8 in G)
Betrachte die Abbildung ϕ : ZÑ G gegeben durch z ÞÑ az .

ϕ ist surjektiv, da G durch a erzeugt wird
ϕ ist injektiv, da sonst aus az “ az 1 für z ą z 1 wegen az´z 1 “ eG folgt,
dass a endliche Ordnung z ´ z 1 ą 0 hätte  zur Fallannahme

ñ ϕ ist bijektiv
ϕ ist ein Isomorphismus, da

ϕpz ` z 1q “ az`z 1 “ az ¨ az 1 “ ϕpzq ¨ ϕpz 1q
X
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Klassifizierung zyklischer Gruppen – endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung n in G)
Betrachte nun die Abbildung ψ : Z{nZÑ G gegeben durch rzsn ÞÑ az .

ψ ist wohldefiniert: Seien z ” z 1 pmod nq
ñ n � z ´ z 1
ñ az´z 1 “ eG (Satz über Vielfache der Ordnung)
ñ az “ az 1 X

ψ ist injektiv: falls ψprzsnq “ az “ az 1 “ ψprz 1snq
ñ az´z 1 “ eG
ñ n � z ´ z 1 (Satz über Vielfache der Ordnung)
ñ z ” z 1 pmod nq ñ rzs “ rz 1s X

ψ ist surjektiv, da a die Gruppe G erzeugt
ñ ψ ist bijektiv

ψ ist ein Isomorphismus, da
ψprzsn ` rz 1snq “ az`z 1 “ az ¨ az 1 “ ψprzsnq ¨ ψprz 1snq

X
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Untergruppen

Definition (Untergruppe)
Sei pG , ¨q eine Gruppe. Eine Menge U Ď G heißt Untergruppe von G , falls
pU, ¨q eine Gruppe ist, wobei man die Einschränkung von ¨ auf U ˆ U
betrachtet:

1 für alle u, v P U gilt u ¨ v P U,
2 es existiert eU P U mit u ¨ eU “ u “ eU ¨ u für alle u P U
3 und für jedes u P U gibt es u1 P U mit u ¨ u1 “ eU “ u1 ¨ u.

Bemerkungen
Assoziativität muss nicht extra gefordert werden, da diese sich von G
auf U vererbt
wir werden sehen (Untergruppenkriterium), dass eU das neutrale
Element von G sein muss
ebenso entsprechen die inversen Elementen denen aus G , d. h. u1 “ u´1
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Beispiele
für m P N0 ist mZ :“ tm ¨ z : z P Zu Ď Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von pZ,`q:

1 u, v P mZ ùñ m � u und m � v ùñ m � pu ` vq ùñ u ` v P mZ
2 0 P mZ und 0 ist neutral
3 u P mZ ùñ m � ´u ùñ ´u P mZ
ñ pmZ,`q ist eine Untergruppe von pZ,`q

jede Gruppe G mit neutralem Element e hat triviale Untergruppen:
Untergruppe teu ”kleinste Untergruppe“
G selbst ist eine Untergruppe von G ”größte Untergruppe“

G4 hat die folgenden Untergruppen:
triviale Untergruppen tiu und G4,
ti , xu, ti , yu, ti , zu sind Untergruppen, da Spiegelungen selbstinvers sind,
die Drehungen bilden mit der Identität die Untergruppe ti , r , su von G4
da zwei Spiegelungen eine Drehung erzeugen und jede Drehung
zusammen mit jeder beliebigen Spiegelung alle Elemente von G4
erzeugt, gibt es keine anderen Untergruppen in G4

 

r0s15, r5s15, r10s15
(

und
 

r0s15, r3s15, r6s15, r9s15, r12s15
(

sind
Untergruppen von Z{15Z
für a P G ist xay :“ taz : z P Zu die von a erzeugte Untergruppe
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Untergruppenkriterien

Satz
Sei pG , ¨q eine Gruppe mit neutralem Element e und U Ď G . Folgende
Aussagen sind äquivalent:

1 U ist eine Untergruppe von G ,
2 e, u´1, uv P U für alle u, v P U,
3 U ‰ ∅ und uv´1 P U für alle u, v P U.

Beweise: (” 1 ñ 2 “)
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element eU P U. Dann gilt:

eU ¨ eU
eU neutral in U

“ eU
e neutral in G

“ eU ¨ e ùñ eU “ e .

Seien u P U und u1 P U das Inverse von u in U. Dann gilt:

u ¨ u1 “ eU “ e und u1 ¨ u “ eU “ e ùñ u1 “ u´1 ,

wegen der Eindeutigkeit Inverser Elemente in G . X
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Beweis der Untergruppenkriterien

” 2 ñ 3 “
e P U ùñ U ist nicht leer
u, v P U ùñ v´1 P U ùñ uv´1 P U X

” 3 ñ 1 “
U ‰ ∅ ùñ es gibt u P U ùñ uu´1 P U ùñ uu´1 “ e P U
da e P U gilt für u P U somit auch eu´1 “ u´1 P U
seien nun u, v P U ùñ v´1 P U ùñ u ¨ pv´1q´1 “ uv P U

Korollar
Sei pG , ¨q eine Gruppe und für endliches U mit ∅ ‰ U Ď G gilt uv P U für alle u,
v P U. Dann ist U eine Untergruppe von G .

Beweis: Sei U “ tu1, . . . , unu für ein n ě 1. Für jedes i P rns sind die n Produkte
uiu1, uiu2, . . . , uiun

paarweise verschieden und liegen alle in U. D. h. für jedes u P U gibt es ein j P rns
mit uiuj “ u
ñ für u “ ui gibt es j P rns, sodass uiuj “ ui ñ e “ uj P U
ñ für u “ e gibt es k P rns, sodass uiuk “ e ñ u´1

i “ uk P U
ñ U ist eine Untergruppe nach Teil 2 des vorherigen Satzes.
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Nebenklassen
Definition (Nebenklassen)
Sei G eine Gruppe, sei U Ď G eine Untergruppe und a P G . Wir definieren

aU :“ tau : u P Uu und Ua :“ tua : u P Uu .

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U und die
Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.

Beispiele:
G abelsch ñ aU “ Ua für alle a P G und Untergruppen U
für G “ pZ,`q und U “ 6Z ist t. . . ,´2, 4, 10, . . . u “ r4s6 die
Linksnebenklasse 4` 6Z additive Schreibweise hier
für U “ ti , xu in G4 gilt

iU “ ti , xu , rU “ tr , yu , sU “ ts, zu
und

Ui “ ti , xu , Ur “ tr , zu , Us “ ts, yu .
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Struktur der Nebenklassen

Satz
Sei G eine Gruppe und U Ď G eine Untergruppe. Dann gilt:

1 für alle a P G ist a P aU.
2 für alle u P U ist uU “ U.
3 für a, b P G mit b P aU gilt aU “ bU.
4 für a, b P G sind aU und bU entweder disjunkt oder gleich.
5 für alle a P G gilt |aU| “ |U|.

Die Aussagen gelten analog für Rechtsnebenklassen.

Bemerkungen:
Teile 1 und 4 ñ Links- bzw. Rechtsnebenklassen von U partitionieren G
‚ Linksnebenklassen entsprechen Äquivalenzrelation x „ y :ô x´1y P U
‚ Rechtsnebenklassen entsprechen Äquivalenzrelation x « y :ô xy´1 P U
Beweise der Teile 1 und 2 folgen direkt aus den Gruppeneigenschaften
e P U und uv P U für alle u, v P U
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Beweise
Teil 3 : Sei b P aU, d. h. b “ au0 für ein u0 P U.
ñ für jedes u P U gilt bu “ pau0qu “ apu0uq P aU, da u0, u P U
ñ bu P aU für alle u P U
ñ bU Ď aU
Andererseits gilt für jedes u P U auch au “ pbu´1

0 qu “ bpu´1
0 uq P bU.

ñ aU Ď bU. X

Teil 4 : Falls aU X bU ‰ ∅, dann gibt ein c P G mit c P aU und c P bU
und wegen 3 gilt

aU “ cU und bU “ cU ùñ aU “ bU .

X
Teil 5 : Betrachte die Abbildung f : aU Ñ U gegeben durch v ÞÑ a´1v .

f ist surjektiv: für u P U ist au P aU und f pauq “ u X
f ist injektiv: falls f pvq “ f pwq für v “ auv und w “ auw P aU, dann
gilt uv “ uw und somit auch v “ auv “ auw “ w X

ñ f ist eine Bijektion ñ |aU| “ |U|
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Satz von Lagrange
Korollar (Satz von Lagrange)
Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G , so ist die Ordnung |U|
von U ein Teiler der Ordnung |G | von G .
Wegen der erzeugten Untergruppe xay teilt somit die Ordnung von a P G auch die
Ordnung |G | von G .

Beweis: Da die Linksnebenklassen von U die Menge G partitionieren (Teile 1
und 4 ) und alle Nebenklassen die gleiche Größe |U| haben (Teil 5 ), gilt

|G | “ |U| ¨ Anzahl der Linksnebenklassen von U .

Definition (Index)
Für eine Untergruppe U von G ist die Anzahl der Links- bzw. Rechtsnebenklassen
der Index von U und wird mit rG : Us bezeichnet.

Satz von Lagrange
|G | “ rG : Us ¨ |U| für jede Untergruppe U einer endlichen Gruppe G .
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Lagrange ùñ Satz von Fermat und Euler

Satz (Fermat und Euler)
Seien a, m P N teilerfremd und sei ϕpmq die Eulersche ϕ-Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natürlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

aϕpmq ” 1 pmod mq .

Beweis:
Da a und m teilerfremd sind, gilt rasm P pZ{mZqˆ. Des Weiteren hat die
Gruppe ppZ{mZqˆ, ¨q die Ordnung |pZ{mZqˆ| “ ϕpmq und nach dem Satz
von Lagrange teilt die Ordnung k von rasm in pZ{mZqˆ somit ϕpmq,
d. h. es gibt ` P N mit k` “ ϕpmq und es gilt

rasϕpmqm “ praskmq` “ r1s`m “ r1sm ùñ aϕpmq ” 1 pmod mq .
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Zyklizität vererbt sich auf Untergruppen

Satz
Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch.

Beweis:
Sei G “ taz : z P Zu “ xay.
Falls U “ teu, dann ist U offensichtlich zyklisch.
Sei also az P U mit az ‰ 0.
ñ pazq´1 “ a´z P U und entweder z P N oder ´z P N
ñ es gibt ein kleinstes n ě 1 mit an P U.
Wir zeigen nun U “ tpanqz : z P Zu “ xany.

xany Ď U ist klar, da U eine Gruppe ist und an P U
sei az P U und z “ qn ` r mit q P Z und 0 ď r ă n
ñ da a´qn P xany Ď U, ist ar “ a´qn ¨ az P U
ñ wegen der minimalen Wahl von n und 0 ď r ă n folgt also r “ 0
ñ az “ aqn P xany
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Gruppen mit Primzahlordnung

Satz
Jede endliche Gruppe G deren Ordnung p eine Primzahl ist, ist zyklisch und
hat nur triviale Untergruppen.

Beweis: Sei a P G . Da p “ |G | eine Primzahl ist, ist nach dem Satz von
Lagrange die Ordnung von a entweder 1 oder p.

Ordnung von a ist 1 ðñ a “ e
da |G | ě 2, gibt es ein a P G mit a ‰ e

ñ Ordnung von a ist p ñ a0, a1, . . . , ap´1 sind paarweise verschiedene
Elemente von G

ñ G “ ta0, a1, . . . , ap´1u “ xay
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Permutationen
Erinnerung:

SpAq ist die Menge aller Bijektionen von A nach A
pSpAq, ˝q ist eine Gruppe, genannt symmetrische Gruppe bzw.
Permutationsgruppe auf A mit neutralem Element idA
für A “ rns bezeichnen wir mit Sn die Permuationsgruppe pSprnsq, ˝q
Permuationsgruppen sind ”universell“ für endliche Gruppen in
folgendem Sinne:

Satz (Cayley)
Jede endliche Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von SpGq.

Beweis: Sei pG , ¨q eine endliche Gruppe. Für jedes a P G ist die Abbildung
σa : G Ñ G mit b ÞÑ a ¨ b eine Bijektion, d. h. σa P SpGq. Nun betrachtet
man die Abbildung f : G Ñ SpGq gegeben durch

a ÞÑ σa .

Man überprüft nun, dass f ein Gruppenisomorphismus zwischen G
und tσa : a P Gu Ď SpGq etabliert.
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Gruppenisomorphismus f : G Ñ SpGq durch a ÞÑ σa

f ist surjektiv: per Definition auf tσa : a P Gu Ď SpGq
f ist injektiv: σa “ σb bedeutet ac “ bc für alle c P G ñ a “ b

ñ f ist eine Bijektion X

Seien a, b P G beliebig. Die Abbildung σa¨b “ f pa ¨ bq ist eine Bijektion
auf G , d. h. f pa ¨ bq ordnet jedem c P G ein σa¨bpcq “ pa ¨ bq ¨ c P G zu.
Somit gilt für jedes c P G

f pa ¨ bqpcq “ σa¨bpcq “ pa ¨ bq ¨ c “ a ¨ pb ¨ cq “ a ¨ σbpcq

und somit gilt

f pa ¨ bqpcq “ a ¨ σbpcq “ σapσbpcqq “ pσa ˝ σbqpcq “ pf paq ˝ f pbqqpcq .

Da diese Identität für alle c P G gilt, gilt also f pa ¨ bq “ f paq ˝ f pbq und da
a, b P G beliebig waren, ist f somit ein Gruppenisomorphismus.
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Notation
wir studieren Permuationsgruppen Sn für n P N0

Permutationen werden oft mit kleinen griechischen Buchstaben π, σ, oder τ
bezeichnet
manchmal geben wir Permutationen explizit an, z. B.

σ “

ˆ

1 2 3 4 5
3 2 5 1 4

˙

P S5

bildet 1 auf 3, 2 auf 2, 3 auf 5, 4 auf 1 und 5 auf 4 ab,
σp1q “ 3 , σp2q “ 2 , σp3q “ 5 , σp4q “ 1 und σp5q “ 4 .

da die erste Zeile in der expliziten Darstellung von σ redundant ist, schreiben
wir manchmal auch nur σ “ p3, 2, 5, 1, 4q

ACHTUNG: nicht verwechseln mit der späteren Zyklenschreibweise
da S5 endlich ist (|S5| “ 5! “ 120), hat σ endliche Ordnung (die nach
Lagrange ein Teiler von 120 ist), d. h. es gibt ein k mit k � 120, sodass

σk “ σ ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ σ “ idr5s .
Für dieses Beispiel prüft man leicht nach, dass k “ 4 ist.
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Beispiel

σ “

ˆ

1 2 3 4 5
3 2 5 1 4

˙

P S5

iterierte Anwendungen von σ fixiert die 2 fest (σp2q “ 2) und ”zykelt“
(ausgehend von 1) durch die Elemente 3, 5, 4, 1

σp1q “ 3 , σ2p1q “ σp3q “ 5 , σ3p1q “ σp5q “ 4

und
σ4p1q “ σ3p3q “ σ2p5q “ σp4q “ 1

und danach wiederholt sich diese Sequenz
σ ”zerfällt“ in einen Zyklus p1 3 5 4q und einen Fixpunkt p2q (trivialer
Zyklus)

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 40



Zyklen

Definition (Zyklus)
Sei X Ď rns mit X “ tx1, . . . , xku für k ě 2.
Wir bezeichnen mit px1 x2 . . . xkq die Permutation σ P Sn definiert durch

σpxq “

$

’

&

’

%

x falls x R X ,
xi`1 falls x “ xi für {i=1,. . . ,k-1},
x1 falls x “ xk .

Die Permutation σ ist dann ein Zyklus der Länge k und Zyklen der Länge 2
(Vertauschung von zwei Elementen) heißen Transpositionen.
Zwei Zyklen px1 x2 . . . xkq und py1 y2 . . . y`q sind disjunkt, wenn die beiden Mengen
tx1, . . . , xku und ty1, . . . , y`u disjunkt sind.

Neben den Schreibweisen
ˆ

1 2 3 4 5
3 2 5 1 4

˙

und p3, 2, 5, 1, 4q gibt es so noch die

Zyklenschreibweisen

p1 3 5 4q “ p3 5 4 1q “ p5 4 1 3q “ p4 1 3 5q P S5 .
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Zyklenzerlegung

Satz
Sei n P N0. Dann gilt:

Jede Permutation σ P Sn ist ein Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen. Eine solche Darstellung nennt man Zyklenzerlegung von σ und
diese ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.
Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen.

ñ Jede Permutation σ P Sn ist ein Produkt von Transpositionen.

Beispiel:
σ “

ˆ

1 2 3 4 5 6
4 5 1 3 6 2

˙

P S6

ñ σ “ p1 4 3q ˝ p2 5 6q
ñ p1 4 3q “ p1 4q ˝ p4 3q und p2 5 6q “ p2 5q ˝ p5 6q
ñ σ “ p1 4q ˝ p4 3q ˝ p2 5q ˝ p5 6q
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Beweis der Zyklenzerlegung

Beweis: Betrachte die Relation i „ j auf rns gegeben durch

D n P N0 : σzpiq “ j .

man prüft direkt nach, dass „ eine Äuquivalenzrelation ist
für jede Äquivalenzklasse ris gibt es ein mi P N, sodass

ris “ tσ0piq, σ1piq, . . . , σmi´1piqu

ist mi “ 1, dann ist i ein Fixpunkt von σ
ist mi ą 1, dann ist pσ0piqσpiq . . . σmi´1piqq ein Zykel von σ

ñ Partition durch Äquivalenzklassen codiert disjunkte Zyklen von σ X
Der zweite Teil folgt direkt aus der Darstellung

px1 x2 . . . xkq “ px1 x2q ˝ px2 x3q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ pxk´2 xk´1q ˝ pxk´1 xkq.
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Gerade und ungerade Permutationen
Satz
Sei σ P Sn. Die Parität (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von σ als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar
Die Menge der geraden Permutationen An Ď Sn bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heißt alternierende Gruppe.

Beweis:
idrns wird durch 0 Transpositionen dargestellt und ist somit in An
da die Summe zweier gerader Zahlen gerade ist, ist die Komposition zweier
gerader Permutationen wieder gerade
da Transpositionen selbstinvers sind, gilt
σ “ τ1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ τk ùñ σ´1 “ pτ1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ τkq

´1 “ τ´1
k ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ τ´1

1 “ τk ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ τ1

ñ wenn σ P An, dann ist auch σ´1 P An
Somit zeigt das Untergruppenkriterium, dass An eine Untergruppe von Sn ist.
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Körper

mithilfe von Gruppen kann man Körper kompakter definieren

Definition (Körper)
Eine Menge K mit verschiedenen Elementen 0K , 1K P K und binären
Operationen ` : K ˆ K Ñ K und ¨ : K ˆ K Ñ K ist ein Körper, falls gilt:

1 pK ,`q ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0K ,
2 pK r t0Ku, ¨q ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1K ,
3 für alle a, b, c P K gelten die Distributivgesetze

a ¨ pb ` cq “ a ¨ b ` a ¨ c und pa ` bq ¨ c “ a ¨ c ` b ¨ c .

Bemerkung:
mit den Distributivgesetzen folgt a ¨ 0K “ 0K ¨ a “ 0K für alle a P K :

a ¨ 0K “ a ¨ p0K ` 0K q “ a ¨ 0K ` a ¨ 0K ùñ 0K “ a ¨ 0K

0K ¨ a “ p0K ` 0K q ¨ a “ 0K ¨ a ` 0K ¨ a ùñ 0K “ 0K ¨ a .
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Ringe
Ringe benötigen weniger multiplikative Struktur als Körper

Definition (Ring)
Eine Menge R mit binären Operationen ` : R ˆ R Ñ R und ¨ : R ˆ R Ñ R ist ein
Ring, falls gilt:

1 pR,`q ist eine abelsche Gruppe,
2 pR, ¨q ist eine Halbgruppe,
3 für alle a, b, c P K gelten die Distributivgesetze

a ¨ pb ` cq “ a ¨ b ` a ¨ c und pa ` bq ¨ c “ a ¨ c ` b ¨ c .
Das neutrale Element der Addition ist das Nullelement 0R von R. Wenn die
Multiplikation kommutativ ist, dann ist R ein kommutativer Ring. Ist pR, ¨q sogar
ein Monoid mit neutralem Element 1R , dann ist R ein Ring mit 1/unitärer Ring.

wie in Körpern folgert man 0R ¨ a “ 0R “ a ¨ 0R aus den Distributivgesetzen
wir betrachten nur Ringe mit 1 und meinem bei einem Ring immer einen mit 1
falls 0R “ 1R , dann ist R “ t0Ru der Nullring mit nur einem Element, da
dann für jedes a P R gilt:

a “ a ¨ 1R “ a ¨ 0R “ 0R .
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Beispiele und Notation

pR,`, ¨q und pQ,`, ¨q sind Körper
jeder Körper ist ein kommutativer Ring (mit 1)
ein Ring ist nur dann ein Körper, wenn pR r t0Ru, ¨q eine abelsche
Gruppe ist
pZ,`, ¨q ist ein kommutativer Ring (mit 1), aber kein Körper
für jedes n P N ist der Restklassenring pZ{nZ,`, ¨q ein kommutativer
Ring (mit 1)
pZ{nZ,`, ¨q ist nur dann ein Körper, wenn n eine Primzahl ist
wenn die Operationen klar sind, dann identifizieren wir Körper und
Ringe mit ihrer Grundmenge
an Stelle von 0R , 1K etc. schreiben wir oft nur 0 und 1
für ein Element a bezeichnen wir mit ´a und a´1 die inversen
Elemente bezüglich der Addition und Multiplikation
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Einheitengruppe
in einem Monoid sind die inversen Elemente (wenn sie existieren) eindeutig

Definition (Einheiten)
Sei R ein Ring (mit 1). Die Menge der Elemente a die ein multiplikatives Inverses
a´1 haben, heißt Einheitengruppe Rˆ Ď R, d. h.

Rˆ :“ ta P R : es gibt b P R mit a ¨ b “ b ¨ a “ 1u ,

und die Elemente von Rˆ heißen Einheiten.

Satz
Für jeden Ring (mit 1) ist die Einheitengruppe pRˆ, ¨q eine Gruppe.

Beweis
a, b P Rˆ ñ pabq´1 “ b´1a´1 P R ñ ab P Rˆ (¨ wohldef. auf Rˆ)
1 P Rˆ und a P Rˆ ñ a´1 P Rˆ

Assoziativität vererbt sich vom Monoid pR, ¨q
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Beispiele

für jeden Körper K ist Kˆ “ K r t0u
insbesondere

Rˆ “ Rr t0u und Qˆ “ Qr t0u

und für jede Primzahl p gilt

pZ{pZqˆ “ Z{pZr tr0spu

für die ganzen Zahlen gilt: Zˆ “ t´1, 1u
pZ{8Zqˆ “

 

r1s8, r3s8, r5s8, r7s8
(

pZ{15Zqˆ “
 

r1s15, r2s15, r4s15, r7s15, r8s15, r11s15, r13s15, r14s15
(

allgemein wissen wir für n P N

pZ{nZqˆ “
 

rasn : ggTpa, nq “ 1
(
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8. Polynome
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Polynome über Körpern

Definition (Polynome)
Sei K ein Körper und X ein Unbekannte/Variable. Ein Ausdruck der Form

a0X 0 ` a1X 1 ` a2X 2 ` ¨ ¨ ¨ ` anXn “
n
ÿ

i“0
aiX i

mit n P N0 und Koeffizienten a0, . . . , an P K , heißt Polynom (über K ).
Die Menge aller Polynome über K bezeichnen wir mit K rX s.
Polynome der Form a0X 0 heißen konstant.
Der Körper K läßt sich in K rX s durch a ÞÑ aX 0 mit den konstanten
Polynomen identifizieren und als Teilmenge von K rX s auffassen.
Bem.: Im Allgemeinen werden Polynome oft auch über kommutative
Ringe mit 1 (z. B. über Z) betrachtet.

Beispiel
1X 0 ` 7

3X 1 ` p´0.01qX 2 ` 0X 3 ` 1X 4 ` 0X 5 `
?

2X 6 P RrX s
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Konventionen

die Reihenfolge der Terme eines Polynoms ist unerheblich, aber zur
besseren Übersicht gibt man die Terme meistens monoton aufsteigend
oder absteigend in den Potenzen an
X 0 ist für alle möglichen Werte 1 und wird oft weggelassen und nur der
Koeffizient a0 geschrieben
für X 1 schreibt man einfach X
Terme mit Koeffizient 0 P K läßt man meistens weg
Koeffizienten ai “ 1 läßt man auch meistens weg, außer für i “ 0
für Terme der Form p´aqX i

”zieht“ man das Minus in die Summe der
Terme

Angewandt auf das Beispiel
1X 0 ` 7

3X 1 ` p´0.01qX 2 ` 0X 3 ` 1X 4 ` 0X 5 `
?

2X 6

ergibt sich die vereinfachte Darstellung
?

2X 6 ` X 4 ´ 0.01X 2 ` 7
3X ` 1 .
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Polynome über Z{pZ

neben den bekannten Polynomen über R und Q, können wir nun auch
Polynome über Z{pZ für Primzahlen p betrachten:

r4s5X 3 ` r´2s5X 2 ` r1s5 P pZ{5ZqrX s

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir für die Koeffizienten
anstelle der Restklassen einfach den Standardrepräsentanten:

r4s5X 3 ` r´2s5X 2 ` r1s5 “ 4X 3 ` 3X 2 ` 1 P pZ{5ZqrX s ,

wobei

r4s5X 3 ` r´2s5X 2 ` r1s5 “ 4X 3´ 2X 2 ` 1 P pZ{5ZqrX s

auch üblich ist.
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Grad eines Polynoms

Definition (Grad)
Sei p “

řn
i“0 aiX i P K rX s ein Polynom über einem Körper K . Der Grad von p ist

das größte i P t0, . . . , nu mit ai ‰ 0 und wird mit gradppq bezeichnet. Gilt ai “ 0
für alle i P t0, . . . , nu, so nennt man p das Nullpolynom und setzt gradppq “ ´8.
Konstante Polynome sind dann entweder das Nullpolynom oder Polynome mit
Grad 0.
Wenn p nicht das Nullpolynom ist, bezeichnet agradppq den Leitkoeffizienten und p
heißt normiert, falls der Leitkoffizient 1 ist.

zwei Polynome p “
řn

i“0 aiX i und q “
řm

i“0 biX i über dem gleichen
Körper K sind gleich, wenn:

gradppq “ gradpqq
und ai “ bi für alle i “ 0, . . . , gradppq .

0X 3 ´ X 2 ` 0X ` 3 “ ´X 2 ` 0X ` 3 “ ´X 2 ` 3
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Addition von Polynomen

Definition
Seien p “

řn
i“0 aiX i und q “

řm
i“0 biX i Polynome über dem gleichen Körper K .

Wir definieren die Summe p ` q koeffizientenweise

p ` q :“
maxtm,nu

ÿ

i“0
pai ` biqX i ,

wobei bm`1“ . . .“bn“0 (falls nąm) b. z. w. an`1“ . . .“am“0 (falls mąn).
Somit gilt gradpp ` qq ď maxtgradppq, gradpqqu.

Beispiel: Für p “ X 4 ` 3X 2 ` 2 und q “ 4X 4 ` X 3 ` 2X 2 ´ 1 P pZ{5ZqrX s
erhalten wir

p ` q “ 5X 4 ` X 3 ` 5X 2 ` 1 “ X 3 ` 1 P pZ{5ZqrX s

ùñ gradpp ` qq “ 3 ă 4 “ maxtgradppq, gradpqqu hier
Im Allgmeinen gilt: gradpp ` qq ă maxtgradppq, gradpqqu

ðñ gradppq “ gradpqq und die Leitkoeffizienten sind additive Inverse in K .
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Multiplikation von Polynomen
Definition
Seien p “

řn
i“0 aiX i und q “

řm
i“0 biX i Polynome über dem gleichen Körper K .

Wir definieren das Produkt p ¨ q ”durch ausmultiplizieren“

p ¨ q :“
m`n
ÿ

i“0
ciX i mit ci :“

i
ÿ

j“0
ajbi´j “ a0bi ` a1bi´1 ` ¨ ¨ ¨ ` aib0

wobei (ähnlich wie bei der Addition) dafür bm`1“ . . .“bm`n“0 und
an`1“ . . .“am`n“0 gesetzt wird.

Aus der Definition folgt direkt:

gradpp ¨ qq ď gradppq ` gradpqq mit cgradppq`gradpqq “ agradppq ¨ bgradpqq

Da in Körpern das Produkt agradppq ¨ bgradpqq zweier von Null verschiedener
Elemente niemals Null ist, folgt somit auch

gradpp ¨ qq “ gradppq ` gradpqq

für Polynome über einem Körper K .
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Beispiel

Für p “ X 3 ` 3X 2 ` 2 und q “ 2X 2 ´ X ` 4 P pZ{5ZqrX s erhalten wir

p ¨ q “ pX 3 ` 3X 2 ` 2q ¨ p2X 2 ´ X ` 4q

ausmultiplizieren ergibt

“ 2X 5 ` p´1` 3 ¨ 2qX 4 ` p4´ 3qX 3 ` p3 ¨ 4` 2 ¨ 2qX 2 ´ 2X ` 8

und zusammenfassen und umrechnen in Standardrepräsentanten führt zu

“ 2X 5 ` 5X 4 ` X 3 ` 16X 2 ´ 2X ` 8 “ 2X 5 ` X 3 ` X 2 ` 3X ` 3 .

Es gilt in pZ{5ZqrX s also

pX 3 ` 3X 2 ` 2q ¨ p2X 2 ´ X ` 4q “ 2X 5 ` X 3 ` X 2 ` 3X ` 3.
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Verwirrender Abstecher

Betrachtet man Polynome über kommutative Ringe (mit 1), dann gilt die
Gradformel für das Produkt im Allgemeinen nicht.

Beispiel: Für p “ 2X 3 und q “ 3X 2 ` 1 in pZ{6ZqrX s gilt

p ¨ q “ 6X 5 ` 2X 3 “ 2X 3 P pZ{6ZqrX s

ùñ gradpp ¨ qq “ 3 ă 5 “ gradppq ` gradpqq
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Polynomringe
Satz
Für jeden Körper K ist die Menge der Polynome K rX s zusammen mit der
definierten Addition und Multiplikation für Polynome ein kommutativer Ring mit 1,
wobei das Nullpolynom das neutrale Element der Addition und das konstante
Polynom 1 “ 1X 0 das neutrale Element der Multiplikation ist.
Wir nennen K rX s deswegen Polynomring (über K ).

Beweis:
Assoziativität und Kommutativität von ` vererbt sich von K
Nullpolynom ist offensichtlich neutral bezüglich der Addition
p “

řn
i“0 aiX i P K rX s ùñ ´p :“

řn
i“0p´aiqX i P K rX s

ñ pK rX s,`q ist eine abelsche Gruppe
Assoziativität und Kommutativität von ¨ vererbt sich von K
konstantes Einspolynom 1 “ 1X 0 ist neutral bezüglich der Multiplikation

ñ pK rX s, ¨q ist ein kommutatives Monoid
Distributivgesetzte kann man nachrechnen

Auch Polynome RrX s über kommutative Ringe R mit 1 bilden einen solchen.
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Teilbarkeit für Polynome
Definition
Sei K ein Körper und p, q P K rX s Polynome. Das Polynom p ist ein Vielfaches
von q, falls es ein Polynom m P K rX s gibt, sodass

p “ q ¨m .

Wir schreiben dafür q � p und sagen q teilt p, oder q ist ein Teiler von p.
Teilt ein Polynom r P K rX s sowohl p als auch q, dann ist r ein gemeinsamer Teiler
von p und q.
Das Polynom r ist ein größter gemeinsamer Teiler von p und q (‰ Nullpolynom),
wenn es ein gemeinsamer Teiler mit maximalem Grad ist.
Der größte gemeinsame Teiler von einem Polynom p und dem Nullpolynom ist p,
insbesondere auch, falls p selbst das Nullpolynom ist.

Beispiel: In Z{5Z gilt

pX 3 ` 3X 2 ` 2q ¨ p2X 2 ´ X ` 4q “ 2X 5 ` X 3 ` X 2 ` 3X ` 3 .

ñ X 3 ` 3X 2 ` 2 und 2X 2 ´ X ` 4 sind Teiler von 2X 5 ` X 3 ` X 2 ` 3X ` 3.
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Einheiten in K rX s

p P pK rX sqˆ, falls es ein q P K rX s mit p ¨ q “ 1 “ 1X 0 gibt
gradp1q “ 0 und da K ein Körper ist, gilt

gradpp ¨ qq “ grad p ` grad q

ñ nur die konstanten Polynome mit Grad 0 können Einheiten sein
tatsächlich gibt es für jedes a P K r t0u ein multiplikativ Inverses
a´1 P K r t0u und für die konstanten Polynome p “ aX 0 und
q “ a´1X 0 gilt

p ¨ q “ pa ¨ a´1qX 0 “ 1X 0

Satz
Für jeden Körper K sind die Einheiten des Polynomrings K rX s genau die
konstanten Polynome vom Grad 0, d. h.

pK rX sqˆ “
 

aX 0 : a P K r t0u
(

.
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Größte gemeinsame Teiler

wie man an den konstanten Polynomen leicht sieht, sind größte
gemeinsame Teiler nicht eindeutig bestimmt
z. B. für p1 “ aX 0, p2 “ bX 0 P K rX s mit a, b ‰ 0 teilt jedes Polynom
m “ cX 0 mit c ‰ 0 sowohl p1 als auch p2 und da jeder Teiler von p1
und p2 Grad 0 haben muss, ist ein jedes solches m ein größter
gemeinsamer Teiler
auch für Polynome mit höheren Grad tritt diese Phänomen auf, da

m � p1 und m � p2 ùñ a ¨m � p1 und a ¨m � p2

für alle m, p1, p2 P K rX s und a P K r t0u
ein größter gemeinsamer Teiler zweier Polynome läßt sich wie der ggT
zweier ganzer Zahlen mit dem Euklidischen Algorithmus bestimmen
Euklidischer Algorithmus in Z beruht auf der Division mit Rest
analog führen wir die Division mit Rest in K rX s ein

ÝÑ Polynomdivision
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Polynomdivision

Satz
Sei K ein Körper und seien p, m P K rX s Polynome mit m ‰ 0, dann gibt es
Polynome q, r P K rX s mit p “ q ¨m ` r und gradprq ă gradpmq.

Beweis: Sei p “
řn

i“0 aiX i und m “
řk

i“0 biX i mit gradppq “ n und
gradpmq “ k. Der folgende Algorithmus der Polynomdivision ermittelt
Polynome q und r mit den gewünschten Eigenschaften.

1 Falls n ă k, dann geben wir q “ 0 und r “ p aus.
2 Initialisiere s “ p
3 Solange ` :“ gradpsq ě k und s “

ř`
i“0 diX i :

Setze c`´k “
d`

bk
.

Setze s :“ s ´ c`´kX `´k ¨m.
4 Gib r “ s und q “

řn´k
i“0 ciX i aus.

Algorithmus terminiert, da sich in jedem Durchlauf von 3 der Grad von s
um mindestens 1 verringert und k ě 0 gilt. Tatsächlich hat c`´kX `´k ¨m
Leitkoeffizienten c`´k ¨ bk “ d` und Grad ` genau wie s. Somit hat das
Polynom s ´ c`´kX `´k ¨m einen geringeren Grad.
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Korrektheit der Polynomdivision
Die Korrektheit beweisen wir mit Induktion nach n und betrachten dafür die
rekursive Version des Algorithmus:

1 Falls n ă k, dann gib q “ 0 und r “ p zurück.
2 Finde rekursiv q1 und r für die Division von p1 “ p ´ an

bk
X n´k ¨m durch m,

sodass
p1 “ q1 ¨m ` r und gradprq ă k “ gradpmq . (˚)

3 Gib q “ q1 ` an
bk

X n´k und r zurück.

Induktionsanfang für n ă k: In diesem Fall liefert 1 eine Lösung, da dann
gradppq “ n ă k “ gradprq und offensichtlich p “ 0 ¨m ` p.
Induktionsschritt (mit allen Vorgängern) auf n: Da gradpp1q ă gradppq “ n, folgt
mit der Induktionsvoraussetzung, dass in Schritt 2 q1 und r P K rX s gefunden
werden, die (˚) erfüllen. Einsetzen ergibt dann

p“p1` an
bk

X n´k ¨m (˚)
“ q1 ¨m`r` an

bk
X n´k ¨m“

´

q´ an
bk

X n´k
¯

¨m`r` an
bk

X n´k ¨m .

ùñ p “ q ¨m´ an
bk

X n´k ¨m ` r ` an
bk

X n´k ¨m “ q ¨m ` r
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Bemerkungen zur Polynomdivision

die im Beweis angegebenen Algorithmen der Polynomdivison lassen
sich effizient implementieren, wenn die Division im entsprechenden
Körper K effizient realisierbar ist
bei der Berechnung der Koeffizienten von q wird durch den
Leitkoeffizienten von m geteilt, was in Polynomringen über Körpern
immer möglich ist
in Polynomringen RrX s über kommutativen Ringen R mit 1 müßte
man zusätzlich fordern, dass der Leitkoeffizient bk von m eine Einheit
ist, d. h. bk P Rˆ

mithilfe der Polynomdivision lässt sich der Euklidische Algorithmus
von Z direkt auf Polynomringe K rX s übertragen, um einen größten
gemeinsamen Teiler von zwei gegebenen Polynomen p1, p2 P K rX s zu
berechnen
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Beispiel Polynomdivision
Gegeben seien Polynome p “ X 4 ´ 3X 2 ` 5X ´ 3 und m “ X ´ 1 aus RrX s und
gesucht sind q und r mit p “ q ¨m ` r und gradprq ă gradpmq “ 1.

X 4 ´ 3X 2 ` 5X ´ 3 “
`

X ´ 1
˘`

X 3 ` X 2 ´ 2X ` 3
˘

´ X 4 ` X 3

X 3 ´ 3X 2

´ X 3 ` X 2

´ 2X 2 ` 5X
2X 2 ´ 2X

3X ´ 3
´ 3X ` 3

0
ùñ q “ X 3 ` X 2 ´ 2X ` 3 und r “ 0

über den Strichen auf der linken Seite steht der aktuelle Term ´c`´kX `´k ¨m
unter den Strichen steht der aktuell relevante Teil von s
unter dem letzten Strich (wenn gradpsq ă gradpmq) steht das Restpolynom r
auf der rechten Seite steht m ¨ pcn´kX n´k ` ¨ ¨ ¨ ` c`´kX `´k . . . q und am
Ende der Rechnung m ¨ q
wegen dem ”““ muß am Ende der Rechnung auf der rechten Seite noch `r
ergänzt werden (entfällt oben, da hier r “ 0)
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Weiteres Beispiel Polynomdivision

Für p “ X 4 ´ X 2 ` 3X ` 2 und m “ X 2 ´ 2X ` 1 aus RrX s ergibt die
Polynomdivision:

X 4 ´ X 2 ` 3X ` 2 “
`

X 2 ´ 2X ` 1
˘`

X 2 ` 2X ` 2
˘

` 5X
´ X 4 ` 2X 3 ´ X 2

2X 3 ´ 2X 2 ` 3X
´ 2X 3 ` 4X 2 ´ 2X

2X 2 ` X ` 2
´ 2X 2 ` 4X ´ 2

5X

Hier ist der Quotient q “ X 2 ` 2X ` 2 und der Rest r “ 5X .
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Euklidischer Algorithmus in Polynomringen

wie in Z kann man größte gemeinsame Teiler von Polynomen mit Hilfe des
Euklidischen Algorithmus berechnen
der Grad übernimmt die Rolle des Betrages bei den ganzen Zahlen und die
Polynomdivision die Rolle der ganzzahligen Division in Z
dabei teilt man ausgehend von p1 und p2, also in jedem Schritt mit der
Polynomdivision das Polynom p1 mit dem größeren Grad durch das Polynom
mit dem kleineren Grad p2 und ersetzt dann p1 durch p2 und p2 durch r
sobald p2 das Nullpolynom ist, ist p1 ein größter gemeinsamer Teiler gefunden
im Unterschied zur Situation bei ganzen Zahlen, kann es bei Polynomen
passieren, dass die beiden gegebenen Polynome p1 und p2 denselben Grad
haben, ohne dass die beiden Polynome einander teilen
in diesem Falle ist es egal, ob man zunächst das eine Polynom durch das
andere teilt oder umgekehrt
die Korrektheit diese Verfahrens beweist man ebenso wie die Korrektheit des
Euklidischen Algorithmus in Z, mit Induktion nach gradpp1q ` gradpp2q,
kombiniert mit der Proposition, dass für p1 “ q ¨ p2 ` r mit
gradprq ă gradpp2q jeder größte gemeinsame Teiler von p2 und r auch ein
größter gemeinsamer Teiler von p1 und p2 ist
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Beispiel größter gemeinsamer Teiler in Polynomringen

Für p1 “ X 3 ´ 3X 2 ` 5X ´ 3 und p2 “ X 3 ´ 1 aus RrX s suchen wir einen
größten gemeinsamen Teiler.
Beide Grade sind gleich und es ist egal, wie wir beginnen. Wir teilen p1
durch p2:

X 3 ´ 3X 2 ` 5X ´ 3 “
`

X 3 ´ 1
˘

1´ 3X 2 ` 5X ´ 2
´ X 3 ` 1

´ 3X 2 ` 5X ´ 2

Der Rest ist r1 “ ´3X 2 ` 5X ´ 2 und im nächsten Schritt teilen wir p2
durch r1.
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Beispiel größter gemeinsamer Teiler in Polynomringen

Polynomdivision p2 “ X 3 ´ 1 durch r1 “ ´3X 2 ` 5X ´ 2 ergibt:

X 3 ´ 1 “
`

´ 3X 2 ` 5X ´ 2
˘`

´ 1
3X ´ 5

9
˘

` 19
9 X ´ 19

9
´ X 3 ` 5

3X 2 ´ 2
3X

5
3X 2 ´ 2

3X ´ 1
´ 5

3X 2 ` 25
9 X ´ 10

9
19
9 X ´ 19

9

Der Rest ist r2 “
19
9 pX ´ 1q und im nächsten Schritt teilen wir

r1 “ ´3X 2 ` 5X ´ 2 durch r2. Da das Polynom 19
9 pX ´ 1q genau dieselben

Teiler wie X ´ 1 hat und auch genau dieselben Polynome teilt, können wir
aber einfach auf r 12 “ X ´ 1 übergehen.
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Beispiel größter gemeinsamer Teiler in Polynomringen

Polynomdivision r1 “ ´3X 2 ` 5X ´ 2 durch r 12 “ X ´ 1 ergibt:

´ 3X 2 ` 5X ´ 2 “
`

X ´ 1
˘`

´ 3X ` 2
˘

3X 2 ´ 3X
2X ´ 2

´ 2X ` 2
0

Der Rest ist 0, also ist X ´ 1 ein größter gemeinsamer Teiler von den
Ausgangspolynomen p1 “ X 3 ´ 3X 2 ` 5X ´ 3 und p2 “ X 3 ´ 1.
Tatsächlich ist X ´ 1 ein gemeinsamer Teiler:

p1 “ X 3 ´ 3X 2 ` 5X ´ 3 “ pX ´ 1q ¨ pX 2 ´ 2X ` 3q

und
p2 “ X 3 ´ 1 “ pX ´ 1q ¨ pX 2 ` X ` 1q .
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Polynomfunktionen

Polynome wurden bis jetzt als algebraische Objekte des Rings K rX s
betrachtet
im Folgenden betrachten wir Polynome (wie aus der Schule bekannt)
als Funktionen von K nach K

Definition (Polynomfunktion)
Sei K ein Körper und p “

řn
i“0 aiX i ein Polynom in K rX s. Die

Polynomfunktion fp : K Ñ K ist gegeben durch

x ÞÑ
n
ÿ

i“0
aix i P K für alle x P K .

Üblicherweise wird das Polynom p und die Polynomfunktion fp
gleichgesetzt und wir schreiben einfach ppxq für fppxq.
In diesem Fall ist aber x ein Element aus dem Körper K , welches
NICHT mit der Unbekannten X des Polynomrings zu verwechseln ist.
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Polynomfunktion vs. Polynom
für jeden Körper K gibt es unendlich viele verschiedene Polynome
in K rX s, z. B. die Polynome Xn für n P N
für endliche Körper K gibt es aber nur endlich viele verschiedene
Polynomfunktionen, da es höchstens |K ||K | verschiedene Funktionen
g : K Ñ K gibt
Bemerkung: tatsächlich hat für eine gegebene Funktion g : K Ñ K
das Polynom

p “
ÿ

aPK
gpaq

ź

bPKrtau

X ´ b
a ´ b

eine Polynomfunktion, die jedem a P K den Wert gpaq zuordnet
ñ für endliche Körper K gibt es verschiedene Polynome p und q P K rX s,

die die gleiche Polynomfunktion haben ÝÑ Schubfachprinzip
Beispiel: p “ X und q “ X 3 in pZ{3ZqrX s

pp0q “ 0 , pp1q “ 1 , pp2q “ 2
und

qp0q “ 0 , qp1q “ 1 , qp2q “ 2
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Nullstellen
Definition (Nullstelle)
Sei K ein Körper und p P K rX s. Ein Element a P K heißt Nullstelle von (der
Polynomfunktion) p, falls ppaq “ 0.

Satz
Ein Element a P K ist genau dann eine Nullstelle von p, wenn das Polynom X ´ a
ein Teiler von p im Polynomring K rX s ist.

Beweis: (”ùñ“) Sei ppaq “ 0 und betrachte q, r P K rX s gegeben durch die
Polynomdivision von p geteilt durch m “ X ´ a, d. h. p “ q ¨ pX ´ aq ` rund
wegen gradprq ă gradpX ´ aq “ 1, ist r “ r 1 ¨ X 0 konstant für ein r 1 P K . Somit
gilt für die Polynomfunktion

0 “ ppaq “ qpaq ¨ pa ´ aq ` rpaq “ qpaq ¨ 0` r 1 “ r 1 .

ñ r “ 0 ¨X 0 ist das Nullpolynom und p “ q ¨ pX ´ aq, d. h. pX ´ aq � p in K rX s X
(”ðù“) Falls p ein Vielfaches von pX ´ aq ist, dann existiert q P K rX s mit
p “ q ¨ pX ´ aq. Für die Polynomfunktion ergibt sich also

ppaq “ qpaq ¨ pa ´ aq “ qpaq ¨ 0 “ 0

und somit ist a eine Nullstelle.
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Nullstellen und Grad

Korollar
Ein Polynom p P K rX s vom Grad n ě 0 hat höchstens n Nullstellen.

Beweis: (Induktion nach n)
Induktionsanfang für n “ 0: klar, da konstante Polynome vom Grad 0 die
Form p “ a0X 0 mit a0 P K r t0u haben (Nullpolynom hat Grad ´8)
ñ ppaq “ a0 ‰ 0 für alle a P K ñ keine Nullstelle X

Induktionsschritt n Ñ n ` 1: Sei p P K rX s mit Grad n ` 1 und a eine
beliebige Nullstelle. Nach dem Satz gibt es q P K rX s, sodass

p “ q ¨ pX ´ aq .

Wegen der Gradformel für Produkte von Polynomen über Körpern ist
gradpqq “ n. Nach Induktionsvoraussetzung hat q höchstens n Nullstellen.
Für jede Nullstelle b P K r tau von p gilt wegen 0 “ ppbq “ qpbq ¨ pb ´ aq
auch qpbq “ 0, d. h. b ist auch eine Nullstelle von q.
ñ p hat neben a höchstens n weitere Nullstellen (die von q)
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Nullstellen bestimmen
für Polynome p “ a1X ` a0 P K rX s vom Grad 1 können wir einfach auflösen
und dann ist

a “ ´a0a´1
1

die Nullstelle der Polynomfunktion p
für (normierte) Polynome vom Grad 2 in RrX s gibt es die p-q-Formel
für Polynome vom Grad 3 und 4 in RrX s gibt es ebenfalls geschlossene
Formeln (Cardano-Formeln), die allerdings recht kompliziert sind
mithilfe tieferer Methoden der Algebra kann man zeigen, dass es für
Polynome vom Grad mindestens 5 in RrX s keine geschlossene Formel gibt
es gibt aber numerische Verfahren zur Approximation von Nullstellen für
beliebige Polynome aus RrX s
für Polynome p P K rX s von beliebigen Grade kann man mithilfe des Satzes,
nachdem eine Nullstelle a P K gefunden wurde, mithilfe der Polynomdivision
das Polynom q mit

p “ q ¨ pX ´ aq
bestimmt werden und dann können die Nullstellen für q gesucht werden

ÝÑ hilftreich da gradpqq ă gradppq
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p-q-Formel
Satz
Sei X 2 ` pX ` q ein normiertes (d. h. Leitkoeffizient ist 1) Polynom vom Grad 2 in
RrX s mit Nullstelle a P R. Dann gilt q ď p2{4 und

a “ ´p
2 ´

c

p2

4 ´ q oder a “ ´p
2 `

c

p2

4 ´ q .

Bemerkung: p und q sind hier reelle Zahlen und keine Polynome
Beweis: Sei a eine Nullstelle von X 2 ` pX ` q. Dann gilt

0 “ a2 ` pa ` q “ a2 ` 2p
2 a`

´p
2

¯2
´

´p
2

¯2
` q .

Die ersten drei Terme können wir mit der binomischen Formel zusammenfassen und
nach Umstellen erhalten wir

´

a ` p
2

¯2
“

´p
2

¯2
´ q .

Da die linke Seite nicht negativ ist, muss q ď p2{4 gelten und Wurzelziehen und
Auflösen nach a ergibt die Behauptung.
Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §8. Polynome / 28



Ganzzahlige Nullstellen

Satz (Lemma von Gauß)
Sei p “ X n ` an´1X n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 P RrX s ein normiertes (d. h. Leitkoeffizient
ist 1) Polynom vom Grad n ą 0 mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann ist jede
Nullstelle b P Q von p ein ganzzahliger (es gilt also sogar b P Z) Teiler von a0.

Beweis von b P Z: Sei b P Qr t0u eine Nullstelle von p und b “ y
z für

teilerfremde ganze Zahlen y und z mit y ‰ 0 and z ě 1. Wir zeigen z “ 1.
Da b “ y{z eine Nullstelle von p ist, gilt

0 “ ppbq “
´y

z

¯n
` an´1 ¨

´y
z

¯n´1
` ¨ ¨ ¨ ` a1 ¨

´y
z

¯

` a0 . (˚)

Wir multiplizieren die Gleichung mit zn, stellen nach yn um und erhalten

yn “ z ¨
`

´ an´1yn´1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ a1yzn´2 ´ a0zn´1˘ .

Da alle Koeffizienten an´1, . . . , a0 sowie y und z ganzzahlig sind, ist die rechte
Seite ein ganzzahliges Vielfaches von z . Somit muss yn ein ganzzahliges Vielfaches
von z sein. Da y ‰ 0 und z ě 1 teilerfremd sind, kann z nur 1 sein. Insbesondere
ist b “ y also ganzzahlig.
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Lemma von Gauß – Beweis von b � a0

Satz (Lemma von Gauß)
Sei p “ X n ` an´1X n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 P RrX s ein normiertes (d. h. Leitkoeffizient
ist 1) Polynom vom Grad n ą 0 mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann ist jede
Nullstelle b P Q von p ein ganzzahliger (es gilt also sogar b P Z) Teiler von a0.

Beweis von b � a0: Es ist zu zeigen, dass b “ y ein ganzzahliger Teiler von a0 ist.
Ausgangspunkt ist wieder (˚). Da wir aber bereits wissen, dass z “ 1 ist und somit
b “ y ‰ 0 ist, erhalten wir nun

0 “ bn ` an´1bn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1b ` a0 .

Diesmal stellen wir nach a0 um und Klammern b aus. Somit gilt

a0 “ b
`

´ bn´1 ´ an´1bn´2 ´ ¨ ¨ ¨ ´ a2b ´ a1
˘

.

Nun folgt aus der Ganzzahligkeit von b “ y und an´1, . . . , a1, dass die rechte Seite
ein ganzahliges Vielfaches von b ist.
Da a0 P Z folgt somit auch, dass a0 ein ganzzahliges Vielfaches von b ist.

Mathias Schacht Mathematik I für Informatiker WiSe 2016/17 §8. Polynome / 30



Ein letztes Beispiel
Gesucht sind die Nullstellen von p “ X 3 ´ 6X 2 ` 11X ´ 6 P RrX s. Falls es
ganzzahlige Nullstellen b gibt, so sind dies nach dem Lemma von Gauß
ganzzahlige Teiler des konstanten Terms ´6, d. h.

b P t´6,´3,´2,´1, 1, 2, 3, 6u .
Wir probieren die 1 und erhalten pp1q “ 1´ 6` 11´ 6 “ 0.
Polynomdivision p durch X ´ 1 liefert

X 3 ´ 6X 2 ` 11X ´ 6 “
`

X ´ 1
˘`

X 2 ´ 5X ` 6
˘

´ X 3 ` X 2

´ 5X 2 ` 11X
5X 2 ´ 5X

6X ´ 6
´ 6X ` 6

0
Die Nullstellen von X 2 ´ 5X ` 6 bestimmen wir mit der p-q-Formel und erhalten

5
2 ˘

c

25
4 ´ 6 “ 5

2 ˘
c

1
4 “

5
2 ˘

1
2 ùñ Nullstellen 2 und 3 .

Das Polynom p vom Grad 3 hat also genau die drei Nullstellen 1, 2 und 3.
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