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Naive Mengenlehre

Fragen im 19. Jahrhundert:
m Was sind die Grundlagen der Mathematik /Arithmetik?
m Was sind Zahlen? Was sind Mengen? Darf es unendliche Mengen geben?

Idee/Definition (Ende 19. Jahrhundert, CANTOR 1895)

Mengen sind ungeordnete Zusammenfassungen von wohlunterschiedenen Objekten
(unseres Denkens) zu einem Ganzen.

v

Beispiele: {10°,1, 7, 19,2001}, Menge der natiirlichen Zahlen, {A, x,1, B}

Definition (FREGE 1893)

Fir jedes sprachliche Pradikat P gibt es die Menge Mp aller der Objekte O, auf
die das Pradikat P zutrifft

Mp = {O: P(O) gilt} .

Objekte O fir die P(O) gilt, heiBen Elemente von Mp

O e Mp .
y
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RusskELs Paradoxon

Antinomie (RUSSEL 1903)
Sei P das Pradikat ,,x enthalt sich nicht selbst als Element”, d. h.

Mp := {O: P(O) gilt} = {O: O ¢ O}.

Widerspruch: Mp ¢ Mp genau dann, wenn Mp € Mp.

Beweis: Auf der einen Seite erhalten wir

Def.¢ . . .
Mp ¢ Mp — Mp enthalt sich nicht selbst als Element

Def.P Def.Mp

== P(Mp) gilt =" Mp e Mp ’

und auf der anderen Seite erhalten wir

Def. . .
Mp € Mp == Mp enthalt sich selbst als Element

22 P(Mp) gilt nicht == Mp ¢ Mp 4 O
— Mp kann nicht existieren
Freges Ansatz ist nicht widerspruchsfreil!
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Auflésung des Paradoxons

Probleme in FREGEs Definition:
m Was ist ein Pradikat? Wann ist ein Pradikat ,wahr”, wann ,gilt" es?
m Was sind Objekte? Gibt es eine ,,Grundmenge” aller Objekte?
Ausweg:

m Formalisierung mathematischer Sprache (Aussagen) und Regeln
— mathematische Logik

m Benennung als wahr angenommener Grundaussagen (Axiome)
— axiomatische Mengenlehre

m der Wahrheitswert aller anderen Aussagen wird formal mit Hilfe der Regeln

aus den Axiomen hergeleitet (Beweis) — Mathematik
Probleme:

m (innere) Widerspruchsfreiheit der Regeln und Axiome unentscheidbar

m Vollstandigkeit — Sind alle wahren Aussagen beweisbar? Nein, GODEL
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Bemerkungen

m Standardaxiomensystem benannt nach ZERMELO und FRAENKEL

m hinzu kommt oft das sogenannte Auswahlaxiom (Axiom of Choice)
— /FC-Axiome

m Axiome etablieren Grundmengen und zulassige Operationen, um aus
bestehenden Mengen weitere Mengen abzuleiten

m GroBteil der Mathematik kann innerhalb ZFC bewiesen werden
m Innerhalb von ZFC lassen sich die iiblichen Zahlenmengen

IN = Menge der natirlichen Zahlen,
Z, = Menge der ganzen Zahlen,

() = Menge der rationalen Zahlen,
IR = Menge der reellen Zahlen,

C = Menge der komplexen Zahlen

definieren und Aussagen dariiber beweisen.
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/FC — Axiome der Mengenlehre Teil 1

Existenz der leeren Menge: Es existiert eine Menge, die kein Element enthilt.

(Fx)(Vy)(y ¢ x)

Extensionalitatsaxiom: Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen
Elemente enthalten.

(V)W) ((x =y) = ((¥2)((z€ %) = (ze ¥))))
Paarmengenaxiom: Fiir je zwei Mengen A, B existiert die Menge {A, B}.
(V) (Vy)(32)(Yu) (u € 2) & (1 =x) v (u=y)))

1 Vereinigungsmengenaxiom: Fiir jede Menge A gibt es eine Menge | J A, deren Elemente
die Elemente der Elemente von A sind.

(V) @)(v2) ((z € y) < (Qu)((uex) A (z€ u)))

El Potenzmengenaxiom: Fiir jede Menge A existiert die Potenzmenge £(A). die alle
Teilmengen von A als Elemente enthalt.

(V) @y)(v2)((z € y) & ((Vue 2)(uex)))

[d Aussonderungsaxiom: Fiir jede Menge A und jede Aussageform p(x) existiert die Menge
{A” € A: p(A’)}, die Teilmenge von A deren Elemente p(x) erfiillen.

(V)3 (¥2)((z € v) = (z€ %) A p(2)))
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/FC — Axiome der Mengenlehre Teil 2

Unendlichkeitsaxiom: Es gibt eine Menge N, die die leere Menge als Element enthilt und
fir jede Menge A, die ein Element von N ist, auch den Nachfolger A™ := AU {A} in N
als Element enthalt.

3x)((Z e x) A (vy e x)((y v {y}) € X))

E] Ersetzungsaxiom: Das ,Bild einer Menge unter einer Funktion ist eine Menge. Fiir jede
Aussagenform p(x,y) mit der Eigenschaft, dass fiir jede Menge A genau eine Menge B
existiert, fur die p(A, B) gilt und fiir jede Menge M ist die Zusammenfassung der N’, fiir
die eine N € M mit p(N, N’) existiert, eine Menge.

(Vx)3y)(¥2)((z € y) < ((Fu € x)p(u, 2)))

El Fundierungsaxiom: Jede nicht leere Menge A enthilt ein Element A’, deren Schnitt mit A
leer ist.

(Vx)(x # @)) = (By e x)(Vz € y)(z ¢ x))

Il Auswahlaxiom: Fiir jede nicht leere Menge A bestehend aus paarweise disjunkten nicht
leeren Mengen existiert eine Menge B, die aus jeder Menge A’ € A genau ein Element
enthalt.

(v)(((Fy € )y # 2)) A (Fy € )(VzEX)((y #2) = (v n 2 = 2)))

= (u)(Vy e x)(3lze y)(z € u)
Hierbei steht 3! fiir ,es existiert genau ein“, d. h. (I!x)p(x) ist genau dann wahr, wenn die
Aussage (3x)(p(x) A (Vy)((y # x) = —p(y))) wahr ist.
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Mengen

m Angabe der Axiome in dieser VL nur zur Kenntnisnahme
—— explizit nicht klausurreleveant

m in dieser VL reicht der folgende intuitive Mengenbegriff von CANTOR

Definition (Mengen)

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener
Objekte, die die Elemente der Menge genannt werden.

m Vermeidung des RUSSELschen Paradoxon wird dadurch erreicht, dass
in Mengendefinitionen jeweils eine Grundmenge angeben werden muss

M= {xe X: x erfillt ...}

und die ,Menge aller Mengen” keine Menge ist.

m AuBerdem gibt es keine Mengen, die sich selbst als Element enthalten.
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Mengenlehre

m Mengen sind ungeordnet, d. h. Elemente haben keine Reihenfolge
m Elemente kénnen nicht mehrfach in Mengen vorkommen
= jede Menge ist eindeutig durch ihre Elemente bestimmt und zwei
Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten

{X,y,Z} — {.y7Z7X} — {.y7Z7X7X7Z}

m x € M steht fir ,x ist ein Element der Menge M “
m B < A steht fiir ,, die Menge B enthalt nur Elemente aus A"
— B ist eine Teilmenge von A
m O (auch {}) steht fiir die leere Menge, die Menge ohne Elemente

Beispiel
M={m,n,o}, Ni={a,b,...,z}, Nr= {{a, b,c},{b,c,d},..., {x,y,z}}
Dann gilt:
g#+FMcN,, M¢gN,, MEN, und MelN,.
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Aussagenlogik

Definition (Aussagen)

Aussagen sind Zeichenfolgen (Ausdriicke) bestehend aus (u. U. verzierten)

lateinischen, griechischen, hebraischen, ... Buchstaben (Bezeichner) und
Symbolen (, ), {, }, usw., @, €, €, =, :, =, v, A, =, <, und xor.
Hierbei liest man ,,: *“ als ,,so dass" und

— als nicht ..., xor als entweder . .., oder ...,

v oals ... oder..., Aals... und ...,

= als wenn ..., dann ..., < als ... genau dann, wenn . ...

m Fir je zwei Mengen A und B sind die Ausdriicke ,A € B" und ,Ac B"
primitive Aussagen.

m Fir zwei Aussagen p und g sind ,,—p", ,pxorq", .pVv q, . PAQG
P = q und ,p< g zusammengesetzte Aussagen.

Bemerkung

m Etwas allgemeiner gefasst ist eine Aussage ein Satz, fiir den man im

Prinzip eindeutig feststellen kann, ob er wahr oder falsch ist.
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Verknlpfte Aussagen

Definition (Zusammengesetzte Aussagen)

Fiir Aussagen p und g nennt man

—p | die Negation von p nicht p
pxor g | die ausschlieBende Disjunktion von p und g | entweder p oder g
p v q | die Disjunktion von p und g p oder g
p A g | die Konjunktion von p und g p und g
p = q | die Implikation von p nach g wenn p, dann g
p < g | die Aquivalenz von p und g p genau dann, wenn g

und diese Aussagen heiBen zusammengesetzte Aussagen.

m xor heiBt auch exklusives Oder bzw. ausschlieBendes Oder
m an Stelle von = und < benutzt man auch — und <

m fiir p = g sagt man auch p impliziert g bzw. g folgt aus p
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Wahrheitsgehalt von Aussagen

m Primitive Aussagen der Form ,,.a € A" (bzw. ,,A € B") sind wahr, wenn a, A und B
in der Beziehung a € B (bzw. A € B) stehen und ansonsten sind sie falsch.
m Fir aus Aussagen p und g zusammengesetzte Aussagen gilt:

—p ist <

p xor q ist <

p Vv q ist <

p A qist<

p = q ist <

p < q ist<

)
wahr

kfalsch

(wahr
kfalsch

(wahr
kfalsch

)
wahr

kfalsch

(wahr
kfalsch

)
wahr

kfalsch

wenn p falsch ist,

sonst, d. h. wenn p wahr ist,

wenn genau eine der Aussagen p oder g wahr ist,

sonst, d. h. wenn beide Aussagen p und g wahr oder falsch sind,

wenn mindestens eine der Aussagen p oder g wahr ist,

sonst, d. h. wenn keine der Aussagen p und g wahr ist,

wenn beide Aussagen p und g wahr sind,

sonst, d. h. wenn hochstens eine der Aussagen p, g wahr ist,

wenn g wahr ist oder wenn p falsch ist,

sonst, d. h. wenn p wahr und g falsch ist,

wenn p und g beide wahr oder wenn beide falsch sind,

sonst, d. h. wenn p und g unterschiedliche W'werte haben.

m wahr wird oft durch w, 1 und falsch durch f, 0 abgekiirzt

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §1. Grundlagen / 12



Wahrheitstafeln

m Wahrheitswerte zusammengesetzter Aussagen lassen sich einfach iiber
Wahrheitstafeln darstellen

P49 "P| Tq|pxXorg | pvg | pPpArg|pP=qg | P=(q
0|0 1 1 0 0 0 1 1
0|1 1 0 1 1 0 1 0
110 O 1 1 1 0 0 0
111 0 0 0 1 1 1 1

Mit Wahrheitstafeln kann man leicht folgende Aussagen beweisen:

Fir Aussagen p, g und g’ gilt
m —(—p) ist dquivalent zu p (doppelte Negation)

m —(pxorq) ist dquivalent zu p < g

mpA(qgvg)istdquivalent zu (pAq) v (pAq) (Distributivitat)

m p = q ist dquivalent zu (—q) = (—p) (Kontraposition)

v
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Distributivgesetz: p A (q V q’) < (p A\ q) Vv (P N\ q’)

Beweis (mit Wahrheitstafeln)

pla|qd ||lavd |prlavd)|prg|prq |(prg)viprg)
oloflo] o 0 0 0 0
0/0|1] 1 0 0 0 0
010 1 0 0 0 0
011 1 0 0 0 0
1|00 O 0 0 0 0
1|01 1 1 0 1 1
1|10 1 1 1 0 1
111 1 1 1 1 1
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Reductio ad absurdum

Widerspruchsbeweis bzw. indirekter Beweis

Mit Hilfe der Kontraposition kann eine Aussage p durch Widerspruch bewiesen werden.
Dafiir muss fiir eine bekannte falsche Aussage g die Implikation
(—p)=q

bewiesen werden, d. h. man beweist die Richtigkeit der Aussage
.wenn p falsch ist, dann ist g wahr.”

Da g aber falsch ist, kann p somit nicht falsch sein, also muss p wahr sein.

Bsp.: p =,/2 ist irrational" und g =,es gibt teilerfremde a, b fiir die a/b kiirzbar ist"

q ist offensichtlich falsch

Angenommen —p ist wahr = V2 = a/b fir teilerfremde natiirliche Zahlen a, b
2b% = 3° = 2 teilt a°

da 2 eine Primzahl ist, teilt 2 somit auch a, d. h. a = 2a; fiir geeignetes a;

2b° = 3% = 4a° = b° = 2a} = 2 teilt b> = 2 teilt b, d.h. b = 2b,

a/b = (2a1)/(2b1) = a1/b1 = q ist wahr 4

Also muss —p falsch sein und somit ist p wahr, d.h. +/2 ist irrational []
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Aussageformen

Definition (Aussageform)

Eine Aussageform ist eine Aussage, in der eine Konstante durch eine freie Variable
ersetzt wurde. So erhdlt man aus einer Aussage p eine Aussageform p(x).

v

Beispiel

Sei p(x) die Aussageform ,x ist gerade” und g(x) die Form ,x? ist durch 4 teilbar".

m p(x)=¢q(x) bedeutet ,wenn x gerade ist, dann ist x* durch 4 teilbar"
wahr fiir natiirliche Zahlen x

m g(x)=p(x) bedeutet ,wenn x? durch 4 teilbar ist, dann ist x gerade"
wahr fiir natirliche Zahlen x

Fir natiirliche Zahlen x gilt also

p(x)=q(x), ,x is genau dann gerade, wenn x? durch 4 teilbar ist"
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Quantoren: Allquantor V und Existenzquantor 3

Definition (Allaussagen und Existenzaussagen)
Sei p(x) eine Aussageform und M eine Menge. Dann ist
m (Vx € M)p(x) eine Aussage — Allaussage ,fiir alle x in M gilt p(x)"
m (dx € M)p(x) eine Aussage — Existenzaussage ,es gibt ein x in M, so dass p(x) gilt"

Die freie Variable x in p(x) heiBt dann gebundene Variable in der All-/Existenzaussage.

In All-/Existenzaussagen kann durch Einfiihrung neuer Variablen eine neue Aussageform
gebildet werden, die durch weitere Quantoren wieder gebunden werden kénnen.

Definition (Wahrheitswerte von All- und Existenzaussagen)

Fiir eine Aussageform p(x) und eine Menge M gilt:

(wahr  wenn es ein x € M gibt, so dass p(x) wahr ist

dx € M)p(x) ist <
( )Px) kfalsch sonst, d. h. p(x) ist falsch fiir jedes x € M.

—((Vxe M)p(x)) < (BxeM)—-p(x)), —((3xe M)p(x)) < ((Vxe M)—p(x))
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Mengenoperationen

Definition
Seien A und B Mengen, dann ist
m Au B :={x: xe Av x € B} die Vereinigung von A und B,
m An B:={x: xe A A xe B} der Schnitt von A und B,
m AN B:={x: xe AA x¢ B} die Differenz A ohne B,
m P(A) ;= {x: x © A} die Potenzmenge von A.

Fir eine feste Grundmenge M mit A < M, ist
A=M~A={xeM:x¢A
das Komplement von A in M.

mengentheoretische U (bzw. N) ,entspricht” logischem v (bzw. A)
Potenzmenge wird auch mit 77( ), 24, P(A), pow(A) bezeichnet

o
o

m P(2) = {0} # @ und P(P(@)) = {2, {a}}

m O e P(A) fir jede Menge A, da @ < A fiir jede Menge A
o

(A)=A=M~<A=Mx (M- A) = A fir jede Menge A M
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Distributivitatsgesetz fiir Mengen

Fiir beliebige Mengen A, B, Cc M git An(BuC)=(AnB)u (An ()

Beweis (mit Wahrheitstafeln)
Aus den Definitionen der Vereinigung und des Schnittes folgt

An(BuC)={xeM: xeAr(xeBvxe(C)}.

Fiir ein beliebiges x € M seien ay, b, und ¢, die (primitiven) Aussagen x € A,
x € B und x € C. Somit gilt
xeEAN(BuC) < ay A (by Vv ¢) ist wahr.

Wegen des Distributivgesetzes des logischen ,und” und ,oder” (bewiesen durch
Wahrheitstafeln) gilt
ax A (by v cx) <= (ax A by) v (ax A ¢x),

und somit gilt
x€EAN(BuUC) <= (ax A bx) v (ax A cx) ist wahr
< (xe ArxeB) v (xeAnaxe () ist wahr

und die Aussage des Satzes folgt, da x € M beliebig war. []
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Distributivitatsgesetz fiir Mengen 2. Beweis

Fiir beliebige Mengen A, B, CS Mgilt An(BuC)=(AnB)u(An ()

Beweis
Wir beweisen beide Teilmengenbeziehungen

An(BUuC<(AnB)U(AnC) und An(BUuC)2(AnB)u(An ()
einzeln, wodurch sich die Gleichheit ergibt.
,=" Sei x e An (B u C) beliebig. Das bedeutet x € A und
xeBuC. (%)

Falls x € B, dann gilt auch x € An B und somit auch xe (An B) u (An C).

Falls x ¢ B, dann gilt x € C wegen (%) und somit auch x € A n C und wieder
folgt xe (An B) u (An C).

In jedem Fall gilt also x € (An B) u (An C) und da x beliebig aus

x € An (Bu C) gewahlt war, folgt die gesuchte Inklusion

An(BuC)c(AnB)u(An ().
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Distributivitatsgesetz fiir Mengen 2. Beweis

Fir beliebige Mengen A, B, C <€ M gilt An (Bu C)

Beweis
Wir beweisen beide Teilmengenbeziehungen

ANn(BuC)c(AnB)U(AnC) und An(BUC)2(AnB)u(An C)
einzeln, wodurch sich die Gleichheit ergibt.

,=" Seinun xe (An B) u (An C) beliebig.

= xX€AnBoderxe An C
m Fallsxe An B
= x € Aund xe B
= x€Aund xe Bu C
= xe€An (Bu ().
m Der Fall x e An C ist analog mit B und C vertauscht.

Somit gilt x e An (B u C) und da x beliebig gewahlt war, folgt auch die
Inklusion (AnB)u(An C)c An (Bu ().

Beide Inklusionen zusammen ziehen die Gleichheit der Mengen nach sich. []
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DE MORGANsche Regeln

Satz (DE MORGAN)

Beweis
e Sei xe An B.

= x¢(AnB)=x¢Aoderx¢ B=xecAoderxe B= xe Au B.
Somit gilt An B< A u B.

e Sei umgekehrt x e Au B.
— xcAoderxe B=x¢Aoderx¢ B=x¢ (AnB)=xeAnB.
Somit gilt auch AU B € A n B und die erste Gleichheit folgt.

e Fiir die zweite ldentitat folgern wir zuerst aus der ersten Regel
(angewandt auf A und B)

A~B=AUB=AUB

und Komplementbildung auf beiden Seiten ergibt An B = A u B. []
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BooLEsche Algebren

DE MORGAN fir Mengen:

A~rB=AuUB und

Satz (DE MORGAN fiir Aussagen)

Fir Aussagen p und g gilt: —(pAqg)=—pv —~qund —=(pv q) =—p A —q.

Beweis: Wahrheitstafeln (Ubung/Selbststudium) []
Bemerkungen

m Distributivgesetze, DE MORGAN-Regel gibt es jeweils fiir Mengen und Aussagen
m enger Zusammenhang zwischen Mengen und Aussagen

Komplement | Vereinigung Schnitt

Mengen A Au B AnB

Aussagen —p pVv g pAQ
Negation Disjunktion | Konjunktion

wobei Komplementbildung (bzw. Negation) u/n (bzw. v /A) vertauscht.
m Abstraktion fiihrt zum Begriff der BoOLEschen Algebra, z. B.
m die Schaltkreisalgebra ({0,1}, v, A, —,0,1) auf den Wahrheitswerten 0 und 1
mit den logischen Verkniipfungen,
m die Potenzmengenalgebra (P(M), U, n, ,@, M) in £(M) fiir eine nichtleere
Menge M # & mit den mengentheoretischen Verkniipfungen.
m in diesem Kontext entspricht die DE MORGANsche Regel dem Dualitatspinzip
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Kartesisches Produkt

Definition
Fiir Mengen A und B ist das kartesische Produkt/Kreuzprodukt definiert
durch
Ax B:={(a,b): ac Aund b e B}
als die Menge aller geordneten Paare mit dem ersten Element aus A und

dem zweiten B.
Allgemeiner definieren wir fiir Mengen Ay, ..., A, durch

Ay X -+ X A, 1= {(al,...,an): aleAl,...,aneAn}

die Menge aller entsprechenden geordneten n-Tupel.

m falls Ay = --- = A, = Agilt, dann schreiben wir A” fiir A; x --- X A,
m falls A; = g fiirein i, dann ist Ay x --- X A, = &
m fir n=0ist A° = {()} die Menge bestehend aus dem leeren Tupel ()
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Abbildungen /Funktionen

Definition
Eine Abbildung/Funktion f von einer Menge A in eine Menge B ist eine
Zuordnung, die jedem Element von A ein Element von B zuordnet und wir

schreiben abkilirzend
f-A— B

und sagen, f ist eine Abbildung/Funktion von A nach B.
Die Menge A heiBt Definitionsbereich und B ist der Wertevorrat von f.

Fiir jedes a € A bezeichnen wir mit b = f(a) das Element b € B, das die
Funktion f dem Element a zuordnet und wir sagen, f bildet a auf b ab und

schreiben
a— b,

wenn klar ist, welche Funktion f gemeint ist.

Die Teilmenge {f(a): a € A} des Wertevorrats heit Bild von f.
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Eigenschaften von Funktionen

Definition
Eine Funktion f: A — B heil}t
m injektiv, falls fiir alle a, 8’ € Agilt f(a) =f(d') = a= 4.
m surjektiv, falls fiir alle b € B ein a € A existiert, so dass f(a) = b gilt.

m bijektiv, falls sie sowohl injektiv, als auch surjektiv ist.

Beispiele

m fi: IN > IN mit x — x? ist injektiv, aber nicht surjektiv

m f: Z — 7Z mit x — x2 ist weder injektiv, noch surjektiv

m f3: R — R mit x — x3 + x? ist nicht injektiv, aber surjektiv

m f,: R — R mit x — x3 ist bijektiv

m g: R — R mit x — exp(x) ist injektiv, aber nicht surjektiv
mit dem Bild {re R: r > 0}

m konstante Funktionen h=z, h: M — M mit x — z fiir festes ze M
sind im Allgemeinen weder injektiv, noch surjektiv

m |ldentitat auf M idy: M — M mit x — x ist bijektiv
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Operationen

Definition

Eine n-stellige Operation/(innere) n-stellige Verkniipfung auf einer
Menge M ist eine Abbildung f: M" — M.

Beispiele

m jede O-stellige Operation auf einer Menge M ordnet dem leeren
Tupel () ein Element in M zu und kann als konstante Funktion bzw.

einfach als Darstellung einer Konstante angesehen werden
m Negation (—) ist eine 1-stellige (unare) Operation auf den Aussagen
m Komplement () ist eine 1-stellige Operation auf (M) fiir jedes M
m die logischen (xor, v, A, =, <) und mengentheoretischen (U, N, \)
Verkniipfungen sind 2-stellige (bindre) Operationen

m oft schreiben wir bei bindren Operationen den Operator zwischen die
beiden Argumente (Infixnotation), z. B. A n B an Stelle von n(A, B)

m Grundrechenarten Addition (+), Subtraktion (—), Multiplikation (-)
und Division () sind bekannte Beispiele fiir bindre Operationen
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Summen- und Produktzeichen

Definition (>, und [ ])

Fiir Zahlen xq,...,x, sei
n n
ZX;Z=X1—|—X2—|—"'—|—X,7 und Hxi:le-xz-...-xn.
i=1 i=1

Dabei heiBt i der Laufindex, 1 ist die untere Summations-/Produktgrenze und n ist
die obere Summations-/Produktgrenze.

Fiir n = 0 definieren wir die leere Summe Z?:l x; als 0 und das leere Produkt
]_[?:1 x; als 1.

m Laufindex muss nicht mit / bezeichnet werden und mit 1 beginnen
3 6

>kl =7t 4 204 ol 4024 234 2% =315 =) 272
k=—2 i=1
m Potenzen von —1 ermdglichen alternierende Summen /Produkte mit

wechselndem Vorzeichen
3

3
> (-1)3"=1-349-27 = —20 und ) (—1)""3" = —1+3-9427 = 20
i=0 i=0
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Rechenregeln

m fir xy = --- = x, = x erhalten wir

n

n
ZXZn-X und | |X=X”

m Linearitdt der Summe: folgt aus dem Distributivgesetz
n
aZx;=a-(x1+~--+xn) =aX1+---+axn=Zax,-
i=1 '

und aus der Assoziativitat und Kommutativitat der Addition

n

Z(Xi‘|‘)/i):(x1 +y1) + o+ (Xn + Yan)

||
_|_
S

n n
rt-txn)+ 0t +yn) =D xi+ Dy
i=1 i=1

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §1. Grundlagen / 29




Rechenregeln 2. Teil

m Ausmultiplizieren ergibt
n m
(Zm) (Zyj) = (a4t xa) (14t ym)
i=1 j=1
= X1y1 T X1y2 + -+ X1Ym
T Xoy1 t+ 0+ X2Ym
+ XpY1 T+ 0 T XnYm

n m
= 2, 2.5

i=1j=1
m Kommutivitat erlaubt dann die Vertauschung

n m m n
DX = ) DX

=1 j=1 j=1i=1
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2. Nattirliche Zahlen und vollstandige Induktion |
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Naturliche Zahlen

Definition

Mit IN bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen
IN:={1,2,3,...}
und mit INg die nattirlichen Zahlen einschlieBlich der Null

No := {0} UN ={0,1,2,3,...}.

m oftmals wird auch die Null als natiirliche Zahl angesehen

m die Existenz der natiirlichen Zahlen (so wie wir sie kennen) kann aus
den ZERMELO-FRAENKEL-Axiomen abgeleitet werden
(Unendlichkeitsaxiom)

m in dieser VL werden wir IN mit der Addition (+) und Multiplikation (-)
und den geltenden Rechenregeln erstmal als gegeben annehmen
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Rechengesetze fiir natirliche Zahlen

Fir alle Zahlen a, b, c € INy gelten:

m Assoziativgesetze:

at+(b+c)=(a+b)+c und a-(b-c)=(a-b)-c

m Kommutativgesetze:

]
op

at+b=b+ a und a-b . a

m Distributivgesetz:
a-(b+c)=a-b+a-c

m Existenz der neutralen Elemente:

a+0=a und a-1=a
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Vollstandige Induktion

Beweisprinzip der vollstandigen Induktion

Sei A(n) eine Aussageform. Die Aussage . fiir alle n € IN gilt A(n)" ist wahr,
wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

A(1) ist wahr Induktionsanfang

und fiir jedes n € IN gilt die Implikation A(n) = A(n+1).
Induktionsschritt |

Bemerkungen

m vielseitiges Beweisprinzip, welches oft Anwendung findet

m andere Varianten der vollstandigen Induktion betrachten wir spater

m die im Induktionsschritt als wahr angenommene Aussage A(n) heiBt
Induktionsannahme/Induktionsvoraussetzung und die herzuleitende
Aussage A(n + 1) heiBt Induktionsbehauptung

m in kondensierter Form kann man das Beweisprinzip selbst als folgende
Aussage formulieren

A1) A (VneN: A(n) = A(n+1)) == VnelN: A(n)
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Beispiel: GAUSSsche Summenformel

Fir alle ne N gilt
n
2.i=

Beweis

Sei A(n) die Aussageform )" | (”+21)" Wir zeigen mit vollstindiger Induktion, dass
fir alle n € IN die Aussage A(n) gllt

Induktionsanfang: Die Aussage A(1) lautet ;. i = (H )1 Diese gilt, da

Z 1+21) 1. ()

) fur alle n € IN. Sei also n € IN beliebig und

+1
D= (n+1)” gilt. Unter dieser Annahme

Induktionsschritt: Wir zeigen A(n) = A(n
es gelte die Induktionsannahme A(n), d. h.

. . . F— (n—|—1—|—1 n+1 n+2)(n+1
leiten wir A(n + 1) her, d. h. wir zeigen >/ i = 2)( ) = ( )2( )
n+1 n
O Ay (n+1)n  2(n+1) (n+1)(n+2) (n+2)(n+1)
Y=Y i+(n+1)= = > = > (V)
Somit gilt A(n), also die im Satz behauptete Formel, fiir alle n € IN. ]
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Beispiel: BERNOULLIsche Ungleichung

Sei g = —1 eine reelle Zahl. Fiir alle n € IN gilt

(1+q9)">1+nqg.

Beweis (durch vollstindige Induktion fiir ein reelles g > —1)

Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt
1+g)t=1+g=1+1-qg. (V')

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme (1 + q)” > 1 + ng und wir
zeigen damit (1 + q)"*! > 1+ (n + 1)q. Tatsichlich gilt

nil . |.Annahme
1+¢)""=10+q9)" - (1+q) = (1+nqg) (1+q)
—1+ng+q+ng>>1+ng+qg=1+(n+1)q. (V')
Somit gilt also die im Satz behauptete Ungleichung fiir alle n € IN. ]
Wo wurde g > —1 benoétigt? Erste Ungleichung im I.Schritt!)

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §2. N und Induktion / 6




Beispiel: Teilbarkeit

m Fiir ganze Zahlen a und b schreiben wir a | b, falls a ein Teiler von b ist, d. h.
es gibt eine ganze Zahl z mit a- z = b.

Fiir alle n € IN ist n®> — n durch 3 teilbar, d.h. 3 | (n® — n) fiir alle n € IV.

Beweis
Sei A(n) die Aussageform 3 | (n®> — n). Wir zeigen mit vollstindiger Induktion, dass

fir alle n € IN die Aussage A(n) gilt.

Induktionsanfang: Die Aussage A(1) lautet 3 | (13 — 1), also 3 | 0. Somit ist A(1)
wahr, da die 3 Teiler der 0 ist. (v')

Induktionsschritt: Fiir alle n€ IN zeige A(n+1),d.h.3 | ((n+1)°>—(n+1)),
unter der Induktionsannahme A(n). Es gelte also 3 | (n® — n). Durch elementares

Umformen erhalten wir

(n+1P —(n+1)=((+3n* +3n+1)—(n+1)=(n*—n)+3(n* +n). ()
Wegen der Induktionsannahme A(n) gilt 3 | (n* — n) und da 3(n? + n) durch 3
teilbar ist, folgt auch

(%)
3| (("P=n)+3(n"+n)) < 3| ((n+1)°—(n+1)). (V)
Somit gilt A(n) fir alle n e IN. ]
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Beispiel: Geometrische Knobelei

Hof-Fliesen-Problem

Ein quadratischer Hof mit Seitenlangen 2" soll mit L-formigen Fliesen ausgelegt
werden. Dabei soll ein vorgegebenes Quadrat mit der Seitenlange 1 im Hof frei
bleiben, weil da eine Statue aufgestellt werden soll. Die L-formigen Fliesen haben
die Form von drei aneinander gesetzten Quadraten mit Seitenlange eins.

-

Hof Fliesen

Ist es moglich, den Hof wie oben beschrieben vollstandig mit L-formigen Fliesen so
zu Uberdecken, dass die Fliesen sich nicht {iberlappen und nicht zerschnitten
werden miissen?

y
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Hof-Fliesen-Problem kleine Beispiele

Wir betrachten zunachst die Falle n = 1 und n = 2 und sehen, dass wir den
Hof wie gewiinscht fliesen konnen. Schon der Fall n = 1 geniigt fiir den
Induktionsanfang.

oy [ [

Die anderen Falle sind symmetrisch zu einem der dargestellten Falle.
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Hof-Fliesen-Problem Losung mit Induktion

Lésung vom Hof-Fliesen-Problem

Fiir alle n € IN gibt es ein Losung fiir das Hof-Fliesen-Problem eines quadratischen Hofes
mit Seitenlange 2" und beliebig vorgegebenem freien Quadrat mit Seitenlange 1.

Beweis: Sei A(n) die Aussage ,, jeder quadratische Hof mit Seitenldnge 2" und beliebig
vorgegebenem freien Quadrat mit Seitenlange 1 kann mit L-formigen Fliesen ausgelegt
werden”.

Induktionsanfang: Die Aussage A(1) gilt, da wie im Beispiel gesehen, das Entfernen eines
Einheitsquadrats aus einem Quadrat mit Seitenldnge 2 genau eine L-Fliese ergibt. (V')

Induktionsschritt: Sei n € IN beliebig und es gelte A(n). Sei ein quadratischer Hof mit
Seitenlange 2" und einem vorgegebenem freien Quadrat gegeben.

Zerlege den Hof in vier quadratische Hofe mit Seitenlange 2", wobei genau einer das
vorgegebene freie Quadrat enthilt. Die Induktionsannahme liefert eine Flieseniiberdeckung
fir diesen Hof.

In die ,Mitte" konnen wir eine L-formige Fliese F so legen, dass jeweils genau ein Quadrat
der restlichen 3 Hofe belegt wird und so liefert die Induktionsannahme jeweils fiir jeden

dieser 3 Hofe eine Flieseniiberdeckung, sodass jeweils das durch F belegte Quadrat frei
bleibt. (siehe Bild nachste Folie)

Diese 4 Uberdeckungen zusammen bilden eine Lésung fiir den urspriinglichen Hof. []
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Hof-Fliesen-Problem — Zerlegung fiir den Induktionsschritt

Zerlegung des Hofes mit Seitenldnge 271 in 4 Hofe mit Seitenldange 2" und
Lage der mittigen Fliese F:
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Hof-Fliesen-Problem Rekursiver Algorithmus

Der induktive Beweis liefert ein rekursives Verfahren zum fliesen eines so
gegebenen Hofes:

m Wenn der Hof die Seitenlange 2 hat, so bleibt neben dem markierten
Quadrat genau Platz fiir eine L-férmige Fliese.

m Wenn der Hof fiir ein n > 1 die Seitenlange 2" hat, so unterteile den
Hof in vier Hofe mit Seitenlange 2"~ ! und lege eine Fliese F so in die
Mitte, dass sie genau die drei Hofe der Seitenlange 271 trifft, die
nicht das markierte Quadrat enthalten.

m Fihre den Algorithmus fiir die vier Héfe mit Seitenlange 2"~ durch,
wobei das urspriinglich markierte Quadrat und die drei Quadrate, die
von der ersten Fliese F liberdeckt werden, markiert werden.

Bemerkung

Umgekehrt lassen sich die Laufzeit und Korrektheit eines rekursiven
Algorithmus oft gut mit vollstandiger Induktion analysieren.

y
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Varianten der vollstandigen Induktion

Vollstandige Induktion (Standardvariante)

Sei A(n) eine Aussageform. Die Aussage ,fiir alle n € IN gilt A(n)" ist wahr, wenn
folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

A(1) ist wahr

und fiir jedes n € IN gilt die Implikation A(n) = A(n+ 1).

Vollstandige Induktion mit beliebigem Startwert

Sei A(n) eine Aussageform und sei ng eine ganze Zahl. Die Aussage ,fiir alle
ganzzahligen n > ng gilt A(n)" ist wahr, wenn:
A( 0) wahr ist

F und fir jedes ganzzahlige n > ng die Implikation A(n) = A(n + 1) gilt.

Vollstandige Induktion mit mehreren Vorgangern (und bel. Startwert)

Sei A(n) eine Aussageform und sei ng eine ganze Zahl. Die Aussage ,fiir alle
ganzzahligen n > ng gilt A(n)" ist wahr, wenn:

A(ng) ist wahr

B und fir jedes ganzzahlige n > ng gilt (A(ng) A --- A A(n)) = A(n+1).
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Beispiele: Induktion mit anderem Startwert

Fir alle natirlichen Zahlen n > 3 gilt 2n + 1 < 2". \

m Aussage ist tatsachlich falsch fiir ganzzahlige n < 3.

Beweis (durch vollstandige Induktion mit Startwert ng = 3)

Induktionsanfang: Fiir n = ng gilt
2.3+1=7<8=2% (V)

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme 2n + 1 < 2" flir n = ng
und wir zeigen damit 2(n + 1) + 1 < 2" Tatsichlich gilt

I. Annahme >

n>1
2Qn+1)+1=2n+142" < 2"42 < 2"42" =21 ()

Somit gilt also die behauptete Ungleichung fiir ganzzahlige n > ng = 3. L[]
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Geometrische Reihe

Satz (Geometrische Summenformel)

Sei g # 1 eine reelle Zahl und n € INg. Dann gilt

Beweis (durch vollstindige Induktion mit Startwert ng = 0 fiir ein g € R \ {1})
Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt (mit der Konvention 0° = 1 falls g = 0)

0

i l1—gq l1—gq
Mg =—q=1="9 . (V)
i=0

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme fiir ein beliebiges n > 0 und wir
zeigen die Induktionsbehauptung fiir n + 1. Tatsachlich gilt

n+1 - n+1 n+1 n—+2 n+1 n+2
i n+l LA ny1, 1—¢q q" " —q"""+1—q l—q
— _|_ — + — — . \/
,-;)q ’ ;) T 1—q l=9 g )
Somit gilt also die behauptete Gleichung fiir alle n € IN. []
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Rekursiv definierte Folgen

Definition (Folgen)
Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung IN — R, die jeder natiirlichen Zahl
n € IN eine reelle Zahl a, € R zuordnet. Dafiir schreibt man
(an)nem und (a1, az,...)
und die a, heiBen auch Folgenglieder.

Eine solche Folge (a,)qen ist rekursiv definiert, wenn fiir ein k € IN die ersten k
Folgenglieder a, ..., ax festgelegt werden und es eine Funktion g: R¥ — R gibt,
sodass fur n > k gllt ant1 = &(an—k+1y---,an).

Allgemeiner kann als Indexmenge statt IN auch INy oder Mengen {ng € Z.: n > ng}
ganzer Zahlen groBer-gleich einem bestimmten ng genommen werden.

v

Beispiele
m Sei (a,)nen definiert durch a; := 1 und a,,1 := 2a, + 1 fir alle n e IN.
(k=1, g(x) =2x+1)

m FiBoONAcCcCI-Folge: fy:=0, fi :=1und f, 1 :=f,_1 +f, firallen>1
(k=2, g(x,y) =x+y)
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Abstecher: Rekursive Algorithmen

ant1 =2a,+1inC

int a(int n) {
if (n>1) {
/* a(n)=2a(n-1)+1 */
return 2*a(n-1) + 1;

t

else {
/* a(1)=1 */
return 1;

t

+

v

Fibonacci-Folge in C

int £(int n) {
switch (n) {
case 0: /* f(0)=0 */
return O;
case 1: /* f(1)=1 */
return 1;
default: /* Rekursion */
return f(n-1)+f(n-2);
+
+

y

m fir rekursive Folgen mit k > 2 oft ineffektiv
m Bsp.: fyo mit 1,4 GHz Intel i5 Prozessor:

m rekursive Definition 14Bt sich einfach implementieren

— Mehrfachberechnungen

rekursiv tiber 300 Jahre
direkt unter 2 NﬂHBekunden)
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Rekursion vs. Induktion

| 31=1, 3223, 8327, 84215, 35231,...,31021023

Die Folge (a,)new sei definiert durch a; := 1 und a,;1 := 2a, + 1. Dann
gilt fur alle ne IN

a,—2 —1.

Beweis (durch vollstandige Induktion)
Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt offensichtlich
api=1=2"-1. (V')

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme fiir ein beliebiges n € IN
und wir zeigen die Induktionsbehauptung fiir n + 1. Tatsachlich gilt

|. Annahme

ani1i=2a,+1 T2 22"—1)+1=2"1_1. (V)

Somit gilt also die behauptete Gleichung fiir alle n € IN. []
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F1iBONACCI-Zahlen

mfp=0hA=1Ffh=1 (=2 1=31f=51f=8 Ff=13, fg=21
Satz (DE MOIVRE-BINET-Formel)

Sei (f,)nen, die Folge der FIBONACCI-Zahlen definiert durch fy := 0, f; := 1 und
fni1 = fo_1 + f,. Dann gilt fiir alle n € IN mit ¢ := %ﬁ und ¢ := 1_2\/5
1
fn E—— ™).
75 (" — ")

m Echt jetzt? Wie kommt man darauf?
m die reelle Zahl ¢ heiBt auch goldener Schnitt

Beobachtung

— Lineare Algebra

Die Konstanten ¢ und v erfiillen die Gleichung 1 + % = X.
Beweis: Fiir x # 0 gilt

y

1
1+ - =x <— x4+1=x%
X
- _ 1, 45
und p-g-Formel liefert x;» = 5 + *5>. )
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_ 1 n n
fn — % (90 o ¢ )
Beweis (durch vollstindige Induktion mit zwei Vorgangern)
Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt

1 0 0\
\/g(gp w)_\/g
und fuir n = 1 haben wir

1 1 (1445 1-45\ 1 o
E(%O_w)_\@( 5 _ 2 >_\/g(\f5)_1_'f1' (\/)

Induktionsschritt: Es gelte die Induktionsannahme fiir n — 1 und fiir n und wir
zeigen die Induktionsbehauptung fir n+ 1. Es gilt

1A " — ¢t 90—¢n " (1 ) wn( 1)
for1 = foo1 + 1, \/g \/7 \/7 +1 \/g 1+¢ :

Wegen der Beobachtung wissen wir = —|— l=¢pund1 —|— = = 1) und somit folgt

Somit gilt also die behauptete Formel fiir alle n € INy. ]

1
(1-1)=0=:f
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Vollstandige Induktion Bemerkungen

m Beweis der DE MOIVRE-BINET-Formel fiir f, bendtigt
Induktionsanfang fiir beide Anfangswerte n = 0 und n =1, da der
Induktionsschritt fir n + 1 (unabhéngig von n) auf beiden vorherigen
Aussagen fiir n und n — 1 beruht. Der Fall n =1 ist somit nicht im
Induktionsschritt abgedeckt, da wir nicht auf eine Aussage fiir n = —1
zuriickgreifen kénnen.

m Ublicherweise benétigen Aussagen iiber rekursive Folgen mit k € IN
einen Induktionsanfang fiir die ersten k Falle.

m Warum gilt denn eigentlich das Prinzip der vollstiandigen Induktion?

m Kann man beweisen, dass ein Beweisprinzip gilt?

m fiir die Beantwortung der Fragen brauchen wir klarere Vorstellungen
von den natiirlichen Zahlen — Axiomatisierung
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PEANO-Axiome

Definition (Natiirliche Zahlen IN)

Die Menge der natiirlichen Zahlen IN erfiillt die folgenden Axiome mit der
Nachfolgerfolgerfunktion N(-):

leN 1 ist eine natiirliche Zahl
N(n) € IN fur alle ne IN jede Zahl n hat einen Nachfolger
N(n) # 1 fiir alle ne IN 1 ist kein Nachfolger
B3 Funktion N ist injektiv Nachfolgerfunktion ist injektiv

H Sei M eine beliebige Menge mit
m1e Mund N(n) e M fiir alle ne IN,
dann gilt N < M. vollstandige Induktion gilt (Induktionsaxiom)

y

Bemerkungen
m fiir N(n) schreiben wir einfach n+ 1, d.h. n+ 1 := N(n)
m Addition wird dann rekursiv definiert: n + N(m) := N(n + m)
m ebenso die Multiplikation: n-1:=nund n- N(m) :=n-m+n
— diese Definitionen erlauben die Rechengesetze fiir + und - auf IN zu beweisen

m Mengen M wie in Axiom 5 heien induktive Mengen und das Axiom besagt,
dass IN die ,kleinste” induktive Menge ist
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Ordnung der natirlichen Zahlen

m Nachfolgerfunktion definiert Ordnung (<, <) auf IN: n < N(m), falls
m=n oder N(n) < N(m)

und n < m, falls n < m oder n = m.

m das kleinste Element (min M) einer Teilmenge M < IN ist das Element
me M mit m < m’ fur alle m" € M.

Jede nichtleere Teilmenge der natiirlichen Zahlen hat ein kleinstes Element.\

Beweis (Widerspruchsbeweis)

Sei & # M < IN ohne ein kleinstes Element und betrachte das Komplement

M=IN~M.

Mit vollstandiger Induktion werden wir M=N zeigen, was zum
Widerspruch M = & fiihrt. []
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M = IN

Mit vollstiandiger Induktion (mit mehreren Vorgingern) zeigen wir n € M fiir
jedes n e IN.

Induktionsanfang: Die 1 ist das kleinste Element von IN, da die Definitionen
sofort 1 < N(1) < N(N(1)) < ... nach sich ziehen. Da wir annehmen
dass M kein (eigenes) kleinstes Element hat, gilt also 1 ¢ M und somit

le M. (V')

Induktionsschritt: Fir ein beliebiges n € IN gelte die Induktionsannahme

fir1,...,n,d.h. {1,...,n} S M. Wir zeigen die Induktionsbehauptung
(n+1)e M.

Falls (n + 1) € M, dann ware n + 1 das kleinste Element von M, wegen der
Induktionsannahme, also gilt (n+ 1) ¢ M und somit

(n+1)eM. (V)

Somit erhalten wir tatsachlich den Widerspruch M = IN.
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3. Elementare Zahlentheorie
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Zahlenbereiche

Ziele /Motivation

m nach der axiomatischen Einfiihrung der natiirlichen Zahlen (IN und INp)
mit den Rechenoperationen 4+ und - und der Ordnung < konstruieren

wir daraus die ganzen (Z), die rationalen (Q) und schlieBlich die
reellen Zahlen (IR)

m die ganzen Zahlen Z erlauben zusatzlich die Subtraktion (—)
m ganz ahnlich erlauben die rationalen Zahlen @ die Division (/)

m Z und Q koénnen als Abschluss/Erweiterung der natiirlichen Zahlen
beziiglich der Subtraktion und Division angesehen werden

m die reellen Zahlen R vervollstandigen die rationalen Zahlen beziiglich
Grenzwerteigenschaften die im Analysis-Teil der Vorlesung
(Sommmersemester) relevant werden

m fiir die Konstruktionen dieser Zahlenbereiche brauchen wir den Begriff
der Aquivalenzrelation
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Relationen

Definition (Relation)

Eine Relation R auf einer Menge A ist eine Teilmenge der geordneten Paare aus A2,
d.h. R € A2 Fiir (a, b) € R schreibt man auch aRb.

v

Definition (Eigenschaften von Relationen)

Eine Relation R auf A heif3it
m reflexiv: fir alle a€ A gilt (a,a) € R.
m symmetrisch: fiir alle a, be Agilt (a,b) e R = (b,a) € R.
m antisymmetrisch: fiir alle a, be A gilt (a,b) e R A (b,a) e R=— a=b.
m transitiv: fir alle a, b, ce Agilt (a,b) e R A (b,c) e R—=— (a,c) € R.

Definition (Spezielle Relationen)

Eine Relation R auf A ist eine
m Teilordnung (auch Halbordnung, Ordnung, partielle Ordnung genannt), falls R
reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. z.B. < auf IN und < auf P(M)
0l Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
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Beispiel: Aquivalenzrelation

Paritaten
Wir definieren eine Relation =» auf INg durch
X=y << 2|x+y

BX=y < x+ yist gerade < Xx, y gerade oder beide ungerade

w

Behauptung: =, ist eine Aquivalenzrelation auf INp. J

Beweis: Wir iberpriifen die drei Eigenschaften einer Aquivalenzrelation:
m Reflexivitat: x + x ist gerade fiir jedes x € INg v
m Symmetrie: x + y = y + x fir alle x, y € INg v
m [ransitivitat: Falls x + y und y + z gerade sind, dann ist x 4+ 2y + z
gerade und, da 2y gerade ist, ist auch x + z gerade. D.h. aus x =5 y
und y =, z folgt x =5 z fiir beliebige x, y, z € INg v
Relation =, ist reflexiv, symmetrisch und transitiv und die Beh. folgt. L[]

Bemerkung: =, zerlegt INg in zwei disjunkte Mengen (gerade und
ungerade Zahlen) innerhalb denen jeweils alle Paare in Relation stehen.
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Partitionen

Definition (Partition)

Ein Partition/Zerlegung einer Menge A ist eine Menge Z < £(A) von
Teilmengen von A, sodass

/ # & fur alle Z € Z, nichtleere Teilmengen
Z n Z' = & fir alle verschiedenen Z, Z' € Z paarweise disjunkt
und | JZ:=J{Z: Ze Z} = A Uberdeckung von A

Die Teilmengen aus Z heiBen Partitionsklassen.

Bemerkung: Disjunkte Vereinigungen werden wir manchmal mit einem
Punkt im Vereinigungszeichen anzeigen (z.B. [ J{Z: Ze€ Z}, Au B, ...).
Beispiele

m {{neNg: n gerade}, {n e INy: n ungerade}} ist Partition von Ny

m die Menge Z = {Zx: k € Ny} bestehend aus den Mengenfamilien
Zx = {A < IN: A hat genau k Elemente} partitioniert die Menge der
endlichen Teilmengen von IN in unendlich viele Partitionsklassen
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Aquivalenzrelationen und Partitionen

Sei Z eine Partition der Menge A. Dann definiert
X~zy << x,ye/lfireinZelZ

eine Aquivalenzrelation ~z auf A.

Beweis: Sei Z eine Partition von A und ~z wie in der Behauptung
definiert. Wir zeigen, dass ~z reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

m Reflexivitat: Sei ae A. Da A = (-J{Z: Z € Z} gibt es genau eine

Menge Z € Z mit a € Z und somit gilt a ~z a. v
m Symmetrie: Seien a, be A mit a ~z b. D. h. es gibt eine Menge Z € Z
mit a, b € Z und somit b ~z a. v

m [ransitivitat: Seien a, b und c € A mit a ~z b und b ~z c. Nach
Definition von ~z gibt es Z und Z/ € A mit a, be Z und b, ce Z'.
Also gilt be Z n Z' und da Z eine Partition ist (paarweise disjunkte
Elemente), folgt Z = Z’. Somit enthélt Z neben a und b auch ¢ und
es folgt a ~z c.

Also erfiillt ~z die notwendigen Eigenschaften einer Aquivalenzrelation. [
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Aquivalenzrelationen und Partitionen Teil 2

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge A. Dann gibt es genau eine
Partition Z von A mit ~ = ~%.

Beweis: Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Zuerst zeigen wir die Existenz
einer Partition Z mit ~ =~z und dann die Eindeutigkeit.
m Definition von Z: Setze Z := {Z,: a € A}, wobei fiir jedes a€ A
Z, ={beA:a~ b}.
m Z ist Partition: Wir zeigen, dass die Mengen Z, nichtleer und
paarweise disjunkt sind und ihre Vereinigung ganz A ergibt.
m nichtleer und | | Z = A: ~ reflexiv = a ~ a fiir jedes a€ A
= ae Z, fir jedesac A= Z, # g firjedesac Aund | |, ,Z = AV
m disjunkt: Angenommen ce Z, n Zp, = a ~ c und b ~ ¢ und wegen der
Symmetrie und Transitivitat von ~ folgt a ~ b.

Wir zeigen nun Z, € Z,: Sei x € Z, beliebig = a ~ x und wegen der

Symmetrie und Transitivitdt und a ~ b folgt auch b ~ x = x € 2.

Da x € Z, beliebig war, gilt Z, < Z, und die gleiche Argumentation
zeigt auch Z, < Z, und somit Z, = 24, falls Z, n Zp, # @. v
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Aquivalenzrelationen und Partitionen Teil 3

Als nachstes zeigen wir ~ = ~z und dann die Eindeutigkeit von A.

m ~C ~z:Seia~ b, also (a,b) € ~. Dann gilt a, b € Z, und aus der Definition von
~z folgt a ~z b, also (a,b) € ~z. v

m ~z C ~:Seinuna~zb, also (a,b) € ~z. Dann existiert ein Z € Z mit a, be Z.
Wegen der Definition von Z gibt es ein 8’ € Z mit Z = Z,.

Da also a, b aus Z sind, folgt 8’ ~ a und a’ ~ b und mit Symmetrie und
Transitivitdt von ~ auch a ~ b. D. h. (a, b) € ~ wie gewiinscht. v

m Eindeutigkeit: Sei ) eine weitere Partition mit ~y = ~. Aus dem bereits Gezeigten
folgt also ~y = ~ = ~z und somit gilt fiir alle a, be A

a~yb < a~b << a~zb.
Folglich gilt fiir alle a € A auch
Yo ={beA:a~ybl={beA:a~b}=2"2,.

Somit ist {Y,: a€ A} = Z.
Des Weiteren ist Y, offensichtlich eine Teilmenge der Menge Y € Y, die a enthilt.

Aber wegen der Transitivitat von ~y gilt tatsachlich Y, = Y. D.h.
{Yo: ae A} =), also Y = Z was den Beweis abschlieBt. []
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Aquivalenzklassen

Definition (Aquivalenzklassen)

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A.

Die eindeutig bestimmte Partition Z aus dem letzten Satz bezeichnet man mit A/~
und sie heiBt Faktormenge/Quotientenmenge.

Die Elemente von A/~ heiBen Aquivalenzklassen, welche man mit [a] (manchmal
auch 3) statt Z, bezeichnet.

Die Elemente einer Aquivalenzklasse sind die Reprasentanten dieser Aquivalenzklasse
und wir sagen, sie sind aquivalent zueinander.

Aquivalenzklassen sind also paarweise disjunkt.

Zwei Elemente a und b € A reprasentieren also die gleiche Aquivalenzklasse genau
dann, wenn sie dquivalent sind

la]=[b] < a~b.
Die Funktion a — [a] heiBt kanonische Projektion von A nach A/~.

4

Beispiel: Partitioniert man IN in die geraden und ungeraden Zahlen und bezeichnet diese
Partition mit Z, so ist ~z die Aquivalenzrelation mit zwei Aquivalenzklassen und zwei
Zahlen sind genau denn aquivalent, wenn sie die gleiche Paritat haben. Jede ungerade
Zahl reprasentiert die Aquivalenzklasse der ungeraden Zahlen usw.
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Wie macht man Funktionen injektiv?

Sei f: A — B eine Funktion. Fiir a, a’ € A definiere die Relation ~ durch

a~a = f(a)="f(a).

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation und [a] — f(a) eine injektive Funktion g: A/~ — B.
y

Sei « die kanonische Projektion von ~. Dann besagt der Satz, es gibt inj. g mit f = gok

f
A > B
N, #
A/~

Beweis
Zu zeigen ist:

~ ist eine Aquivalenzrelation, v

g ist wohldefiniert, d. h. g([a]) ist unabhingig vom gewahlten Reprdsentanten!

g ist injektiv. v

[
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Ganze Zahlen

ldee:

m Die Umkehroperation der Addition, die Subtraktion, kann nicht beliebig
innerhalb von INg definiert werden. Z.B. 7 — 12 liegt nicht in INg.

m Vervollstindige INg fiir die Abgeschlossenheit der Subtraktion.

m Definiere die ganze Zahl z als Menge der Paare (a, b) € INg mit
,a—b=2z"(z.B. (7,12) und (0,5) sind Reprasentanten von —5).

m Da es aber kein ,,—" in INg gibt, driicken wir diese Beziehung innerhalb
von INg durch ,umstellen” wie folgt aus

a—b=ad-"b" — a+b =a+0b.

m Damit definieren wir eine Aquivalenzrelation auf IN3 deren
Aquivalenzklassen den ganzen Zahlen entsprechen.
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Ganze Zahlen
formale Definition Ildee
Definition (Z)

Durch
(a7b)~(a/,b/) < a—'—b,:a/_|_b ”a_b:a/_b/u

wird auf ]Ng eine Aquivalenzrelation definiert.

Wir bezeichnen die Faktormenge ]N(2)/~ mit Z und nennen ihre Elemente die ganzen Zahlen.
Ganze Zahlen der Form [(n, 0)] bezeichnen wir kiirzer durch die natiirliche Zahl n und ganze
Zahlen der Form [(0, n)] als —n.

Die Operationen + und - und die Ordnung < von IN erweitert man auf ganz Z durch:

[(a, b)]+2z[(a", b")] : = [(a+3", b+b')], .(a—b)+(a'—b")=(a+a")—(b+b")"
[(a,b)]-z[(d',b)] := [(a-a’+b-b',a-b'+b-3')], .(a—b)(a"—b')=(a-a’+b-b")—(a-b'+b-a")"

[(a, b)]<z[(a",b)] = a+b' < a'+b. (a—b)<(a — b)"

Bemerkungen:

m +7, -7z und <y sind wohldefiniert und wir schreiben einfach +, - und <
m Z “erbt” die Rechengesetze (Kommutativitat, Assoziativitat, Distributivitat) von INg
m fiir jedes z € Z gibt es genau ein ZZ € Z mit z+z' =0 [(a, b)] + [(b,a)] ~ [(0,0)]
m Z' bezeichnen wir mit —z
m allgemein definieren wir dann die Subtraktion x — y := x + (—y)

—: 7% - Z mit (x,y) — x + (—y)
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Rationale Zahlen

Idee:
m vervollstandige Z fiir die Abgeschlossenheit beziiglich der Division

m Definiere die rationale Zahl g durch ihre Bruchdarstellungen, d. h. das
Paar von ganzen Zahlen (a, b) mit b # 0 soll die rationale Zahl
g = a/b reprasentieren und verschiedene Bruchdarstellungen der

Selben Zahl g werden gleich (&quivalent) gesetzt.

m Ahnlich wie bei der Darstellung von ,,—", stellen wir um
a a-*“
— = — — a-b'=4a-b.
b b

m Damit definieren wir eine Aquivalenzrelation auf der Menge
7, x (7.~ {0})

deren Aquivalenzklassen den rationalen Zahlen entsprechen.
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Rationale Zahlen

Definition (Q)

Durch a
(a,b)~ (a', b)) := a-b' =2 -b T

wird auf der Menge Z x (Z ~ {0}) eine Aquivalenzrelation definiert. =

Wir bezeichnen die Faktormenge (Z x (Z ~ {0}))/~ mit @ und nennen ihre Elemente die
rationalen Zahlen. Rationale Zahlen der Form [(z,1)]| bezeichnen wir kiirzer durch die ganze
Zahl z und rationale Zahlen der Form [(1,2)] als 1/z bzw. z—!.

Die Operationen + und - und die Ordnung < aus Z erweitert man auf ganz () durch:

a a/ a‘bl+a/'b“
[(a,b)] +Q [(@,B)] = [(a- b+ b, bob)], 242 2 bF3
., b b b-b
I / / a a a-a"
[(a,b)] @ [(a',b")] = [(a-a", b-b)], 2. 222
]
(2, )] <q [(4, )] = a-b' <4 b, 2 2

+q, '@ und <q sind wohldefiniert und wir schreiben einfach +, - und <

wir definieren die Subtraktion analog wie in Z, d. h. fir g = [(a, b)]| setze —q = [(—a, b)]
Q “erbt” die Rechengesetze (Kommutativitat, Assoziativitat, Distributivitidt) von Z

fiir jedes g € Q \ {0} gibt es genauein ¢ e Q mitqg-q' =1 [(a,b)]-[(b,a)] ~ [(1,1)]
q’ bezeichnen wir mit 1/g bzw. g1

m allgemein definieren wir dann die Division x/y := x - (y~1)
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Korper

Definition (Koérper)
Sei K eine Menge
m mit zwei verschiedenen Elementen Ok, 1x € K
m und zwei inneren Verknipfungen +: K x K - Kund -: K x K — K.
Wir sagen K (genauer (K, +,-) bzw. (K, +,-,0k, 1k)) ist ein Korper, wenn fiir alle
a, b, c € K die folgenden Rechengesetze gelten:

(K1) Assoziativgesetze: a+ (b+c)=(a+b)+c und a-(b-c)=(a-b)-c
(K2) Kommutativgesetze: a+b=b+ a und a-b=>b-a
(K3) Distributivgesetz: a-(b+c)=a-b+a-c

(K4) Neutrale Elemente: a+0x = a und lk-a=a

(K5) Existenz inverser Elemente:

B es existiert ein —a € K mit a + (—a) = Ok.
m falls a # Ok, dann existiert ein a ' e K mit a-a~ ! = 1«.

Bemerkungen
m fiir Ox und 1k schreiben wir meist nur 0 und 1, wenn der Koérper klar ist
m Ny erfillt (K1)—(K4) mit der {iblichen Addition und Multiplikation
m 7 erfillt (K1)—(K4) und und den ersten Teil von (K5)
m Q erfillt (K1)—(K5) und ist ein Korper
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Beispiele: Korper

m neben Q) sind die bekannten Erweiterungen R und C Koérper

m weitere wichtige Beispiele sind die endlichen Kérper I, (auch GF(q))
mit g Elementen, wobei g = p” fiir eine Primzahl p und ne IN

m der kleinste Korper I'> hat zwei Elemente O und 1 und ist auf der
Menge {0, 1} mit der Addition und Multiplikation definiert durch

+ ]| 0|1 -1 0|1
001 000
110 101

m -0=0 —-1=1, und 17t=1
m die anderen Rechengesetze (K1)—(K4) kann man einfach nachpriifen
m IF's ist der ,einzige® Korper mit zwei Elementen, da die Rechengesetze
in diesem Fall die Addition und Multiplikation eindeutig bestimmen
e (K4) und (K2) definieren alle Ergebnisse bis auf 1 +1 und 0-0
e 1 + 1 =0 ist erzwungen, da sonst keine —1 existieren wiirde

e 0-0 =1 wiirde zu folgendem Widerspruch fiihren:

1-0.0=0-(1+1)"0.140-1=040=0
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Vollstandige Ordnungen

m Neben den Rechenoperationen haben wir auf IN, Z und Q) eine
Ordnung < definiert.

m Dabei ist < sogar eine Totalordnung (auch lineare, vollstandige oder
totale Ordnung), d. h. zusatzlich zu den definierenden
Ordnungseigenschaften (reflexiv, antisymmetrisch, transitiv) gilt fiir je
zwei Elemente a und b

a<hb oder b<a.

Es sind also alle Elemente miteinander vergleichbar (im Gegensatz zur
Teilmengenrelation, die nur eine Ordnung aber keine Totalordnung ist)
und fiir zwei verschiedene a und b gilt genau eine der Beziehungen

a<b oder b<a,

wobei a < b durch a < b A a # b definiert ist.
m Dariiber hinaus ist es praktisch, wenn die Totalordnung mit den
Rechenoperationen , kompatibel” ist und dies fiihrt zum Begriff des

geordneten Korper.
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Geordnete Korper

Definition (Angeordneter Korper)

Ein Kérper K mit einer totalen Ordnung < auf K heilt angeordnet, falls die
folgenden Anordnungsaxiome fiir alle a, b, ¢ € K gelten:

(A1) Falls a < b, dann gilt auch a+ ¢ < b + c.
(A2) Falls a < bund ¢ > 0, dann gilt auch a-c < b - c.

Bemerkungen

m Ny, Z und Q mit ihrer Ordnung erfiillen die Anordnungsaxiome

m () und die Erweiterung R sind angeordnete Korper

m C und endliche Korper kénnen nicht angeordnet werden, z. B. fiir It', flihrt
sowohl die Festlegung 0 < 1 als auch 1 <0 wegen 1 +1 = 0 zu einem

Widerspruch:

(A1)
0<l] = 0+4+1<1+1 <= 1<0

m (Al) und (A2) implizieren auch a- ¢ > b c fir a< b und ¢ <0, da:

a<b ) a+ ((—a)+(=b)) <b+ ((—a)+ (=b)) = —b<—

und Multiplikation mit —c > 0 und Anwendung von (A2) ergibt b-c < a- c.
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Reelle Zahlen

Q) 4Bt sich auf der Zahlengeraden darstellen, sodass jede rationale Zahl einem
Punkt auf der Zahlengeraden entspricht

Q) ist dicht in der Zahlengeraden in dem Sinne, dass zwischen je zwei Punkten
auf der Zahlengeraden mindestens eine rationale Zahl liegt

auf der anderen Seite entspricht nicht jeder Punkt auf der Zahlengeraden
einer rationalen Zahl, z. B. hatten wir gezeigt, dass v/2 keine rationale Zahl
ist (aber V2 entspricht einem Punkt auf der Zahlengeraden)

man kann @ so zur Menge R der reellen Zahlen erweitern, dass jedem Punkt
auf der Zahlengeraden eine reelle Zahl entspricht und umgekehrt jede reelle
Zahl einem Punkt auf der Zahlengeraden

m die formale Konstruktion von R aus Q) tberspringen wir hier
m Standardkonstruktionen basieren auf DEDEKINDschen Schnitten oder

auf Aquivalenzklassen von CAUCHY-Folgen —> Analysis
m dabei erweitert man die Addition, die Multiplikation und die totale

Ordnung auf R (a < b, wenn a links von b auf der Zahlengeraden liegt)
mit der (iblichen Addition, Multiplikation und Ordnung ist die Menge der
reellen Zahlen R ein angeordneter Korper
im Gegensatz zu @ ist R auch noch vollstindig (siehe Analysis) und bis auf
Isomorphie ist IR der einzige vollstandige und angeordnete Korper

m die Zahlen in R ~. @ heiBen irrationale Zahlen, z. B. V2 e,
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NcZcQcR?

Streng genommen geht aus den vorangegangenen Definitionen von Z, @ und R nicht
hervor, dass IN eine Teilmenge von Z oder Z eine Teilmenge von @ ist. Zum Beispiel
wurde Z als die Faktormenge einer Aquivalenzrelation auf INg x INg definiert und diese
Faktormenge enthilt formal IN nicht!

Auf der anderen Seite, haben wir eine injektive Funktion n +— [(n,0)] von IN in diese
Faktormenge angegeben, fiir die sich die auf IN definierte Addition und Multiplikation
erhalt, z. B. fiir die Addition ergibt sich aus der Definition sofort fiir alle natiirlichen Zahlen
¢, m und n, dass £ + m = n genau dann gilt, wenn [(£,0)] +z [(m,0)] = [(n,0)]. Diese
Einbettung von IN erlaubt es IN als Teilmenge von Z zu betrachten und wir werden von
nun an IN immer als diese Teilmenge von Z ansehen.

Genauso kann mit Hilfe der Funktion z — [(z,1)] die Menge der ganzen Zahlen in Q
eingebettet werden, welche wiederum durch g — [(g)sen] als eine Teilmenge von R
aufgefasst werden kann. Von nun an werden wir auf Grund dieser Einbettungen sowohl
die rationalen, als auch die ganzen und die natiirlichen Zahlen als durch < vollstandig
geordnete Teilmengen der reellen Zahlen betrachten und die Addition und Multiplikation
einfach mit + und - bezeichnen. Insbesondere gilt also

INcINocZcQcCcR.
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Machtigkeiten von Mengen

m Mengen A und B sind gleichmachtig :< es gibt Bijektion zwischen A und B
m fiir n € INg schreiben wir [n] als Kurzform fiir die Menge {1,..., n}
Definition
Eine Menge M heif3t:

m endlich: falls M gleichmachtig zu [n]| fiir ein n € INg, d. h. M hat genau n
Elemente (M ist n-elementig, M ist eine n-Menge) und wir schreiben

(M| :=n.
m unendlich: falls M nicht endlich ist.

m abzahlbar: falls M endlich ist oder gleichmachtig mit IN ist.
m (iberabzahlbar: falls M nicht abzahlbar ist.

Bemerkungen

m M # & ist abzahlbar genau dann, wenn es eine surjektive Abbildung
f: IN —- M gibt und f heit Aufzahlung von M

m n— n—1 zeigt INg ist abzahlbar

m n— (—1)"|n/2| zeigt Z ist abzadhlbar, wobei fiir x € R mit | x| die groBte
ganze Zahl < x bezeichnet wird
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Machtigkeit von Q)

Die Menge der rationalen Zahlen @) ist abzahlbar.

Beweis

Wir geben eine Aufzahlung g1, g, ... der Menge der rationalen Zahlen > 0 an.
Man erhilt die Aufzdhlung, indem man im folgenden Bild bei den Bruch % beginnt
und den Pfeilen folgt:

1 1 1 1 1 1

132 373 5775
< ¥ )

2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6

A4

S 3 3 3 3 3

1 2 3 4 5 6
< ¥

4 4 4 4 4 4

1 2 3 4 5 6

v )

5 5 5 5 5 5

1 2 3 4 5 6
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Machtigkeit von Q) 2. Teil

Die Menge der rationalen Zahlen Q) ist abzahlbar.

Die Aufzahlung lautet also

1 1 2 3 2
Q1—1, Q2—2, Q3—1, q4—1, q5—2,...

Die Tatsache, dass viele rationale Zahlen hierbei doppelt auftreten, zum Beispiel 1
als % und % spielt keine Rolle, da eine Aufzahlung nicht injektiv sein muss. Es ist
aber klar, dass jede rationale Zahl > 0 in dieser Aufzahlung irgendwann einmal

auftritt.

Mit dieser Aufzahlung der rationalen Zahlen > 0 kénnen wir nun aber leicht eine
Aufzahlung aller rationalen Zahlen angeben:

0,91,—q1,92, —q, . ..

leistet das Gewlinschte. ]
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Machtigkeit von R

Satz (CANTOR 1874)

Die Menge der reellen Zahlen R ist liberabzahlbar.

Beweis: Wir zeigen, dass schon die Menge der reellen Zahlen, die echt gréBer als 0 und
echt kleiner als 1 sind, iiberabzahlbar ist. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis.
Angenommen, es gibt eine Aufzahlung si, sp, s3,... der reellen Zahlen s mit 0 < s < 1.
Die Zahlen s,, n € IN lassen sich als Dezimalzahlen ohne Vorzeichen mit einer O vor dem
Dezimalpunkt schreiben. Fiir alle i,j € IN sei s;; die Ziffer, die in der j-ten

Nachkommastelle der Dezimaldarstellung von s; steht:
S1 = 0.511512513 ce

C)) = 0.521522523 e

Nun definieren wir eine weitere reelle Zahl a, die echt zwischen 0 und 1 liegt, die in der
Aufzidhlung aber nicht auftritt. Wir geben die Nachkommastellen a;azas ... der Zahl a an.
Fir i € IN sei

4, falls s; # 4 ist und

dj .=
5, sonst.
Es ist klar, dass a = 0.a1a2a3 ... echt zwischen 0 und 1 liegt. Die Zahl a ist so gewahlt,
dass es sich an der i-ten Nachkommastelle von s; unterscheidet. Damit ist a von allen s;,
i € IN verschieden. []
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Teilbarkeit

Definition (Teiler)
Eine ganze Zahl x € Z ist ein Teiler von y € 7Z, falls ein d € Z. existiert,

sodass
y=d-x.

m Wir sagen auch, y ist ein Vielfaches von x ist und schreiben x | y.

m Falls x kein Teiler von y ist, dann schreiben wir x  y.

Bemerkungen
m jede ganze Zahl x € Z teilt also die 0 0=0-x
m O ist nur Teiler von der 0
m es gilt fiir alle x, y € Z

X|ly < x|y << x| -y << —x| —y

m leilbarkeiten in Z lassen sich also auf Teilbarkeiten in INg zurtickfiihren
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Teilbarkeitsrelation

Teilbarkeitsbeziehung | definiert eine Relation auf Z (bzw. auf INg) mit
folgenden Eigenschaften:

m reflexiv, da x | x

m transitiv, da x | y und y | z bedeutet, dass es di, d» mit y = d; - x
und z=dy - ygibt=2z=d-y=dr-di - x=— x| z

m antisymmetrisch auf INg (aber nicht auf Z), da x | y und y | x
bedeutet y = di - x und x = d, - y fiir geeignete d; und d>
— y=di-dr-yundx=dy-db-x= dy-dro=1odery =x=0

Des Weiteren gilt:

m x| y1und x2 |y — (x1-x2) | (y1-Yy2)
B (x-y1) | (x-y2)und x #0 = y1 | y2
m x| y;und x|y — x | (y1-2z1 + y2 - 20) fur alle z1, 2.

v
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GroBter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches

Definition (ggT und kgV)

Fiir ganze Zahlen x, y € Z ist der groBte gemeinsame Teiler (ggT(x, y))
von x und y ist die groBte natiirliche Zahl n € IN, die sowohl x als auch y
teilt, wobei man fiir x = y = 0 {blicherweise ggT(0,0) := 0 setzt.

Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV(x, y)) von x und y ist die kleinste
natirliche Zahl n > 0, die sowohl von x als auch von y geteilt wird, wobei
man fiir x = 0 oder y = 0 dblicherweise kgV(x, y) := 0 setzt.

Beispiele

m ggT(18,45) = 9 und kgV(18,45) =90 und 9-90 = 810 = 18 - 45
m ggl(24,18) = 6 und kgV(24,18) =72 und 6 - 72 = 432 = 24 - 18
m Allgemein gilt tatsichlich (Beweis folgt spater):

ggT(x,y) - kgV(x,y) =[x y|,

wobei |z| der Absolutbetrag einer ganzen Zahl z € Z ist.
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Berechnung des ggT

mggl(x,y) =ggT(|x|,|y|) firalle x, ye Z = o.B.d.A. seien x, y € Ny

Proposition

Fiir alle x, y € INg mit x > y gilt ggT(x,y) =ggT(x —y,y).

Beweis
Jeder Teiler von x und y teilt auch x — y. Somit gilt auch

ggT(x,y) | x—y und ggT(x,y) |y — ggT(x,y) <gglT(x—y,y).

Auf der anderen Seite teilt auch jeder Teiler von x — y und y auch x — y + y = x
und somit gilt auch

ggT(x—y,y) | x und ggT(x—y,y) |y = ggT(x—y,y) <ggT(x,y).

Also muss gelten ggT(x,y) =ggT(x — vy, y) []

m Proposition liefert rekursiven Algorithmus fiir die Berechnung des ggT
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Einfacher EUKLIDischer Algorithmus

Idee
m wende Proposition wiederholt an, bis sich ein Argument auf 0 reduziert

Einfacher rekursiver EUKLIDischer Algorithmus
int ggT(int x, int y) {

if ( x==0 ) return y;

if ( y==0 ) return x;

if ( x>=y )
return ggT(x-y,Vy);
else

return ggT(x,y-X);

m Algorithmus berechnet den ggT(|x|, |y|) (Korrektheit):
m Induktion iiber n = |x| + |y| mit mehreren Vorgangern
m Induktionsanfang x = 0 oder y = 0 klar wegen der Definition des ggT
m Induktionsschritt fir [x| > 0 und |y| > 0 durch Proposition

m Problem: langsamer Algorithmus — Laufzeit O(|x| + |y|) keine
polynomielle Laufzeit in der Lange der Eingabe log |x| + log|y|
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Warum ist der einfache Algorithmus schlecht?

m Rekursion ist hier unkritisch, keine Mehrfachberechnungen gleicher
Teilergebnisse

m wenn x sehr groB und y sehr klein ist, dann wird sehr oft y von x
abgezogen

m z.B. x =2°! und y = 2 resultiert in 2°° ~ 10'® Subtraktionen fiir die
mein Rechner mehr als 8 Tage braucht

m fir x = 2°! und y = 2 braucht der Algorithmus dann ~ 1000-mal so
lange, obwohl die Eingabe nur 10 Bit langer geworden ist

— exponentielle Laufzeit

Beobachtung

m beim einfachen EUKLIDischen Algorithmus ziehen wir y solange ab, bis
Z=Xx—y <y erreicht ist

= Division mit Rest von x und y liefert uns dieses z in einem Schritt
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Division mit Rest

Definition und Satz
Fir je zwei ganze Zahlen x, y € Z mit y # 0 gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
g € Z und r € INg, sodass
x=q-y+r und 0<r<l|y|. (%)
Die Zahl g heiBt Quotient und r heiBt Rest der Division.
m div: Z? — Z ordnet (x, y) den Quotienten g zu,
m mod: Z° — INg ordnet (x, y) den Rest r zu.

Beweis
m Existenz: Eine der |y| > 1 hintereinander liegenden ganzen Zahlen

x—0,x—1, ..., x—(]y|—1)
ist ein Vielfaches von y.
—> es gibt re {0,1,...,]y|—1}undgeZ mitx—r=gq-y. v
m Eindeutigkeit: Falls gy + r = x = q'y + r’ wie in (%), dann gilt
0=(q—q)y+(r—r") mit |[r—r'| <]yl
=y | (r—=r),day|[Oundy | (qg—¢)y
— wegen |r — r'| < |y| folgt dann r = r’
— gy = q'y und wegen y # 0 folgt g = ¢’ v ]
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Verbesserter EUKLIDischer Algorithmus

m Ersetze Subtraktionen durch Division mit Rest
m Proposition 2: ggT(x,y) = ggT(mod(x, y),y)
—— Beweis wie bei der Proposition zuvor
Verbesserter rekursiver EUKLIDischer Algorithmus
int ggT(int x, int y) {
if ( x==0 ) return y;
if ( y==0 ) return x;

if ( x>=y )
return ggT(x%y,y); /* zjy = mod(z,y) */
else

return ggT(x,y%x);

m Korrektheit: Algorithmus berechnet den ggT(|x|, |y|),
— Induktionsbeweis wie zuvor mit Proposition 2
m mod ist etwas teurer (Laufzeit) als Subtraktion, aber der verbesserte
EUKLIDische Algorithmus hat polynomielle Laufzeit in der Lange der
Eingabe log |x| + log |y|
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Kongruenzen

Definition
Ganze Zahlen x, y € Z sind kongruent modulo m fiir eine natirliche Zahl
m € IN, falls

mod(x, m) = mod(y, m),

d.h. x und y haben denselben Rest bei Division durch m. In diesem Fall
sagen wir auch, x ist kongruent zu y modulo m und schreiben

x=y (mod m).

Bemerkungen
mx=y (mdm) < m|x—y
m Kongruenz modulo m definiert Aquivalenzrelation auf Z:

m Reflexivitdit v
m Symmetrie VvV
m [ransitivitdit: m | x—yund m|y—z=m|x—-y+y—z v
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Restklassen

Definition (Restklassen)

Ifijrjede natiirliche Zahl m € IN und jede ganze Zahl x € Z heil3t die
Aquivalenzklasse
IX]m={y€eZ:x=y (mod m)}

die Restklasse von x modulo m.

Folgerungen

m flr jedes m e IN gibt es genau m verschiedene Restklassen modulo m

01, [y ., [m—1]m.

m die Restklassen bilden eine Partition von Z, d. h. sie sind paarweise disjunkt

und
Z=0lmv...u[m—1],

m Menge der Restklassen (Faktormenge der Aquivalenzrelation kongruent
modulo m)

Z/mZ = {[0]m, [1]m, ..., [m—1]m}
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Modulare Arithmetik

m mit Restklassen kann man gut rechnen
mx31 =Yy (mod m)und xo =y> (mod m) = (x1 + x2) = (y1 + y2) (mod m)
= [z]m + [Z']m := [z + Z]m ist wohldefinierte Addition auf Z/mZ
m Addition auf Z,/mZ. ist assoziativ und kommutativ
m [0], ist neutrales Element der Addition auf Z/mZ.
m Subtraktion kann durch [z]n — [Z']m = [z — 2] m definiert werden
B [—2z]|n ist invers zu [z]m, d.h. —[z]m = [—2Z]m
m firle{0,...,m—1} gilt —[l]m = [—A]m = [m—{]n
mx1 =Yy (mod m)und xo =y> (mod m) = (x1-x2) = (y1-y2) (mod m)
= [z]m - [2']m := [z - Z'|m ist wohldefinierte Multiplikation auf Z/mZ
m Multiplikation auf Z/mZ. ist assoziativ und kommutativ
m 1], ist neutrales Element der Multiplikation auf Z/mZ.
m im Allgemeinen gibt es keine inversen Elemente fiir die Multiplikation:

[2]4 - [0]a = [0]a4, 2] - [1]a = [2]a,
[2]4 - [2]4 = [4]4 = [0]a4, [2]4 - [3]a = [6]4 = [2]4
= [2]4 hat kein multiplikativ Inverses in Z /4Z.
m Addition und Multiplikation erfiillen das Distributivgesetz

Fir jedes m € IN heiBt Z/mZ mit Verkniipfungen + und - Restklassenring modulo m. J

m Z/17 = {|0]:1} = {Z} ist trivial (Nullring), aber Z /27, = F; ist sogar ein Korper
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G AUSSklammer

Definition

Sei £ € R eine reelle Zahl. Dann bezeichnet
m [£]| die kleinste ganze Zahl z€ Z mit z > £.
m |£| die groBte ganze Zahl z € Z mit z < &.

Beobachtung
Fir alle ze Z und ne IN gilt

div(z, n) = {EJ und mod(z,n)=z—n- {EJ .

n n
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Primzahlen

Definition (Primzahlen)

Eine natiirliche Zahl p > 2 heiBt Primzahl, falls 1 und p die einzigen Teiler
von p in IN sind.

y

m Menge der Primzahlen {2,3,5,7,11,13, ...,2011,2017,2027, ...}
m 1 und n heiBen auch die trivialen (natiirlichen) Teiler von ne IN
m 1, —1, z und —z sind die trivialen (ganzen) Teiler von z € Z

Definition (teilerfremd)

Zwei ganze Zahlen heiBen teilerfremd (auch relativ prim), falls die 1 der
einzige gemeinsame Teiler in IN ist. Es gilt also

x,y € Z sind teilerfremd <— ggT(x,y) =1

m Teilerfremdheit ist nicht reflexiv, nicht transitiv, aber symmetrisch
m Fir teilerfremde z € Z und m e NN gilt:

(z-x)=(z-y) (modm) = x=y (modm) firallex, yeZ.
Falls p € IN eine Primzahl ist, dann ist Z/pZ = ¥, ein Kérper. J
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Primfaktorzerlegung

Satz (Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie)

Fiir jede natiirliche Zahl n € IN gibt es
m ein k€ INo,

m paarweise verschiedene Primzahlen pq, ..., px«
m und natirliche Zahlen aq,...,ax € IN,
sodass
k
&
i=1

Diese Produktdarstellung von n heiBt Primfaktorzerlegung und ist bis auf die
Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Bemerkungen
m fir n =1 ist k = 0 und der Satz folgt, da das leere Produkt 1 ist
m flirn > 2 ist immer k > 1
m Sicherheit vieler Verschliisselungsverfahren beruht auf der Annahme, dass fiir
gegebenes n die Primfaktorzerlegung nicht effizient berechenbar ist

—— Entscheidungsproblem liegt in NP n coNP
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Existenz der Primfaktorzerlegung

Beweis (Widerspruch)
Sei n die kleinste natirliche Zahl, fiir die es keine Primfaktorzerlegung gibt.
m n # 1, da das leere Produkt eine Primfaktorzerlegung der 1 ist

m n ist keine Primzahl, da sonst n = p® mit p = nund o = 1 eine
Primfaktorzerlegung von n ist

n hat von 1 und n verschiedene Teiler

U

U

es gibt x, y € IN mit
l<x<n, l<y<n und n = xy

Da n die kleinste Zahl ohne Primfaktorzerlegung ist, gibt es Primfaktorzerlegungen
von x und y, d. h. fiir geeignete k, £ € IN, Primzahlen p1,...,pk, 91,...,qge und

Q1y..., 0, P1,...,00 € IN gilt:

/8.
qjj-

—.

k
X = pr"' und y =
i=1

Jj=1

Somit ist n = xy = Hfle p; ]_[le qff und ggf. durch das Zusammenfassen von

Faktoren (falls p; = g;), erhalten wir eine Primfaktorzerlegung von n. J
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Lemma von BEZOUT

m Beweis der Eindeutigkeit beruht auf dem Lemma von EUKLID, welches eine
Konsequenz des Lemmas von BEZOUT ist

Lemma (BEzouUT)

Fiir alle ganzen Zahlen x, y € Z gibt es ganze Zahlen s, t € Z, sodass

ggT(x,y) =sx + ty.
m Der ggT(x,y) kann als Linearkombination von x und y dargestellt werden.
m Fir teilerfremde x, y € Z gibt es somit s, t € Z mit sx + ty = 1.

Beweis (wie Proposition vor dem EUKLIDischen Algorithmus)

m 0.B.d A x, yelNy (Warum?) und x = y (Warum?)

m Induktion nach x + y mit mehreren Vorgangern

m Induktionsanfang: x = 0, klar da dann y = 0 und ggT(0,0) =0
N

Induktionsschritt:

Prop. |
geT(x,y) = geT(x—y,y)

und die Aussage folgt mit s =s" und t =t — ¢’ ]
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Erweiterter EUKLIDischer Algorithmus

rekursive Berechnung von ggT(x,y), s und t mit ggT(x,y) = sx + ty
int erwEuklid(int x, int y, int *s, int *t) {

if ( x==0 ){ *s=0; *t=1; return y; }

if ( y==0 ){ *s=1; *t=0; return x; }

int ggT, sp, tp; /* Zwischenergebnisse speichern */

if ( x>y ){
ggT = erwEuklid(x%y, y, &sp, &tp); /* /= mod, / = div */
ks = sp; *t = tp - sp*(x/y); /* s und t verrechnen */
return ggT;

}

else{
ggT = erwEuklid(x, y/x, &sp, &tp);
*s = sp — tp*(y/x); *t = tp; /* s und t verrechnen */
return ggT;

}

}

Korrektheit folgt induktiv mit x = g -y + r fiir ¢ = div(x,y) und r = mod(x, y) durch:

geT(x,y) = ggT(r,y) =s'r+ty
und wegen r = x — q - y folgt ggT(x,y) = s'x + (' — s’ - q)y.
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Lemma von EUKLID

Lemma (EUKLID)
Fir alle ganzen Zahlen x, y € Z. und jede natiirliche Zahl ne IN gilt

n|xy und ggT(x,n)=1 — nily.

Insbesondere teilt also jede Primzahl p einen Faktor x oder y, falls p Teiler
des Produkts xy ist.

4

Beweis
Wegen BEZOUTs Lemma (fiir x und n) gibt es s, t € Z mit

sx + tn = ggT(x,n) =1 — sxy +tny =y.
Da n | xy gibt es ein d € Z mit xy = dn und damit erhalten wir
y=s-dn+tny = (sd + ty)n.

Somit ist y ein Vielfaches von n. ]
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Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

Beweis (Widerspruch)
Sei n die kleinste natiirliche Zahl, fiir die es mindestens zwei Primfaktorzerlegungen
gibt.
m n # 1, da die 1 ausschlieBlich durch das leere Produkt als Produkt dargestellt
werden kann

m n ist keine Primzahl, da wir sonst eine Primzahl als Produkt von Primzahlen
schreiben konnten

m beide Primfaktorzerlegungen kénnen keinen gemeinsamen Primfaktor p haben,
da sonst n/p eine kleinere Zahl mit meheren Primfaktorzerlegungen wére

= es gibt unterschiedliche Primzahlen p und g und x, y € IN mit
l<x<n, l<y<n, X F# Yy und px = n = qy
Insbesondere haben wir

plagy und  ggT(p,q)=1.

Nach dem Lemma von EUKLID ist p also ein Teiler von y, aber dies widerspricht
der obigen Beobachtung, dass wegen der minimalen Wahl von n keine Primzahl in
beiden Primfaktozerlegungen vorkommt. 4
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Wieviele Primzahlen gibt es?

Satz (EUKLID 300v. Chr.)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis (Widerspruch)
Angenommen es gibt nur endlich viele Primzahlen pq, ..., pk.
m Beobachtung: N und N + 1 haben keinen gemeinsamen Teiler > 2,
da jeder Teiler auch N +1— N =1 teilt
m betrachte das Produkt N = p1 - ... pk
= N und N + 1 haben keine gemeinsamen Primfaktoren

= alle Primzahlen aus der Primfaktorzerlegung von N 4+ 1 sind
verschieden von pq, ..., pk

m wegen V41 > 1 gibt es auch mindestens einen Primfaktor g von N +1

Es gibt also eine weitere Primzahl g verschieden von pq, ..., pk. 4
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ggT und kgV und Primfaktoren

Fir alle ganzen Zahlen x und y € Z gilt
ggT(x,y) - kgV(x,y) = [x-yl|.

Beweis
m 0.B.d A x, ye Ny (Warum?)

m falls x =0 oder y = 0, dann kgV(x, y) = 0 und die Formel folgt

m seien pi,...,py alle gemeinsamen Primfaktoren von x und y und
14 k 14 m
x=]1p" [] P und y=[[p"-]] o
i=1 i=¢+1 i=1 i=£+1
die Primfaktorzerlegungen von x und y
Damit folgt /
geT(x,y) = [ [
i=1
12 k m
kgV(x,y) = Hp;nax(a,,ﬁl) , l_[ pei - ]_[ qui.
i=1 i={+1 i=0+1
Da min(«;, 5;) + max(«;, Bi) = «; + B; folgt die Aussage. ]
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4. Elementare Kombinatorik
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Rechenregeln fiir endliche Mengen

m Erinnerung: fiir endliche Mengen M ist |M| die Anzahl der Elemente von M,
auch Kardinalitat von M genannt

(M| =n < M gleichmachtig wie [n] = {1,...,n} < 3 Bijektion M — [n]

m falls An B = @ dann gilt |Au B| = |A| + |B| und im Allgemeinen fiir
paarweise disjunkte endliche Mengen A4, ..., A, gilt die Additionsregel

k k
‘UA,- = AU U A = A+ AL = YA
i=1 i=1
Wieso? Beweis? klar v/

m fiir beliebige endliche Mengen A, B gilt |A x B| = |A| - |B] und im
Allgemeinen fiir endliche Mengen Ay, ..., A, gilt die Multiplikationsregel

k k
H_[A,- — A1 x - x Al = Al - A = TT1AYL
i=1 =1
Wieso? Beweis? z. B. Induktion nach k und |Ax| v
m |A| = |B| < 1 Bijektion A —> B Gleichheitsregel
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Geordnete Teilmengen/Tupel

k-Tupel von n-elementigen Mengen

Fir natiirliche Zahlen n, k € INg ist die Anzahl der k-Tupel einer n-elementigen

Menge M gegeben durch

‘Mk| Multiplikitionsregel ‘M|k _ I‘lk .

Fiir n = k = 0 gilt 0° = 1, gerechtfertigt durch den leeren 0-Tupel.

y

Bsp.: es gibt 23 = 8 verschiedene binire Tripel (3-Tupel mit Elementen aus {0, 1})
(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)

k-Tupel von n-Mengen ohne Doppelungen/Wiederholungen

Fiir natiirliche Zahlen n, k € INg ist die Anzahl der k-Tupel einer n-elementigen
Menge M, in denen kein Element doppelt vorkommt, gegeben durch

M- (IM|=1)-...- (M| —(k=1))=n-(n—=1)-...- (n—(k—1)) = (n)k.
Fiir die fallende Faktorielle (n), schreibt man auch nX (z. B. im Skript).

v

m wegen des leeren Produkts ist (n)g = 1 und tatsachlich ist das leere O-Tupel
das einzige Tupel, welches hier gezahlt wird
m fiir n < k gilt (n)x = 0 und fiir n = k erhalt man die Anzahl der Auflistungen

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §4. Kombinatorik / 3




Permutationen

Definition (Permutation)

Eine bijektive Abbildung w: M — M auf einer (abzahlbaren) Menge M
heit Permutation.

Ist M eine endliche Menge {m1, ..., m,}, wobei wir annehmen, dass die m;
paarweise verschieden sind, so kann man eine Permutation 7: M — M

darstellen durch
( mi mo c. mp )
7T(m1) 7T(m2) 7T(mn) .

Falls M = [n], dann schreiben wir auch abkiirzend nur die ,,untere Zeile"

(m(1),...,m(n)) an Stelle von (w(ll) W(ZQ) wgn))

Bsp.: (1) =2, w(2) =4, w(3) = 3 und 7(4) = 1 definiert eine
Permutation auf [4| und wird beschrieben durch:
1 2 3 4
<2 43 1) bzw. (2,4,3,1).
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Fakultat

Definition (Fakultat)
Fiir jede natiirliche Zahl n € INg heiBt

n

nl = Hi = (n),

i=1

Fakultat von n. Insbesondere ist 0! = 1.

Bemerkungen

mBsp.:1l=121=2 3'=6, 4 =24, 51 =120
m Fakultat ist schnell wachsende Funktion auf INg, z. B. 70! > 1019

m Anzahl Permutationen einer n-elementigen Menge M
= Anzahl Bijektion von M nach M

= Anzahl der n-Tupel von M ohne Doppelungen = (n), = n!
m 0! = 1 entspricht der leeren Abbildung, die eine Bijektion auf @ ist
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Ungeordnete Teilmengen

k-elementige Teilmengen n-elementigen Mengen

Fir natiirliche Zahlen n, kK € INg mit n > k ist die Anzahl der k-elementigen
Teilmengen einer n-elementigen Menge M gegeben durch
n!

{A S M:1A] = K| = (Z) = =R

Fir k > n gibt es offensichtlich keine k-elementigen Teilmengen von M.

Insbesondere (}) € INg und heiBt Binomialkoeffizient.

Beweis: Sei M eine n-elementige Menge und k € INy mit n > k.

m es gibt (n)x geordnete k-Tupel (k-elementige Teilmengen) mit Elementen
aus M ohne Wiederholungen und es gilt

n!
(Mk=n-(n—=1)-...-(n—k+1) = (=)
m hierbei zihlen wir jede k-elementige Teilmenge A & M genau so oft, wie wir
die Elemente von A anordnen kénnen, also |A|! = k! Mal
= [{Ac M: |Al = k}| = (Z)!k = k!-(g!—k)! L
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Rekursive ldentitat der Binomialkoeffizienten

Fir alle natirlichen Zahlen n, k € IN mit n > k gilt

(0 =) ()

1. Beweis (einsetzen und nachrechnen):

(n k 1) " (Z _ 1) - k!(,(qn—_111! T k= 1)!(,(~,n—_111!(k —1)!

_(n=k)(n=1)!"  k(n—-1)!
T T K=k K(n—k)
_ (n—k+k)(n—1)

K\(n — k)|
N k!(nni K (Z)
0]
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Rekursive ldentitat der Binomialkoeffizienten

Fir alle natiirlichen Zahlen n, ke IN mit n > k > 1 gilt

n\ (n-—1 N n—1
k) \ k k—1)°
2. Beweis (kombinatorische Interpretation ausnutzen):
Sei M eine n-elementige Menge und x € M (existiert wegen n > 2).

m die Menge der k-elementigen Teilmengen von M kann man aufspalten in die
Mengen solcher Teilmengen,

m die x nicht enthalten davon gibt es (”;1)
m die x enthalten davon gibt es (Zj)
=
ny n—1 N n—1
k) \ k k—1
Bemerkung: -

m rekursive Berechnung wegen vieler Doppelberechnungen nicht effizient
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PAscALsches Dreieck und weitere Rechenregeln

Wir ordnen die Binomialkoeffizienten wie folgt im PASCALschen Dreieck an:

Fir alle natiirlichen Zahlen n, k € INg mit n > k gilt:

() =(",) Wlk)' ist symmetrisch in k und n— k

m Y, () =2" beweisen wir gleich

v
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Binomischer Lehrsatz

Satz (Binomischer Lehrsatz)

Seien x, y € R. Dann gilt fiir alle n € INg

(x +y)" = i (Z)x”—ﬁye.

=0

Konsequenzen:
m fir x = y = 1 folgt die Identitat 2" = (1 + 1)" = >7_, ()

m fiir n = 2 folgen die binomischen Formeln

(x + y)? = x* + 2xy + y° und (x — y)? = x> — 2xy + y?

m fiir n =3 gilt (x +y)3 = x3 4+ 3x%y + 3xy? + y3.
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Beweis: (x +y)" = >/, (Z)x”_gyg

Beweis (Induktion nach n)

m Induktionsanfang n = 0: klar, wegen (x + y)? =1 = (O)xoyo v
m Induktionsschritt von n nach n + 1:

(X + y)n—l—l Ié. (X 4 y) . Z (Z)Xn—éyé

Es gilt
n n
X (n n—~¢ E n+1 V4 E Xn—l—l + (n)Xn—i—l—EyE
sowie
: 0 z ; e g Z”J’;_E ; : e ¢
1 —(/—1 1— 1

y 2, ()" Z A A D ) R A U (AP E SR 2o A

£=0 2=0 =1 =1
Mit (”ng) = (7) + (,",) folgt also

(X + y)n—i—l _ \(n—(l)—l) n—|—1 (i_i_ 2 n—|—1 n—|—1 Kyﬁ + (Zii)XOyn—i—l _ ’f (n—gl)xn—l—l—ﬁyﬂ

:;H =1 - :y:+1 - 2=0

[]
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Kugeln auf Gefale aufteilen

Partitionen einer naturlichen Zahl

Fir natiirliche Zahlen m € INg und / € IN gibt es genau

)= )

Moglichkeiten, um m als Summe von ¢ natiirlichen Zahlen mq,..., my € INg
darzustellen, d. h. H(ml, ..., Mmy) € ]Nf,: mi—+---+my = m}‘ = (mz_el_l).

Interpretation: Verteile m ununterscheidbare Kugel auf ¢ unterscheidbare Gefal3e
GefaBl i bekommt m; Kugeln

Beweis: Betrachte m als Folge von m Einsen und fiir i =1,...,¢/ — 1 ,trenne” m;
von m;;1 durch das Einfligen einer Null. Z.B. fiir m = 6 und ¢ = 4 kodiert
110111001

die Zerlegung

m =2, m =3, und my =1.
Tatsachlich definiert dies eine Bijektion zwischen den Zerlegungen von m und den
0-1-Folgen der Lange m + £ — 1 mit m Einsen. Eine solche 0-1-Folge ist bestimmt
durch die Platzierung der Nullen und dafiir gibt es (m;—_ﬁ;l) Moglichkeiten. []
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Anagramme

Zeichenketten mit vorgegebener Buchstabenverteilung

Fir natiirliche Zahlen ¢ € IN und my, ..., my € INg und Buchstaben/Zeichen
Zi,...,2Zy gibt es genau

verschiedene Zeichenketten der Lange m := Zle m;, fir i =1,...,7 jeweils
m;-Mal das Zeichen Z; enthalten.

Insbesondere (mr:’+"'+m”;£) € INg und heiBt Multinomialkoeffizient.

1ye--

mi,..., My

Bemerkungen:

m Worter, die aus einem Wort durch Vertauschung/Permutation der
Buchstaben entstehen, nennt man Anagramme, z. B.

AMPEL LAMPE PALME oder ERLE LEER
m in dem Problem oben miissen die Woérter nicht unbedingt Sinn ergeben
m fir my =--- = my = 1 ergibt jede Permutation ein anderes Anagramm

— ¢! Anagramme"”
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Anagramme — Beweis

Zeichenketten mit vorgegebener Buchstabenverteilung

Fir natiirliche Zahlen ¢ € IN und my, ..., my € INg und Buchstaben/Zeichen
Zi,...,2Zy gibt es genau

(Zesl_ (m s+ m)

verschiedene Zeichenketten der Lange m := Zle m;, fur i =1,...,7 jeweils
m;-Mal das Zeichen Z; enthalten.

Beweis
m ausgehend von der Zeichenkette beginnend mit my Zeichen Z;, gefolgt von

my Zeichen Z5, hinzu my Zeichen Z;, gibt es (Zle m,-)! Permutationen

dieser Zeichenkette
m allerdings ergeben Permutationen die gleiche Zeichenkette, wenn sie jeweils

nur Zeichen vom gleich Typ vertauschen
m so gibt es fiir jede Permutation genau ]_[ . (m;!) Permutationen, die die

gleiche Zeichenkette erzeugen (unabhangig kann man jeweils auf m;! Weisen
die Zeichen vom Typ Z; vertauschen)
. ]
m es gibt also nur (Y, )'/H, ,(m;!) Permutationen, die unterschiedliche
Zeichenketten erzeugen []
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Multinomialsatz

m fir / = 2 reduzieren zu Binomialkoeffizienten
my+mz\  (my+mp)! ~(my+ mo
mq m1!m2! mo

m der Multinomialsatz erweitert dementsprechend den binomischen Lehrsatz

Satz (Multinomialsatz)

Seien £ € INg und x1q,...,x, € R. Dann gilt fiir alle n € INg
¢ n ; ¢
ot = ( Sx) = B (" ]
i=1 mA-tng=n N5 fle/ 5 o
= Z ( 1 )Xlnl-...-xg'e,
n,...,Ny
n+--+ng=n ! ’
- e - ¢ ] 4 . .
wobei die Summe tiber alle /-Tupel (n1,...,n¢) € Ny mit >,._; n; = n lauft.
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Multinomialsatz — Beweis

Satz (Multinomialsatz)

Seien £/ € INg und xq,...,x; € R. Dann gilt fiir alle n € INg

n
(x1+ -+ x0)" = Z (nl,”.,n)xfl-...-xgg.

ny+---+ng=n

Beweis: Wir konnen

(X1 +...+x)"=0Ca+...+x)...-(a+...+xp)

- -
~"

n Faktoren

durch Ausmultiplizieren berechnen. Fir ny,...,np e No mit ni +...+n,=n
zahlen wir, wie oft das Produkt x;™ - ... - x,“ beim Ausmultiplizieren auftritt. Beim
Ausmultiplizieren wahlen wir aus jedem der n Faktoren (x; + ...+ x¢) eine Variable
aus. Wir wahlen also eine Zeichenkette der Lange n aus den Zeichen xq,...,x,. Um
das Produkt x™ - ... x, zu erhalten, muss in der Zeichenkette, die wir auswahlen,
die Variable x; genau ni;-mal auftreten, die Variable x, ny-mal und so weiter. Wir
wissen bereits (siehe Anagramme), dass es genau ( ) solche Zeichenketten

ni,...,Ng
gibt. Damit ist der Koeffizient vor x;" - ... x,”, der sich beim Ausmultiplizieren
von (x1 + ...+ xp)" ergibt, der Multinomialkoeffizient (nl " ne)' ]
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/iehen von Elementen

Grundproblem

Wieviele Moglichkeiten gibt es, k Elemente aus einer n-elementigen Menge
zu ziehen?

Hierbei unterscheidet man folgende Varianten:

m ziehen mit Zuriicklegen, wobei die Reihenfolge, in der die Elemente

gezogen werden, mit berlicksichtigt wird

k-Tupel = n*

m ziehen ohne Zuriicklegen, mit Berlicksichtigung der Reihenfolge
k-Tupel ohne Wiederholung = (n)

m ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Berlicksichtigung der Reihenfolge

k-elementige Teilmengen — (Z)

m ziehen mit Zuriicklegen, ohne Berlicksichtigung der Reihenfolge
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Ziehen mit Zuriicklegen ohne Reihenfolge

Fir natiirliche Zahlen n e IN und k € INg gibt es genau (”J“lf_l) Moglichkeiten, k

Elemente mit Zuriicklegen aus einer n-elementigen Menge zu ziehen, wobei die
Reihenfolge, in der die Elemente gezogen werden, nicht beriicksichtigt wird.

Beweis:

Wenn die Reihenfolge, in der die Elemente gezogen werden, keine Rolle spielt, so

missen wir nur zahlen, wie oft jedes Element der n-elementigen Menge gezogen
wurde.

D. h. wir zdhlen Zerlegungen der natiirlichen Zahl m = k in £ = n Summanden
ml,...,ng]NO mit

m+---+myg=m.

Fir diese Problem wissen wir bereits, dass es (mZ—_El—l) = (Hz_l) unterschiedliche

Kombinationen gibt und wegen m = k und £ = n folgt der Satz. ]
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/iehen von Elementen

Grundproblem

Wieviele Moglichkeiten gibt es, k Elemente aus einer n-elementigen Menge
zu ziehen?

Hierbei unterscheidet man folgende Varianten:

m ziehen mit Zuriicklegen, wobei die Reihenfolge, in der die Elemente

gezogen werden, mit berlicksichtigt wird

k-Tupel = n*

m ziehen ohne Zuriicklegen, mit Berlicksichtigung der Reihenfolge
k-Tupel ohne Wiederholung = (n)

m ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Berlicksichtigung der Reihenfolge

k-elementige Teilmengen — (Z)

m ziehen mit Zuriicklegen, ohne Berlicksichtigung der Reihenfolge
n+k—1
(")
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Taubenschlag- /Schubfachprinzip

Beobachtung (Schubfachprinzip)

Fir natirliche Zahlen m und n e IN mit m > n gilt, falls m Objekte auf n Facher
verteilt werden, so gibt es mindestens ein Fach mit mindestens zwei Objekten.

Fir m > n gibt es keine injektive Abbildung von einer m-elmentigen Menge M in
eine n-elementige Menge N.

Allgemeiner gilt, wenn m Objekte auf n Facher verteilt werden, so gibt es
mindestens ein Fach mit mindestens || Objekten.

Satz (Unendliche Variante)

Sei M eine unendliche Menge und n € IN. Sind My, ..., M, Teilmengen von M mit
M=M;uU---uUM,, soist (mindestens) eine der Mengen My, ..., M, unendlich.

Beweis: Angenommen, My, ..., M, sind endlich. Dann existiert m € INy definiert
als das Maximum der Machtigkeiten der M;, d.h. m = maxj<i<, |[M;|. Dann gilt

aber n
M < ) IMi| <m-n
i=1

und somit ist auch M endlich. 4 []
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/wei einfache Anwendungen des Schubfachprinzips

Teilerfremde und teilende Paare

Fir n € IN seien n beliebige natiirliche Zahlen 1 < x3 < -+ < x,11 < 2n gegeben.
Dann gibt es

m zwei Indizes 1 </ < j < n, sodass x; und x; teilerfremd sind

m und es gibt zwei Indizes 1 < k < £ < n, sodass xx | xp.

Beweis: Fiir die erste Aussage missen wir uns nur klar machen, dass es unter
n+ 1 Zahlen zwischen 1 und 2n, in jedem Fall ein Zahlenpaar der Form a, a + 1
gibt. D. h. es gibt ein / und a sodass x; = a und x;;1 = a+ 1 gilt und offensichtlich
sind x; = a und x;;.1 = a + 1 teilerfremd. Formal kénnen wir auch die Zahlen
zwischen 1 und 2n in n Schubladen S1,...,S, der Form §; = {2j — 1, 2}
unterteilen und wegen des Schubfachprinzips muss eine der Schubladen mindestens
zwei der x; enthalten.

Fir die zweite Aussage betrachten wir als Schubladen die n ungeraden Zahlen
zwischen 1 und 2n und wir legen x; in die Schublade der ungeraden Zahl u, falls u
der groBte ungerade Teiler von x; ist. Wegen des Schubfachprinzips gibt es also ein
ungerades u und x, < xy, sodass u der groBte ungerade Teiler von x, und xy ist.
Also ist x, = 2?u und x; = 2°u fiir a < b aus INy. Somit gilt x, = 2°~x,. ]
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Allgemeine Additionsregel

Z\A\

Frage
Was passiert wenn die Mengen A; nicht paarweise disjunkt sind?

Antworten:
m Elemente die in mehreren A; vorkommen, werden in der Summe

mehrfach gezahlt, z. B. fiir zwei Mengen A, B gilt:

Al +[B] = |Au

m allgemein: seien A;,..., A, € X und f: X — INg ordne jedem
Element seine Vielfachheit in der I\/Iengenfamilie zu

F(x) = {i e [n]: xeAH—ZnA

wobei die Indikatorfunktion 1 4(-) einer I\/Ienge A durch T4(x) = 1 falls
x € A und ]lA( )=20 sonst definiert ist, dann gilt

Z|A|— YN 100 = 3 S 1400 = ()

i=1 xeX xeX i=1 xeX

=
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Verallgemeinerung von |[Au B| = |A| + |B| — |A n B|

Fir drei Mengen A, B und C gilt:

m |[A| + |B| + |C| zahlt alle Elemente in A u B U C mindestens einmal,
aber die Elemente in den paarweisen Schnitten An B, An C und
B n C werden mindestens zweimal gezahlt

m |ldee: paarweise Schnitte einfach abziehen
Al + |B|+ |C|-|AnB|—|An C|—|Bn C|

Problem: Elemente in werden in |A| + |B| + |C| dreimal
gezahlt, aber durch —|An B| — |An C| — |B n C| auch dreimal
abgezogen, da sie in jedem der drei Schnitte enthalten sind, d. h.
Elemente in werden oben gar nicht mehr mitgezahlt

= einfach wieder hinzuaddieren, ergibt die richtige Formel:

AvuBuUC|=|Al+|B|+|C|-|AnB|—|An C|—|Bn C|
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Siebformel — Prinzip von Inklusion und Exklusion

Satz (Siebformel)
Fir endliche Mengen Aq, ..., A, gilt

| = Z (—1)MI-1

g+JeR([n])

(A

jed

Bemerkungen:

m die Summe l3uft lber alle nicht-leeren Teilmengen von [n| = {1,..., n}

m fiir die 1-elementigen Mengen J = {j} erhalt man die Summanden |A;|

m fir n = 2 und 3 erhalten wir die bekannten Formeln

m Durchschnitte mit leerer Indexmenge definiert man als Grundmenge,
hier (), Aj = [UJ;_1 Ai, und so erhdlt man durch umstellen die

elegante ldentitat
>, =Ml A
Je®([n]) jed
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Nutzliches Lemma

Lemma

Fir jede natiirliche Zahl £ > 1 und jede /-elementige Menge gibt es genauso
viele Teilmengen mit gerader, wie mit ungerader Anzahl von Elementen.

v

Beweis: Sei L eine nicht-leere /-elementige Menge. Wegen ¢ > 0 folgt aus
dem binomischen Lehrsatz

g (o

Durch Umstellen erhalten wir

{K = L: |K| ungerade}[ =}, (6)

O<k</t K
k ungerade

= ¥ (§) =tk = LIk gerace)

0kt
k gerade
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Beweis der Siebformel

Siebformel

(A

jed ‘

- Y -y

#JeR([n])

A

i=1

Beweis: Sei x € | J7_; A; beliebig und I, = {i € [n]: x € A;}.
m x wird in ||J]_; Ai| genau einmal gezihlt
m x tragt zur Summe ZQ¢JEKJ([H])(—1)|J|_1| Niey Al bei = Jc I, J# @
= x tragt in der Summe genau Z@;,,éjep(lx)(—l)'”_1 bei

Wegen der Definition ist /, # @ und ¢ := |I,| = 1 und wegen dem Lemma gilt

l

/ :

0=> (.)(—1)1 = Y ==+ > (-nM.
j=o M 1601, & JeP(l,)

Durch Umstellen und Division mit (—1) erhalten wir also ZQ;,,EJEKJ(,X)(—l)U'_1 = 1.

= x wird in Zg?éjep([n])(—l)'”_w (Niey A;j| genau einmal gezihlt []

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §4. Kombinatorik / 26




Fixpunktfreie Permutation

Briefe falsch verschicken

Es werden n unterschiedliche Briefe zufallig auf n voraddressierte Briefumschlage
verteilt. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass jeder Brief in einen falschen
Umschlag kommt?

Mathematisch: Eine Permutation 7: [n] — [n] heisst fixpunktfrei, falls 7(i) # i fir
alle i € |n]. Wieviele Permutationen auf [n] sind fixpunktfrei?

v

Antwort EULERsche Zahl e = 2,718281828. ..

Es gibt ungefahr (fiir groBe n) n!/e fixpunktfreie Permutationen auf [n], d. h. mit
Wahrscheinlichkeit 1/e ~ 0,367 liegen alle Briefe im falschen Umschlag fiir groBe n.
Die Wahrscheinlichkeit liegt zwischen 0,36 und 0,37 fiir alle n > 5.

y

Beweis: Sei A; die Menge der Permutationen 7 auf [n| mit Fixpunkt 7(i) = i. Die
Siebformel ergibt also fiir die Anzahl der Permutationen mit Fixpunkt

a5 e

@ Jef([n ]) jed 1

Wegen Zﬁo (_j!l)j = e 1 = 1/e (Analysis) folgt Zﬁl (__1/.?]_ =1-1/e. []
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Relationen und Graphen

ldee: Relation R < M? auf einer Menge M kann graphisch dargestellt werden,
indem man die geordneten Paare in R als Pfeile zwischen den Elementen von M
zeichnet

Definition (Gerichteter Graph)

Ein gerichteter Graph ist ein Paar D = (V, A) mit A < V2 und Kantenmenge A
und Ecken/Knotenmenge V. Kanten der Form (v, v) heiBen Schlingen.

Beispiel

Gerichteter Graph der Relation:
m R:={ ,(1,2),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(4,5),(5,1),(5,3)}
m auf M :={1,2,3,4 5}
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Eigenschaften von Relationen und Graphen

Sei R eine Relation auf der Menge V:

m R ist reflexiv, falls jeder Ecke v € V im zugehorigen gerichteten
Graphen eine Schlinge hat.

m R ist irreflexiv, falls keine Ecke v € V' im zugehorigen gerichteten
Graphen eine Schlinge hat.

m R ist symmetrisch, falls im gerichteten Graphen fiir jede Kante
(u,v) € A auch die ,,umgekehrte” Kante (v, u) in A vorhanden ist.

m R ist antisymmetrisch, falls fiir je zwei verschiedene Ecken u, v € V im
gerichteten Graphen héchstens eine Kante vorhanden ist.

m R ist transitiv, falls fiir den gerichteten Graphen folgendes gilt:
Immer wenn man entlang der gerichteten Kanten einen Weg (bzw.
Kreis falls u = v) von einer Ecke u zu einer Ecke v finden kann, dann
ist bereits die Kante (u, v) vorhanden.
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HAssEdiagramme von Ordnungsrelationen

Ordnungsrelation /Teilordnung /partielle Ordnung:
reflexiv, antisymmetrisch, transitiv

Vereinfachte Darstellung:

m reflexiv = Graph hat an jeder Ecke eine Schlinge
—— Schlingen einfach weglassen

m transitiv = Wege erzwingen ,,abkiirzende Kanten”
—— nur Wege ohne Abkilirzungen zeichnen
= (u, v) nur darstellen, wenn es keinen gerichteten Weg von u nach v
mit mindestens zwei Kanten im Graphen der Relation gibt

m restlichen Graphen so zeichnen, dass alle Pfeilspitzen nach oben zeigen
—— und dann Pfeilspitzen weglassen

m die sich ergebende Darstellung einer Ordnungsrelation heiBt:
HASSEdiagramm
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HASSEdiagramme — Beispiel

m R:={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a, b),(a,c),(a,d),(b,d),(c,d)}
m auf M :={a, b, c,d}

gerichteter Graph von R HAsseEdiagramm von R

@./A\‘@ / \
\ /
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HASsEdiagramme — Beispiel 2

m R:={(a,a),...,(d,d),(a,b),(a,c),(a,d),(b,c),(b,d),(c,d)}
m auf M :={a, b, c,d}

gerichteter Graph von R HAssEdiagramm von R
e d @
<o < ®
(b® b @

a i a @
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Hullenbildung

ldee:

m falls Relation R nicht ... erfiillt, dann erweitere/verringere R so wenig
wie moglich bis ... erfiillt ist

Definition (Reflexive Hiille)

Fir eine Relation R auf einer Menge M sei
R := Ru {(x,x): x e M}.

Dann ist R’ die kleinste reflexive Relation, die R umfasst, und diese wird die
reflexive Hille von R genannt.

v

Bsp.: Fiir < auf IN ist < die reflexive Hiille.
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Transitive Hiille — Beispiele

m R :={(x,y),(y,z)} auf My = {x,y, z}

— = —

= fir Transitivitat fehlt (x, z)

m R i={(x,y),(y,z),(z,w)} auf Mp = {x,y,z, w}

— —_

= fiir Transitivitat fehlen nicht nur (x,z) und (y, w), sondern auch (x, w)
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Transitive Hulle

Allgemein:

m wir brauchen fiir Transitivitat die Eigenschaft:
falls (x1,x2),...,(Xn—1,Xn) € R = (x1,%xn) € R
Definition (Transitive Hiille)

Fir eine Relation R auf einer Menge A ist

RT = {(x,y): es gibt n > 2 und xq,...,Xx, € A mit

X = X1, y = Xp und (X17X2)7---7(Xn—1axn) < R}

die kleinste transitive Relation mit R < R™, die transitive Hiille von R heiBt.

Des Weiteren ist R* = RT U R’ die reflexive, transitive Hiille von R und R*
ist die kleinste reflexive, transitive Relation, die R umfasst.

Bemerkung

m Relationen die transitiv und reflexiv sind, heiBen Quasiordnungen
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Beispiel

R = {(av b)? (ba C)7 (Ca d)7 (ba d)}
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Beispiel

R* ={(a, b),(a, c),(a,d), (b, c),(b,d),(c,d)}

R* = {(a,a), (b, b), (c,c),(d,d),(a, b),(a,¢c), (a,d), (b, c), (b,d),(c,d);
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Quasiordnungen zu Teilordnungen

Definition (Quasiordnung) J

Eine reflexive und transitive Relation heilt Quasiordnung.

Idee:
m entferne” symmetrische Paare der Quasiordnung durch
gleichsetzen /Aquivalenzen

Fir jede Quasiordnung < auf einer Menge A wird durch

a~b <= (ax<bundb<xa)
eine Aquivalenzrelation auf A definiert. Auf A/~ definiert dann

la] < [b] = axb

eine Teilordnung.
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Beweis des Satzes

Beweis: Der Beweis hat drei Teile
~ ist eine Aquivalenzrelation,

< ist wohldefiniert und

< ist eine Teilordnung.

zu 1: Reflexivitat und Transitivitdt vererben sich von < und Symmetrie folgt von
der Definition von ~.

zu 2: Es ist zu zeigen, dass die Definition unabhangig von den gewahlten
Reprasentanten ist. D. h. fiir alle a’ € [a] und b’ € |b] muss gelten:
a<xb < a<xVb.

Esgilt: e |a] = a ~a=a <aund axad.

Ebenso b’ € [b] = b’ < bund b< b’
Wegen der Transitivitdt von < giltalso a<x b= ad <ax<bxb = a' b
und ebenso b < a= b' < 2.

zu 3: Reflexivitat und Transitivitat vererben sich von <.
Fiir die Antisymmetrie seien a, b€ A mit [a| < [b]| und [b]| < [a]. Aus der
Definition von < folgern wir a < b < a und somit a ~ b, also [a] = [b]. [
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5. Graphentheorie
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Graphen

Definition (Graph)
Ein Graph ist ein geordnetes Paar G = (V/, E), wobei

m die Ecken-/Knotenmenge V eine endliche Menge ist
m und die Kantenmenge E eine Teilmenge der 2-elementigen Teilmengen von V
ist, d.h.,, Ec V®) = {Mep(V): M| =2}
Wir schreiben V(G) und E(G) fiir die Ecken- und Kantenmenge eines Graphen G.)

Beispiel: V = {1,...,9}

Graph G = (V, E) enstspricht symmetrischer, irreflexiver Relation E auf V J
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Kreise, Cliquen und Wege

Ci5 — Kreis der Lange 15 Ks — Clique/vollstandiger Graph

v

P11 — Weg der Lange 11 Lange = Anzahl KantenJ

(AN /SN AN =N AN AN\ o) A\ AR AN
O—0—CE—(—(6)—(o0—()—E—(——1—
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Teilgraphen und induzierte Teilgraphen

Definition (Teilgraphen)

Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Graph H ist ein Teilgraph, falls V(H) < V und
E(H) < E und wir schreiben dann H < G.

Ein Teilgraph H = (U, Ey) von G heiBt induziert, falls zusatzlich gilt
En={ecE:ec U},

d. h. H enhalt alle Kanten von G die durch die in U < V enthalten sind. Wir
schreiben dann auch H = G|U].

Teilgraph von G G[{v1i, 3, 4, Vs }]

@ @
& B & 3m

y v 4
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Kopien in Graphen

Definition (Graphenisomorphismus)

Eine bijektive Abbildung ¢: V(G) — V/(H) ist ein Graphenisomorphismus
zwischen Graphen G und H, falls gilt

X,y € E(G) <= {p(x),ely)} e E(H).

Dann sind G und H isomorph und wir schreiben G ~ H (oder einfach G = H).

Wir sagen G enthalt eine Kopie von H und schreiben einfach H < G, falls H
isomorph zu einem Teilgraphen von G ist.

Clique Ky

v

Isomorpher K4

v
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/usammenhangende Graphen

m Weg P@ O OQ O @ hat Endecken v und v und
solch einen Weg P nennen wir u-v-Weg

m Wege der Lange ¢ > 1 haben immer zwei unterschiedliche Endecken

m ein u-v-Weg der Lange ¢ > 2 zusammen mit der Kante {u, v} bildet einen
Kreis der Lange ¢/ + 1

Definition (Zusammenhang)

Ein Graph G = (V/, E) ist zusammenhangend, falls es fiir je zwei Ecken u, ve V
einen u-v-Weg in G gibt.

Komponenten eines Graphen sind maximale zusammenhangende Teilgraphen.

Bemerkungen:

0 c_j_ie Relation u ~ v definiert durch ,es existiert ein u-v-Weg in G", ist eine
Aquivalenzrelation auf V(G) (Warum?)

m die Aquivalenzklassen induzieren genau die Komponenten von G
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Eckengrade

Definition (Grad)

Fiir eine Ecke v eines Graphen G = (V/, E) ist die Nachbarschaft die Menge der
Ecken u € V, die mit v eine Kante in G bilden, d. h.

N(v):={ue V:{uv}ekE}.
Der Grad von v bezeichnet die Anzahl der Nachbarn von v
d(v) :=|N(v)|.
Der Minimal- und Maximalgrad von G sind die Extremwerte iiber alle Eckengrade

6(G) := r\;welc d(v) und A(G) := max d(v).

m es gilt immer §(G) < d(v) < A(G) fir alle Ecken v € V(G)
m G heiBt k-regulér, falls d(v) = k fiir alle Ecken v € V(G)

m Clique K, ist (n — 1)-regulér, Kreis C; ist 2-regular
m fiir Wege Py mit £ > 1 gilt 6(Py) =1 und A(G) =2
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Handshaking Lemma

Firr jeden Graphen G = (V| E) gilt

> d(v) =2|E].

veV

Beweis: In der Summe wird jede Kante {x, y} genau zweimal gezahlt —
ndmlich einmal im Summanden d(x) und einmal im Summanden d(y). [

Korollar
In jedem Graphen ist die Anzahl der Ecken mit ungeradem Grad gerade. J

Beweis: (Paritdtsargument)

= Z d(v) = Z d(v) + Z d(v)

veV veV veV
d(v) gerade d(v) ungerade

und ) sind gerade =—> ) ist gerade =—> Anzahl der Summanden
in ) ist gerade, da jeder Summand ungerade ist []
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Konigsberger Briickenproblem — anno 1736

KONINGSBERGA

L g5 o g
7T &"

— el

&@5@

—raTETrs
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Konigsberger Briickenproblem — fiir |

Gibt es einen Spaziergang, der alle sieben Briicken genau einmal durchlauft
und am Ausgangspunkt endet? }
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Konigsberger Briickenproblem — heute

Definition (Kantenzug)

Ein Kantenzug W in G = (V/, E) ist eine
abwechselnde Folge von Ecken und Kanten

W = (Vo, €1,V1,€, Vo, ..., Vn—_1, €Em, Vm>

mit ¢ = {v;_1, v;} fiir i € [m]. Hierbei diirfen sich
Ecken und Kanten wiederholen.

Die Lange des Kantenzuges W ist m und W
heiBt geschlossen, falls v,, = v.

Frage/Definition

Welche (Multi)Graphen enthalten einen geschlossenen Kantenzug, der alle Kanten
genau einmal durchlduft?

Solche Graphen heiBen EULERsch und solch ein Kantenzug ist ein EULERscher
Kantenzug/geschlossener EULERzug/EULERkreis bzw. eine EULERsche Linie.

Ein Kantenzug der alle Kanten genau einmal durchlauft, aber nicht
notwendigerweise geschlossen ist, heilt EULERzug bzw. EULERweg.
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Satz von EULER

Satz (EULER 1736)

Ein zusammenhangender Graph ist genau dann EULERsch, wenn alle Eckengrade gerade
sind.

Bemerkung: Satz gilt auch fiir Multigraphen, wenn Grad v die Anzahl der Kanten ist,
die v enthalten.

Beweis
,~—>" (EULERsch = alle Grade gerade) klar (warum?) v
,~——" (alle Grade gerade = EULERsch)
msei W= (w,e,vi,e,Vo,...,Vm_1,€m, Vm) ein langster Kantenzug ohne
Kantenwiederholungen in G = (V,E) und sei Ey = {e1,...,€m}

m Maximalitat von W = alle Kanten die vy oder v,, enthalten liegen in Ey/, da
sonst W an einem Ende verlangert werden kénnte
= , d.h. W ist geschlossen, da sonst vy und v, ungeraden Grad > 1 im
.Restgraphen” H = (V, E \. Ey) héatten
m ware E . Eyw # J, dann gibe es wegen dem Zusammenhang von G eine Kante
e={x,v;} € ENEw und W' :=(x,e,v;, €11, Vit1, ..., L €1, Vi, e ey Vie1, €, V)
ware ein Kantenzug der Kanten nur einmal enthalt und der zusatzlich zu den
Kanten aus Ey auch noch die Kante e = {x, v;} enthélt
= Widerspruch zur Wahl von W als langster solcher Kantenzug 4
= also ist Ew = E und somit ein geschlossener EULERscherzug v []
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Kreise durch jede Ecke

m Satz von EULER charakterisiert Graphen G = (V, E) mit
geschlossenem Kantenzug, der jede Kante genau einmal enthalt

m Charakterisierung (alle Grade gerade und zshg.) ist einfach (Linearzeit
in |V| + |E|) algorithmisch nachpriifbar

—— Entscheidungsproblem ,,G EULERsch?” ist in P

m fiir jeden gegebenen zusammenhiangenden Graphen G kann man
effizient folgendes finden /berechnen:

m entweder einen EULERschen Kantenzug

— Zertifikat fiir ,G ist EULERsch”
m oder eine Ecke mit ungeradem Grad

—— Zertifikat far , G ist nicht EULERsch"

Frage/Definition
Was passiert, wenn man ,,Kante” durch , Ecke” ersetzt?

Ein HAMILTONkreis in einem Graphen G = (V/, E) ist ein Kreis, der jede
Ecke (genau einmal) enthalt. Ein solcher Graph G heit HAMILTONisch.

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17
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KARPs 21 NP-vollstandige Probleme von 1972

Richard M. Karp

University of California at Berkeley

Abstract: A large class of computational problems involve the
determination of properties of graphs, digraphs, integers, arrays
of integers, finite families of finite sets, boolean formulas and
elements of other countable domains. Through simple encodings
from such domains into the set of words over a finite alphabet

these problems can be converted into language recognition problems,
and

‘number of steps bounded by a polynomial in the length of the input.
We show that a large number of classic unsolved problems of cover-
ing, matching, packing, routing, assignment and sequencing are
equivalent, in the sense that either each of them possesses a
polynomial~bounded algorithm or none of them does.
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KARPs 21 NP-vollstandige Probleme von 1972

SATISFIABILITY
CLIQUE 0-1 INTEGER SATISFIABILITY WITH AT
' PROGRAMMING MOST 3 LITERALS PER CLAUSE
NODE SET

FEEDBACK FEEDBACK DIRECTED

SET
NODE SET ARC SET  HAMILTON COVERING

CIRCUIT

EXACT CLIQUE
3-DIMENSTONAL /////HITTING STEINER
MATCHING KNAPSACK o or TREE

SEQUENCING PARTITION

MAX CUT

FIGURE 1 - Complete Problems
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Bounty challenge des Clay Mathematics Institute

ABOUT  PROGRAMS ILLENNIUMPROBLEMS| PEOPLE  PUBLICATIONS

The Millennium Prize Problems

In order to celebrate mathematics in the new millennium, The Clay Mathematics Institute of Cambridge,
Massachusetts (CMI) established seven Prize Problems. The Prizes were conceived to record some of the
most difficult problems with which mathematicians were grappling at the turn of the second millennium; to
elevate in the consciousness of the general public the fact that in mathematics, the frontier is still open and
abounds in important unsolved problems; to emphasize the importance of working towards a solution of the
deepest, most difficult problems; and to recognize achievement in mathematics of historical magnitude.

The prizes were announced at a meeting in Paris, held on May 24, 2000 at the Collége de France. Three
lectures were presented: Timothy Gowers spoke on The Importance of Mathematics; Michael Atiyah and John
Tate spoke on the problems themselves.

The seven Millennium Prize Problems were chosen by the founding Scientific Advisory Board of CMI, which
conferred with leading experts worldwide. The focus of the board was on important classic questions that
have resisted solution for many years.

Following the decision of the Scientific Advisory Board, the Board of Directors of CMI designated a $7 million

prize fund for the solutions to these problems, SR
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Bounty challenge des Clay Mathematics Institute

|
Clay Mathematics Institute
|

ABOUT PROGRAMS | U > PEOPLE PUBLICATIONS EVENTS EUCLID

Millennium Problems

Yang-Mills and Mass Gap

Experiment and computer simulations suggest the existence of a "mass gap" in the solution to the quantum versions of the Yang-Mills equations. But

no proof of this property is known.

Riemann Hypothesis
The prime number theorem determines the average distribution of the primes. The Riemann hypothesis tells us about the deviation from the
average. Formulated in Riemann's 1859 paper, it asserts that all the 'non-obvious' zeros of the zeta function are complex numbers with real part 1/2.

P vs NP Problem

Ifit is easy to check that a solution to a problem is correct, is it also easy to solve the problem? This is the essence of the P vs NP question.-

_given N cities to visit, how can one do this without visiting a city twice? If you give me a

solution, | can easily check that it is correct. But | cannot so easily find a solution.

Fir effizient (Polynomialzeit in |V/|) priifbare Charakterisierung HAMILTONischer
Graphen oder den Beweis, dass keine solche existiert, gibt es eine Million Dollar.
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Einfache notwendige und hinreichende Kriterien

Idee:
m da eine effiziente vollstandige Charakterisierung ein schwieriges Problem und
eventuell unlésbares Problem ist, untersucht man:

m notwendige Kriterien, die jeder HAMILTONische Graph erfiillen muss,
aber deren Erfiillung nicht in jedem Fall einen HAMILTONkreis erzwingt

Beispiele: |V(G)| = 3 oder G zshg. oder §(G) > 2

m hinreichende Kriterien, deren Erfiillung einen HAMILTONKkreis erzwingt,
die aber nicht jeder HAMILTONische Graph erfillt

Beispiel: 6(G) = |V(G)| — 1 (und |V(G)| = 3)

Satz (G. A. DIrAC 1952)

Jeder Graph G = (V,E) mit n=|V| > 3 und 6(G) > n/2, ist HAMILTONisch.

Bemerkungen:
m DIRACs Kriterium (Gradbedingung) ist effizient tiberpriifbar
m die Gradbedingung ist nicht notwendig (Bsp.: C; mit £ = 5)
m die Gradbedingung ist hinreichend (Aussage des Satzes)
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Beweis: §(G) > n/2 = HAMILTONkreis

Sei G = (V, E) ein Graph mit n > 3 Ecken.

m G ist zusammenhangend: §(G) > n/2 = je zwei unbenachbarte Ecken x
und y haben mindestens 2 gemeinsame Nachbarn (|N(x) n N(y)| = 2)

Sei P = ein langster Weg in G.

= alle Nachbarn von vy und v liegen auf P (Maximalitat von P)
= mind. d(vp) = n/2 der Ecken vy, ..., vp_1 smd Vorgéanger eines Nachbarn
von v und mindestens d(v;) > n/2 dieser Ecken sind ein Nachbar von vy
= nach dem Schubfachprinzip gibt es also unter den ¢ < n — 1 Ecken
, Vy—1 ein v; sodass
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Beweis: §(G) > n/2 = HAMILTONkreis

Sei G = (V, E) ein Graph mit n > 3 Ecken.
m G ist zusammenhangend: §(G) > n/2 = je zwei unbenachbarte Ecken x

und y haben mindestens 2 gemeinsame Nachbarn (|N(x) n N(y)| = 2)

Sei P = ein langster Weg in G.

=
=

= alle Nachbarn von vy und v liegen auf P (Maximalitat von P)

mind. d(vp) = n/2 der Ecken vy, ..., vp_1 smd Vorgéanger eines Nachbarn
von v und mindestens d(vy) > n/2 dieser Ecken sind ein Nachbar von vy
nach dem Schubfachprinzip gibt es also unter den ¢ < n — 1 Ecken
Vo,...,Ve—_1 ein Vi sodass

- O

Vo, - - -, vy liegen auf einem Kreis C

da G zusammenhangend ist muss C wegen der Maximalitat von P alle Ecken
enthalten (sonst gabe es einen Weg P’ der eine Ecke auBerhalb von C und
alle Ecken von C enthalten wiirde) ]

OO0

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 17




Datenstrukturen fiir Graphen

Adjazenzmatrix

Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {vy,...,v,}, dann ist die
Adjazenzmatrix A(G) ein quadratisches Zahlenschema mit n Zeilen und n
Spalten, d. h. A(G) = (ajj)ic[n] je[n]. WObei aj; der Eintrag in der j-ten Zeile
und j-ten Spalte ist,

1, falls {vi,v;} e E,
dji =
/ 0, sonst.

01 1 01
1 010 0
AG)=|1 1 0 1 1
0 01 01
1 0110

m Vorteil: Kantenabfrage durch einfachen und direkten Zugriff
m Nachteil: viel Speicherplatz, falls G nur wenige Kanten hat
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Datenstrukturen fiir Graphen: Adjazenzlisten

Adjazenzlisten

Sei G = (V, E) ein Graph, dann ist die Adjazenzliste L, einer Ecke v € V
eine Liste der Nachbarn von v. Die Listen L, verwaltet man dann entweder

liber ein Array (undynamisch) oder (iber eine Liste, deren Elemente die
Listen L, sind.

m \Vorteil: speichereffizient
m Nachteil: fiir die Kantenabfrage miissen die Listen traversiert werden
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Baume und Walder

Definition
Ein kreisfreier Graph heiBt Wald und ein zusammenhangender kreisfreier
Graph heilt Baum.

Ein Spannbaum eines zusammenhangenden Graphen G ist ein Teilgraph
T < G mit:

m [ ist ein Baum
mund V(T)=V(G).

ein Baum Spannbaum von G

o y v
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Baumcharakterisierungen

Fir einen Graphen T mit |V/(T)| > 1 sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

T ist ein Baum.
zwischen je zwei Ecken enthalt T genau einen Weg.
T ist minimal zusammenhangend, d. h. T ist zusammenhangend,
aber fiir jede Kante e E(T) ist
T'=T—e:=(V(T),E(T) {e})
nicht zusammenhangend.
A 7 ist maximal kreisfrei, d. h. T ist kreisfrei, aber fiir jedes Paar
{x,y} < V(T) mit {x,y} ¢ E(T) ist
T" =T+ {x,y} = (V(T), E(T)u {{X,y}})
nicht kreisfrei.
H 7 ist zusammenhdngend und hat genau |V/(T)| — 1 Kanten.

[@ T ist kreisfrei und hat genau |V/(T)| — 1 Kanten.
Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 21
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Baumcharakterisierungen - Beweis

m Aquivalenz von Aussagen Kl und B ist Hausaufgabe
m Fir die restlichen Aquivalenzen zeigen wir die Implikationen
H=EH=-0-=-1 und H=H=-=-0-=-1
,=H" (Baum = minimal zusammenhangend)
e Jeder Baum T ist nach Definition zusammenhangend.
e Angenommen ein Baum T ist nicht minimal zusammenhangend.

= es existiert eine Kante {x, y}, sodass T — {x, y} zusammenhangend ist
= T —{x, y} enthilt x-y-Weg P = T enthalt Kreis aus P und {x, y} 4 v

=" (minimal zusammenhangend = maximal kreisfrei)

e | minimal zusammenhangend = T kreisfrei

e T zusammenhangend und {x,y} ¢ E(T) = es existiert x-y-Weg in T

= T + {x, y} enthélt Kreis = T ist maximal kreisfrei v

,=H" (maximal kreisfrei = Baum)

e Sei T maximal kreisfrei. Wir zeigen, dass T zusammenhangend ist.

o Falls {x,y} ¢ E(T), dann schlieBt {x, y} einen Kreis in T + {x, y}.

= es existiert x-y-Weg in T

= fiir je zwei Ecken x, y € V/(T) existiert x-y-Weg

= T ist zusammenhangend v
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Vorbereitung firm=a=08 =

Lemma
Jeder (nichtleere) Baum T hat genau |V(T)| — 1 Kanten.

Beweis: (Induktion nach n = |V/(T)| mit allen Vorgangern)

m Induktionsanfang n = 1: jeder Graph mit einer Ecke hat 0 Kanten Vv
m Induktionsschritt von m < n nach n:

Sei n > 2 und es gelte das Lemma fiir alle Baume mit weniger als n Ecken.
= T enthalt mindestens eine Kante {x, y}
= T — {x,y} besteht aus genau zwei Komponenten T; und T, mit

t1 Z=‘V(T1)’>1, [9) ::’V(TQ)‘>]. und t; +tH = n.

= nach Induktionsannahme gilt |[E(T1)| =t —1und |[E(T2)| =t> —1
= da E(T) genau aus den Kanten von T3, von T und {x, y} besteht, folgt

‘E(T)’ = |E(T1)—|—’E(T2)|—|—1 = (tl—].)—l-(tg—].)—l—l =ti+tr—1=n—-1.

= T hat also genau |V(T)| — 1 Kanten ]
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Baumcharakterisierungen - Beweis von g =8g= 080 =

. =H" (Baum = zusammenhiangend und genau |V(T)| — 1 Kanten)
e Jeder Baum T ist nach Definition zusammenhangend.

e Das Lemma besagt, dass jeder (nichtleere) Baum T genau |V(T)| — 1 Kanten hat. v

~<H=M[A" (zusammenhangend und genau |V(T)| — 1 Kanten = kreisfrei)
Angenommen T enthélt einen Kreis, der die Kante {x, y} enthalt.

= T — {x, y} enthalt noch einen x-y-Weg P und fiir jeden a-b-Weg @ in T, der die
Kante {x, y} benutzt, kann P als ,Umleitung” genutzt werden.

= Es gibt auch einen a-b-Weg in T — {x, y}.

= T — {x, y} ist zusammenhangend.

= 3 minimal zusammenhéangender Teilgraph S < (T — {x,y}) mit V(S) = V(T)

= wegen dem Lemma hat S genau |V(S)|—1 = |V(T)| — 1 Kanten

= da T noch zusatzlich die Kante {x, y} enthélt, ergibt sich ein Widerspruch

= T muss kreisfrei sein v

~[@A=H" (kreisfrei und genau |V(T)| — 1 Kanten = Baum)

Angenommen T ist nicht zusammenhangend und besteht aus Komponenten Ci, ..., C
fir ein k = 2. Dann kénnen wir in jeder Komponente C; eine Ecke v; beliebig wahlen und
die Kanten {vi, v;} fiir j = 2,..., k zu T hinzufiigen. Der entstehende Graph T’ ist
zusammenhangend und weiterhin kreisfrei (warum?). D.h. T’ ist ein Baum mit
|E(T)|+k—1=|V(T)|—1+ k—1=> |V(T)| Kanten auf V(T) Ecken. 4 (Lemma) v’
Damit sind alle Aquivalenzen (bis auf die Hausaufgabe) bewiesen. []
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Baume haben Blatter

Korollar
Jeder Baum T mit |V/(T)| = 2 enthalt mindestens zwei Ecken mit Grad 1.J

Definition
Ecken vom Grad hdchstens 1 in Baumen heiBen Blatter. J

Beweis (Korollar): Sei T = (V, E) ein Baum mit |V| > 2. Wegen der
Charakterisierung H gilt
E| = V|1 (+)

und T ist zusammenhidngend. Da |V| > 2 und T zusammenhéngend ist, hat
jede Ecke mindestens Grad 1. Angenommen, hochstens eine Ecke hat Grad
genau 1, dann erhalten wir mit dem den Widerspruch

2V —2=2(V|-1) D 2" Y d(v) = 1+2(V|—1) = 2V| 1.

veV
Dies ist ein Widerspruch, da 2|V| —2 < 2|V| — 1. []
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Zusammenhangende Baumordnung

Korollar
Jeder Baum T mit n > 1 Ecken hat eine Aufzdhlung vy, ..., v, seiner Ecken,
sodass T; := T[{w1,...,v;}] fir jedes i € [n] zusammenhangend ist.

Beweis: (Induktion nach n)

m Induktionsanfang n = 1: klar v
m Induktionsschritt von n nach n + 1:

Sei T = (V,E) ein Baum mit n+ 1 > 2 Ecken.
= T enthalt ein Blatt v, 1 und sei u der Nachbar von v, 1
= der induzierte Teilgraph

T'=T—vy1:=T[V~{vir1}],

der aus T durch Entfernen der Ecke v,; und der Kante {v,, 1, u} entsteht, ist
immer noch zusammenhéngend (und kreisfrei).

= T’ ist ein Baum mit n Ecken

= wegen der Induktionsannahme gibt es eine Aufzihlung v¢,..., v, von

V '\ {Vnt1}, sodass T/ = T; zusammenhangend ist fiir jedes i € |n]

= da T,,1 = T ebenfalls zusammenhangend ist, folgt das Korollar ]
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Zusammenhangende Graphen haben Spannbaume

Korollar J

Jeder zusammenhangende Graph G = (V/, E) enthalt einen Spannbaum.

Beweis: Entferne Kanten aus G = (V/, E) solange, bis der resultierende
(aufspannende) Teilgraph T = (V, ET) minimal zusammenhangend ist.

Wegen der Charakterisierung H, ist T ein Baum und wegen
V(T)=V = V(G), ist T ein Spannbaum von G. ]

Korollar

Jeder zusammenhangende Graph G mit n > 1 Ecken hat eine Aufzahlung
Vi, ..., V, seiner Ecken, sodass G; := G[{vy,...,v;}]| fir jedes i € [n]
zusammenhangend ist.

y

Beweis: Wende gleiche Aussage fiir Baume auf Spannbaum 7 < G an. [
Bemerkungen:
m G zusammenhangend aber kein Baum = verschiedene Spannbaume

m in Anwendungen werden oft ,spezielle” Spannbaume genutzt
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Wurzelbaume

Definition
Ein Baum T = (V, E) mit einer ausgezeichneten Ecke w € V' heiBt Wurzelbaum
und w ist dann dann die Wurzel von T.

Wurzelbaume definieren mit der Charakterisierung B eine Ordnung <7 auf V
definiert durch

v<tu < v liegt auf dem eindeutig bestimmten w-u-Weg in T.

Falls v <7+ u, dann heilt v Vorganger von u und u ist ein Nachfolger von v im
Baum T (mit Wurzel w). Der groBte Vorganger v (unter <7) von u mit v # u
heiBt direkter Vorganger/Vater von u und u ist ein Kind von v.

Beweis (<7 definiert Ordnung):
m reflexiv: Da jede Ecke v auf dem w-v-Weg in T liegt. v

m antisymmetrisch: Falls v auf dem w-u-Weg P liegt, dann ist der eindeutig
bestimmte w-v-Weg Q ein Anfangsstiick von P und wenn @ auch u enthalt,
dann missen P = @ und u = v gelten. v

m transitiv: Falls x auf dem w-y-Weg P und y auf dem w-z-Weg Q@ in T liegt,
dann folgt aus der Eindeutigkeit der Wege, dass P ein Anfangsstiick von @
sein muss und somit liegt z auch auf Q. v []
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Regulare Baume

Definition
Sei T = (V, E) ein Baum mit Wurzel w:

der Abstand einer Ecke v zur Wurzel w in die Lange des w-v-Weges in T,
die Hohe von T ist der maximale Abstand den eine Ecke v € V zu w hat,

I
I
m Grad von T ist die maximale Anzahl von Kindern, die eine Ecke v € V hat,
m [ ist k-nar, falls der Grad von T hochstens k ist.

Achtung: k-niare Baume haben oft viele Ecken mit Grad k + 1

Konventionen:

m eine Wurzel kann auch ein Blatt sein (manchmal wird das ausgeschlossen)
2-nare Baume heiBen binare und 3-nare heilen trinar
Ecken, die keine Blatter sind, heiBen innere Ecken

ein Wurzelbaum ist k-regular, wenn jede innere Ecke (inklusive Wurzel)
genau k Kinder hat

m die Menge der Ecken mit Abstand i zur Wurzel heiBt i-tes Level /i-te Stufe
von T
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Beispiel

{5474

Nicht regularer Baum mit Wurzel w, 17 Blattern, 19 inneren Ecken
(inklusive Wurzel), - Hohe 5 und 6 Leveln mit GroBen

’LO‘ = 1. ‘Ll‘ =3, ’LQ, =0, ‘L3‘ =12, ‘L4’ = 10 und ’L5‘ =4.
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Regulare binare Baume

Jeder 2-regulire Wurzelbaum T = (V, E) mit n > 3 Ecken hat 231 Blatter

2
n—1

und 5 innere Ecken.

Beweis: Sei n > 3 und sei [ < V die Menge der inneren Ecken und B < V
die Menge der Blatter. Es gilt also

lvB=YV und

Aufgrund des Handshaking Lemma und der Baumcharakterisierung erhalten
wir

2(n—1)=2|E| = |B| + 3|l -1,

da jede innere Ecke bis auf die Wurzel Grad 3 in T hat. Einsetzen von
und Umstellen ergibt:

2|Bl=3n—1—-2(n—1)=n+1

und die Aussage folgt. []
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Hohe und GroBe in k-naren Baume

Jeder k-nare Wurzelbaum mit Hohe h hat hdochstens khljll 1 Ecken.

Beweis

Sei T = (V,E) ein k-narer Wurzelbaum mit Héhe h und fiir i =0, ..., h sei L; das
i-te Level von T.

m (iber Induktion nach i zeigt man |L;| < k' und somit gilt

h kh—l—l_
V=S |1 < Zk' 1,
i=0

wobei die letzte ldentitat sich aus der geometrischen Summenformel (siehe Kapitel
zur Induktion) ergibt. []

Bemerkungen:
m Hohe k-narer Baume wachst mindestens logarithmisch in der Eckenanzahl

m Baume mit logarithmischer Hohe heien balanciert und sind Grundlage
wichtiger Datenstrukturen und Algorithmen — bindre Suchbaume
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Binare Suchbaume

Balancierter binarer Baum

29,
(17 (40
1) @ G4
L W® @&

v

Unbalancierter binarer Baum

0®®®
18 _ L9
2 @@

45

v

Binare Suchbiaume

Binare Suchbaume sind eine Datenstruktur, die Datensatze mithilfe von
Schliisseln aus IN dynamisch verwaltet. Die Datensatze werden anhand der Schliissel
in einem bindren Baum so angeordnet, dass fiir jede Ecke alle linken Nachfolger
einen kleineren und alle rechten Nachfolger einen gréBeren Schliissel haben.

Da der Zeitaufwand fiir die Such- und Verwaltungsoperationen in so einer

Datenstruktur mit der Hohe des Baumes korrelieren, interessiert man sich fiir
balancierte bindre Baume mit Verwaltungsoperationen (Einfiigen/Léschen), die die

Balanciertheit erhalten.

v
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Abstandserhaltender Spannbaum

Problem:

m Fiir einen Graphen G = (V, E) und zwei Ecken x, y € V ist der
Abstand dg(x, y) die Lange eines kiirzesten x-y-Weges in G (bzw. o
falls kein solcher Weg existiert).

m Fir eine Startecke/Quelle s berechne alle Abstande in einem
zusammenhangenden Graphen G = (V/, E).

m Finde einen Spannbaum T mit Wurzel s der die Abstande zu s erhalt,

d. h. fir jede Ecke v € V gilt:
dG( ,V) — dT( ,V).

Idee:
m Ausgehend von s, besuche zuerst alle Nachbarn (Abstand 1), dann
deren Nachbarn (Abstand 2) usw., ohne Ecken zu wiederholen.
m Speichere dabei die Kanten durch die Ecken zuerst besucht wurden.
m Dabei entsteht ein Baum mit Wurzel s, der sogenannte
Breitensuchbaum von G.
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Breitensuche (breadth first search/BFS)

Algorithmus: Breitensuche

Gegeben: Zusammenhangender Graph G = (V, E) und Startecke s € V
Gesucht: Breitensuchbaum T von G und Abstdnde d(s, v) fir alle ve V

markiere s als besucht, setze d(s,s) =0
initialisiere Wurzelbaum T, der nur die Wurzel s enthalt
initialisiere eine Warteschlange/Queue @, die nur s enthélt
A solange Q # O, sei v das erste Element in Q:

Bl Falls es keinen unbesuchten Nachbarn u von v in G gibt:

m Entferne v als erstes Element von Q.

A Falls es einen unbesuchten Nachbarn v von v in G gibt:
m Fige die Ecke u und die Kante {v, u} zu T hinzu.
m Markiere u als besucht.
m Setze d(s,u) = d(s,v) + 1.
m Fiige v in Q am Ende ein.

Algorithmus mit Adjazenzlisten in einer Laufzeit linear in |E| implementierbar

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 35




Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

6 ®

m besuchte Ecken: s d(s,s) =0
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

©®

m besuchte Ecken: s d(s,s) =0
O
m Laufvariablen: V=S Uu=a
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sa d(s,s) =0
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: V=S Uu=a
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sa d(s,s) =0
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: v=s u=>b
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sab d(s,s) =0
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: v=s,u=~>b d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sab d(s,s) =0
O / d(s,a) =1
m Laufvariablen: V=s= d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sab d(s,s) =0
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: v=a, u=4d d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabd d(s,s) =0, d(s,d) =2
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: v=a, u=4d d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabd d(s,s) =0, d(s,d) =2
. d(s,a) =1
m Laufvariablen: Vv=a, u==c d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdc d(s,s) =0, d(s,d) =2
N d(s,a) =1, d(s,c)=2
m Laufvariablen: Vv=a, u==c d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdc d(s,s) =0, d(s,d) =2
N d(s,a) =1, d(s,c)=2
m Laufvariablen: v=a, u=e d(s,b) =1
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdce
r

m Laufvariablen: V=a, u=e
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdce

/
7
/

m Laufvariablen: vV = g
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdce

0 y.]
m Laufvariablen: v=>0b
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdce

/l

| y4

|
Q

m Laufvariablen: v
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdce
r

m Laufvariablen: v=c,u=T"
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdcef
r

m Laufvariablen: v=c,u=T"

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker

Q

N— e N NS

Q_
—~
W

n
~—

|
=

Q_

(s,

Q
~—~
N

L
~—

|
=

Q

n
0O

(s,
(57
(

S,

Q.
—~
W

oy
~—

|
\.I—‘

Q_

0))

|
w N NN

Q
-

WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 36



Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken:

m Laufvariablen:
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken:

m Laufvariablen:

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker

sabdcef

vV = €

d(s,s) =0,
d(s,a) =1,
d(s,b) =1,

WiSe 2016/17

Q
Q

N— e N NS

(s,

Q

n
0O

(s,
(57
(

S,

Q
0)

|
w N NN

Q
-

§5. Graphentheorie / 36




Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdcef

m Laufvariablen:
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken:

= Algorithmus terminiert
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdcef
r

= Algorithmus terminiert
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Beispiel: Breitensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und s € V | Breitensuchbaum T

m besuchte Ecken: sabdcef d(s,s) =0, d(s,d) =2
N d(s,a) =1, d(s,c)=2
= Algorithmus terminiert d(s,b) =1, d(s,e) =2
d(s,f) =3
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Korrektheit der Breitensuche

Beweis: Sei s = v1, ..., v, die Reihenfolge in der die Ecken im Algorithmus besucht
werden.
m jede Ecke v € V wird hdchstens einmal besucht, da nur unbesuchte Ecken in [
besucht werden und dies nie riickgangig gemacht wird
m jede Ecke v € V wird tatsichlich auch besucht, d.h. v = v; fiir ein i € [n]
— einfacher Induktionsbeweis nach dg (s, v)
m zu jedem Zeitpunkt im Algorithmus (Schleifeninvariante) ist T zusammenh&ngend
und |[E(T)| =|V(T)| —1 Kanten —> einfacher Induktionsbeweis
= T ist zu jederzeit ein Baum (Baumcharakterisierung [H)
= T ist ein Spannbaum, sobald die letzte Ecke v, besucht wird
N
N

d(s,vi) = dg(s,vi) firi=1,...,n —> Induktionsbeweis nach i
fir alle i = 2,...,n gilt d(s,vi—1) < d(s, v;) fir die vom Algorithmus definierte
Abstandsfunktion d(s, -) —> Induktionsbeweis nach i

SchlieBlich zeigen wir d(s, u) < dg(s, u) fir jede Ecke ue V.

Sei u mit minimalem Abstand dg(s, u) zu s, so dass d(s, u) > dg(s, u)
insbesondere u # s, da 0 = d(s,s) = dg(s, s)

sei P ein kiirzester s-u-Weg in G und v die Ecke vor u auf P

dc(s,v) < dg(s, u) und wegen der Wahl von u gilt d(s,v) = dg(s, v)
d(s,v) < d(s, u) und somit wurde v vor u besucht und in @ einsortiert

spatestens als v erstes Element von @ war wurde u besucht
d(s,u) <d(s,v)+1=ds(s,v) +1=ds(s,u) []
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Struktur von Breitensuchbaumen

m Breitensuchbaume sind im Allgemeinen nicht eindeutig, da nicht
festgelegt wird in welcher Reihenfolge die Nachbarn von v in der
Schleife | besucht werden

m allerdings sind die Levelmengen in jedem Breitensuchbaum T mit
Startecke s gleich, da gilt

Li={veV:dg(s,v) =i}

und fiir jedes v ist der s-v-Weg in T ein kiirzester s-v-Weg in G
m fiir jede Kante {x, y} € E(G) gibt es i, j € IN, sodass

x€elL;, yELj und ’I—j’él,

d. h. Kanten verlaufen nur innerhalb eines Levels oder zwischen zwei
benachbarten Leveln, da wegen der Kante {x, y} sofort
|dg(s,x) — dg(s,y)| < 1 gelten muss
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Tiefensuche (depth first search/DFS)

Wenn man in dem Breitensuche-Algorithmus die Warteschlange @ durch einen
Stapel /Stack S ersetzt, erhalt man die Tiefensuche.

Algorithmus: Tiefensuche

Gegeben: Zusammenhangender Graph G = (V/, E) und Startecke s € V
Gesucht: Tiefensuchbaum T von G

markiere s als besucht

initialisiere Wurzelbaum T, der nur die Wurzel s enthalt
initialisiere einen Stapel/Stack S, der nur s enthalt

B solange S # O sei v das oberste Element in S:

Bl Falls es keinen unbesuchten Nachbarn u von v in G gibt:

m Entferne v als oberstes Element von S.
I Falls es einen unbesuchten Nachbarn v von v in G gibt:

m Fiige die Ecke u und die Kante {v, u} zu T hinzu.
m Markiere u als besucht.

m lLege u oben auf den Stapel S.

Algorithmus mit Adjazenzlisten in einer Laufzeit linear in |E| implementierbar

4
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

m besuchte Ecken: s
N
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V

m besuchte Ecken: sa
N

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sad
N
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadb
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadb
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadb
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbc
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbce
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: | ®»  ©

7
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©

/ @
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/
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©

/
7
7
/

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 40




Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©

= Algorithmus terminiert
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Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©

= Algorithmus terminiert

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 40




Beispiel: Tiefensuche

Gegebener Graph G = (V,E) und se V Tiefensuchbaum T

m besuchte Ecken: sadbcef

: ®»  ©

= Algorithmus terminiert
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Struktur von Tiefensuchbaumen

m Tiefensuche liefert einen Spannbaum T fiir zusammenhangende
Graphen G zuriick (Warum?)
m wie bei der Breitensuche, ist T nicht eindeutig bestimmt

Sei T ein Spannbaum erzeugt durch die Tiefensuche fiir einen
zusammenhangende Graphen G = (V/, E) mit Startecke/Wurzel s und
sei <t die entsprechende Baumordnung auf V. Fiir jede Kante {x,y} € E
gilt entweder

X<TYy oder Yy <71 X,

d.h. x und y sind (nicht unbedingt direkte) Vorganger und Nachfolger
voneinander.

Bemerkung:
m Spannbdume mit dieser Eigenschaft heiBen normale Spannbaume
m Algorithmus und Satz zeigen, dass jeder zusammenhangende Graph
einen normalen Spannbaum hat
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{x,y} € E = entweder x <7 y oder y <7 x

Beweis

Sei s = vq,..., Vv, die Reihenfolge in der die Ecken im Algorithmus besucht
werden und sei e = {v;,vj}e Emit 1 <i<j<n.

Falls {v;, v;} eine Kante des Baumes T ist, dann ist j = i + 1 und somit
ist v; ein direkter Vorganger von v; in T v

Sei also {vj, vj} € E keine Kante des Baumes T. Da v; vor v; besucht und
auf den Stapel gelegt wurde und erst vom Stapel in Schritt B entfernt wird,
wenn alle Nachbarn besucht wurden, wurde v; in der Zwischenzeit auf den
Stapel (oberhalb von v;) gelegt und irgendwann entfernt.

Mit Induktion zeigt man dann, dass alle Ecken u die besucht werden,
wahrend v; irgendwo im Stapel S liegt, in einem Teilbaum von T unterhalb
von v; liegen.
Insbesondere gilt damit also
Vi ST Vj
[]
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Minimale Spannbaume

Problem:

m fiir einen zusammenhangenden Graphen G = (V/, E) mit
Kantengewichten

w: E—- R
suchen wir einen Spannbaum T mit minimalem Gewicht (minimaler
Spannbaum /MST)
w(T) = Z w(e) .
ecE(T)
Idee:

m Greedy-Strategie: lokal bestmogliche Wahl ausfiihren, ,,ohne an die
Konsequenzen zu denken”

m hier: wahle  leichteste” noch nicht betrachtete Kante e und

m flge e in den aktuellen Wald T ein, falls e darin keinen Kreis schliet
m andernfalls, verwerfe e
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Algorithmus von KRUSKAL

Algorithmus: MST-Kruskal

Gegeben: gewichteter, zusammenhangender Graph G = (V, E) mit
Kantengewichte w: E —» R
Gesucht: minimaler Spannbaum T
sortiere die Kanten E = {e1,...,emn}, sodass w(e;) < --- < w(en)
initialisiere aufspannenden Wald T = (V, @) ohne Kanten
firi=1,..., m:
B falls T + ¢; kreisfrei ist, fiige ¢; zu T hinzu,d.h. T := T + ¢

Historische Bemerkungen:
m bereits vor KRUSKAL (1956) wurden Algorithmen fiir das
MST-Problem von BORUVKA (1926) und JARNIK (1930) publiziert
m JARNIKs Algorithmus wurde 1957 von PRIM wiederentdeckt:
Greedy-Algorithmus, wobei allerdings T die ganze Zeit ein Baum ist,
d. h. in jedem Schritt wahlt man eine leichteste Kante, die den
aktuellen Baum T mit einer Ecke auBerhalb von T verbindet
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Beispiel: KRUSKALs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
m initialisiere V(T) = V(G) und E(T) = o
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Beispiel: KRUSKALs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
m initialisiere V(T) = V(G) und E(T) = @
m aktuelle Kante: hat Gewicht 1,

m Kante 1 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1}
m aktuelle Kante: hat Gewicht 2,

m Kante 2 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £, Z,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £, Z,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2)
m aktuelle Kante: hat Gewicht 3,

m Kante 3 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £, Z,3,4,5,6,7,8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) = {1,2,3}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: £, Z,3,4,5,6,7,8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) = {1,2,3}
m aktuelle Kante: hat Gewicht 4,

m Kante 4 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1, Z,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2,3,4)
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1, Z,3,4,5,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2,3,4)
m aktuelle Kante: hat Gewicht 5,

m Kante 5 in T
=
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,Z2,3.4,8,6,7,8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) = {1,2,3,4}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,Z2,3.4,8,6,7,8,9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2,3,4)
m aktuelle Kante: hat Gewicht 6,

m Kante 6 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1, 2,3, 4,8.8,7,8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2, 3,4,8.6.7.8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
m aktuelle Kante: hat Gewicht 7,

m Kante 7 in T

=
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2, 3,4,8.6.7.8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2, 3,4,8.6.7.8,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
m aktuelle Kante: hat Gewicht 8,

m Kante 8 in T

=

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §5. Graphentheorie / 45




Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3.4,8.8,7.8.,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3.4,.8.8,7.8.,9, 10
m V(T)=V(G)und E(T) ={1,2,3,4,6}
m aktuelle Kante: hat Gewicht 9,

m Kante 9 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3.4,8.8,7.8.9, 10
m V(T) = V(G) und E(T) = {1,2,3,4,6,9)
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1,2,3.4,8.8,7.8.9, 10
a V(T) = V(G) und E(T) = {1,2,3.4,6,9)
m aktuelle Kante: hat Gewicht 10,

m Kante 10 schlieBt keinen Kreis in T
= Kante zu T hinzufiigen
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Beispiel: KRUSKALSs Algorithmus

gewichteter Eingabegraph G (Kanten identifiziert mit ihren Gewichten)

m geordnete Kantenliste: 1, 2,3, 4.8.8.7,8.9. X
m Ausgabe: V(T)=V(G), E(T)=1{1,2,3,4,6,9} und w(T) =25
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Korrektheit von KRUSKALs Algorithmus

Beweis: Sei T die Ausgabe des Algorithmus fiir G = (V,E) und w: E — R mit |E| = m
und w(er) < --- < wi(em).
m nachPd ist V(T) = V und nach Wahl der Kanten in Schritt B} ist T kreisfrei
m [ ist zusammenhangend:
m Angenommen T enthalt mindestens zwei Komponenten:
m G zusammenhingend = es gibt eine Kante e = {x, y} € E(G) und zwei
Komponenten C; und G in T mit xe V(Cy) und y € V()
m e schlieBt keinen Kreis in T und hatte in B eingefiigt werden miissen 4

= T ist ein Spannbaum von G
Angenommen T ist kein minimaler Spannbaum. Wahle einen minimalen Spannbaum

T* # T, sodass der kleinste Index i einer Kante
e € E(T)N E(T™)

groBtmoglich ist.
m ¢ schlieBt einen Kreis C = T* + ¢
m C — e enthilt eine Kante ¢, die nicht in T liegt
m da T* alle Kanten von T enthilt, die vor e; in T eingefiigt wurden und der
Algorithmus e; aber nicht fiir e; gewahlt hat, muss gelten j > i und w(ej) = w(e))
= T** =T* +e—¢:=(V,(E(T*)u{e}) \{e}) ist ein Spannbaum mit
w(T**) < w(T%)
= T** ist ein minimaler Spannbaum, der der minimalen Wahl des Index i mit
e € E(T) ~ E(T™*) widerspricht ]
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Laufzeit von KRUSKALSs Algorithmus

m Sortieren der Kanten (Schritt ) kann in einer Laufzeit proportional in
|E|log | V| implementiert werden

m der Kreistest (Schritt 1) kann (elementar) iber alle Kanten in einer
Gesamtlaufzeit proportional in |E| + |V|log |V| implementiert werden

(Wie?)
= Gesamtlaufzeit proportional zu (|V| + |E|) log |V/|

Bemerkungen:
m Schnellster MST-Algorithmus mit bekannter Laufzeit hat eine Laufzeit

proportional zu «(|V/|,|E])(|V| + |E]|), wobei a(-,-) die inverse
ACKERMANN-Funktion ist

m of|V],|E|]) — oo fir |V|,|E| — oo, allerdings extrem langsam

Wichtige offene Frage

Gibt es einen MST-Algorithmus mit Laufzeit linear in |V| + |E|, d. h. mit Laufzeit

C-(IVI+IEl)

fir eine Konstante C > 0 unabhangig von G = (V, E).
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6. Restklassenringe und RSA
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Erinnerung: Kongruenzen und Restklassen

Definition
Ganze Zahlen x, y € Z sind kongruent modulo m fiir eine natirliche Zahl
m € IN, falls x und y denselben Rest bei Division durch m haben und wir

schreiben
x=y (mod m) — mi|x—y.

Dies definiert eine Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklasse
IX|m i ={y€eZ: x=y (mod m)}

ist die Restklasse von x modulo m.

Bemerkungen:
mZ=|[0]mw...v[m—1], fir jedes me IN
m Fiir die Menge der Restklassen (Faktormenge der Aquivalenzrelation
kongruent modulo m) schreiben wir

Z/mZ = {[0]m, [1lm, .-, [Mm—1]n}
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Erinnerung: Modulare Arithmetik

m mit Restklassen kann man gut rechnen
mx31 =Yy (mod m)und xo =y> (mod m) = (x1 + x2) = (y1 + y2) (mod m)
= [z]m @ [Z']m := [z + Z]m ist wohldefinierte Addition auf Z/mZ
Addition auf Z/mZ. ist assoziativ und kommutativ
|0]m ist neutrales Element der Addition auf Z/mZ,
Subtraktion kann durch [z], © [Z'|m = [z — 2’| m definiert werden
|—z]|m ist invers zu [z]m, d.h. —[z]m = [—Z]m
m firle{0,...,m—1} gilt —[l]m = [—A]m = [m—{]n
mx1 =Yy (mod m)und xo =y> (mod m) = (x1-x2) = (y1-y2) (mod m)
= [z]m © [Z']m := [z - Z’]m ist wohldefinierte Multiplikation auf Z/mZ
m Multiplikation auf Z/mZ. ist assoziativ und kommutativ
m 1], ist neutrales Element der Multiplikation auf Z/mZ.
m im Allgemeinen gibt es keine inversen Elemente fiir die Multiplikation:

[2]4 © [0]4 = [0]a, [2]4 © [1]a = [2]4,
2] © [2]4 = [4]4 = [0]4, [2]a © [3]a = [6]4 = [2]4

= [2]4 hat kein multiplikativ Inverses in Z /4Z.
m Addition und Multiplikation erfiillen das Distributivgesetz

Fir jedes m € IN heiBt Z/mZ. mit Verknipfungen @ und © Restklassenring modulo m. J

m Z/17 = {|0]:1} = {Z} ist trivial (Nullring), aber Z /27, = F; ist sogar ein Korper
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Wohldefiniertheit von @ und © in Z/mZ

Definition von @: [z],, ® 2] = [z + Z']m

m Es ist zu zeigen, dass diese Definition unabhangig von der Wahl der
Reprasentanten der Restklassen ist. D. h. wenn y kongruent zu z und y
kongruent zu z’ ist, dann muss auch y + y’ kongruent zu z + z’ sein.

m Sei also y kongruent zu z modulo m = m | z — y und es gelte analog

/

m|z —y.
= m|((z=y)+ (@ =y))=m|({(z+2)=(y+Y))
= y + y' und z + 2’ sind kongruent modulo m v

Definition von ©: [z],, O [Z]|m =z Z'|m

m Analog betrachte y und y’ mit y kongruent z und y’ kongruent z’ modulo m.
= z=q,m+rund y = q,m+ r, sowie
Z=q,m+rundy =qg,m+1r
mit gz, 9, 9y, §y» € Z und r, r' € {0,...,m— 1}
= zz' = m(q,qym+ q.r' +qyr)+rr’ = zz' e [rr |,
genauso rechnet man nach, dass yy’ € ||,
= yy’ und zz’ sind kongruent modulo m v
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Rechenregeln in Z./mZ. vererben sich von 7.

Exemplarisch iberpriifen wir das Distributivgesetz:

[X]m © ([)/]m D [Z]m) = ([X]m © [)/]m) D ([X]m © [Z]m)
fir alle ganzen Zahlen x, y, z€ Z und m € IN.
Beweis:
X]m © ([Y]m @ [2]m) "=F X]m © ([y + 2]m) = [XIm @ [y + 2]m

Def.©® [ DG.inZ Def.®

x-(y+2)m =" Ixy+tx-zlm =T xy|m®[x- z]m

und zwei weitere Anwendungen der Definition von © liefern das Gewiinschte:

X Y]m @ [x - 2)m "Z© ([X]m @ [y]m) ® ([X]m © [2]m) -
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Restklassenringe

Fir alle natiirlichen Zahlen m € IN sind die Operationen
D: Z/mZ x 7./JmZ, — 7.,/ mZ. definiert durch [a],, ® [b]m := [a + b]m,
O: Z/mZ. x 7./ mZ, — 7.,/ mZ. definiert durch [a],, © [b]m = [a: b]|m
wohldefiniert und fiir alle [a],, [b]m, [¢|m € Z/mZ. gelten
m die Assoziativgesetze:
[a]m @ ([b]m @ [¢]m) = ([a]m ® [b]m) © [c]m
und  [a]m © ([b]m © [¢c]m) = ([a]m O [b]m) O [c]m

m die Kommutativgesetze:

[a]m @ [b]m = [b]m @ [a]m
und  [a]m © [b]m = [b]m © [a]m,
|

m das Distributivgesetz: [a|,m @ ([b]m @ [c|m) = ([a]lm O [b]m) @ ([a]lm © [c]m),
m die Existenz neutraler Elemente: [a]|,, @ [0], = [a]m und 1], © [a]m = [a]m

m und die Existenz inverser Elemente fiir ®: |a]|,, ® [—a]|m = [0]m.

Wir benutzen vereinfachend von nun an + und - an Stelle von @ und ¢. )
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Prime Restklassengruppe

Definition

Fir m > 2 heiBt eine Restklasse |a],, € Z/mZ multiplikativ invertierbar, falls es
ein [b], € Z/mZ gibt, sodass

und [b], heiBt (multiplikativ) Inverses von [a],,. Die Menge invertierbarer Elemente
(Z/mZ)* := {[a|m € Z/mZ: |a] ist multiplikativ invertierbar}

heiBt prime Restklassengruppe und die Elemente heiBen Einheiten.

Bemerkungen:
e Es gibt hochstens ein multiplikativ Inverses fiir jedes |a],, € Z/mZ.:

Falls [a]m - [b]m = [L]m und [a]m - [B]m = [1]m: dann gilt
[b]m - [b]m'[l]m - [b]m'([a]m ' [bl]m> — ([b]m'[a]m)'[bl]m — [1]m'[b/]m — [b,]ma
d.h. [b]m = [6]m. v

e Wir bezeichnen somit das Inverse von [a],, (falls es existiert) mit [a] .
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Bemerkungen zu (Z/mZ.)*

m [0],, ist nicht multiplikativ invertierbar, da fiir alle m > 2 und z € Z gilt
0-z=0%#1 (mod m).

= [(Z/mZ)*| < m—1
m (Z/mZ)* ist unter Multiplikation abgeschlossen, d. h.
alm, [blm € (Z/mZ)" = |a]m-[b]m € (Z/mZ)”

Beweis: Da [a],, und [ b|» multiplaktiv invertierbar sind, gibt
es [y]m = [b];t-[a]} € Z/mZ und es gilt

m

([a]m:[b]m)-([b]m [alm") = [alm: [aln' = [alm [ 1] [al ' = [1]m-
und somit hat [a|, - [b]m multiplikativ Inverses |y|,, und ist in (Z/mZ)*. [

m Firalle [a], € (Z/mZ)* ist |x|m — [a]m - [X|m eine Bijektion auf (Z/mZ.)*:
m Injektivitat: [a]m, - [X]m = [a]m - [V]m

= [a]," - [alm - [X]m = [a]," - [a ] Ym = Xm =1ylm v
m Surjektivitat: [z], € (Z/mZ)* = [y]m = [a]} - [2]m € (Z/mZ)>
= |a]|m - |Y]m = [z]m, d.h. |z ]m ist im Bild der Abbildung Vv
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Multiplikative Inverse

Beispiele:
m Wir hatten bereits gesehen, dass [2]4 kein multiplikativ Inverses hat.
m [2]5" = [3]s, da [2]5 - [3]5 = [6]5 = [1]s
m [3]; ist selbstinvers, da

Ein Element |a|,, € Z/mZ. ist genau dann multiplikativ invertierbar/eine
Einheit, wenn ggT(a, m) =1 (d. h. wenn a und m teilerfremd sind).

Korollar
(Z/pZ,+,-,|0]p, [1]p) ist genau dann ein Kérper, wenn p eine Primzahl ist.J
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|a]» multiplikativ invertierbar <= ggT(a, m) = 1

Beweis:
,—" Sei [a],, multiplikativ invertierbar und [b],, = [a]}.
= a-b=1 (mod m) (Welches -7)
= es existiert ge Z mita-b=qg-m+1
= a-b—qg-m=1
= d. h. jeder Teiler von a und m teilt auch 1
= gglT(a,m) =1 v

,<~—" Sei ggT(a,m) = 1.
m Wegen dem Lemma von Bézout (siehe Elementare Zahlentheorie) gibt
es s, t € Z, sodass

s-a+t-m=ggl(aym=1 = s-a=(—t)-m+1.
= s-a=1 (mod m)

= |s|m, ist multiplikativ Inverses von [a], v ]
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Berechnung von multiplikativen Inversen

m Zur Erinnerung: Der erweiterterte EUKLIDische Algorithmus lieferte
einen algorithmischen Beweis des Lemmas von Bézout.

= s, teZ mits-a+t-m=ggl(a,m) kdnnen mit dem erweiterterten
EUKLIDischen Algorithmus effizient berechnet werden

— Repriasentant s € [a]-! kann effizient berechnet werden, falls ein
multipliaktiv Inverses von |a|,, existiert (d. h. genau dann,
wenn ggT(a,m) = 1)

Beispiel: [13]|2412 invertierbar?

13=1-7+6

7=1-6+1
= ggT(13,2412) = 1 und Riickwartseinsetzen ergibt:
l1=7-1-6=7-1(13-1-7)=2.7-1.13 = 2. —1-13

= —371-13 +2-2412 = 1 = [—371]2412 = [2041]2412 = [13]5,45
Probe: 132041 = 26533 = 112412+ 1 = 13-2412 =1 (mod 2412)
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Kleiner Satz von FERMAT

Satz (FERMAT 1640)

Sei a € IN und p eine Primzahl mit p }/ a. Dann gilt

a'=1 (mod
und somit [a~1], = [a];". ( P)

p
4
Beweis: Mit Induktion iiber a fiir eine feste Primzahl p zeigen wir a” = a (mod p) fiir
alle a € IN. Der Satz folgt dann, da wir wegen der Voraussetzung (ggT(a,p) = 1) auf
beiden Seiten mit b € [a],j1 kirzen" kdnnen.
m Induktionsanfang fiir a = 1: klar, da 1” =1 =1 (mod p) fir p > 2 v

m Induktionsschritt a — a + 1: Mit dem binomischen Lehrsatz folgt
(a+ 1) =a" + + 17

Da jeder der Summanden in wegen dem Binomialkoeffizienten (’I’)
durch p teilbar ist (p Primzahl = ggT(il(p — i)!,p) =1 fir 0 < i < p), gilt

(a+1)fP=a"+1 (modp).
Nach der Induktionsvoraussetzung gilt a¥ = a (mod p)
= (a+1)’=a+1 (mod p) ]
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Bemerkungen zum kleinen Satz von FERMAT

m Fir a, p wie in dem Satz kénnen wir fiir ,groBe”x bei Berechnungen der Form
a* (mod p) die Rechnung vereinfachen, da

P l=1(modp) =— & =a»Y (modp)=a" (modp)

fir den Rest r = mod(x, p — 1) der ganzzahligen Division x durch p — 1.

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei o(m) die Anzahl der zu m teilerfremden
natirlichen Zahlen kleiner m. Dann gilt

a?m =1 (mod m),

Bemerkungen:
m ©: IN - IN heiBt EULERsche ¢-Funktion

m fir Primzahlen p ist ¢(p) = p — 1 = Satz von FERMAT und EULER
verallgemeinert den kleinen Satz von FERMAT

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §6. Restklassen & RSA /13




Beweis von FERMAT-EULER

Beweis: Sei ggT(a, m) =1 und seien x1,...,x,m) € IN die zu m
teilerfremden natiirlichen Zahlen kleiner m.
= (Z/mZ)X — {[Xl]ma ceey [Xgo(m)]m} und [a]m = (Z/mZ)X
m wir hatten bereits gesehen, dass | x|, — [a]m - [x]|m eine Bijektion auf

(Z,/mZ)* ist, d. h.

=
p(m) p(m) p(m) p(m)
H [Xi]m H [axi]m = [aw(m) H Xi] _ [a“"(m)]m H [Xi ] m
i=1 i=1 =1 " i=1
m da [x1]|m, ..., [Xo(m)|m Einheiten sind, kdnnen wir auf beiden Seiten

mit Hf:(T) [x;] -1 multiplizieren und erhalten
1]m = [a%™],, = a*™ =1 (mod m).
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FEULERsche ¢-Funktion

Fir jede natiirliche Zahl m € IN definiert durch

p(m) = |{x e N: ggT(x,m) =1und 1 < x < m}|.

o(m) = |(Z/mZ)*| < m—1
w(p) = p — 1 fir Primzahlen p
p(p-q)=(p—1)(g—1) = ¢(p)p(q) fir Primzahlen p # g:
Beweis: Neben den trivialen Teilern teilen nur p und g das Produkt pgqg.
= alle x < pg nicht teilerfremd zu pg sind Vielfache von p oder g
diese Vielfachen sind: p, 2p,..., (g — 1)p und

= (pq) =pqg—1—(q—1)— =(p—1)(g—1) [
Aber: Berechnung von ¢(n) fiir n = pg mit Primzahlen p # g ohne Kenntnis
von p und g ist schwer

— so schwer, wie Berechnung der Primfaktorzerlegung von n als n = pq
Beweis: o(n) = (p—1)(g—1)=pg+1—-(p+q)=n+1—(p+q)
= bekanntes ¢(n) liefert die Summe p+qg=n+1— ¢(n)
= mit p = n/q erhalt man quadratische Gleichung in einer Variable (in q)
= Losung der quadratischen Gleichung ergibt g und dann p ]
kein effizienter Algorithmus bekannt

— eine Grundlage des RSA-Verfahrens
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A Method for Obtaining Digital
Signatures and Public-Key Cryptosystems

R.L. Rivest, A. Shamir, and L. Adleman*

Abstract

An encryption method is presented with the novel property that publicly re-
vealing an encryption key does not thereby reveal the corresponding decryption
key. This has two important consequences:

1. Couriers or other secure means are not needed to transmit keys, since a
message can be enciphered using an encryption key publicly revealed by
the intended recipient. Only he can decipher the message, since only he
knows the corresponding decryption key.

2. A message can be “signed” using a privately held decryption key. Anyone
can verify this signature using the corresponding publicly revealed en-
cryption key. Signatures cannot be forged, and a signer cannot later deny
the validity of his signature. This has obvious applications in “electronic
mail” and “electronic funds transfer” systems.
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RSA-Verfahren

benannt nach den Erfindern RIVEST, SHAMIR und ADLEMAN
Public-Key-Verschliisselungverfahren von 1977

basiert auf offentlichen und (geheimen) privaten Schliissel des Empfangers
Sender verschlisselt (engl. encrypt) Nachricht M mit 6ffentlichem Schliissel
verschliisselte Nachricht C wird an den Empfanger geschickt

Empfanger entschliisselt (engl. decrypt) C und rekonstruiert so M
m Nachrichten werden hierbei als Zahlen codiert, d. h. 0.B.d. A. ist M e N
RSA-Verfahren

Schliisselgenerierung: Empfanger wahlt zwei groBe Primzahlen p und g
e berechnet N = pg und o(N) = (p—1)(g—1)
e wahlt e teilerfremd zu p(N) mit 1 < e < p(N)
e berechnet d e [e];(lN), d.h. ed = ro(N) + 1 fiir ein r € Z
o veroffentlicht (e, V) und speichert geheim (d, V)
Verschliisselung: Sender berechnet C = M® (mod N) fiir Nachricht M < N

und schickt Nachricht C an Empfanger

Entschliisselung: Empfianger berechnet kanonisches M’ = C? (mod N)

v

= C9= (Me&)d= MreN+1= (M M=1"-M= M (mod N)
Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §6. Restklassen & RSA /17




Korrektheit des RSA-Verfahrens Wieso?

m die Kongruenz auf der letzten Folie verwendete den Satz von
FERMAT und EULER fiir

MN) =1 (mod N)
m der Satz bendtigt aber auf der Annahme ggT(M,N) =1

m da N = pg, miissen wir die Falle p | M bzw. g | M gesondert betrachten: Sei
alsop | M

— M =0 (mod p) = M™%+l = M (mod p)
wegen p | M und M < pq gilt in diesem Fall g /f M

= M971 =1 (mod q), wegen dem kleinen Satz von FERMAT
— M)+ — (Ma—1yrlp=1) . M = 17D M (mod q) = M (mod q)

SchlieBlich zeigt man (Ubung), dass fiir Primzahlen p # g und x, y € Z gilt:
x=y (modp) und x=y (modq) =— x=y (mod pq).
Somit folgt fiir x = M™M)+1 ynd y = M auch das gewiinschte
MM+ = M (mod N) .

[]
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Beispiel: RSA-Verfahren

Bob wahlt Primzahlen p = 3 und g = 11, berechnet
N=3-11=33, ¢(N)=2-10=20,

wahlt e = 7 (teilerfremd zu (N) = 20) und berechnet mit erw.
EUKLIDischem Algorithmus

d=3
= Offentlicher Schliissel: (7,33) und privater Schliissel: (3,33)
Alice mochte M = 4 senden und berechnet

4" = 16384 = 496 - 33 + 16
= C =16 =4" (mod 33)
Bob empfangt C = 16 und berechnet

163 = 4096 = 124 -33 + 4

=
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Beispiel aus dem Originalartikel

VIII A Small Example

Consider the case p = 47,q = 59,n = p-q = 47 - 59 = 2773, and d = 157. Then
$(2773) = 46 - 58 = 2668, and e can be computed as follows:
Tog = 2668, ag = 1, bo = 0,
T = 157, a = 0, by = 1,
Ty =156, ay =1, by = —16 (since 2668 = 157 - 16 + 156) ,
z3 = 1, a3 = —1, b3 =17 (since 157 =1-156+1) .
Therefore e = 17, the multiplicative inverse (mod 2668) of d = 157.

With n = 2773 we can encode two letters per block, substituting a two-digit num-
ber for each letter: blank = 00, A = 01, B =02, ..., Z = 26. Thus the message

ITS ALL GREEK TO ME

(Julius Caesar, I, ii, 288, paraphrased) is encoded:

0920 1900 0112 1200 0718 0505 1100 2015 0013 0500
Since e = 10001 in binary, the first block (M = 920) is enciphered:
MY = ((((1)* - M)**)*? . M = 948 (mod 2773) .
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Sicherheit von RSA

Nachricht M kann nur schwer aus C = M® (mod N) mithilfe des
offentlichen Schliissels (e, N) berechnet werden, da

m in Z/NZ kein effizientes Verfahren zum ,\Wurzelziehen" bekannt ist
—— diskreter Logarithmus
m kein effizientes Verfahren zur Berechnung von ¢(N) bekannt ist
—> so schwer wie Primfaktorisierung von N

Aber:

m fiir die praktische Anwendung sollten wichtige Nebenbedingungen fir
die Wahl von p, g und e beachtet werden

m vollstindige Sicherheit gibt es nicht

m mit ,sehr groBer” Rechenleistung kann jede RSA-verschliisselte
Nachricht entschlisselt werden
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RSA-Factoring Challenge

RSA Number  Decimal digits  Binary digits | Cash prize offered Factored on Factored by
RSA-100 100 330 US$1,0004] April 1, 199115] Arjen K. Lenstra

RSA-110 110 364 US$4,429!4] April 14, 199215] Arjen K. Lenstra and M.S. Manasse
RSA-120 120 397 $5,89814] July 9, 199316 T. Denny et al.

RSA-129 "1 | 129 426 $100 USD April 26, 1994(5! Arjen K. Lenstra et al.

RSA-130 130 430 us$14,52714 April 10, 1996 Arjen K. Lenstra et al.

RSA-140 140 463 US$17,226 February 2, 1999 Herman te Riele et al.

RSA-150 17 | 150 496 April 16, 2004 Kazumaro Aoki et al.

RSA-155 155 512 $9,38314] August 22, 1999 Herman te Riele et al.

RSA-160 160 530 April 1, 2003 Jens Franke et al., University of Bonn
RSA-17007 | 170 563 December 29, 2009 | D. Bonenberger and M. Krone [**"]
RSA-576 174 576 $10,000 USD December 3, 2003 Jens Franke et al., University of Bonn
RSA-180 7 | 180 596 May 8, 2010 S. A. Danilov and I. A. Popovyan, Moscow State University!”!
RSA-190 7 | 190 629 November 8, 2010 A. Timofeev and I. A. Popovyan
RSA-640 193 640 $20,000 USD November 2, 2005 Jens Franke et al., University of Bonn
RSA-200[1? | 200 663 May 9, 2005 Jens Franke et al., University of Bonn
RSA-21007 | 210 696 September 26, 2013!8! | Ryan Propper

RSA-704 1 | 212 704 $30,000 USD July 2, 2012 Shi Bai, Emmanuel Thomé and Paul Zimmermann
RSA-220 220 729 May 13, 2016 S. Bai, P. Gaudry, A. Kruppa, E. Thomé and P. Zimmermann
RSA-230 230 762

RSA-232 232 768

RSA-768 1 | 232 768 $50,000 USD December 12,2009 | Thorsten Kleinjung et al.

RSA-240 240 795

RSA-250 250 829

RSA-260 260 862

RSA-270 270 895

RSA-896 270 896 $75,000 USD

RSA-280 280 928

RSA-290 290 962

RSA-300 300 995

RSA-309 309 1024

RSA-1024 309 1024 $100,000 USD

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §6. Restklassen & RSA /22




RSA-Factoring Challenge

RSA-768 IS FACTORED!

A six-institution research team led by T. Kleinjung has successfully factored the RSA-768
challenge number. While the RSA Factoring Challenge is no longer active, the factoring of
RSA-768 represents a major milestone for the community. The factors were found on
December 12, 2009 and reported shortly thereafter. The academic paper describing the work
can be found at: http://eprint.iacr.org/2010/006.pdf.

The factors are:

334780716989568987860441698482126908177047
949837137685689124313889828837938780022876
14711652531743087737814467999489

and

3674604366679959042824463379962795263227915
8164343087642676032283815739666511279233373
417143396810270092798736308917

The effort took almost 2000 2.2GHz-Opteron-CPU years according to the submitters, just
short of 3 years of calendar time.
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7. Algebraische Strukturen
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Allgemeine algebraische Struktur

Definition
Eine algebraische Struktur ist eine Menge X zusammen mit endlich vielen
endlichstelligen Operationen f, ..., f, auf X, d.h. furi=1,..., k ist f; eine

Abbildung f;: X% — X mit ¢; € INy.

Bemerkungen

m oftmals sind die Operationen zweistellig/binér, d. h. ¢; = 2

m formal schreibt man X = (X, f,...,fx) und X heiBt unterliegende Menge

m meistens sind die Operationen klar vom Kontext und man identifiziert die
Struktur mit der unterliegenden Menge

Beispiele
m (R,+,), (Q,+, ), Kérper im Allgemeinen
m (Z,+,-), (N, +,-), (Z/nZ,+,")
m BooLsche Algebren: z.B. ({0,1}, v, A,—,0,1) und (P(M),uU,n, ,@, M)
m F(A) ={f|f: A— A} mit der Komposition o, d.h. (f o g)(x) = f(g(x))
m (S(A),o) fir die Bijektionen S(A) = {f € F(A): fbijektiv} auf A
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Neutrale Elemente

Definition
Sei (X, *) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator .
Ein Element e € X heiBit neutrales Element, falls fiir alle x € X gilt

Ex X =X =X * €.

Proposition

Ist * eine zweistellige Operation auf X, so gibt es hochstens ein neutrales
Element beziiglich *.

Beweis:
Seien e, € € X neutral. Dann gilt

e’ neutral ; e neutral
= € * € = €

Somit ist e = €. []
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Neutrale Elemente — Beispiele

m 0 ist neutral in (R, +), (Q,+), (Z,+) und (INg, +)

m 1ist neutral in (R, ), (Q,"), (Z,-), (IN,-) und (INp, -)

m in jedem Korper ist die 0 neutral beziiglich + und die 1 neutral
beziiglich -

m 0 und 1 sind neutral beziiglich + und - in (Z, +, )
m [0], und [1], sind neutral beziiglich + und - in (Z/nZ, +,-)

m (IN, +) hat kein neutrales Element

m |dentitidt ida: A — A mit a — a fiir alle a € A ist neutral in (F(A), o)
m idy ist eine Bijektion und so auch neutrales Element in (S(A), o)

m O ist neutral fir v und 1 ist neutral fiir A in ({0,1}, v, A,—,0,1)
m O ist neutral fiir U und M ist neutral fiir N in (R(M), U, N, , T, M)

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §7. Algebra / 4




Inverse Elemente

Definition
Sei (X, *) eine algebraische Struktur mit einem zweistelligen Operator * mit

einem neutralen Element e. Ein Element x € X heiB3t invertierbar, falls ein
Element y € X existiert, so dass

X*y=e=yx*X.

In so einem Fall sagen wir y ist invers zu x (beziiglich ).

Beispiele
m —Xx invers zu x beziiglich + fiir x e R, Q) oder Z

x~ 1 invers zu x beziiglich - fiir x € R ~ {0} oder Q ~. {0}

|—x |, invers zu x|, in Z/nZ. beziiglich +
2]4 hat kein Inverses in Z./47. beziglich -
m [3]; ist selbstinvers in Z /47, beziiglich -
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Gruppen

Definition (Gruppe)

Eine Gruppe ist eine algebraische Struktur (G, %) mit einer zweistelligen
Verkniipfung *, die folgende Eigenschaften erfiillt:

Assoziativgesetz: x = (y % z) = (x = y) = z fir alle x, y, z€ G,
neutrales Element: es gibt ein neutrales Element e € G

inverse Elemente: und jedes x in G ist invertierbar (bezlglich ).
Gilt zusatzlich das

A Kommutativgesetz: x * y = y * x fur alle x, y € G,

dann heiBt die Gruppe (G, *) abelsch/kommutativ.

Bemerkungen

m algebraische Strukturen die | erfiillen, heiBen Halbgruppen
m algebraische Strukturen die | und H erfiillen, heiBen Monoide
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Beispiele

m algebraische Strukturen (IN, ), (R,+), (R,-) und (F(A), o) sind
Monoide

m (IN, +) ist kein Monoid, da es in IN beziiglich + kein neutrales Element
gibt

m (IN, +) ist eine Halbgruppe.

m fiir eine Menge A, die wir in diesesm Zusammenhang Alphabet nennen,
sei

m A* die Menge aller endlichen Folgen von Zeichen aus A

m Elemente von A* heiBen Worter Gber A

m fur zwei Worter v = a1 ...a, und w = by ... b,, definieren wir die
Verkettung v w von v und w als das Wort a;...a,b1... by

= dann ist (A*, ™) ein Monoid mit dem leeren Wort als neutralem
Element

m flr jedes n > 2 ist (Z/nZ., ) ein Monoid
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Eindeutigkeit der Inversen

Ist (M, %) ein Monoid, so besitzt jedes x € M hochstens ein Inverses.

Beweis: Seien y und y' € M Inverse von x € M. Dann gilt

yByse=ysxuy)Byex)ey —esy =y

1 —1

Proposition
Ist (G, -) eine Gruppe, so gilt (xy)~! = y~1x7! fiir alle x, y € G. J

Beweis: Seien x, y € G. Dann gilt

)y X HEx(yy Dxt=x-e-xt=xx!=e.

— y~Ix71 ist invers zu xy

— wegen der Eindeutigkeit der Inversen gilt (xy)~! = y~1x~1 []
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Multiplizieren und Kiirzen

m flir eine Gruppe G (ohne Angabe der Operation) nehmen wir
standardmaBig an, dass - die Operation ist, d. h. fiir a, b € G ist die
Gruppenoperation a- b = ab

m das neutrale Element bezeichnen wir mit e

m fiir a € G bezeichnet a—! das Inverse von a

Lemma

Sei G eine Gruppe. Dann gilt fir alle a, b, c € G:

falls ab = ac, dann ist b = c. (Genauso folgt aus ba = ca auch b = c.)

die Gleichung ax = b (ebenso xa = b), wobei x eine Unbekannte ist,
ist eindeutig losbar.

Beweis:
multipliziere beide Seiten der Gleichung mit a=* von links v
Multiplikation mit a=* von links zeigt x = a—!b ist eine Lésung
Sei ¢ auf der anderen Seite eine Lésung = ac = b = aa—'b und somit
gilt wegen dem ersten Teil auch ¢ = a~1b. []
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Gruppen — Beispiele

m (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen

m flr jedes n > 1 ist (Z/nZ.,+) eine abelsche Gruppe

m (Q~{0},-) und (R~ {0},-) sind abelsche Gruppen

m ist p eine Primzahl, so ist (Z/pZ ~ {|0],}, ) eine abelsche Gruppe

m fiir jedes n > 2 ist die Einheitengruppe ((Z/nZ.)*,-) eine abelsche
Gruppe

m fiir eine Menge A bildet die Menge S(A) der Bijektionen von A nach A
zusammen mit der Komposition (Hintereinanderausfiihrung) o die
Gruppe (S(A),©)

m fiir jede Bijektion f € S(A) gibt es eine Umkehrfunktion f~1, die das
zu f inverse Element ist

m (S(A), o) heiBt die symmetrische Gruppe auf A

m fir A= |n| ={1,...,n} mit ne€ Ny ist S(|n]) die Menge der
Permutationen auf [n| und wir bezeichnen die symmetrische Gruppe mit
Sp i= (|n], o) bzw. bezeichnen sie auch als Permutationsgruppe

m fir n > 3 ist S, nicht abelsch:

0(1,3,2) =(2,1,3) # (3,2,1) = (1,3,2) o
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Geometrisches Beispiel

Dreiecksgruppe Ga:

m Gruppe auf der Menge der Symmetrien eines gleichseitigen Dreiecks
(Transformationen der Ebene, die das Dreieck auf das Dreieck abbilden)

m mit der zweistelligen Operation der Komposition von Abbildungen o
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Elemente von Ga

m |ldentitat /: die jeden Punkt der Ebene auf sich selbst abbildet

m Drehung r um 120°: um den Mittelpunkt des Dreiecks entgegen dem
Uhrzeigersinn (mathematisch positiver Drehsinn)

m Drehung s um 240°: um den Mittelpunkt des Dreiecks entgegen dem
Uhrzeigersinn

m Spiegelungen x, y und z: entlang der Mittelsenkrechten des Dreiecks
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GA und 83

Beobachtung

m alle Symmetrien i, r, s, x, y und z sind eindeutig durch die Abbildung der
Ecken aufeinander bestimmt

= jede Symmetrie entspricht einer Permutation der Menge der Ecken {A, B, C}

I r S
A B C A B C A B C
(Aec)|(Geca)lcas)
X y z
A B C A B C A B C
Gac)Ges)|(Es )

m Zwei Gruppen (G, ) und (H,®) sind isomorph (geschrieben G =~ H), falls es
eine Bijektion p: G — H mit

p(x) ©¢(y) = ¢(x - y)
fir alle x, y € G gilt und ¢ heiBt Gruppenisomorphismus.
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Gruppentafeln

m fiir (kleine) endliche Gruppen kann man alle Produkte von zwei
Gruppenelementen in einer Multiplikationstabelle /Gruppentafel
angeben

m in der Zeile fiir das Element a und der Spalte fiir das Element b steht
das Produkt ab

Gruppentafel von Ga:

o\ r X y z
I |1 r s x y z
rir s I zZ X Yy
s|s I r y z X
X| X y z I r s
yly z x s I r
Zz|z x y r s |

m Vergleich der Gruppentafeln von Ga und S3 zeigt, dass die Gruppen
isomorph sind
= GA = 83
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Gruppenisomorphismen

m G =~ H, falls es eine Bijektion zwischen den unterliegenden Mengen
gibt, die mit den Gruppenoperationen vertraglich ist

Lemma
Ist o1 G — H ein Gruppenisomorphismus, so auch ¢~': H — G.
Sind ¢: G — H und v: H — | Gruppenisomorphismen, so auch
Yop: G— .
Ist o: G — H ein Gruppenisomorphismus. Dann gilt

m p(eg) = ey fir die neutralen Elemente egc € G und ey € H.
m p(a!) = (p(a))! fiir jedes a€ G.

Bemerkung

m Teil Fll = Relation = ist symmetrisch auf jeder Menge von Gruppen
m Teil B = Relation =~ ist transitiv
m |dentitdt idg = Relation = ist reflexiv

— =~ definiert Aquivalenzrelation
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Gruppenisomorphie ist symmetrisch

Beweis von Teil H:

Sei p: G — H ein Gruppenisomorphismus von (G, -) nach (H,(®).
Insbesondere ¢ ist bijektiv und so auch ¢=!: H — G. Wir zeigen, dass ¢~
vertraglich mit den Gruppenoperationen ist, d. h. wir zeigen

P (x) @M y) =0 (xOy)

1

fur alle x, y € H.
Seien x, y € H beliebig und seien a, b € G die Urbilder (unter ¢), d. h.

und
Da ¢ ein Gruppenisomorphismus ist, gilt insbesondere auch
p(a-b)=p(a) Op(b)=x0Qy = a b=¢ '(xOy).
Somit folgt die gewiinschte Identitat
e (x) 9T () = (xQy).
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Gruppenisomorphie ist transitiv

Beweis von Teil B:

Seien ¢: G — H und ¥: H — | Gruppenisomorphismen fiir die Gruppen
(G,-), (H,®) und (/,®). Insbesondere sind ¢ und v bijektiv und so ist
auch ¥ o p: G — [ bijektiv. Wir zeigen die Vertraglichkeit von 1 o ¢ mit
den Gruppenoperationen - und ©, d. h.

Y(p(a)) @Y(p(b)) = w(p(a- b))

fur alle a, b e G.
Seien a, b € G beliebig. Da 1) ein Gruppenisomorphismus ist, ist ¢
vertraglich mit ©® und ® und wir haben

Y(p(a)) @Y (p(b)) = v(p(a) ©p(b)).

Genauso ist der Gruppenisomorphismus vertraglich mit © und - und wir
erhalten die gewiinschte ldentitat

P(p(a)) @U(p(b)) = ¥ (w(a) (b)) = Y(p(a-b)).
[]
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Gruppenisomorphie erhalt neutrale und inverse Elemente

Beweis von Teil E:

Sei p: G — H ein zwischen den Gruppen (G, ) und
(H,®) mit neutralen Elementen eg und ey.

Sei x € H beliebig und sei a € G mit p(a) = x. Dann gilt

x =¢(a) = p(a-eg) = x O p(ec) .
Genauso zeigt man x = ¢(eg) ® x fir alle x € H und durch die

Eindeutigkeit des neutralen Elements in H, gilt ey = ¢(eg). v
Sei nun a € G beliebig. Aufgrund des gerade Gezeigten haben wir

en = p(eg) = p(a-a ")

Multiplikation mit (¢(a))~! von links auf beiden Seiten ergibt die gesuchte
|dentitat

(p(a) " =p(a™t).
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Potenzen in Gruppen

Definition

Sei G eine Gruppe und a € G. Fir jedes n € INgy definieren wir rekursiv
a =e und a =a -a

Flr negative Exponenten definieren wir

a "= (a )"

m wie fur Potenzen reeller Zahlen rechnet man schnell fir alle a € G und
alle m, n e 7 die folgenden Rechenregeln nach:

a”a" = a und (a™)" = a™".
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Ordnung von Gruppenelementen

Definition (Ordnung)
Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a™ = e gilt, so definiert man die Ordnung von a
als das kleinste solche m > 0.

Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung oo hat.
Die Ordnung der Gruppe G ist einfach |G|.

In einer endlichen Gruppe G hat jedes Element eine endliche Ordnung < |G]|.

Beweis: Sei n = |G| und a € G. Wir betrachten die Potenzen a!,...a". Falls keine

Potenz e ergibt und es nur n — 1 weitere Gruppenelemente gibt, konnen nicht alle
diese Potenzen verschieden sein (Schubfachprinzip).
— es gibt 1 </ < m < n, so dass a® = a™

= a'-e=a"am™* (Rechenregeln fiir Potenzen)
= e=am "t (Kiirzen in Gruppen)
= da 1l < m— /¢ < n, ist die Ordnung von a héchstens m — ¢ < n []
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Ordnung von Gruppenelementen — Beispiele

m Permutation (2,3,4,1,5) hat in S5 die Ordnung 4

m in Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2 und i ist
neutral und hat Ordnung 1

m |7]10 ist in der Einheitengruppe ((Z/107)*,-), da ggT(7,10) =1
Potenzen von [7]19 sind: [7]10, [7]55 = [9]10. [T]35 = [7 - 9]10 = [3]10 und
(7145 = [7 - 3]10 = [1]10 = Ordnung von [7]1q ist 4

m Achtung: fiir die Addition in (Z,+) ist 0 neutral (e = 0) und a" entspricht
a+-:---+a=n-a
= jede ganze Zahl x # 0 hat unendliche Ordnung in (Z, +)

m in (Z/157Z,+) hat [5]15 die Ordnung 3 und [4]15 hat die Ordnung 15

Proposition
Sei G eine Gruppe, in der jedes Element # e Ordnung 2 hat. Dann ist G abelsch.J

Beweis: Seien x, y € G beliebig. Dann gilt

xy = (xy)e = (xy)(yx)* = (xy)(yx)(yx) = (x(yy)x)(yx) = (x)(yx) = yx.

[]
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Vielfache der Ordnung

Sei G eine Gruppe und sei a € G ein Element von endlicher Ordnung m.
Dann gilt fiir alle n € Z genau dann 3" = e, wenn m ein Teiler von n ist.

Beweis
<" flir n = gm mit g € Z gilt

(auch fir g < 0) v

,—" Sei mit 0 < r < m. Wir werden zeigen, dass r = 0 gelten
muss. Tatsachlich gilt

e=a'=a = (8M)7-a" =e9-3" =3a".

Da m die kleinste Zahl > 1 mit 3™ = e ist, folgt aus r < mdann r = 0. L[]
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/yklische Gruppen

Definition (Zyklische Gruppe)

Ein Gruppe (G, ) heiBt zyklisch, falls sie durch Potenzen iiber ein Element
a € G erzeugt wird, d. h.

G={a":zel}.

Beispiele

m (Z,+) ist zyklisch und sowohl 1 als auch —1 erzeugen die Gruppe
Erinnerung: multiplikative Schreibweise = a* =z - a

m fir alle ne€ IN ist (Z/nZ, +) zyklisch; erzeugt von [1],
Bemerkung: fiir n = 1 ist Z,/17. einelementig = zyklisch

m S ist zyklisch und wird von der Permutation(2, 1) erzeugt
Bemerkung: alle zweielementigen Gruppen sind isomorph

m G, ist nicht zyklisch:
e Potenzen (Hintereinanderausfiihrungen) von i bleiben i
e Drehungen r und s haben jeweils Ordnung 3 und kénnen somit nur 3,

nicht aber alle 6 Elemente, von Ga erzeugen

e Spiegelungen x, y, z haben Ordnung 2 und erzeugen nur 2 Elemente
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Klassifizierung zyklischer Gruppen

Eine Gruppe (G, -) ist zyklisch genau dann, wenn sie isomorph zu (Z, +)
oder isomorph zu (Z/nZ, +) fir ein n e N ist.

m Rickrichtung hatten wir bereits durch die Beispiele gezeigt
m Satz — zyklische Gruppen sind abelsch

Beweis: Sei G = {a*: z € Z} durch a erzeugt mit neutralem Element eg.

1. Fall: (a hat Ordnung oo in G)
Betrachte die Abbildung ¢: Z — G gegeben durch
m o ist surjektiv, da G durch a erzeugt wird
m o ist injektiv, da sonst aus a? = a% fiir z > z/ wegen a*~% = e¢ folgt,
dass a endliche Ordnung z — 2/ > 0 hatte 4 zur Fallannahme
= ( ist bijektiv
m o ist ein Isomorphismus, da
p(z+2') =a°-a
v
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Klassifizierung zyklischer Gruppen — endliche Ordnung

2. Fall: (a hat Ordnung nin G)
Betrachte nun die Abbildung v : Z/nZ — G gegeben durch

m ¢ ist wohldefiniert: Seien z =z’ (mod n)
=n|z—2

= 2”7 = eg (Satz iiber Vielfache der Ordnung)

= 27 = 3% v
m ) ist injektiv: falls ¥([z],) = a® = a7 = ¥([Z'],)

= 2777 = ¢¢

=n|z—2 (Satz liber Vielfache der Ordnung)

= z=7 (mod n) = [z] = [Z] v

m ¢ ist surjektiv, da a die Gruppe G erzeugt
= 1 ist bijektiv
m ¢ ist ein Isomorphismus, da
([z]n + [Z]n) =a° - a°
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Untergruppen

Definition (Untergruppe)

Sei (G, -) eine Gruppe. Eine Menge U < G heiBt Untergruppe von G, falls
(U, -) eine Gruppe ist, wobei man die Einschrankung von - auf U x U
betrachtet:

fur alle u, ve Ugilt u-ve U,
es existiert ey e Umit u-ey=u=¢ey-ufiralleue U

und fir jedes ue U gibtesu' e Umitu-u =ey=1u - u.

Bemerkungen

m Assoziativitat muss nicht extra gefordert werden, da diese sich von G
auf U vererbt

m wir werden sehen (Untergruppenkriterium), dass ey das neutrale

Element von G sein muss

m ebenso entsprechen die inversen Elementen denen aus G, d.h. v/ = v~}
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Beispiele

m fir me Ny ist mZ := {m-z: ze Z} < Z die Menge aller Vielfachen
von m eine Untergruppe von (Z, +):

uyvemZi = m|iuundm|v=m| (u+v) = u+vemZ

0 € mZ und 0 ist neutral

uemZi— m| —u— —u € mZ

= (mZ, +) ist eine Untergruppe von (Z, +)
m jede Gruppe G mit neutralem Element e hat triviale Untergruppen:

m Untergruppe {e}

m G selbst ist eine Untergruppe von G
m G, hat die folgenden Untergruppen:
triviale Untergruppen {i} und Ga,
{i,x}, {i,y}, {i, z} sind Untergruppen, da Spiegelungen selbstinvers sind,
die Drehungen bilden mit der Identitat die Untergruppe {i, r,s} von Ga
da zwei Spiegelungen eine Drehung erzeugen und jede Drehung
zusammen mit jeder beliebigen Spiegelung alle Elemente von Ga
erzeugt gibt es keine anderen Untergruppen in Ga

m {[0]15,[5]15, [10]15} und {[0]1s, [3]15, [6]15, [9]15, [12]15} sind
Untergruppen von Z/15Z.
m flir ae G ist (a) := {a*: z € Z} die von a erzeugte Untergruppe
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Untergruppenkriterien

Sei (G, -) eine Gruppe mit neutralem Element e und U < G. Folgende
Aussagen sind aquivalent:

U ist eine Untergruppe von G,

e u ! uveUfiralleu veU,

U+ @ und uvte U fir alle u, ve U.

Beweise: (,Hl1 =H")
Sei U eine Untergruppe mit neutralem Element ey € U. Dann gilt:

ey neutral in U e neutral in G
ey * €y — ey — ey - € — ey — €.

Seien u € U und v’ € U das Inverse von u in U. Dann gilt:

/ / / —
u-u =ey=e und U - -u=ey=e€ — u=u1,

wegen der Eindeutigkeit Inverser Elemente in G. v
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Beweis der Untergruppenkriterien
A =HK"

mec U= U ist nicht leer
muvelU=v'ielU= uw'leU v

. =H"
mU#0 —esgibtuel —= w'lelU=— ww't=eclU
m da ec U gilt fir ue U somit auch eu=t = u=te U
mseennunu,vel =vielU=u- (v ) l=uelU ]

Korollar

Sei (G, -) eine Gruppe und fiir endliches U mit @ # U < G gilt uv € U fiir alle v,
v € U. Dann ist U eine Untergruppe von G.

v

Beweis: Sei U = {u1,...,u,} fiir ein n > 1. Fiir jedes i € [n] sind die n Produkte
upuy, Udjuz, ..., Ujlp

paarweise verschieden und liegen alle in U. D. h. fiir jedes u € U gibt es ein j € |n]

mit uju; = u

= fiir u = u; gibt es j € [n], sodass vjuj = u; = e=uje U

= fiir u = e gibt es k € [n], sodass vju, = e = u,._1 =u. e U

= U ist eine Untergruppe nach Teil P des vorherigen Satzes. []
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Nebenklassen

Definition (Nebenklassen)
Sei G eine Gruppe, sei U < G eine Untergruppe und a € G. Wir definieren

al :={au: ue U} und Ua:={ua: ue U}.

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U und die
Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.

Beispiele:
m G abelsch = aU = Ua fiir alle a € G und Untergruppen U
mfir G=(Z,+)und U=6Zist {...,—2,4,10,...} = [4]e die
Linksnebenklasse 4 + 67
m fir U = {i,x} in Gx gilt

iU=1{i,x}, rU={r,y}, sU={s,z}

und

Ui={i,x}, Ur={r,z}, Us={sy}.
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Struktur der Nebenklassen

Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

fur alle ae G ist a € aU.

fir alle e U ist uU = U.

fir a, be G mit b e aU gilt aU = bU.

A fir a, b e G sind aU und bU entweder disjunkt oder gleich.
A fir alle ae G gilt |aU| = |U|.

Die Aussagen gelten analog fiir Rechtsnebenklassen.

Bemerkungen:

m Jeile und [ = Links- bzw. Rechtsnebenklassen von U partitionieren G
e Linksnebenklassen entsprechen Aquivalenzrelation x ~ y = x~ty e U
e Rechtsnebenklassen entsprechen Aquivalenzrelation x ~ y := xy~t e U

m Beweise der Teile |l und B folgen direkt aus den Gruppeneigenschaften
ec Uund uve U firalle uyve U
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Beweise

Teil F: Sei be aU, d.h. b = aug fur ein ug € U.

= fiir jedes v € U gilt bu = (aup)u = a(ugu) € al, da ug, ue U

= bu € aU fur alle ue U

= bU < aU

Andererseits gilt fiir jedes u € U auch au = (buy*)u = b(uy 'u) € bU.

= al < bU. v

Teil A: Falls aU n bU # &, dann gibt ein c € G mit c € aU und c € bU
und wegen H gilt

al = cU und bU = cU — al = bU.

v

Teil H: Betrachte die Abbildung f: alU — U gegeben durch v — a~lv.
m f ist surjektiv: fir ue U ist au € aU und f(au) = u v
m f ist injektiv: falls f(v) = f(w) fir v = au, und w = au,, € aU, dann
gilt v, = v, und somit auch v = au, = au,, = w v
= f ist eine Bijektion = |aU| = |U| ]
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Satz von LAGRANGE

Korollar (Satz von LAGRANGE)

Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G, so ist die Ordnung |U|
von U ein Teiler der Ordnung |G| von G.

Wegen der erzeugten Untergruppe (a) teilt somit die Ordnung von a € G auch die
Ordnung |G| von G.

y

Beweis: Da die Linksnebenklassen von U die Menge G partitionieren (Teile
und ) und alle Nebenklassen die gleiche GroBe |U| haben (Teil H), gilt

|G| = |U| - Anzahl der Linksnebenklassen von U .
[]
Definition (Index)

Fir eine Untergruppe U von G ist die Anzahl der Links- bzw. Rechtsnebenklassen
der Index von U und wird mit [G : U] bezeichnet.

v

Satz von LAGRANGE
|G| =[G : U]-|U| fur jede Untergruppe U einer endlichen Gruppe G.
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LAGRANGE — Satz von FERMAT und EULER

Satz (FERMAT und EULER)

Seien a, m € IN teilerfremd und sei ¢(m) die EULERsche -Funktion (d. h.
die Anzahl der zu m teilerfremden natiirlichen Zahlen kleiner m). Dann gilt

a*(M =1 (mod m).

Beweis:

Da a und m teilerfremd sind, gilt [a]|,, € (Z/mZ)*. Des Weiteren hat die
Gruppe ((Z/mZ.)*,-) die Ordnung |(Z/mZ)*| = ¢(m) und nach dem Satz
von LAGRANGE teilt die Ordnung k von |a]|, in (Z/mZ)* somit ¢(m),
d.h. es gibt £ € IN mit k¢ = p(m) und es gilt

[a]5™ = ([a))f = [1] = [L]lm = a*™ =1 (mod m).

[]
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/Zyklizitat vererbt sich auf Untergruppen

Jede Untergruppe U einer zyklischen Gruppe G ist zyklisch. \

Beweis:
Sei G ={a*: ze Z} = {a).
Falls U = {e}, dann ist U offensichtlich zyklisch.
Sei also a* € U mit a* # 0.
= (a%?)"!' = a? € U und entweder z€ IN oder —ze IN
=> es gibt ein kleinstes n > 1 mit 3" € U.
Wir zeigen nun U = {(3a")?: ze Z} = (a").
m (a") < U ist klar, da U eine Gruppe ist und a" € U

mseia’elUund z=gn+ r mit g € Z und
=daa "ed"yc U, ista" =a9"-3a°e¢ U
= wegen der minimalen Wahl von n und folgt also r =0
= a° = 39" € (a") ]
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Gruppen mit Primzahlordnung

Jede endliche Gruppe G deren Ordnung p eine Primzahl ist, ist zyklisch und
hat nur triviale Untergruppen.

Beweis: Sei a€ G. Da p = |G| eine Primzahl ist, ist nach dem Satz von
LAGRANGE die Ordnung von a entweder 1 oder p.

m Ordnungvon aist 1 < a=-¢
mda|G|>2 gibteseinac Gmita#e

— Ordnung von aist p = a°, al,.
Elemente von G

= G ={a%al,...,aP 1} =(a)

.., aP~1 sind paarweise verschiedene
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Permutationen

Erinnerung:

m S(A) ist die Menge aller Bijektionen von A nach A

m (S5(A),o) ist eine Gruppe, genannt symmetrische Gruppe bzw.
Permutationsgruppe auf A mit neutralem Element idy

m fiir A = [n] bezeichnen wir mit S,, die Permuationsgruppe (S([n]), o)

m Permuationsgruppen sind ,,universell” fiir endliche Gruppen in
folgendem Sinne:

Jede endliche Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von S(G).

Beweis: Sei (G, ) eine endliche Gruppe. Fiir jedes a € G ist die Abbildung
0,: G— G mit b+— a- b eine Bijektion, d. h. o, € S(G). Nun betrachtet
man die Abbildung f: G — S(G) gegeben durch

ar— o0,.

Man Uberpriift nun, dass f ein Gruppenisomorphismus zwischen G
und {o,: a€ G} < S(G) etabliert.
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Gruppenisomorphismus f: G — S(G) durch a — o,

m f ist surjektiv: per Definition auf {0,: ae G} < S(G)
m f ist injektiv: 0, = o} bedeutet ac = bc firallece G = a= b

= f ist eine Bijektion v

Seien a, b € G beliebig. Die Abbildung o,., = f(a- b) ist eine Bijektion
auf G, d.h. f(a- b) ordnet jedem c € G ein o,5(c) =(a-b)-ce G zu.
Somit gilt fir jedes c € G

f(a-b)(c) =0,p(c)=(a-b)-c=a-(b-c)=a-op(c)
und somit gilt
f(a-b)(c) = a-ob(c) = 0a(op(c)) = (02 00p)(c) = (f(a) o £(b))(c).

Da diese Identitat fiir alle c € G gilt, gilt also f(a- b) = f(a) o f(b) und da
a, b € G beliebig waren, ist f somit ein Gruppenisomorphismus. ]
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Notation

m wir studieren Permuationsgruppen S, fiir n € INg

m Permutationen werden oft mit kleinen griechischen Buchstaben 7, o, oder 7
bezeichnet

m manchmal geben wir Permutationen explizit an, z. B.

(1 2 3 4 5 cS
7\3 2 5 1 4 5
bildet 1 auf 3, 2 auf 2, 3 auf 5, 4 auf 1 und 5 auf 4 ab,
c(l)=3, o(2)=2, o03)=5, o0(4) =1 und o(b)=4.

m da die erste Zeile in der expliziten Darstellung von o redundant ist, schreiben
wir manchmal auch nur o = (3,2,5,1,4)
ACHTUNG: nicht verwechseln mit der spateren Zyklenschreibweise

m da S5 endlich ist (|Ss| = 5! = 120), hat ¢ endliche Ordnung (die nach
LLAGRANGE ein Teiler von 120 ist), d. h. es gibt ein k mit k | 120, sodass

okzao---oazid[5].

Fiir dieses Beispiel priift man leicht nach, dass k = 4 ist.
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Beispiel

_(t 2345\
7\3 2 5 1 4 5

m iterierte Anwendungen von o fixiert die 2 fest (o(2) = 2) und ,zykelt"
(ausgehend von 1) durch die Elemente 3,5, 4,1

und
oc*(1) = 03(3) = 6%(5) = 0(4) = 1

und danach wiederholt sich diese Sequenz

m o ,zerfallt" in einen Zyklus (1354) und einen Fixpunkt (2) (trivialer
Zyklus)
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Zyklen

Definition (Zyklus)
Sei X € [n] mit X = {xq,...,xx} fir k > 2.

Wir bezeichnen mit (x; x» ... xx) die Permutation o € S, definiert durch

(x  falls x ¢ X,
o(x) =< xjp1 falls x = x; fur {i=1,... k-1},

X1 falls x = x.

\

Die Permutation o ist dann ein Zyklus der Lange k und Zyklen der Lange 2
(Vertauschung von zwei Elementen) heiBen Transpositionen.

Zwei Zyklen (x1 x2...xx) und (y1 y2...yr) sind disjunkt, wenn die beiden Mengen
{x1,...,xk} und {y1,...,ye} disjunkt sind.

1 2 3 4 5
3 2 5 1 4

v

) und (3,2,5,1,4) gibt es so noch die

Neben den Schreibweisen (
Zyklenschreibweisen

(1354) = (3541) = (5413)=(4135) € S5.
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Zyklenzerlegung

Sei n € INg. Dann gilt:

m Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen. Eine solche Darstellung nennt man Zyklenzerlegung von o und
diese ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

m Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen.

= Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von Transpositionen.

Beispiel:

(12345 6)
“\s4 5 1 3 6 2 6

= 0= (143)0(256)
= (143) =(14)0(43) und (256) = (25) 0 (56)
= 0= (14)0(43)0(25)0(56)
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Beweis der Zyklenzerlegung

Beweis: Betrachte die Relation i ~ j auf |n| gegeben durch

HHEIN()ZO'Z(I')ZJ'.

m man priift direkt nach, dass ~ eine Auquivalenzrelation ist
m fiir jede Aquivalenzklasse [i| gibt es ein m; € IN, sodass

[i] = {°(i), 0t (P),...,a™ (i)}

m ist m; = 1, dann ist / ein Fixpunkt von o
mist m; > 1, dannist (¢%(i) o (i) ... 0™ ~1(i)) ein Zykel von o
— Partition durch Aquivalenzklassen codiert disjunkte Zyklen von o v
Der zweite Teil folgt direkt aus der Darstellung

(x1x0 ... X)) = (x1x2) 0 (x20x3) O+ 0 (Xp—2 Xp—1) © (Xp—1 Xk ).
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Gerade und ungerade Permutationen

Sei 0 € §,,. Die Paritat (gerade/ungerade) der Anzahl der Transpositionen in jeder
Darstellung von o als Transpositionen ist gleich. Dementsprechend sagen wir eine
Permutation ist gerade bzw. ungerade.

Bemerkung: Einen Beweis von diesem Satz finden Sie im Skript.

Korollar

Die Menge der geraden Permutationen A, < S, bildet eine Untergruppe vom
Index 2 und heiBt alternierende Gruppe.

Beweis:
m id;,; wird durch O Transpositionen dargestellt und ist somit in A,
m da die Summe zweier gerader Zahlen gerade ist, ist die Komposition zweier
gerader Permutationen wieder gerade
m da Transpositionen selbstinvers sind, gilt

0‘:7‘10...07-k:>0'_1:(Tlo...OTk)_l:Tk_lo...ofrl_l:frko...ofrl

— wenn o € A,, dann ist auch 07! € A4,
Somit zeigt das Untergruppenkriterium, dass A, eine Untergruppe von S, ist. [
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Korper

m mithilfe von Gruppen kann man Koérper kompakter definieren

Definition (Korper)
Eine Menge K mit verschiedenen Elementen Ok, 1x € K und binaren
Operationen +: K x K — K und -: K x K — K ist ein Korper, falls gilt:

(K, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O,
(K ~ {0k}, -) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1,
fir alle a, b, c € K gelten die Distributivgesetze

a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c.

4

Bemerkung:
m mit den Distributivgesetzen folgt a- 0x = 0k - a = Ok fir alle a € K:

a°OK=a°(OK-|—OK)=a'OK—I—a-OK — Ok = a0k

Ok -a= 0k +0k)-a=0k-a+0k-a — Ok =0k - a.
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Ringe
m Ringe bendtigen weniger multiplikative Struktur als Kérper
Definition (Ring)
Eine Menge R mit bindren Operationen +: R x R - Rund -: R x R — R ist ein
Ring, falls gilt:

(R, +) ist eine abelsche Gruppe,
(R, -) ist eine Halbgruppe,
fur alle a, b, c € K gelten die Distributivgesetze
a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c.
Das neutrale Element der Addition ist das Nullelement Og von R. Wenn die

Multiplikation kommutativ ist, dann ist R ein kommutativer Ring. Ist (R, ) sogar
ein Monoid mit neutralem Element 1g, dann ist R ein Ring mit 1/unitarer Ring.

m wie in Korpern folgert man Og - 2 = Og = a- Or aus den Distributivgesetzen

m wir betrachten nur Ringe mit 1 und meinem bei einem Ring immer einen mit 1

m falls , dann ist R = {Og} der Nullring mit nur einem Element, da
dann fiir jedes a € R gilt:

a=a- =a-Up=0pg.
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Beispiele und Notation

m (R, +,:) und (Q, +, ) sind Korper
m jeder Korper ist ein kommutativer Ring (mit 1)

m ein Ring ist nur dann ein Kérper, wenn (R ~ {Or}, ) eine abelsche
Gruppe ist

m (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring (mit 1), aber kein Korper

m fiir jedes n e IN ist der Restklassenring (Z/nZ., +,-) ein kommutativer
Ring (mit 1)

m (Z/nZ,+,-) ist nur dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist

m wenn die Operationen klar sind, dann identifizieren wir Kérper und
Ringe mit ihrer Grundmenge

m an Stelle von Op, 1k etc. schreiben wir oft nur 0 und 1

m fiir ein Element a bezeichnen wir mit —a und a—! die inversen
Elemente beziiglich der Addition und Multiplikation
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Einheitengruppe
m in einem Monoid sind die inversen Elemente (wenn sie existieren) eindeutig

Definition (Einheiten)

Sei R ein Ring (mit 1). Die Menge der Elemente a die ein multiplikatives Inverses
a—! haben, heiBt Einheitengruppe R* < R, d.h.

R* :={aeR:esgibt be Rmita-b=b-a=1},

und die Elemente von R”* heiBen Einheiten.

Fiir jeden Ring (mit 1) ist die Einheitengruppe (R*, ) eine Gruppe.

Beweis
mabeR= (ab)y'=blaleR= abe R
mlcR*und ae RX = a1e RX

m Assoziativitat vererbt sich vom Monoid (R, -) [
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Beispiele

m fir jeden Korper K ist K* = K ~\ {0}

m insbesondere
R* =R~ {0} und Q" =Q {0}
und fir jede Primzahl p gilt

(Z/pZ)* = Z/pZ ~ {[0],)

m fiir die ganzen Zahlen gilt' ZX = {—1,1}

m (Z/87)* = {[1] [7]s}

m (Z/157)" { 15, [2]15, ]15, [7]15, [8]15, [11]15, [13]15, [14]15 }
m allgemein wissen wir fiir n e IN

(Z./nZ.)" { . gglT(a,n) = 1}
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8. Polynome
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Polynome tber Korpern

Definition (Polynome)
Sei K ein Korper und X ein Unbekannte/Variable. Ein Ausdruck der Form

aoXO + 31X1 + 32X2 + -+ a3, X" = Z a,-Xi

mit n € INg und Koeffizienten ag, ..., a, € K, heiBt Polynom (iiber K).
m Die Menge aller Polynome liber K bezeichnen wir mit K|X].
m Polynome der Form agX® heiBen konstant.
m Der Kérper K 13Bt sich in K[X] durch a — aX® mit den konstanten
Polynomen identifizieren und als Teilmenge von K|X] auffassen.
m Bem.: Im Allgemeinen werden Polynome oft auch iber kommutative
Ringe mit 1 (z. B. liber Z) betrachtet.

Beispiel
1X0 + XY+ (—0.01)X2 + 0X3 + 1X* + 0X°® + v2X® e R[X]
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Konventionen

m die Reihenfolge der Terme eines Polynoms ist unerheblich, aber zur
besseren Ubersicht gibt man die Terme meistens monoton aufsteigend
oder absteigend in den Potenzen an

m XY ist fiir alle moglichen Werte 1 und wird oft weggelassen und nur der
Koeffizient ag geschrieben

m fiir X! schreibt man einfach X

m Terme mit Koeffizient 0 € K 1aBt man meistens weg

m Koeffizienten a; = 1 |aBt man auch meistens weg, auBer fiir i = 0

m fiir Terme der Form (—a)X' ,zieht" man das Minus in die Summe der
Terme

Angewandt auf das Beispiel
1X% + IX + (—0.01)X? + 0X> + 1X* + 0X° + v2X°®
ergibt sich die vereinfachte Darstellung

V2X8 4+ X* —0.01X% + IX +1.
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Polynome liber Z./pZ.

m neben den bekannten Polynomen iiber R und @, kénnen wir nun auch
Polynome iiber Z/pZ fiir Primzahlen p betrachten:

[4]5.X> + [—2]sX* + [1]5 € (Z/5Z)[X]

m Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir fiir die Koeffizienten
anstelle der Restklassen einfach den Standardreprisentanten:

[4]5X3 + [<2]5 X% + [1]5 = 4X3 + 3X%2 + 1 € (Z/5Z)[X],
wobei

[4]5X3 + [—2]sX° + [1]5 = 4X3 — 2X? + 1€ (Z/5Z)[X]
auch iiblich ist.
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Grad eines Polynoms

Definition (Grad)

Sei p=>." ,a:X" € K[X] ein Polynom iiber einem Kérper K. Der Grad von p ist
das groBte i € {0,...,n} mit a; # 0 und wird mit grad(p) bezeichnet. Gilt a; = 0
fir alle i € {0, ..., n}, so nennt man p das Nullpolynom und setzt grad(p) = —oo0.
Konstante Polynome sind dann entweder das Nullpolynom oder Polynome mit
Grad 0.

Wenn p nicht das Nullpolynom ist, bezeichnet ag,q4(,) den Leitkoeffizienten und p
heiBt normiert, falls der Leitkoffizient 1 ist.

y

m zwei Polynome p = > ;a; X" und g = >, b;X' liber dem gleichen
Korper K sind gleich, wenn:

m grad(p) = grad(q)
m und a; = b; fir alle i =0,...,grad(p).

0X3 - X°4+0X+3=-X>+0X+3=-X?>+3
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Addition von Polynomen

Definition

Seien p = > ,a;X" und g = >, 4 b;X' Polynome iiber dem gleichen Kérper K.
Wir definieren die Summe p + g koeffizientenweise

max{m,n}
p+aq:= ) (ai+b)X,
i=0
wobei bpi1=...=b,=0 (falls n>m) b.z.w. a,,1=...=a,=0 (falls m>n).

Somit gilt grad(p + q) < max{grad(p), grad(q)}.

Beispiel: Fiir p = X* +3X? +2 und g = 4X* + X3+ 2X? — 1€ (Z/5Z)[X]
erhalten wir

p+q=5X*"+X3+5X°+1=X>+1¢€(%/52)[X]

— grad(p + q) = 3 < 4 = max{grad(p), grad(q)} hier

Im Allgmeinen gilt: grad(p + q) < max{grad(p), grad(q)}
<= grad(p) = grad(q) und die Leitkoeffizienten sind additive Inverse in K.
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Multiplikation von Polynomen

Definition

Seien p =" ;a;X' und g = >,", b;X' Polynome iiber dem gleichen Kérper K.
Wir definieren das Produkt p - g ,,durch ausmultiplizieren”

m-+n

p-q:i= Z C,'Xi mit ¢ = Z ajb,-_j = agb; + a1bj_1 + -+ ajbg
i=0 j=0
wobei (&hnlich wie bei der Addition) dafiir by, 1=...=bn1,=0 und
Ani1=...=amen=0 gesetzt wird.

Aus der Definition folgt direkt:

grad(p ) q) < grad(p) + grad(q) mit Cgrad(p)+grad(qg) = Fgrad(p) ° bgrad(q)

Da in Kérpern das Produkt ag ad(p) * Dgrad(q) zweier von Null verschiedener
Elemente niemals Null ist, folgt somit auch

grad(p - q) = grad(p) + grad(q)

fiir Polynome iiber einem Korper K.
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Beispiel

Fiir p= X3 +3X24+2und g = 2X? — X + 4 € (Z/5Z)[X] erhalten wir
p-q=(X>+3X*+2)-(2X* - X + 4)
ausmultiplizieren ergibt
=2X° 4+ (-1 4+3-)X*+(4-3)X>+(3-4+2-2)X?—2X +38
und zusammenfassen und umrechnen in Standardreprasentanten fiihrt zu
=2X> +5X* + X° +16X% —2X +8 =2X> + X> + X? + 3X + 3.
Es gilt in (Z/57)| X] also

(X?+3X24+2)-(2X2 =X +4) =2X>+ X> + X? +3X + 3.
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Verwirrender Abstecher

Betrachtet man Polynome iiber kommutative Ringe (mit 1), dann gilt die
Gradformel fiir das Produkt im Allgemeinen nicht.

Beispiel: Fiir p = 2X3 und g = 3X? + 1 in (Z/6Z)[X] gilt

p-q=06X>+2X3>=2X3e (Z/6Z)[X]

—> grad(p-q) = 3 <5 = grad(p) + grad(q)
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Polynomringe

Fiir jeden Korper K ist die Menge der Polynome K|X]| zusammen mit der
definierten Addition und Multiplikation fiir Polynome ein kommutativer Ring mit 1,
wobei das Nullpolynom das neutrale Element der Addition und das konstante
Polynom 1 = 1X° das neutrale Element der Multiplikation ist.

Wir nennen K|X]| deswegen Polynomring (iiber K).

Beweis:
m Assoziativitait und Kommutativitat von + vererbt sich von K

m Nullpolynom ist offensichtlich neutral beziiglich der Addition
mp=>.,aX eK[X]= —p:=>",(—a)X € K[X]
= (K|[X],+) ist eine abelsche Gruppe
m Assoziativitdt und Kommutativitat von - vererbt sich von K
m konstantes Einspolynom 1 = 1X? ist neutral beziiglich der Multiplikation
= (K|[X],") ist ein kommutatives Monoid
m Distributivgesetzte kann man nachrechnen []

Auch Polynome R|[X] iiber kommutative Ringe R mit 1 bilden einen solchen. )
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Teilbarkeit fiir Polynome

Definition
Sei K ein Korper und p, g € K| X] Polynome. Das Polynom p ist ein Vielfaches
von g, falls es ein Polynom m € K| X] gibt, sodass

p=q-m.

Wir schreiben dafiir g | p und sagen q teilt p, oder g ist ein Teiler von p.

Teilt ein Polynom r € K| X] sowohl p als auch g, dann ist r ein gemeinsamer Teiler
von p und gq.

Das Polynom r ist ein groBter gemeinsamer Teiler von p und g (# Nullpolynom),
wenn es ein gemeinsamer Teiler mit maximalem Grad ist.

Der groBte gemeinsame Teiler von einem Polynom p und dem Nullpolynom ist p,
insbesondere auch, falls p selbst das Nullpolynom ist.

Beispiel: In Z/5Z gilt
(X3 4+3X2+2)- (2X? =X +4) =2X> + X> + X? +3X + 3.

= X3 +3X? + 2 und 2X? — X + 4 sind Teiler von 2X° + X3 + X2 + 3X + 3.
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Einheiten in K| X]

mpe (K[X])X, fallses ein ge K[X] mit p- g =1 = 1XY gibt
m grad(l) = 0 und da K ein Korper ist, gilt

grad(p-q) = gradp + grad g

= nur die konstanten Polynome mit Grad 0 kénnen Einheiten sein
m tatsichlich gibt es fiir jedes a € K ~ {0} ein multiplikativ Inverses

a—! e K~ {0} und fiir die konstanten Polynome p = aX° und
g=a X gilt
p-g=(a-a )X’ =1x"

Fiir jeden Korper K sind die Einheiten des Polynomrings K|X]| genau die
konstanten Polynome vom Grad 0, d. h.

(KIX])" ={aX?: ae K~ {0}}.

y
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GroBte gemeinsame Teiler

m wie man an den konstanten Polynomen leicht sieht, sind groBte
gemeinsame Teiler nicht eindeutig bestimmt

m z B. fir py = aX? po = bXY € K[X] mit a, b # 0 teilt jedes Polynom
m = cX° mit ¢ # 0 sowohl p; als auch pp und da jeder Teiler von p;
und po Grad 0 haben muss, ist ein jedes solches m ein groBter
gemeinsamer Teiler

m auch fiir Polynome mit hoheren Grad tritt diese Phanomen auf, da

m| pi und m| p — a-m|p; und a-m| p

fir alle m, p1, p2 € K[X] und ae K ~ {0}

m ein groBter gemeinsamer Teiler zweier Polynome 3Bt sich wie der ggT
zweier ganzer Zahlen mit dem EUKLIDischen Algorithmus bestimmen

m EUKLIDischer Algorithmus in Z beruht auf der Division mit Rest

m analog fiihren wir die Division mit Rest in K|X] ein
—— Polynomdivision
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Polynomdivision

Sei K ein Kérper und seien p, m € K| X]| Polynome mit m # 0, dann gibt es
Polynome q, r € K| X]| mit p=q - m+ r und grad(r) < grad(m).

Beweis: Sei p = >." ;a;X' und m = Zﬁ;o bi X" mit grad(p) = n und
grad(m) = k. Der folgende Algorithmus der Polynomdivision ermittelt
Polynome g und r mit den gewiinschten Eigenschaften.
Falls n < k, dann geben wir g = 0 und r = p aus.
Initialisiere s = p
Solange ¢ := grad(s) = k und s = Zfzo diX':
m Setze ¢y = Z—i.
m Setze s == 5 —

B Gbr=sund g= 7:_0k c; X' aus.

Algorithmus terminiert, da sich in jedem Durchlauf von der Grad von s
um mindestens 1 verringert und k > 0 gilt. Tatsachlich hat

Leitkoeffizienten c,_\ - by = dy und Grad £ genau wie s. Somit hat das

Polynom s — einen geringeren Grad.
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Korrektheit der Polynomdivision

Die Korrektheit beweisen wir mit Induktion nach n und betrachten dafir die
rekursive Version des Algorithmus:

Falls n < k, dann gib g = 0 und r = p zuriick.
Finde rekursiv ¢’ und r fiir die Division von p’ = p — Z—ZX”_" - m durch m,

sodass
pP=q¢ -m+r  und grad(r) < k = grad(m). (%)

Gib und r zuriick.

Induktionsanfang fiir n < k: In diesem Fall liefert eine Losung, da dann
grad(p) = n < k = grad(r) und offensichtlich p = 0- m + p.

Induktionsschritt (mit allen Vorgangern) auf n: Da grad(p’) < grad(p) = n, folgt
mit der Induktionsvoraussetzung, dass in Schritt B q’ und r € K[ X]| gefunden
werden, die () erfiillen. Einsetzen ergibt dann

a a a
p=p'+—nX”_k-m(i)q’-m+r+—nX”_k-m= m+r+—X"%.m.
b b b
— p=qg-m +r+Z—ZX”_k-m:q-m+r []
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Bemerkungen zur Polynomdivision

m die im Beweis angegebenen Algorithmen der Polynomdivison lassen
sich effizient implementieren, wenn die Division im entsprechenden
Korper K effizient realisierbar ist

m bei der Berechnung der Koeffizienten von g wird durch den
Leitkoeffizienten von m geteilt, was in Polynomringen liber Korpern
immer moglich ist

m in Polynomringen R[X]| iiber kommutativen Ringen R mit 1 miBte

man zusatzlich fordern, dass der Leitkoeffizient by von m eine Einheit
ist, d. h. by € R*

m mithilfe der Polynomdivision lasst sich der EUKLIDische Algorithmus
von Z direkt auf Polynomringe K|X]| libertragen, um einen groBten
gemeinsamen Teiler von zwei gegebenen Polynomen p1, po € K|[X] zu
berechnen
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Beispiel Polynomdivision

Gegeben seien Polynome p = X* —3X? +5X —3 und m = X — 1 aus R[X] und
gesucht sind g und r mit p = q- m+ r und grad(r) < grad(m) = 1.

X4 —3X?+5X -3 = (X—-1)(X3+ X?—-2X +3)
— X*+ X3
X3 —3X2
— X3 +X°
—2X? +5X
2X% —2X
3X -3
—3X +3
0

— g=X34+X?-2X+3undr=0

iber den Strichen auf der linken Seite steht der aktuelle Term

unter den Strichen steht der aktuell relevante Teil von s

unter dem letzten Strich (wenn grad(s) < grad(m)) steht das Restpolynom r
auf der rechten Seite steht m - (cn_kX”_k L ocao b @ p R .) und am

Ende der Rechnung m - g
wegen dem ,,=" muB am Ende der Rechnung auf der rechten Seite noch +r

erganzt werden (entféllt oben, da hier r = 0)

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §8. Polynome / 17



Weiteres Beispiel Polynomdivision

Fiir p=X* — X2 +3X +2und m= X? —2X + 1 aus R[X] ergibt die
Polynomdivision:

X4 — X2 +3X+2=(X?=-2X+1)(X*+2X +2) +5X
— X*+2X3 — X2
2X3 —2X? 43X
—2X3 +4X%2 —2X

2X? + X +2
—2X?% +4X -2
5X

Hier ist der Quotient g = X2 +2X + 2 und der Rest r = 5X.
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EUKLIDischer Algorithmus in Polynomringen

m wie in Z kann man groBte gemeinsame Teiler von Polynomen mit Hilfe des
EUKLIDischen Algorithmus berechnen

m der Grad ibernimmt die Rolle des Betrages bei den ganzen Zahlen und die
Polynomdivision die Rolle der ganzzahligen Division in Z

m dabei teilt man ausgehend von p; und po, also in jedem Schritt mit der
Polynomdivision das Polynom p; mit dem gréBeren Grad durch das Polynom
mit dem kleineren Grad p, und ersetzt dann p; durch p> und p, durch r

m sobald p, das Nullpolynom ist, ist p; ein groBter gemeinsamer Teiler gefunden

m im Unterschied zur Situation bei ganzen Zahlen, kann es bei Polynomen
passieren, dass die beiden gegebenen Polynome p; und p, denselben Grad
haben, ohne dass die beiden Polynome einander teilen

m in diesem Falle ist es egal, ob man zunachst das eine Polynom durch das
andere teilt oder umgekehrt

m die Korrektheit diese Verfahrens beweist man ebenso wie die Korrektheit des
EUKLIDischen Algorithmus in Z, mit Induktion nach grad(p;) + grad(p>),
kombiniert mit der Proposition, dass fiir p1 = g - po + r mit
grad(r) < grad(pz) jeder groBte gemeinsame Teiler von p, und r auch ein
groBter gemeinsamer Teiler von p; und p» ist

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §8. Polynome / 19




Beispiel groBter gemeinsamer Teiler in Polynomringen

Fiir pp = X3 —3X? +5X —3 und pp = X3 — 1 aus R[X] suchen wir einen

groBBten gemeinsamen Teiler.
Beide Grade sind gleich und es ist egal, wie wir beginnen. Wir teilen p;

durch po:
X3 —3X?+5X—-3=(X>-1)1-3X?+5X -2
— X3 + 1
—3X? +5X —2

Der Rest ist 1 = —3X? 4+ 5X — 2 und im nachsten Schritt teilen wir ps

durch r.
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Beispiel groBter gemeinsamer Teiler in Polynomringen

Polynomdivision po = X3 — 1 durch = —3X? 4+ 5X — 2 ergibt:

Xz N —1=(—-3X2+5X-2)(—iXx-2)+ZXx -2
— X3 +2X? —2X
2X2 — X -1
5y2 25 10
19 19
X — 79

Der Rest ist rp = 1—99(X — 1) und im nachsten Schritt teilen wir

rn = —3X? 45X — 2 durch rp. Da das Polynom %(X — 1) genau dieselben
Teiler wie X — 1 hat und auch genau dieselben Polynome teilt, kdnnen wir
aber einfach auf rj; = X — 1 bergehen.

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §8. Polynome / 21




Beispiel groBter gemeinsamer Teiler in Polynomringen

Polynomdivision 1 = —3X? + 5X — 2 durch r, = X — 1 ergibt:
—3X?+5X —2=(X—-1)(—3X+2)

3X?2 —3X
2X — 2
—2X +2

0

Der Rest ist 0, also ist X — 1 ein groBter gemeinsamer Teiler von den
Ausgangspolynomen p; = X3 —3X? +5X —3 und p» = X3 — 1.
Tatsachlich ist X — 1 ein gemeinsamer Teiler:

pr=X>—3X?+5X -3=(X—-1)-(X?=2X +3)

und
pp=X3—-1=(X—-1)-(X>°+X+1).

Mathias Schacht Mathematik | fiir Informatiker WiSe 2016/17 §8. Polynome / 22




Polynomfunktionen

m Polynome wurden bis jetzt als algebraische Objekte des Rings K| X]
betrachtet

m im Folgenden betrachten wir Polynome (wie aus der Schule bekannt)
als Funktionen von K nach K

Definition (Polynomfunktion)

Sei K ein Kérper und p = >, a;X" ein Polynom in K[X]. Die
Polynomfunktion f,: K — K ist gegeben durch

n
XHZQ,'XlEK far alle x e K.
i=0

m Ublicherweise wird das Polynom p und die Polynomfunktion fo
gleichgesetzt und wir schreiben einfach p(x) fir f,(x).

m In diesem Fall ist aber x ein Element aus dem Korper K, welches
NICHT mit der Unbekannten X des Polynomrings zu verwechseln ist.
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Polynomfunktion vs. Polynom

m fiir jeden Korper K gibt es unendlich viele verschiedene Polynome

in K| X], z. B. die Polynome X" fiir ne IN
m fiir endliche Korper K gibt es aber nur endlich viele verschiedene

Polynomfunktionen, da es hdchstens |K|/X| verschiedene Funktionen
g: K — K gibt
Bemerkung: tatsachlich hat fiir eine gegebene Funktion g: K — K

das Polynom
X —b
p=2,80 || ——
aeK be K~{a}

eine Polynomfunktion, die jedem a € K den Wert g(a) zuordnet
= fiir endliche Kérper K gibt es verschiedene Polynome p und g € K[ X],

die die gleiche Polynomfunktion haben —— Schubfachprinzip
Beispiel: p = X und g = X3 in (Z/3Z)[X]

p(O) =0, p(].) =1, p(2) =2
und

q(0) =0, q(1)=1, q(2)=2
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Nullstellen

Definition (Nullstelle)

Sei K ein Korper und p € K| X]. Ein Element a € K heiBt Nullstelle von (der
Polynomfunktion) p, falls p(a) = 0.

Ein Element a € K ist genau dann eine Nullstelle von p, wenn das Polynom X — a
ein Teiler von p im Polynomring K[X] ist.

Beweis: (,—") Sei p(a) = 0 und betrachte g, r € K| X] gegeben durch die
Polynomdivision von p geteilt durch m= X —a, d.h. p=¢q- (X — a) + rund
wegen grad(r) < grad(X — a) =1, ist r = r’ - X° konstant fiir ein r' € K. Somit
gilt fiir die Polynomfunktion
0=p(a)=gq(a)-(a—a)+r(a)=q(a)-0+r" ="r".

= r = 0- X% ist das Nullpolynom und p = q- (X —a),d.h. (X—a) | pin K[X] v

(,<=") Falls p ein Vielfaches von (X — a) ist, dann existiert g € K| X]| mit
p = q- (X — a). Fir die Polynomfunktion ergibt sich also

p(a) =q(a)-(a—a)=¢q(a)-0=0

und somit ist a eine Nullstelle. []
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Nullstellen und Grad

Korollar

Ein Polynom p € K[X]| vom Grad n > 0 hat hochstens n Nullstellen.

Beweis: (Induktion nach n)

Induktionsanfang fiir n = 0: klar, da konstante Polynome vom Grad 0 die
Form p = agX® mit ag € K . {0} haben (Nullpolynom hat Grad —o0)
= p(a) = ag # 0 fiir alle a € K = keine Nullstelle v

Induktionsschritt n — n + 1: Sei p € K[X]| mit Grad n+ 1 und a eine
beliebige Nullstelle. Nach dem Satz gibt es g € K[ X], sodass

p=qg-(X—a).

Wegen der Gradformel fiir Produkte von Polynomen (iber Korpern ist
grad(q) = n. Nach Induktionsvoraussetzung hat g héchstens n Nullstellen.
Fir jede Nullstelle b € K ~\ {a} von p gilt wegen 0 = p(b) = q(b) - (b — a)
auch g(b) = 0, d.h. b ist auch eine Nullstelle von gq.

= p hat neben a hochstens n weitere Nullstellen (die von q) ]
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Nullstellen bestimmen

m fiir Polynome p = a1 X + a9 € K| X] vom Grad 1 kénnen wir einfach auflésen

und dann ist

a= —aoal_1

die Nullstelle der Polynomfunktion p

m fiir (normierte) Polynome vom Grad 2 in R[X] gibt es die p-g-Formel

m fiir Polynome vom Grad 3 und 4 in R[X] gibt es ebenfalls geschlossene
Formeln (CARDANO-Formeln), die allerdings recht kompliziert sind

m mithilfe tieferer Methoden der Algebra kann man zeigen, dass es fiir
Polynome vom Grad mindestens 5 in IR| X| keine geschlossene Formel gibt

m es gibt aber numerische Verfahren zur Approximation von Nullstellen fiir
beliebige Polynome aus R[X]

m fiir Polynome p € K| X] von beliebigen Grade kann man mithilfe des Satzes,
nachdem eine Nullstelle a € K gefunden wurde, mithilfe der Polynomdivision
das Polynom g mit

p=q-(X—a
bestimmt werden und dann kénnen die Nullstellen fiir g gesucht werden
— hilftreich da grad(q) < grad(p)
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p-qg-Formel

Sei X2 + pX + g ein normiertes (d. h. Leitkoeffizient ist 1) Polynom vom Grad 2 in
R[X] mit Nullstelle a € R. Dann gilt g < p?/4 und

a=—

p p? ! B
E— I—q oder da = —

Bemerkung: p und g sind hier reelle Zahlen und keine Polynome
Beweis: Sei a eine Nullstelle von X? + pX + g. Dann gilt

2 2
0=a’+pa+q=a°+ Ba+(g) —(g) +q.

Die ersten drei Terme kdnnen wir mit der binomischen Formel zusammenfassen und
nach Umstellen erhalten wir

(8- () -a

Da die linke Seite nicht negativ ist, muss g < p?/4 gelten und Wurzelziehen und
Auflésen nach a ergibt die Behauptung. []
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Ganzzahlige Nullstellen

Satz (Lemma von GAUSS)

Sei p=X"+a, 1 X" +...+ ag € R[X] ein normiertes (d. h. Leitkoeffizient
ist 1) Polynom vom Grad n > 0 mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann ist jede
Nullstelle b € Q von p ein ganzzahliger (es gilt also sogar b € Z) Teiler von ag.

.

Beweis von b € Z: Sei b e Q . {0} eine Nullstelle von p und b = Z fiir
teilerfremde ganze Zahlen y und z mit y # 0 and z > 1. Wir zeigen z = 1.

Da b = y/z eine Nullstelle von p ist, gilt

0=p(b) = <X>n+an_1-<x)n_l+-~+al-(X)+ao. (%)

Z Z Z
Wir multiplizieren die Gleichung mit z”, stellen nach y” um und erhalten

yn = Z- ( — a,,_ly”_l — alyz”_2 — aoz”_l) :

Da alle Koeffizienten a,_1, ..., ag sowie y und z ganzzahlig sind, ist die rechte
Seite ein ganzzahliges Vielfaches von z. Somit muss y” ein ganzzahliges Vielfaches
von z sein. Da y # 0 und z > 1 teilerfremd sind, kann z nur 1 sein. Insbesondere
ist b = y also ganzzahlig.
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Lemma von (GAUSS — Beweis von b | a

Satz (Lemma von GAUSS)

Sei p=X"+a, 1 X" +... 4+ 39 € R[X] ein normiertes (d. h. Leitkoeffizient
ist 1) Polynom vom Grad n > 0 mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann ist jede
Nullstelle b € Q von p ein ganzzahliger (es gilt also sogar b € Z) Teiler von ag.

v

Beweis von b | ap: Es ist zu zeigen, dass b = y ein ganzzahliger Teiler von ag ist.

Ausgangspunkt ist wieder (). Da wir aber bereits wissen, dass z = 1 ist und somit
b = y # 0 ist, erhalten wir nun

0= b”+an_1b”_1+---+alb+ao.
Diesmal stellen wir nach ag um und Klammern b aus. Somit gilt
dop — b( — bn_l — an_lb”_z — 32b — 31> :

Nun folgt aus der Ganzzahligkeit von b = y und a,_1, ..., a;, dass die rechte Seite
ein ganzahliges Vielfaches von b ist.

Da ag € Z folgt somit auch, dass ag ein ganzzahliges Vielfaches von b ist. []
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Ein letztes Beispiel

Gesucht sind die Nullstellen von p = X3 — 6X? 4+ 11X — 6 € R[X]. Falls es
ganzzahlige Nullstellen b gibt, so sind dies nach dem Lemma von (GAUSS
ganzzahlige Teiler des konstanten Terms —6, d. h.

be{—6,—-3,-2,-1,1,2,3,6}.

Wir probieren die 1 und erhalten p(1) =1—-6+11—-6 = 0.
Polynomdivision p durch X — 1 liefert
X?—6X?+11X -6 = (X —1)(X?>—-5X +6)

— X> +X°
—5X? +11X
5X%? —5X
6X — 6
—6X +6
0

Die Nullstellen von X? — 5X + 6 bestimmen wir mit der p-g-Formel und erhalten

5 25 5 1 5 1
Z A= b=t/ ==4= .
> A7 ) > _\/; 5 5 —  Nullstellen 2 und 3

Das Polynom p vom Grad 3 hat also genau die drei Nullstellen 1, 2 und 3.
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