SCHRIJVERS BEWEIS VON MADERS SATZ

MATHIAS SCHACHT

ZUSAMMENFASSUNG. Wir reproduzieren Schrijvers Beweis [A short proof of
Mader’s .7-paths theorem, J. Combin. Theory Ser. B 82 (2001), no. 2, 319-321]
von Maders Min-Max-Satz [Uber die Mazimalzahl kreuzungsfreier H-Wege,
Arch. Math. (Basel) 31 (1978/79), no. 4, 387-402] iiber die Anzahl der H-
Wege in einem Graphen.

1. MADERS MIN-MAX-SATZ UBER DIE ANZAHL VON H-WEGEN

In der Arbeit von Schrijver [3] wird die folgende Formulierung von Maders Satz
aus [2] bewiesen (siehe Satz 1). Wir werden skizzieren wie man aus diesem Satz
die Formulierung von Maders Satz iiber kreuzungsfreie H-Wege (siehe Korollar 2)
herleiten kann.

Eine Menge P von Wegen in einem Graphen G = (V, E) ist kreuzungsfrei, wenn
die Schnittmenge der Eckenmengen zweier unterschiedlicher Wege aus P eine Teil-
menge der gemeinsamen Endecken beider Wege ist. Einfacher ausgedriickt zwei We-
ge sing kreuzungsfrei wenn sie sich hochstens in ihren Endecken schneiden. Dariiber
hinaus ist P (ecken)disjunkt, wenn keine zwei Wege eine gemeinsame Ecke haben.
Sei . eine Menge von paarweise disjunkten Teilmengen von V. Ein .- Weg ist ein
Weg in G, deren Endecken in unterschiedlichen Mengen aus .# liegen. Insbesondere
enthilt jeder .-Weg mindestens eine Kante. Fiir einen Graphen G = (V, E) und
eine solche Menge .77 sei m, o die Kardinalitét einer grofiten Menge von disjunkten
#-Wegen in G. Satz 1 gibt eine Darstellung von mg, & als Minimum eines Parame-
ters von speziellen Partitionen von G. In den Partitionen hier ist die leere Menge
als Partitionsklasse zugelassen.

Eine Partition 2 = {X,Y1,...,Y;} von V, d.h. XUV U...UY, =V, diberdeckt
alle S -Wege (kurz & ist #-iiberdeckend) falls jeder .-Weg in G der X vermeidet,
d. h. keine Ecke aus X enthélt, eine Kante enthilt, dessen beide Endecken in einer
der Mengen Y; enthalten sind. Fiir Y; sei 04 «Y; die Menge der Ecken aus Y; die
entweder in S = |J. liegen oder einen Nachbarn in einer anderen Menge Y; mit
j # i haben

Oz,.#Yi ={y €Y;: y € Soder Ng(y) \ (XUY;) # 0} .

Da jeder .#-Weg der X meidet fiir ein ¢ = 1,...,k mindestens eine Kante aus
GY;] enthélt, muss so ein .-Weg dann auch mindestens zwei Ecken aus 0z #Y;
enthalten. Somit gilt

k
ma.y <X+ 10z #Yil/2) =t pa.s(Z).

i=1
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fiir alle #-iiberdeckenden Partitionen 2 = {X,Y7,...,Y;}. Der Satz von Mader
besagt, dass diese obere Schranke fiir eine Partitionen 2 tatséchlich angenommen
wird.

Satz 1 (Mader 1978). Fiir jeden Graphen G = (V,E) und jede Menge . von
disjunkten Teilmengen aus V gilt

TG = minpg,s (Z), (1)
wobei das Minimum iber alle .7 -iiberdeckenden Partitionen genommen wird.

Der folgende Beweis ist mit minimalen Anderungen direkt aus der Arbeit [3] von
Schrijver entnommen.

Beweis. Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil beweisen wir den Spe-
zialfall, wenn alle Mengen 7' € .¥ aus genau einer Ecke bestehen. Dieser Fall wur-
de bereits von Gallai [1] behandelt und kann auf die Matchingformel von Tutte
zuriickgefiithrt werden.

1.Fall: |T| =1 fiir alle T € .. Seien G = (V, E) und . gegeben und sei
HhG,7 = mQ{,D MG,y(ff)

die rechte Seite aus (1). Wir setzen S = | J.# und betrachten den folgenden Hilfs-
graphen G = (V, E): Seien (Vi, E;) und (Va, Ey) zwei Kopien von G, wobei fiir
eine Ecke v € V die Ecken vy € V; und vy € V5 die entsprechenden Kopien be-
zeichnen und %) und % entsprechen den Kopien von .. Der Graph G entsteht
aus den beiden Kopien, in dem wir zuerst jeweils die beiden Kopien von jeder
Ecke v € S identifizieren, die entstehende Kopie von S bezeichnen wir dann mit
S = U = -, und fiir jede Ecke v € V '\ S fiigen wir die Kanten v1us und
vouy fiir alle u € Ng(v) \ S und die Kante v;v9 hinzu.

Wir werden zeigen, dass G eine Paarung der GroBe ug.» + |V \ S| enthilt. Auf
Grund der Matchingformel von Tutte ist es hinreichend, die folgende Ungleichung
fiir jede Menge XCvV

IXI+ > VO] = pes+ VS (2)
C€C~7§

zu {iberpriifen, wobei Cx_ ¢ die Menge der Komponenten in G — X ist.
Sei X C V. O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass fiir jede Ecke v € V'\ S gilt

neX & wneX. (3)

Falls nur eine der Ecken, sagen wir vy, in X enthalten wére, dann kénnten wir sie
aus X entfernen und der Komponente in G-X hinzufiigen die auch vy enthélt.
Da v; und vy in V \ {vl,vg} die gleiche Nachbarschaft haben, sind alle anderen
Komponenten aus G — X auch Komponenten von G — (X \ {v1}). Die linke Sei-
te von (2) wiirde sich also durch das entfernen von v; aus X nicht erhshen und
deswegen kénnen wir (3) voraussetzen.

Wegen (3) und da fiir jede Ecke v € V'\ S die Kante v1v2 in G liegt, muss auch

V1 € V(C) & v € V(C) (4)
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fiir alle Ecken v € V' \ S und alle Komponenten C' € C5_ 5 gelten. Insbesondere
haben |V(C)| und |V(C) N S| die gleiche Paritét. Fiir X; = X N V4, sei 2 die
Partition von V; bestehend aus X; und den Eckenmengen der Komponenten von
G1 — X1. Dann erhalten wir

X[+ Y VOl =1xi+ > vy nS|2)+ v\

CeCx Ci1€Ccy—x,

> (X[ + Y [0z VI(C))]/2] + VS

C1€Cqy —x,

> pay,7 VS| =pa,»+ VS|

Die Matchingformel von Tutte besagt nun, dass G eine Paarung mit mindestens
pa.e + |V \ S| Kanten enthélt und wir halten eine solche Paarung M fest. Des
weiteren sei N die Paarung in G die aus den |V \ S| Kanten der Form v;v, mit
v € V'\ S besteht. Die Paarung M hat also pg,» Kanten mehr als die Paarung N
und deswegen gibt es mindestens pi,» Komponenten in dem Graphen (XN/, MUN)
die genau eine Kante mehr aus M als aus IV haben. Jede solche Komponente ist ein
alternierender Weg dessen Endecken in S liegen. Durch Kontraktion aller Kanten
aus N in G erhalten wir wieder eine Kopie von G und jeder der angesprochenen
Wege entspricht einem .#-Weg in dieser Kopie. Um einzusehen, dass diese Wege
tatsdchlich .#-Wege sind, berufen wir uns auf die Annahme, dass . nur aus ein-
elementigen Mengen besteht und somit ist jeder Weg mit Endecken in S auch ein
/-Weg. Wir haben also fiir diesen Fall gezeigt, dass G mindestens pg, s disjunkte
-Wege enthélt.

2.Fall: |T| > 2 fiir ein T € .. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Fiir eine
gegebene Eckenmenge V' wéhlen wir unter allen moglichen Gegenbeispielen einen
Graphen G = (V, E) und eine Menge disjunkter Teilmengen .# aus, so dass

o(G,.7) =Bl - > |5
S1#S26

minimiert wird. Da jeder .#-Weg der eine innere Ecke in S = [J. hat einen
Teilweg enthélt der ebenfalls ein .-Weg ist, konnen wir uns im Folgenden auf
Wege beschrinken, die keine inneren Ecken in S haben. Insbesondere folgt damit
aus der Minimalitét von o(G,.%), dass die Mengen aus . unabhéngig in G sind.

Sei also T' € % eine in G unabhingige Menge mit |T'| > 2 und sei ¢ eine Ecke
aus T. Wir betrachten nun die Menge disjunkter Teilmengen .’ die wir erhalten,
wenn wir T aus .¥ entfernen und dafiir die beiden Mengen 77 = T\ {t} und {t}
einfiigen. Fiir . gilt

o(G,.9") = o(G,.") - |T| +1 < o(G, )

und wegen der Wahl von G und .% gibt es ug, . disjunkte .#’-Wege in G. Da
jeder .-Weg in G auch ein .¥’'-Weg ist, ist jede .#’-iiberdeckende Partition 2 eine
#-iiberdeckende Partition. Dariiber hinaus héngt die Definition von d% o (-) nur
von der Menge S = J.¥ = ., nicht aber von den einzelnen Mengen in . ab.
Somit gilt ha,7 2 PG, -

Wir wihlen eine Menge P’ von pg,» disjunkten .#’-Wegen so aus, dass kein
Weg P’ € P’ eine innere Ecke in S hat. Da P’ keine Menge von .-Wegen ist,
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muss P’ einen ¢t — T'-Weg P enthalten und nach unserer Wahl von T und P’ muss
dieser Weg eine innere Ecke u € V'\ S haben.

Als niichstes betrachten wir die Mengenfamilie ., die wir erhalten, wenn wir
in . die Menge T durch T U {u} ersetzen. Da der Satz fiir Mengen . mit |.7| =1
leicht einzusehen ist (in diesem Fall ist pe.#(2) = 0 fir die triviale Partition
Z = {0} U {{v}: v €V} mit X = 0), kénnen wir . # {T'} annehmen. Folglich
gilt

o(G, ") =0(G,7)—|S\T| < o(G,.)

und wegen der Minimalitdt von G und . gibt es pg, o disjunkte .”'-Wege in G.
Da wieder jeder .#-Weg auch ein ”-Weg ist und S C (S U {u}) = J" gilt
HG, 71 2 PG, -

Unter allen Mengen von g .~ disjunkten .#”-Wegen in G die keine inneren
Ecken in S U {u} haben, sei P” eine der Mengen die die die wenigsten Kanten
ausserhalb von mit Wegen aus P’ benutzt. D.h. P” minimiert

3 ’E(P”)\ U e@)].

PIEP PP

(5)

Da P” nicht ausschliefllich aus .#-Wegen bestehen kann, muss es einen Weg PJ/
mit Endecke u enthalten. Wegen u ¢ S = |J.%/ und |P’| = |P”| muss es eine
Endecke v € S eines .#'-Weges P’ € P’ geben, die in keinem Weg aus P” enthalten
ist.

Ausgehend von v sei w die erste Ecke auf dem Weg P’ die auch auf einem Weg
aus P” liegt. So eine Ecke w muss es tatséichlich geben, da sonst P’ disjunkt zu allen
Wegen aus P” ist, was auch P’ # Pj nach sich zieht (da V(P)) N V(P}) 2 {u}),
und deswegen (P” \ {F}'}) U{P’} eine Menge von p¢ .~ disjunkten .#-Wegen in G
wire. Sei x die andere Endecke von P’, sei P € P” der Weg der w enthilt und
seien y und z die Endecken von P”. Weiterhin sei 7" € ." die Menge die v enthélt.

Wir werden zeigen, dass P’ = Pj und wegen der Wahl von w muss dann u eine
Ecke des Teilweges wP’x sein. Dann werden wir aus dem Teilweg v P’w und einem
Teilweg von P” einen .#-Weg bauen, den wir an Stelle von P} zu P’ hinzufiigen
kénnen, um so pg,» disjunkte .”~-Wege zu erhalten.

Wir beginnen mit folgender Beobachtung, falls der Teilweg yP”w nicht ganz in
wP’'x enthalten ist und z nicht in 7" liegt, dann kénnten wir das Teilstiick yP"w
durch vP'w in P” ersetzen und erhielten auf diese Weise g o disjunkte .”'-Wege
die der minimalen Wahl von P” in (5) widersprechen wiirden. Also muss gelten,
dass entweder der Teilweg yP"w (bzw. wP"z) in wP'x enthalten ist oder z (bzw. y)
liegt in 7. Da aber nicht sowohl y, als auch z in 7" liegen konnen (dann wére P”
kein ."'-Weg), kénnen wir 0. B.d. A. annehmen, dass y ¢ 7" und dass dann wP" 2
in wP'z enthalten ist. Auf der anderen Seite werden wir zeigen, dass nun aber
yP"”w nicht mehr in wP’z enthalten sein kann, was z € T" nach sich zieht.

Angenommen yP"”w wiire auch in wP’x enthalten. Dann muss w = y gelten und
da die Wege aus P und P’ keine inneren Ecken in S haben, muss in diesem Fall
y=w =wu und z = z gelten (bzw. z = w = v und z = y). Das bedeutet aber, dass
u eine innere Ecke von P’ ist und deswegen P’ = PJ. Somit liegen y und = = z in
T U {u}, also wire P” kein ."-Weg. Also ist yP”w nicht in wP’z enthalten und
zeT”

Falls z = x ist, dann wiren die Endecken z und v von P’ beide in T”. Somit
muss 7" zwei Mengen aus . schneiden und deswegen gilt 7" = T U {u} und
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P’ = Pj. Aber dann enthilt P’ die Ecke v und schneidet den Weg Py/. Da u keine
innere Ecke von vP'w sein kann (wegen der Wahl von w) und v # = z muss dann
aber w = u, P = wP'z und somit auch P” = Py und w = y gelten. Dann wiren
aber die Endecken y = v und = von P” beide in 7" = T'U {u} enthalten und wir
erhielten den Widerspruch, dass P” kein .#"-Weg ist.

Also ist z eine innere Ecke P’. Da aber keine innere Ecke von P’ in S liegt
muss dann z = u sein und somit gilt P’ = Pj und P” = P} und y ist nicht in P’
enthalten, also ¥y # w. Nun kénnen wir P” in P” durch vP'wP"y ersetzen und
erhalten auf diese Weise pg o disjunkte .#”-Wege die alle u nicht als Endecke
haben und deswegen alle auch .%-Wege sind. (I

Die folgende Formulierung von Maders Satz findet sich bereits in Maders Ar-
beit [2]. Ein Weg P in G = (V, E) ist ein H-Weg fiir einen induzierten Teilgraphen
H = G[U], falls die Endecken von P in H liegen und alle inneren Ecken auflerhalb
von H liegen. Wir sagen (X, F') fiir X C V\U und F C E(G—U—X) ist H -zuldssig,
falls jeder X-vermeidende H-Weg eine Kante aus F' enthiilt. Fiir so ein Paar (X, F)
sei G(H; X, F) der Teilgraph mit Eckenmenge (V \ U) \ X und Kantenmenge F'.
Fiir eine Komponente C € Cq(n;x,r) definieren wir

9e,1,x,7r(C) ={v € V(C): Ng(v) \ (X UV(C)) # 0}
und setzen
pen(X,F) =X > ||0cuxr(C)/2].
CeCqu;x,Fr)
Es ist leicht einzusehen, dass jeder X-vermeidende H-Weg mindestens zwei Ecken
aus Og m,x,r(C) fir ein C € Ca(m;x,r) enthalten muss, weswegen fiir jedes H-
zuléssige Paar (X, F') der Wert pg, u (X, F) eine obere Schranke fiir die maximale

Anzahl kreuzungsfreier H-Wege in G darstellt. Wie in Satz 1 ist diese Schranke
bestmoglich.

Korollar 2. Sei G = (V, E) ein Graph und H = G[U] ein induzierter Teilgraph
fiir eine Menge U C V. Die maximale Anzahl kreuzungsfreier H-Wege in G ist
minx, g pe,o(X, F), wobei das Minimum tber alle H-zulissigen Paare (X, F) ge-
nommen wird.

Beweis (Skizze). Grob gesprochen wiirden wir gerne Satz 1 fiir den Graphen G’ =
G —U und die Mengen . = {Ng(u)\U: u € U} anwenden, um disjunkte .-Wege
in G’ mit kreuzungsfreien H-Wegen in G in Zusammenhang zu bringen. Hierbei
ergeben sich zwei kleine technische Problem. Zum einen besteht .% im Allgemeinen
nicht aus paarweise disjunkten Mengen und zum anderen kann es sein, dass ein
H-Weg bestehend aus zwei Kanten in G zu einem trivialen Weg in G’ degeneriert.
Die folgende Konstruktion adressiert diese beiden technischen Details.
o Setze W=V \U und Wss = {w e W: |[Ng(w)NU| > 2}.
o Ausgehend von G’ = G[W] fiige fiir jede Ecke w € W eine neue Ecke w’
ein, die nur mit w verbunden wird und sei G” der resultierende Graph.
e Setze

yZ{(Ng(u)ﬂW)\WZQZ UEU}U{{U}}Z wEWZQ}U{{w'}: wEWZQ}

Mit Hilfe dieser Konstruktion kann man zeigen, dass die Kriterien in Satz 1 ange-
wandt fiir G” und . denen in Korollar 2 fiir G und H entsprechen und so kann
man Korollar 2 aus Satz 1 herleiten. (]
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