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Mathematische Modellierung und Simulation

Die mathematisch-naturwissenschaftliche Methode, gegriindet auf der Uberzeugung,
dass ,das Buch der Natur in der Sprache der Mathematik geschrieben” sei (Galilei),
findet heute weit Uber ihren urspriinglichen Gegenstandsbereich hinaus Verwendung.
Mathematische Modellierung, also der Versuch, das Nachdenken Uber eine
Fragestellung in mathematische Termini zu Ubersetzen, verfolgt den Zweck, sich die
Stringenz  mathematischer Argumente auch fur die Bearbeitung von Problemen
auBerhalb der Mathematik zu sichern. Im Begriff der Simulation ist in diesem
Zusammenhang der Anspruch enthalten, dass die Analyse eines mathematischen
Modells oder sein Nachvollzug auf dem Computer immer auch auf Erkenntnisse zielt,
die Gber die Mathematik hinausweisen.

Der Erfolg dieser Methode bei der Behandlung physikalischer und technischer
Systeme hat es nahegelegt, ihr Anwendungsfeld zu erweitern. In den Lebens- und
Sozialwissenschaften geht es bis in Bereiche hinein, die gesellschaftliches Handeln
zum Gegenstand haben und ihrerseits beeinflussen. Dabei werden héaufig nur die
wissenschaftlichen Ergebnisse wahrgenommen, wéhrend den Methoden, mit denen sie
zustandekommen, blind vertraut wird. Doch die Mathematik als ,hochste Form der
Rationalitat” anzupreisen, wie es auch mathematische Fachwissenschaftler gerne tun,
besagt noch nichts Uber ihre Bedeutung fir die Erkenntnis gesellschaftlicher und
nattirlicher Phdnomene und Zusammenhénge. Zu hinterfragen ist insbesondere die
verbreitete Auffassung, bei mathematischen Modellen handele es sich in aller
Schlichtheit um ,Abbilder der Wirklichkeit".

Das Zentrum fir Modellierung und Simulation und diese Schriftenreihe haben zum Ziel,
die methodischen Fragestellungen zu behandeln und zu durchleuchten, die die
mathematische Bearbeitung ,realer” Probleme aufwirft. Die Frage nach dem ,richtigen®

Einsatz mathematischer Modellierung im Einzelfall gehért ebenso dazu dazu wie die

Frage nach Kriterien daftr im Allgemeinen. Gibt es eine ,Methode* der Modellierung

und Simulation, und worin bestehen ihre Regeln, ihre Moglichkeiten, ihre Grenzen? Es

ist klar, dass eine so komplexe Fragestellung mehr als nur einen Zigang erfordert.
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Das Rétsel der Amazonenkarpflinge

Claus Peter Ortlieb

1 Einleitung

Der Amazonenkirpfling (Poecilia formosa) ist eine ausschlieBlich aus weiblichen Indi-
viduen bestehende Spezies hybriden Ursprungs. Sie stammt aus einer Verbindung des
Breitflossenkérpflings (Poecilia latipinna) und des mexikanischen Kéarpflings ( Poecilia me-
ricana), deren Spezies sich beide sexuell fortpflanzen. Poecilia formosa reproduziert sich
dagegen asexuell, die ausschliellich weiblichen Nachkommen sind Klone der Mutter. Zur
Reproduktion bedarf diese aber des Spermas einer der beiden anderen Arten. Das Sperma
dient als Stimulans der Reproduktion, die véterlichen Gene werden aber an die Tochter
nicht weitergegeben.

Um die Reproduktion der Spezies zu sichern, mischen sich die Amazonenkérpflinge
unter die Schwirme einer der beiden anderen Arten und paaren sich mit deren Méannchen,
treten also in Konkurrenz zu deren Weibchen und damit als Spezies in Konkurrenz zu
einer anderen Spezies, von deren Fortexistenz sie gleichwohl abhéngen. Fiir das gesamte
System stellen sich damit auf verschiedenen Ebenen Fragen nach den Griinden fiir seine
Stabilitét, die empirisch als gesichert angesehen werden kann, da die Arten seit ungefahr
hunderttausend Jahren koexistieren.

1.1 Populationsgenetische Stabilitéit
1.1.1 Verhalten der Méannchen

SCHLUPP/MARLER/RYAN 1994 gehen der Frage nach, warum die Ménnchen der Breitflos-
senkéarpflinge sich mit den Amazonenkérpflingen paaren, obwohl ausgeschlossen werden
kann, dass sie diese von den eigenen Weibchen nicht unterscheiden kénnen. Die Paarung
mit einer Amazone trigt nicht zur Verbreitung der Gene eines Mannchens bei, sondern be-
eintrachtigt nur seine Fitness. Eine mutationsbedingte Verhaltenséinderung, durch die die
Paarung mit Amazonen vermieden und sich auf die eigenen Weibchen konzentriert wiirde,
miisste sich also gegen das beobachtete Verhalten durchsetzen, welches damit ebenso wie
die Amazonen aussterben wiirde.

Welchen Vorteil also bringt es einem Ménnchen, sich mit einer Amazone zu paaren?
Die Antwort, die SCHLUPP/MARLER/RYAN 1994 geben und durch Laborexperimente
belegen, lautet: Die Paarung mit einer Amazone macht ein Mannchen fiir die eigenen
Weibchen, die das beobachten, attraktiver. Die Weibchen ziehen in der Regel ein grofleres
Ménnchen einem kleineren vor. Konnen sie allerdings beobachten, dass das nachgeordnete
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Ménnchen mit einer Amazone in Kontakt tritt, so kehrt sich ihre Préferenz in statistisch
signifikanter Weise um.

Damit aber dient die Paarung mit einer Amazone den Ménnchen auf indirekte Weise
doch der Fortpflanzung, weil sich durch dieses Verhalten die Chance erhoht, sich mit
einem eigenen Weibchen zu paaren.

1.1.2 Verhalten der Weibchen

Das Verhalten der Ménnchen, das fiir die Erhaltung der Amazonen notwendig ist, wurde
hier mit einer Verhaltensweise der Weibchen erklért, welche sich ihrerseits im Laborver-
such nachweisen lasst. Das zu beobachtende weibliche Verhalten ist damit aber nicht
erklart, sondern es stellt sich die Frage:

Welchen Vorteil hat ein Weibchen davon, sich bei der Wahl des Se-
xualpartners an den Amazonen zu orientieren? Warum wird ein
Miannchen, das sich mit einer Amazone paart, dadurch fiir die eige-
nen Weibchen attraktiver?

Erklarungen, die auf einen allgemeinen Nachahmungstrieb verweisen, auch hinsichtlich
der Partnerwahl, verfangen deswegen nicht so ganz, weil auch die Weibchen in der Lage
sind, die Amazonen von den Artgenossinnen zu unterscheiden (vgl. SCHLUPP / RYAN
1996). Eine mutationsbedingte neue Verhaltensweise, die die Orientierung an den Ama-
zonen vermeidet, wiirde einem Weibchen keine schlechteren und vielleicht sogar fittere
Sexualpartner verschaffen. Es ist daher nicht einzusehen, warum sich eine solche Verhal-
tensweise nicht durchsetzen sollte.

1.2 Populationsdynamische Stabilitét

Viel schneller als Verhaltensdnderungen, die Mutationen erfordern, kann die Populati-
onsdynamik auf der Basis der bestehenden Verhaltensweisen zum Zusammenbruch des
Systems fithren:

Die Amazonenkérpflinge bringen ungefihr 21 Tage nach einer Befruchtung bzw. Sti-
mulans durch Sperma etwa 11 Junge zur Welt, allesamt Weibchen. Die Breitflossenkérpf-
linge bringen ebenfalls nach 21 Tagen etwa 15 Junge zur Welt, davon ungefihr zur Hélfte
Weibchen (ScHLUPP 2000). Gleichartigkeit in allen anderen Belangen vorausgesetzt, ist
also die Wachstumsrate der Amazonen etwa 1.5-mal so grof§ wie die der weiblichen Po-
pulation der Spezies mit sexueller Fortpflanzung, deren Méannchen fiir die Reproduktion
beider Arten gleichermaflen erforderlich sind. Langfristig muss also der Anteil der Amazo-
nen an einem Schwarm sténdig zunehmen und strebt gegen 1. Bei einer auf Grund duflerer
Bedingungen (Nahrungsknappheit, Rauber, Migration) begrenzten Grofle des Schwarms
muss daher die sexuelle Art aussterben, was wegen nicht mehr vorhandener Ménnchen
aber auch die Amazonenpopulation zusammenbrechen lasst.

Wire dagegen wegen anderer Umstéinde, wie etwa einer geringeren Uberlebensfihigkeit
der Juvenilen, die Wachstumsrate der Amazonen geringer als die der sexuellen Spezies,
so wiirden aus den gleichen Griinden die Amazonen aussterben und eine rein sexuell sich
fortpflanzende Population hinterlassen.



Die langfristig zu beobachtende Existenz gemischter Schwirme ist
also unabhéngig von der potentiellen Wirksamkeit einer genetischen
Drift erklarungsbediirftig.

Im Folgenden fiihre ich einige mathematische Untersuchungen zur populationsdynami-
schen Stabilitat des Systems durch. Das dabei benutzte mathematische Modell ist dem
in STENSETH / KIRKENDALL / MORAN 1985 vergleichbar. Hinsichtlich der Wahl der
mathematischen Terme, die das Paarungsverhalten beschreiben, ist es allgemeiner. Au-
Berdem sind die Stabilitdtsuntersuchungen globaler Art, wihrend sich STENSETH / KIR-
KENDALL / MORAN 1985 auf die Analyse der Stabilitat von Gleichgewichtspunkten be-
schranken.

2 Der theoretische Zusammenbruch des Systems

Die in 1.2 entwickelte Argumentation fiir einen eigentlich zu erwartenden Systemzusam-
menbruch soll hier zundchst mathematisch unterfiittert werden. Ich betrachte dazu ein
einfaches mathematisches Modell, in dem

x : die Anzahl oder Biomasse der Mannchen
y : die Anzahl oder Biomasse der Weibchen

z : die Anzahl oder Biomasse der Amazonen

in einem gemischten Schwarm seien, wobei jeweils nur die adulten Individuen gezéhlt
werrden. Dariiber hinaus mache ich die folgenden Annahmen:

2.1 Modellannahmen
2.1.1 Mortalitat

Die nicht durch Sexualverhalten und Fortpflanzung bestimmten Faktoren der Populati-
onsdynamik seien fiir alle drei Populationen gleicher Maflen durch eine Mortalitatsrate
(Anteil der sterbenden oder auswandernden Individuen je Tag)

m(x +y+ z)
beschrieben, die eine nichtnegative, lipschitzstetige und streng monoton iiber alle Grenzen
wachsende Funktion der Gesamtgrofie der Population sei.

2.1.2 Anzahl der Paarungen pro Tag

Den x Méannchen stehen z+ 2z Weibchen und Amazonen zur Paarung gegeniiber, von denen
ein gewisser Anteil tatsdchlich paarungsbereit ist. Um eine mogliche generelle Priferenz
der Ménnchen fiir die eigenen Weibchen zu beriicksichtigen, versehe ich die Anzahl der
Amazonen mit einem Gewichtsfaktor o < 1, so dass sich die Mannchen

w=x+az
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weiblichen Individuen gegeniibersehen, von denen ein als konstant angenommer Anteil
paarungsbereit sei. Die Anzahl der Paarungen pro Tag werde beschrieben durch eine auf
dem nichtnegativen Quadranten definierte und dort lipschitzstetige Funktion

h(z,w)
der Anzahlen méannlicher und (gewichteter) weiblicher Individuen, die den folgenden Be-
dingungen geniigt:
h(Ax, \w) = X h(z,w) firallex >0, w >0, A>0,

h(0,w) = h(z,0) =0 und h(x,w) >0 firz >0, w >0, (2.1)

h(x1,wy) > h(xg,ws) , falls 21 > xo > 0 und wy > wy >0 .
Von den h(z,w) Paarungen pro Tag sind
h(yc,w)g =h (x’ 1) Yy

w

Paarungen mit Weibchen und
h(x,w)% =h (x’ 1) az
w w

Paarungen mit Amazonen.

Ist v die Maximalzahl von Paarungen eines einzelnen Méannchens pro Tag und G der
als konstant angenomme Anteil paarungsbereiter Weibchen, so sind mégliche Wahlen fiir
die Funktion h

B, w) = 220
yx + Pw
oder
h(z,w) = min(yz, fw) .

2.1.3 Reproduktionsraten

Durch drei Faktoren a, b und ¢ werden die aus den Paarungen resultierenden Wachs-
tumsraten der Populationen erfasst. Die Groflenverhéltnisse zwischen diesen drei Zahlen
entsprechen den Anzahlen der aus einer Paarung resultierenden Individuen der néchsten
Generation, die das paarungs- und fortpflanzungsfihige Alter erreichen.

2.1.4 Formulierung des Modells

Dieses lautet auf Grund der genannten Annahmen

T = ah(x,y+az)y+az—m(x+y+z)x
) = bh — 2.2
; @+ 09) L —maty+2)y (2.2)
Z = ch(r,y+ az) az —m(z+y+z)z

Y+ az
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2.2 Mathematische Untersuchungen

Zunéchst kann festgehalten werden, dass der (biologisch interpretierbare) nichtnegative
Oktand positiv invariant ist und dass dariiber hinaus alle drei Komponenten der Lésungen
das Vorzeichen ihres Anfangswerts (0 oder positiv) fiir alle Zeiten behalten.

2.2.1 Beschrianktheit der Losungen

Fiir jede Losung von (2.2) mit nicht negativen Anfangswerten gilt fir die Grofle S =
x + 1y + z der Gesamtpopulation

S

IA

h(gf”g”)m+b+@5—nm95
< [(a+b+c)h(1,1) —m(9)] S
Daher gilt
Satz 2.2.1 Sei S so grof gewdhlt, dass m(S) > (a+b+c) h(1,1), und
A={(z,y,2) :2>0,y>0,2>0,v+y+2<S5}.

Jede Liosung (x,y,z) von (2.2) mit x(0) > 0, y(0) >0, 2(0) > 0 ist fir alle Zeiten t > 0
definiert, und es existiert ein t; > 0 mit

(x(t),y(t), 2(t)) € A fir allet > t; .

2.2.2 Groflenverhiltnisse der Populationen

Ich betrachte nun fiir positive Losungen die Verhéltnisse

x z
u=—und v=—
Y Y

der Groéfen der mannlichen und der Amazonenpopulation zur weiblichen. Unter Beach-

tung von
. <¢ y) . (z y)
vt=(—-—=]u,vo=(-—=]wv
r oy Y

ergibt sich aus den Differentialgleichungen (2.2) und wegen

h(z,y + az) x u
=h 1) = 1 2.
Y+ az (y+az’ ) h(l—i—av’ ) (2:3)
nach kurzer Rechnung
i = h(——.1) (a—bu) (2.4)
M 4w’ '
0 = (ac—b) h(—— 1) v (2.5)

1+ av’



6 2 DER THEORETISCHE ZUSAMMENBRUCH DES SYSTEMS

Da der Faktor (2.3) positiv ist, folgt aus (2.4), dass u sich monoton dem Wert a/b
ndhert. Daher existieren reelle Zahlen tn, tUmax mit

0 < Umin < u(t) < Upax fiir alle t >0 .

Ferner gilt

u(t) — % oder v(t) — oo fiir t — oo .

Entsprechend ergibt sich aus (2.5) die Monotonie von v in Abhéngigkeit vom Vorzeichen
des Faktors ac — b:

Ist ac < b, so ist v streng monoton fallend, und wegen

u(t)

1+ av(t)’

1) > p(—omin__ )

1+ av(0)’

I

folgt

v(t)—>0,u(t)—>%ﬁirt—>oo
und daher wegen der Beschrankheit von y(t)

lim 2(t) =0 .

t—o0

Ist ac > b, so ist v streng monoton wachsend, und wegen

u(t)

( Umin V(0)
1+ av(t)’

1+ av(0)’

h 1w(t) = h v(0))

folgt
v(t) — oo fiir t — oo

und daher wegen der Beschriankheit von z(¢) und wu(t)

lim x(t) = Jim y(t)=0.

t—o0

Die Differentialgleichung fiir z in (2.2) lautet nun

Z = ac h( A z—mz+y+2) 2,

14+ av

und der mit h gebildete positive Faktor darin wird wegen v(t) — oo mit wachsendem ¢
beliebig klein, weshalb auch hier

lim z(t) =0 .

t—o0
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2.2.3 Das zentrale Ergebnis

Zum gleichen Ergebnis gelangt man auch, wenn einer der drei Anfangswerte x(0), y(0)
oder z(0) verschwindet. Es gilt somit

Satz 2.2.2 Ist ac # b, so gilt fiir jede Lisung (x,y,z) von (2.2) mit nicht negativen
Anfangswerten
tllglo z2(t)=0.
Aufer in dem unwahrscheinlichen (und stérungsanfilligen) Fall, dass
die geringere Priferenz der Minnchen fiir die Amazonen deren
hohere Reproduktivitit gerade ausgleicht, sterben also die Ama-
zonen langfristig aus

Die Griinde dafiir und die Auswirkungen auf die sexuell sich fortpflanzende Spezies sind
verschieden: Im Fall ac > b dominieren die Amazonen die Gesamtpopulation derart, dass
die sexuelle Spezies ausstirbt, womit aber auch den Amazonen die Lebensgrundlage entzo-
gen ist. Im Fall ac < b sterben die Amazonen auf ”direkterem” Wege durch Verdringung
aus, ohne dass davon die sexuelle Spezies betroffen ist. Deren Uberleben hingt nur von
ihrer Fihigkeit ab, ohne Amazonen am Leben zu bleiben. Nur im Fall ac = b ist eine
Koexistenz beider Arten moglich.

2.2.4 Weitere Ergebnisse zum Langzeitverhalten

Im FEinzelnen gilt (ohne Beweis):

Satz 2.2.3 Sei (x,y, z) eine Losung von (2.2) mit nicht negativen Anfangswerten xg, yo
und zg. Ist dann

m(0) > h(a,b) oder ac > b oder xy =0 oder yp =0 ,

50 st
lim x(t) = Jim y(t) = Jim 2(t)=0.

t—oo

Satz 2.2.4 Sei (x,y, 2) eine Lisung von (2.2) mit nicht negativen Anfangswerten xo, yo
und zy. Sei
m(0><h(avb);x0>07y0>07

und
ac<boder zg=0 .

Sei Sy, die eindeutige bestimmte positive Zahl mit m(Ss) = h(a,b). Dann ist

: aSeo . bS5« . _
tlirgo CB(t)_a—|—b ’ tlir& y(t)_a+b ’ tlirgo Z(t)_o
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Satz 2.2.5 Sei (z,y,2) eine Losung von (2.2) mit positiven Anfangswerten xo, yo und
20. Sei v 1= z9/yo. Sei ac =b. Ist dann

a
m(0) 2 h 1+avy 77
50 15t
Jim (0) = Jim 9(6) = Jim =) =0.
Ist dagegen .
m(0) < bz b)

und ist S die eindeutig bestimmte positive Zahl mit

a

Ss) = h b)),

m(Sse) = A5 b)
so ist

li )= — "2 1 )= —"2 1 )= ———> |
i o) = Tt AR Y = T Tt A = T T w)

3 Eine Hypothese zur Systemstabilisierung

3.1 Auf der Suche nach Asymmetrien

Das hier analysierte Modell (2.2) beschreibt genau genommen eine Situation, in der die
Weibchen und die Amazonen sich hinsichtlich des Paarungsverhaltens nicht unterscheiden
und auch die Ménnchen bei der Partnerwahl, von einer generellen Préferenz fiir die eigenen
Weibchen einmal abgesehen, keine Unterschiede zwischen der eigenen und der fremden
Art machen. Diese Symmetrie in den Paarbeziehungen fithrt wegen der gleichzeitigen
Asymmetrie bei der Reproduktivitdt dazu, dass die Amazonen und im Hauptfall auch die
sexuell sich fortpflanzende Art aussterben.

Diese Eigenschaft des Modells widerspricht nun aber der Empirie, die Koexistenz der
beiden Arten erwarten ldsst. Gesucht ist daher nach einer weiteren Asymmetrie, die zur
Stabilitdt des Systems fiihrt.

3.1.1 Unterschiede in den Auflenbeziehungen

Da es sich hier um die Konkurrenz zweier Arten handelt, besteht eine Moglichkeit darin,
solche Mechanismen in die Betrachtung einzubeziehen, die bekanntlich bei Konkurrenz-
modellen die Koexistenz sichern. Das setzt voraus, wesentliche Auflenbeziehungen zu
beriicksichtigen, wie etwa Nahrungsressourcen oder Réuber. Vorausgesetzt werden muss
dann auch, dass sich die beiden Arten in diesen Beziehungen wesentlich unterscheiden.
Koexistenz liefle sich dann sichern, wenn die beiden Arten verschiedene Nischen besetzen,
etwa
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e wegen verschiedener Hauptnahrungsmittel, so dass die innerspezifische Konkurrenz
grofler wird als die interspezifische, was im hier betrachteten System nicht zutrifft
(ScHLUPP 2000),

e wegen unterschiedlicher Reaktionen auf Mangel- und Uberflusssituationen, was bei
einem standigen Wechsel derselben ebenfalls zur Koexistenz fithren kann,

e wegen unterschiedlicher Fahigkeiten, bestimmten Réubern auszuweichen.

Im letzten Fall wiirde sogar eine einzige Réduberspezies geniigen, dem die Amazonen leich-
ter zur Beute werden als die zweigeschlechtliche Art. Jene wiirden dann von auflen in
ihrem Wachstum gebremst und damit Raum fiir diese lassen.

Alle hier genannten Punkte betreffen im Modell (2.2) den fiir alle Populationen gleich
gewihlten Mortalitdtsterm. Ohne empirische Hinweise auf tatséchliche Unterschiede hat
es aber wenig Sinn, Hypothesen zu entwickeln, die daran etwas @ndern.

3.1.2 Unterschiede im Paarungs- und Sozialverhalten

Das in 1.1.2 hinsichtlich seines populationsgenetischen Sinns problematisierte Verhalten
der Weibchen ist in das Modell (2.2) in keiner Weise einbezogen worden. Fiir die Popu-
lationsdynamik spielt es aber auch nur dann eine Rolle, wenn es eine Wirkung auf die
Anzahl der Paarungen hat und wenn diese sich fiir Weibchen und Amazonen unterschied-
lich darstellt. Ob und in welcher Weise das der Fall ist, ist nicht ganz klar.

Untersuchungen von SCHLUPP / RYAN 1996 weisen darauf hin, dass weitere Unter-
schiede zwischen den Weibchen des Breitflossenkérpflings und den Amazonenkérpflingen
hinsichtlich der Bereitschaft besteht, sich Gruppen der jeweils anderen anzuschlieflen.
Sie ist bei den Amazonenkérpflingen etwas geringer ausgepriagt. Gedeutet wird dieser
Sachverhalt durch eine hohere Aggression der Weibchen den Amazonen gegeniiber als
umgekehrt.

3.1.3 Bedingungen fiir Stabilitdt und Instabilitit des Systems

Das Modell (2.2) ist im Hauptfall ac > b deswegen instabil, weil die Amazonen durchgén-
gig eine hohere Reproduktionsrate haben und deshalb unabhéngig vom Bestand stérker
wachsen. Um Stabilitidt zu erreichen, miisste sich dieses Verhéltnis fiir sehr kleine Anteile
der sexuellen Spezies umkehren, ihre Reproduktionsrate miisste dann grofler weren als die
der Amazonen.

Das heift, dass etwa in einem Schwarm mit 2 Mannchen, 2 Weibchen und 96 Amazonen
die Paarung zwischen den Mitgliedern der zweigeschlechtlichen Spezies tatsdchlich erfolgt,
wéhrend die Amazonen nur noch zum geringen Teil einen Partner finden.

Die Parameter b und ¢ hangen von der jeweiligen Anzahl weiblicher Nachkommen be-
fruchteter Weibchen und von ihrer Mortalitdt im juvenilen Stadium ab. Dagegen ist «
ein Parameter des Paarungsverhaltens. Er wird im Folgenden als relative Paarungshdufig-
keit bezeichnet und lésst sich folgendermafen deuten (vgl. STENSETH / KIRKENDALL /
MORAN 1985):
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Befinden sich in einem Schwarm y Weibchen und z Amazonen und finden im Laufe
etwa eines Tages p Paarungen mit Weibchen und ¢ Paarungen mit Amazonen statt, so ist
(an diesem Tag)

_ap_4/z_qy
2y ply pz

Bei einer vollsténdigen Durchmischung des Schwarms und gleicher Wahrscheinlich-
keit fiir alle moglichen Paarungen wire o = 1. Fiir eine Verringerung von « kann es
verschiedene Griinde geben:

e Paarungsverhalten der Méannchen: Ziehen die Ménnchen die eigenen Weibchen
den Amazonen vor, so wird a < 1.

e Paarungsverhalten der Weibchen: Bieten sich die Weibchen den Ménnchen in
starkerem Mafle zur Paarung an, als es die Amazonen tun, so wird a < 1.

e Hiufigkeit des Aufeinandertreffens: Treffen Méannchen mit héherer Wahr-
scheinlichkeit auf eigene Weibchen (z.B. Schwestern) als auf Amazonen, so wird,
bei gleicher Paarungswahrscheinlichkeit im Falle eines Aufeinandertreffens, o < 1.

3.1.4 Eine systemstabilisierende Annahme

Die zur Stabilisierung des Systems entscheidende, hier getroffene Annahme ist nun die
folgende: Die relative Paarungshdufigkeit o ist eine streng monoton fallende Funktion des
Griflenverhiltnisses z/y der beiden weiblichen Populationen. Je groBer also der Anteil
der Amazonen ist, desto attraktiver werden die eigenen Weibchen fiir die Médnnchen:

a :[0,00) — IR stetig und streng monoton fallend, a(v) > 0 fiir alle v >0 .

3.2 Ein Modell mit frequenzabhingigem Paarungsverhalten

Betrachtet wird also das Modell (2.2), jetzt aber nicht mehr mit konstantem «, sondern
unter der in 3.1.4 gemachten Annahme:

&t = ah(x,y+a(z/y)z) y%—(Jé?(JZ/y) -—m(z+y+z)x
y = bh(r,y+a(z/y)z) y—f—oj(Jz/y) —m(z+y+2)y (3.1)
2 = ch(z,y+alz/y)z) M —m(z+y+2z)z

Mit den gleichen Mitteln, die schon fiir (2.2) benutzt wurden, ldsst sich auch fiir (3.1) die
Beschréanktheit sowie die globale Existenz und Eindeutigkeit der Losungen zeigen. Ferner
ergeben sich fiir die Groflenverhéltnisse

x z
u=—und v = —
Yy
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der Populationen die Differentialgleichungen

14 a(v)v’
v = (a(v)e—=0b) h(

1) (a—0bu) (3.2)
1+ a(v)v’

w = h(
1w (3.3)

Im Falle

b b
a(v) > - fir alle v > 0 oder a(v) < - fir alle v > 0
¢ c

kommen die gleichen Ergebnisse wie fiir (2.2) heraus. Etwas Neues ergibt sich dagegen,
falls

b b
a(0) > - und ay = lim a(v) < - .

C Vo0 C

In diesem Falle existiert ein eindeutig bestimmtes v > 0 mit

und aus (3.3) folgt, dass sich v monoton dem Wert ¢ ndhert. Zusammen mit dem bereits
oben analysierten Verhalten von wu ergibt sich

u(t)—>%,v(t)—>17fi’1rt—>oo.

Das heif3t also, dass die drei Populationen langfristig gegen feste Gréfenverhéltnisse ten-
dieren. Ob sie aussterben oder zusammen iiberleben, hdngt dann nur noch vom Verhéltnis
von Mortalitats- und Reproduktionsrate ab.

Satz 3.2.1 FEs bezeichne
Qoo := lim a(v) .

V—00

Sei (x,y,z) eine Losung von (2.2) mit positiven Anfangswerten o, yo und zy.

1. Ist
m(0) > h(a,b) oder asc>1b,
50 18t
tlim x(t) = tlim y(t) = tlim 2(t)=0.
2. Ist

m(0) < h(a,b) und a(0)c < b,

und ist dann S die eindeutige bestimmte positive Zahl mit m(Sw) = h(a,b), so ist

_ 05 lim z(t) =0 .

Seo
lim xz(t) = ¢ lim y(¢) PRI

t—o00 a—|—b A
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3. Sei
a(0)c > b > axc

und v der eindeutig bestimmte positive Wert mit a(v)c = b.

Ist dann
a

m(0) = hs 705

b) ,
50 18t
lim z(t) = lim y(t) = lim 2(¢t)=0.

t—oo t—oo t—o00

Ist dagegen
a

h(——————,b
m(0) < 7m0
und ist S die eindeutig bestimmte positive Zahl mit
a
Seo) = h(———F—=,b) ,
m(Se0) <1+(b/c)17 )
50 1st
a Seo ) b S ) bv Sy
li t)y=—-—, 1 t)y=————, 1 )= ———7"—.
fm, o (t) a+b(l+o)’ fm y(t) a+b(l+o)’ fm = (1) a+b(l+0)

3.2.1 Eine Abschwichung der Vorausssetzungen

Geht man davon aus, dass die Mortalitétsrate m(0) fiir kleine Populationen niedriger ist
als die Reproduktionsrate, so lautet die entscheidende Voraussetzung fiir Koexistenz

b
a(0) > - > ay -
c
Die aulerdem angenommene strenge Monotonie von « ist dagegen nicht wesentlich, sie
sorgt nur fiir die Eindeutigkeit von ¥. Ohne diese Monotonieannahme gibt es eventuell

mehrere Werte v > 0, fiir die

was nichts daran éndert, dass v(t) gegen einen von ihnen konvergiert. Welcher es ist,
héngt von den Anfangswerten ab.

4 Zusammenfassung

Ich habe hier ausschliefllich das Problem der populationsdynamischen Stabilitdt des Ama-
zonen-Wirt-Systems untersucht und dabei vorausgesetzt, dass die Amazonen sich hin-
sichtlich externer Beziehungen (Nahrung, Rauber u. a.) von ihrer Wirtspopulation nicht
unterscheiden.

Der fiir die Systemstabilitéit entscheidende Parameter ist unter dieser Annahme die
relative Paarungshaufigkeit. Ist sie konstant, also unabhéngig vom Verhéltnis der Grofien
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der beiden weiblichen Populationen, so ist das System instabil, zumindest die Amazo-
nenpopulation stirbt aus, und im ”Hauptfall”’, wenn bekannte Daten zu Grunde gelegt
werden, tut es auch die Wirtspopulation.

Systemstabilit ldsst sich erreichen, wenn die relative Paarungshiu-
figkeit eine Funktion des Groflenverhiltnisses der weiblichen Popula-
tionen ist. Die Koexistenz ist dann gesichert, wenn die Préferenz der
Miannchen oder das Paarungsverhalten der Weibchen dazu fiihren,
dass die Reproduktionsrate einer weiblichen Position in extremer
Minderheit hoher ist als die der anderen. Ob das tatséchlich der
Fall ist, ist damit natiirlich nicht gesagt, sondern wire empirisch zu
untersuchen.

Kritisch scheint das nur fiir die sexuell sich fortpflanzenden Weibchen zu sein. Eine ein-
zelne Amazone, die sich einem aus ungefihr gleich vielen Mannchen und Weibchen der
sexuellen Art bestehenden Schwarm zugesellt, diirfte kein Problem haben, ihre Nachkom-
men dort zu etablieren, da bei gleicher Anzahl von Weibchen und Méannchen letztere nicht
"voll ausgelastet” sind, so dass sich letztlich die hohere Anzahl weiblicher Nachkommen
der Amazonen durchsetzen wird. Zu untersuchen ist dagegen, ob in einem fast nur aus
Amazonen bestehenden Schwarm die wenigen sexuellen Weibchen eine deutlich hohere
Paarungsfrequenz haben als im Mittel die Amazonen.
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