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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es seien {α1, . . . , αs}, {β1, . . . , βt} zwei endliche Mengen reeller Zahlen, {Xi | i = 1, . . . , s},
{Yj | j = 1, . . . , t} zwei Mengen von messbaren, paarweise disjunkten Mengen im Maßraum
(Ω,A, µ) mit µ(Xi) = ∞ impliziert αi = 0 und µ(Yj) = ∞ impliziert βj = 0 und mit
Ω =

⋃s
i=1Xi =

⋃t
j=1 Yj . Sind die beiden Funktionen

s∑
i=1

αiχXi =
t∑

j=1

βjχYj

gleich, so gilt
s∑
i=1

αiµ(Xi) =
t∑

j=1

βjµ(Yj).

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Für a ∈ Rn seien

(−∞,a) = {x ∈ Rn | xi < ai, für 1 ≤ i ≤ n}
(−∞,a] = {x ∈ Rn | xi ≤ ai, für 1 ≤ i ≤ n}

(a,∞) = {x ∈ Rn | xi > ai, für 1 ≤ i ≤ n}
[a,∞) = {x ∈ Rn | xi ≥ ai, für 1 ≤ i ≤ n}

Sei (Ω,A) ein Messraum und f : Ω → Rn eine Abbildung. Zeigen Sie die Äquivalenz
folgender Aussagen:

(i) f ist A−Bn-messbar.

(ii) f−1((−∞,a)) ∈ A für alle a ∈ Rn.

(iii) f−1((−∞,a]) ∈ A für alle a ∈ Rn.

(iv) f−1((a,∞)) ∈ A für alle a ∈ Rn.

(v) f−1([a,∞)) ∈ A für alle a ∈ Rn.



Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum mit µ(Ω) <∞ und f : Ω→ R eine messbare Funktion und es
gebe α, β ∈ R mit α < β sodass α ≤ f(x) < β für alle x ∈ Ω. Sei α = t0 < t1 < . . . tm = β
eine Unterteilung des Intervalls [α, β] und ξk ∈ [tk−1, tk] eine beliebige Zwischenstelle. Das
Symbol

Z := ((tk)0≤k≤m, (ξk)1≤k≤m)

bezeichne die Zusammenfassung der Teilpunkte und Zwischenstellen. Dann heißt

S(Z, f) :=
m∑
k=1

ξk · µ(f−1([tk−1, tk)))

Lebesgue’sche Summe der Funktion f bezüglich Z. Die Feinheit (oder Maschenweite) von
Z ist definiert als

µ(Z) := max
1≤k≤m

(tk − tk−1)

Zeigen Sie, dass ∫
Ω
f dµ = lim

µ(Z)→0
S(Z, f).

Aufgabe 4 (2 + 2 Punkte)

a) Sei r > 0 und f : [0, r]× [−r, r]→ R die wie folgt definierte Funktion:

f(x, y) :=

{√
x2 − y2 für |y| ≤ x,

0 sonst.

Berechnen Sie das Doppelintegral

V :=

∫ r

−r

∫ r

0
f(x, y)dxdy.

b) Sei r > 0 und f : [−r, r]3 → R die wie folgt definierte Funktion:

f(x, y, z) :=

{√
r2 − x2 − y2 − z2 falls x2 + y2 + z2 ≤ r2,

0 sonst.

Berechnen Sie das dreifache Integral

W :=

∫ r

−r

∫ r

−r

∫ r

−r
f(x, y, z)dxdydz.

Bemerkung : V ist das Volumen eines Kegels der Höhe r und 2W ist das Volumen der
4-dimensionalen Kugel von Radius r.

Abgabe bis zum 10.11.2016 um 12:15.


