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Aufgabe 1 (1+ 2+ 1 Punkte)

Sei ) eine nicht-leere Menge und R := F§ die Menge aller Abbildungen f : Q — F2 von Q
in den Korper F? = {0, 1}. Zeigen Sie:

a) R ist mit den Verkniipfungen

(f@9)(z):
(f-9)(=):

ein kommutativer Ring mit 1.

b) Die Abbildung

(x) @ g(x) (Addition in F?)
() - g(x)

f
f

P(2) — R, A x4,
die einer Teilmenge A C 2 ihre charakteristische Funktion

(2) 1, fallsxze A
) .=
xa 0, fallsz ¢ A

zuordnet, ist bijektiv und es gilt

XAAB = XA D XB, XANB = XA " XB

fiir alle A, B € P(Q2). Hierbei ist AAB = A\ BU B\ A. Daher wird P(Q2) ein zu R
isomorpher Ring, wenn man A als Addition und N als Multiplikation einfiihrt.

c¢) Eine Teilmenge R C P(£2) ist genau dann ein Ring im Sinne von Mengen wenn R
ein Unterring von P(2) beziiglich der oben eingefiihrten Ringstruktur ist.

Aufgabe 2 (2 + 2 Punkte)

a) Sei () eine nicht-leere Menge und R ein Ring auf ). Zeigen Sie:
— A=RU{A°| A € R} ist die kleinste Algebra, die R enthélt.
— Ist R ein o-Ring, dann ist 2 die kleinste o-Algebra, die 2 enthélt.

b) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit nirgends dicht, wenn die
abgeschlossene Hiille von A keine nichtleeren offene Menge enthélt. Eine Teilmenge
A C X heiflt mager, wenn Sie als Vereinigung abzdhlbar vieler nirgends dichter
Mengen geschrieben werden kann. Zeigen Sie: 2 = {A C X | A mager} ist ein o-
Ring.



Aufgabe 3 (2+ 1+ 1 Punkte)
Eine Menge I C R™ heifit halboffenes Intervall, falls es a,b € R™ gibt mit

I:{XGR"]Vizl,...,n:aigxi<bi}.

Wir schreiben I = [a,b). Eine Menge A, fiir die es endlich viele halboffene Intervalle
Ii,..., I, m € N gibt, so dass
A=
i=1

ist, wird als elementare Menge bezeichnet.
Zeigen Sie:
a) Sind I, I halboffene Intervalle, so ist Is \ I eine elementare Menge.

b) Jede elementare Menge kann als disjunkte Vereinigung halboffener Intervalle darge-
stellt werden.

c) Die Menge £ der elementaren Mengen ist ein Ring.

Aufgabe 4 (3 + 1 Punkte)

Fiir ein nichtleeres, halboffenes Intervall I = [a,b) setzen wir A(I) = [\ (b; — a;) und
A0) = 0.

a) Definieren Sie fiir £ € £ die GroBe A\(E) auf sinnvolle Weise.
b) Zeigen Sie: A : £ — [0, 00] ist ein Inhalt.
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