Der Vollstandigkeitssatz der Aussagenlogik

Sophia Sterz (7304823)
Proseminar: Aussagenlogik und Boolsche Algebren
Dr. Yurii Khomskii



Gliederung

. Allgemeingultigkeit

Beweisbarkeit

Der Vollstandigkeitssatz

Bearbeitung und Besprechung von Aufgaben

Literaturverzeichnis



Der Vollstandigkeitssatz

Eine Formel ist genau dann allgemeingultig, wenn

sie beweisbar ist.
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Definition (L-Formeln)

| - Formeln Sind  Zeichenreinen, die aus L, den  Klammem < / )Ods Hilf szaicnen

und den folgenden logischen Zeichen oeildet ist:

Varioolen Y, ..

Qleichneliszeichen =
Junktoren - (Negation) ; A (Konjunktion)

Existenzquantor 3
(Ziegler 2017: 6)
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Definition (L-Struktur)

Sei [ eine Sprache. Eine (- Struktur iStén Foox

U= (Al (Zu>zeL >)

wobeh A eine nicthi-leete Menge (Gmm\menge von 1) st

ph 15y ene [nerpretation der Zichen Von L in A
(Ziegler 2017: 4)



Definition (Belegung)

Sei WK eine [-Strukdur. EINe Belegungy ish eine Funicion

(b :i\)’o"u;” % — A
\on der Menge der Voviolen In die Grundmenge von W .

(Ziegler 2017: 11)



Definition (AllgemeingUltigkeit)

Eine L-Formel ¥ heist  ollgemeinguivi,
wenn sie firalle Belequngen f in allen L= Stukturen glt .

Wit Sthyelben dafiiy  E .

¥ (XA,XZ, . Xn) ISt genau dann allgemeinglitig  wemn die Aussage;

N Xy o 0 (% %) Ollgemeingtig st
(Ziegler 2017:17)
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Definition (Tautologie)

Fine Taurologie entsient aus einef ollgemeingi Higen - oussogen logischen formel: durch
Fisetzen der Voviablen durch [~ Fameln .

Formein wie 2B, (fv 1) oder (YA >Y))> Y snd allgemengttiq
el §ie i Qi Strukrur immer walne - Sind ( unabhangig Vo Wahrheitswert von ¥ odes V).

Formeln oiesey Ak helfben Tautologen.

(Ziegler 2017: 18)
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Lemma

Tautologien sind allgemeinglltig.
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Lemma (Gleichheitsaxiome)
Die folgenden L= Aussogen Sind ollgemangiitig

@ ¥x x=x (Reflexivitat)
@ VYxy (x=y >y =><> | (S\(mmem'e)
® Vxyiz (x=yAyE= 7 x=2) (Transitvitat)
@ VXX Y |

(x4 =V, A NX =Y £ %q=Fyy ...\,h) (Kong(uenz 4)

@ VX X Yag Y
(x4;_y4 A A=Y = (Rx4.-. %n <= Ry, —-‘/n)) (Kongfuenz 2)

f nesklige Funktionszeicren, R n-stelige. Reionszeden ous | (Ziegler 2017: 19)
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Lemma (3-Quantorenaxiom)

Sel ¢ ene L-Formel e [-Term und x frel Lor & in of.
Do 18

{i > %Y
allogrveng it .

(Ziegler 2017: 19)



Lemma (Modus Ponens)

Wen ¢ und (¢->Y) ollgemeingutig Sindl, dann auch "

(Ziegler 2017: 19)



Lemma (3 -EinfUhrung)

Wean x nient fvel in Y vockommt, dand 19
mrf=>Y auch Ixe—>Y allgemeinguitig.

(Ziegler 2017: 20)



21.03.23

Definition (Hilbert-Kalkul)

Sei L eine Sprache. Eine [-Formel ist beweistar e Sie

() €gine Tourologe ist,
@) ein Gleichnatsaxiom ist,
@ ein 3 - Quantorenoxiom Ist,

(%) sicn mithilge der Modus Ponens Regel ous zwd bewasoaten (-Formeln ergibot,
(5) oder wamn Sie sich it der Regel der 3-EINFGIYUDG aus eiNel beweisbaren L= fokme! efgjbt.

Wit Schrerben: \—L ? (;- (it unabhangig von  der Sprochumaeoung weshol auch

= ols NotoHon Verwendet N“d>- (Ziegler 2017: 23)
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Set I'C. LV (Ausdrucksiende, in der Sprache der  Aussagenlogik
U €iner Aussaggnvariodenmenge V' und 1€ Lv),
Die. Menge der aus einel Jedeloenen  Ausdrucksmenge  dolertbaven

) . -
Ausdvucke bezeichnet man My T ) 0lS0o

T =4tel T

(Brenner 2016: 49)
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Notation

@ $ istin [ bewdsbor , 1 =Y

@ { folgr logisch QUS T | _P=10.

(Ziegler 2017: 30)



Lemma (Korrektheit)

Sei | eine Menge T={P4,PZ,._.} Es gilt:

Trt=>TEY

(Bromand 2009: 37f.)



Bewels

Es gilt, doss ['f ailt, wenn es eine Adleitung D mit allen Hypothesen i L Ollot
Doher Qeniig €S zu zeigen, dass {ur jede Avietung D mik Konklusion { und  Hypothesen i T
TEL gk

Dies konn per Indukton au§ D gezeigh werden .

(Van Dalen 2008: 40)
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Definition (Konsistenz)

Fine Menge [ von Satzen isk Konsideot / wider Spruchsfee,
wen | H L

Mo.W.: Mon kann ous | keinen Widersprucn ololeiten.

Zur Erinnerung:

1 - Falschheit - falsum, absurdum (Van Dalen 2008: 42)
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Lemma

Die Kongisienz von 1" kann noch in andereny Formen ausgedriickd  weiden:

Die [olgenden dtel Bedingungen Sind - Gguivalent
() T ist konsistent,

(i) Fir kein gt 'Y wd T'F7T,
(i) Es glor mindesiens €n ¢ ;sodass ['H- Y.

(Van Dalen 2008: 42)
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Korollar

T\—/L‘() <= kg 9’\\0’: einen  Werk /eine Be\egw\gu
SodQsS [[\y]=’\ forale We T' und [[w"]=0.

(Van Dalen 2008: 45)



Satz (Hauptsatz)

Tt <=Tkf

(Van Dalen 2008: 46)



Bewels

- folgr nach Lemma zu der Korektheit.

Fex - Kontraposiion : 1Tt
diese folgr Oous dem  Korolloy.

41

(Van Dalen 2008: 46)



Folgerung

m Soeziolfoll (fox T'=8) gilt

F{ <= Ff

(Van Dalen 2008: 46)



Bearbeitung von Aufgaben

e Dokument im Chat



@ Seien p, q und raussagenlogische Variablen.

Welche der folgenden Ausdriicke sind Tautologien?

a) pNVqgVr

o (p>q)Vig>7)V(r—yp)

) (pAQ)—7
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@ Seien«, B, Y aussagenlogische Variablen.

Zeige, dass die Aussage

(e =>B)ANB->H)AN(—~ax=B) =7

allgemeingiiltig ist.

21.03.23
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Sei [={pq,r—>s}C L (p,q, 1,5 seien Aussagenvariablen). Welche der folgenden
Aussagen lassen sich aus T'ableiten bzw. sind beweisbar?

I p>q
b P — g
0 P —> q
d) —p — g
) T —>q
" (r—aq)—
9 (s —>p) — (’f”%ﬁc_/)

V(g —>p) s
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