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9 Nichtkommutative Charaktertheorie
der symmetrischen Gruppen

Definition.

Sei M ein S,-Modul, x : S, — C der zugehorige Charakter.

Die Urbilder von x beziiglich des Epimorphismus ¢ : P — C heiffen nicht-
kommutative Charakter (von M ).

[Anmerkung:

Algebra A = C[m,] der symmetrischen Funktionen my = >, 2} x;\l ' Struk-
turkonstanten bzgl. Schur-Funktionen s, identisch mit Littlewood-Richardson-
Koeffizienten, d.h. diese entsprechen den Charakteren (*.

Analog zur nichtkommutativen Charaktertheorie geht man zu

“nichtkommutativen symmetrischen Funktionen“iiber.]
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Beispiel 15. (Nichtkommutative Charakter)

(i)

(i)

(ii)

Sei =" .= 7™ =id,, € S,,.

Es ist ¢(Z™)(K,) = (2", w,)p = (idy,w,)p der Koeffizient von 12...n in w,
(fiir alle v Fn).

Da w, = Z"W — 7= st dieser Koeffizient 1 fir v = (n). Es
folgt dann auch fir v = v'.w = vy..v,l > 1, dass (unter Benutzung der
Selbstdualitit von P):

(E" wrw)p = (Aidy), wr @ wy)pep = (3o 1dn—k ®idk, wy @ wy )pep =
(idn_yl X idyl,w,,/ X wyl)p®p = (E"”’l,wyl)p =1.

Es ist also 2" der nichtkommutative triviale Charakter von S,,.

Fiir v=wu.....u; Zerlequng von n sei

=2 xE2 % x2" [€ F, € Q, C kS,

(Skizze des zugehirigen Rahmens: . "> usw.)

Ist allgemein R ein Rahmen mit n = |R|, so heifst R Horizontalstreifen,
wenn die Projektion R C Z X 7 — 7, (xz,y) — y injektiv ist (oder dquiva-
lent, wenn id,, € SYT™ ist).

Es st ¢(27) = c(2") @ c(Z) e ... 0c(Z") = 15, 0...0 15, =& € CI(S,)
der Young Charakter zu v, siehe §5. Speziell ist =1 = > res, T der nicht-
kommutative regulire Charakter von 5,.

~

Analog sei 2" := ZU") = n.(n—1)...1 € S,, und ¥ 1= 2" % 22 x ... x ZM.
(Skizze des zugehérigen Rahmens: spaien, “P2 usw.)
Es ist ¢(2") = sgn, = ¢'" der 1-dimensionale Charakter mit sqn,,(K,) =
(=1)"t fiir v = (n) und = (—=1)"" fir v=1v,..u F n.

Es gilt:
Sei R Rahmen und ¢ := ¢(Z%) [speziell ¢? = ¢(f)) = chy].
Sind A, u - n, so kann man zeigen, dass

1 :A=pu

0 : sonst

(Z>\’Zkt>7> = {

Deshalb bilden die Klassenfunktionen ¢(Z"), v = n eine ON-Basis von C1(S,,).

Es handelt sich genau um die irreduziblen Charaktere (¥ (zugehorig zum
Specht-Modul S”):

Stellt man die Young-Charaktere bzgl. der ON-Basis dar als

§>\ = Z kl/)\ C(ZV)>

beziiglich lexikographischer Anordnung der Partitionen mit der Matrix (ky»)u x-n
(Kostka-Matrix),
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so erhilt man (wieder) eine invertierbare Dreiecksmatrix iiber Z [s.u.]. Es
folgt, dass alle (¥ Charaktere sind (nicht nur Klassenfunktionen), und wegen
(Z¥,Z")p = 1 ist entweder ¢(Z") oder —c(Z") irreduzibel.

Es ist ¢(Z%) [nicht —c(Z")] irreduzibler Charakter, denn im reguléren Cha-
rakter tritt ¢(Z") auf mit Multiplizitit

(29 =( ) o0 ) mp=|SYT"|>0.

oceSYTv TESR

[Wir haben damit erneut das Resultat erhalten, dass die Dimension (d.h. der
Grad) der Irreduziblen (¥ durch f, = |SYT"| gegeben ist!]

Zusatz zu Satz 13(!)(Regel von Young)
Die Fintrige der Kostka-Matriz, die sogenannten Kostka-Zahlen, sind ge-
geben durch

ky, = |ST"(p)| == Anzahl der Standard Tableauz zu R(v) mit Inhalt .

[vgl. §3: mit Wiederholungen, aber streng monoton steigend in den Spalten/

Hierbei ist der Inhalt des Tableaus bzw. des zugehirigen Worts (mit grisstem
FEintrag m) die Komposition pn = py...j4m, wobei p; > 0 die Anzahl der Fintrdge
1 angibt.

[Dies gibt also eine kombinatorische Beschreibung der Multiplizitdten mit de-
nen die Spechtmoduln S” in den Darstellungen M* auftreten.]

Bsp: n =6

z.B. k), 1 1 fiir alle p 1= 6,

fir v = 42,4 = 3.2.1 ist k,, = 2, da genau zwei Standard Tableaux der
Gestalt R(v) mit Inhalt ;1 existieren, ndmlich

1112 1113

23 22.

Beweis (Zusatz Satz 13):

Fiir jeden Rahmen R ist (2", Z%)p = (Z%,id,,)p =

1 : R n-Horizontalstr.
0 : sonst

= |ST%(n)|.

Induktiv zeigt man nun

(21102, ZR)p = (27,201 5 Bi)p = (A(Z7), 20 0 22,

= Y (ZhEm) (2T Ee) =Y IST () [|STRV (o)

Ildeal in R I
= ST (p1-p2).
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Definition.
Fin Randhaken ist eine Gestalt R der folgenden Form:

N7

[ Zeilenhoch

[als Pfad durch Z X Z : von jeder Zelle geht es entweder nach rechts oder nach
oben weiter; in Skizze: pro Zeile v; Zellen).

Aquivalent [mit Induktion iber |R| wm “hinreichend* z.z.J:

R ist zusammenhdngend (in dem Sinn dass R keine semidirekte Vereinigung
von nichtleeren Untergestalten ist) und jede Teilmenge I, die mit y auch alle
{r € R:x — y} enthdlt, ist konvex beziiglich <z _ .

Die Beinlénge ll((R) des Randhakens R wird definiert als | — 1
[Zeilenanzahl —1].

Satz 19. (Murnaghan-Nakayama) Sein € Ny, u = m € Ny und R Rahmen mit
|R| = m+ n. Dann gilt:

CR(KM-n) = Z (_1)”(R\])CI(KM)

(R\IRandhaken mit nZellen)
IIdeal

Beispiel 16. Berechnung von (443 (K, 45):
Zwei magliche Randhaken: (m;’w) mit ungerader Beinlinge [I : 4.2] und
x
TT
xx mit gerader Beinlinge [I : 3.2.1].
Im ersten Schritt erhdlt man also (443 (Ko, 5) =
_gR(4.2)(K2.4> 4 CR(3.2.1) (K2.4).
Im zweiten Schritt ist (FB2Y(K, ) =0, da 3.2.1 keine 4-elementigen Rand-
haken hat.
Andererseits (°7 ) ist —CRUD(Kyy) = —(—ClQ(Kg)), und man erhdlt den
Wert (—1)% = —1.

Ubg:
CR(4.4.3\2)(K3.2.2.2> _ CR(4'4-1\2)(K3.2.2) _ CR(3.3.3\2)(K32.2) —_ [: _3]
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Korollar: (Verzweigungsregel)

Fiir alle A = n gilt:

C)\|Sn71 = Z C)\_ )
A

wobei die Summe sich tber alle Partitionen A\~ erstreckt, die aus A durch Weg-
lassen einer (inneren) Ecke entstehen (vgl. §7).

=Y,
AT

wobei die Summe sich iber alle Partitionen At erstreckt, die aus \ durch Hinzu-
nahme einer dufleren Ecke entstehen.

Beweis des Korollars:

Man bentutzt die Regel von Murnaghan-Nakayama im Spezialfall n = 1
pEn—1und 7 € S, vom Zykeltyp p.1:

Es ist fiir alle A - n:

?

C/\|Sn_1(Ku) = CA(KMJ) = Z C/\i (KM)'
~

Mit dem Reziprozititsgesetz folgt:
1 :A=u" 1 =M\t

0 :sonst 0 :sonst.

Bsp: (*!|s,: (2) & 1% (abkiirzende Schreibweise),
(2) 9= (3) ® 2.1, (12) 1%:= 13 @ 2.1.

Beweis des Satzes:
1) Sei g = 0. Dann ist z.z.:

(—=D)UA) : R Randhaken, |R| = n

0 . sonst

[CR(Kn) =] (ZR>Wn>7’ = {

(Der Fall |R| # n ist klar.)

Fall 1: Sei R mit |R| = n nicht zusammenhéngend (bzgl. <7 ), also
semidirekte Vereinigung von nichtleeren Rahmen G, H.

(ZR, u)n)p = (ZG * ZH, wn>'p = (ZG &® ZH, A(wn))p®’p

= (290 2", w0, @D+ D@ wp)pap = (Z77,0)p - (..) = 0.

Fall 2: Gegeben R mit (w,, Z%)p # 0, d.h. es existiert (eine Zahl k und)
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eine Permutation 7 € SYT®01* mit 7=1 € SYTE: schreibe 77! = G0 tp.
Die Permutation 7 ist von der Form

7(1)>..>7mk+1)=1<nk+2)<..<n(n),

eine sogenannte Talpermutation (mit Abstiegsmenge k). Fiir solche Tal-
permutationen gilt: 7='(j) ist Intervall i...l in n, fir alle j C n. (Wéhle

i € k+1 minimal mit 7(i) < j, [ € n\k maximal mit (/) < j.) Man
beachte auch [wird noch nicht sofort gebraucht|, dass:

i+len(k) & 7 '(i) > '(i+1) (1)
N —

d.h.links vonl

Nun gilt: Der (zusammenhéingende) Rahmen R ist ein Randhaken

7

lZeilenhoch

denn:

Sei eine Teilmenge I C R, die mit y auch alle {z € R : x — y} enthilt, d.h.
I = 1p(j) fiir ein j. [Wir miissen Konvexizitit beziiglich <7~ zeigen.|
Da 7 1(j) = @& otg(j) = &(I) konvex bzgl. < ist, ist auch I konvex
[Monotonie von @].

Aus (1) 148t sich ablesen, dass fiir Talpermutationen m mit Abstiegsmenge
k die Inverse 7~ Abstiege genau bei i € {—1+ m(a) : a € k} hat.

Es gibt genau eine Talpermutation o, so dass 0! die Abstiegsmenge A :=
{vi,v1 + 12, ..., 5" .} hat [d.h. damit o~ € SYTE]. Somit ist:

a=1

N SRS )

P
wTalperm.,k+1=m—1(1)

2) Sei nun p # 0.

QR(KIW) = (ZR,wM * Wp)p = (A(ZR),wM ® wWy)p
— Z (Z%,w))p - (ZBV w,)p

Ildeal in R

= S (1M () mach 1)

I:...
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