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Satz 9. (Induzierte Darstellung)

Satz 10. (Reziprozititsgesetz von Frobenius)

Satz 11. (Geissinger-Bialgebra)
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Satz 13. wvollstindige Liste der irreduziblen S,,-Moduln (iber C)
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Satz 16. (i) Fiir jeden Rahmen R = R(AN\\), |R| = n, ist SYT® eine Verei-
nigung von koplaktischen Klassen in S,,.

(ii) Fiir A+ n ist SYT? eine koplaktische Klasse in S, .

Beweis (ii):
Wir zeigen mit Induktion iiber n, dass fiir alle 7, p € .5,, gilt:

T,p €SYTY = 1~k p.

Sei R=R(\), a =moup',B=poj.

Sei A~ die Partition von n — 1 mit B = R(A™) = R\a"!(n) [ @~ !(n) ist eine
duBere Ecke von R'], © = ao1p € SYT® . [Das Wort 7 entsteht aus m durch
Entfernen des Buchstabens n.]

Fall 1: a=!(n) = 71(n)

Dann ist, mit p’ := B o g, @ ~g p’ nach Induktion und somit auch 7 ~g p.

Andernfalls, sei © maximal mit u <7 7 a~'(n), u <y 7 37'(n). Es ist dann

H:={weR:u<y 7 wi\{a""(n),s " (n)} nichtleerer Rahmen.

Es gibt dann irgendein maximales Element = in H bzgl. <7 ~ und es ist

a l(n) -z — 87 Yn) oder 37*(n) — x — a!(n).

Fir R := R\{a"(n),87(n)} gilt: R = R(A""),\" F n —2, und = ist
maximal in R” bzgl. <7 .

Man konstruiert ein Element o € SY T mit Eintrag n — 2 in Zelle z.

Hieraus erhélt man ein Element v = vz € SYT® mit v~'(n) = a~!(n) und
v Hn—1)=p"1(n). Nach Fall 1 ist 7 ~x v, da vy 1(n) = a~!(n).

Nun tritt im Wort v der Eintrag (n — 2) der Stelle x zwischen n — 1 und n
auf, und deshalb ist v —x (n — 1,n)v.

Noch z.z.: (n — 1,n)v ~g p. Das folgt aber wieder aus Fall 1,

da ((n—1,n)7) " (n) =77 (n=1) = 57" (n). 0
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8 Hopfalgebren von Permutationen

Definition.

Sei k Korper, z.B. Q, R oder C.

Ein k-Vektorraum A zusammen mit k-linearen Abbildungen A : A — A® A
und € : A — k heifit Koalgebra, wenn

(i) A koassoziativ ist, d.h. fir alle a € A ist (A ® id)A(a) = (IdRA)A(a)
[Diagramm.:...]

und (i) € Koeins ist, d.h. Y e(a;)b; = a =), e(b;)a; fir Ala) =", a; ®b;.

Koalgebra-Homomorphismen sind k-lineare Abbildungen ¢ : A — A" mit A’ o
p=(p®p)oAunde op=c.

Bsp: Sei S Menge, kS der Vektorraum mit Basis S. Man definiere A durch
(k-linear fortgesetzt):

s s® s fir alle s € S

und € durch e(s) =1 fiir alle s € S.

Dann ist (kS, A, ¢) Koalgebra.

Es gilt:

Der Dualraum A* := Homy (A, k), hier (kS)* := Homy(kS, k) = Abb(S, k),
ist assoziative Algebra.

Hier: (f1 © f2)(s) = fi(s) * fa(s).

Hierbei ist die Multipliaktion - gegeben durch p : A* ® A* — A* induziert
durch A*: (A® A — A", /i ® fors (55 s @ s — f1(5)fa(s))

[Man beachte:

fl ® fg - A* ® A* g (A ® A)* WOI‘iIl (Il ® To — f1<$1>f2($2)),

im endlichdimensionalen Fall gilt = statt C: dann induziert jede (assoziative)
Algebrastruktur auch eine Koalgebrastruktur auf dem Dualraum!]

Sind allgemeiner (statt A* und A) eine Algebra (A, ) und eine Koalgebra
(C, A) gegeben, und existiert eine Bilinearform (,) : A x C' — K mit

(ula® B),7) = (@ B,A())e
so heiffen A und C dual bzgl. (,) (vgl. Satz 11).

Definition.

Ein k-Vektorraum A zusammen mit einer Algebrastruktur (A, i) mit Eins und
einer Koalgebrastruktur (A, A) mit Koeins ¢ heifit Bialgebra, wenn

die k-linearen Abbildungen A und e sind Algebrahomomorphismen
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[oder dquivalent: die Multiplkation - = p und die Fins 1 — 14 definieren
Koalgebrahomomorphismen/.

Existiert zusdtzlich noch eine k—lineare Abbildung o : A — A mit

Yoo(a) bi=¢ela)la=>a;-0(b), (woAla)=>",a;®b;), so spricht man
von einer Hopfalgebra (mit Antipode o).

Beispiel 13. (Halbgruppenbialgebra)

Ist S Halbgruppe mit Fins e, so ist kS die Halbgruppenalgebra mit Multiplika-
tion Y azx Y by = > (>,,—. azby)z und oben definierter Komultiplikation. Sie
1st Bialgebra.

Falls S = G Gruppe, so ist die Gruppenalgebra kS = k[G] von G eine Hopfal-
gebra, mit Antipode o(x) =z~ fiir v € G.

Speziell ist k[(Z,+)] = k[X, X 1.

Definition.
Dual zu Idealen in Algebren definiert man Koideale in Koalgebren und Bi-

Ideale in Bialgebren, z.B.:
Fin Ideal N der Algebra A heifit Bi-Ideal der Bialgebra A wenn gilt:

AN CN®A+A®N unde(N)=0

Ist A Hopfalgebra und gilt zusdtzlich o(N) C N, so heiffit N Hopf-Ideal von A.

Die Restklassenalgebra nach einem Bi-Ideal bzw. einem Hopf-Ideal ist eine
Bi- bzw. Hopfalgebra.

Ubg:

Sei A eine nicht kommutative (bzgl. -) Hopfalgebra. Sei N := [A, A] := {ab—
ba : a,b € A} das Ideal aller Kommutatoren. Es ist N Hopf-Ideal und A/N
kommutative Hopfalgebra.

Definition.

Sei P = @,.N, Su-
Ist R Gestalt mit |R| = n, so definiert man

78 .= Z mekS,CP.

TESYTR

Wir definieren eine k-lineare Verkniipfung x auf P mit (kS;))x (kSm) C kSiim
s0:
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firo € S;, T € Sy, ni=1+m sei

O*xT = Z m
s firi,gel: (i) < 7(j) falls o(i) < o(j)
) fird,jen\l: w(i) <w(j) falls 7(i — 1) < 7(j — 1)

Zu jeder l-elementigen Teilmenge T C n gehort genau ein Summand m = 7y (mit
7TT<£) = T)

Bsp: Seil=3,m =2, 0 =231, 7 =21:

[fir T = {1,2,3} ist mp = 231zx = 23154, fir T = {1, 2,4} ist mp = 241lzx =
24153, fiir T'= {1,2,5} ist mp = 251lax = 25143, usw. =]

o* T = 23154 + 24153 + 25143
+34152 + 35142 4 45132 + 34251 + 35241 + 45231 + 45321

Bezeichnet o#71 die Permutation auf .5;,, =& S; X S,,, die auf S; mit ¢ und auf
Sy mit 7 ibereinstimmt, so ist

O*xT = Z v(o#T)

veSy auf [ und n\l monoton steigend

Im Bsp: o#t7 = 23154 und
v € {id, 12435, 12534, 13425, 13524, 14523, 23415, 23514, 24513, 34512}

Ubung:
Dxoc=c=0c*0

21 %231 = (id +13245 + 14235 + 15234 + 23145 + 24135 + 25134 + 34125 +
35124 + 45123)21453

#4231 %21

aber (21 % 231) x 21 = 21 (231 x 21).

Es gilt:

Seien F' und R nichtleere Rahmen, und seien, bzgl. —, x die grofite Zelle in
F und z die kleinste in R. Ist dann der Rahmen U (die sogenannte semidirekte
Vereinigung von F' und R) definiert durch

U:=FUR' R := R—z+xz+(—1,41) [ d.h. verschoben auf Start x+ (-1, +1)]

(Falls F' oder R leer sind, sei U = FFUR.)
Dann ist ZF « Zf = ZV.
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Bsp: F = ("'m),R = ("z”),

Lomxl.n= 20 %70 = 7V fiy U = ( yyyy).

TTT

Definition.
Wir definieren eine k-lineare Abbildung A : P — P @ P wie folgt:
fir m € Sy, sei A(m) =", 7T§l) ® 7r§l) €S XS,

wobet 7T§l) das Wort ist, das aus m durch Streichen der Buchstaben aus n\l

entsteht,

ﬁél) das Wort [in Buchstaben (I+1)...n/, das aus w durch Streichen der Buch-

staben aus | entsteht,

und 7T§l) = st(%él)) € S, die zugehdrige Permutation nach stellenweiser

Subtraktion von I.
Bsp: Firnm=21€ Sy ist A(n) =0®21+1®1+21®0.
Fir m = 34152 € S5 ist A(m) =
D ®34152+1®2341 + 12® 123 4+ 312® 12 + 3412 ® 1 + 34152 ® 0.

Es gilt:
Fiir jeden Rahmen R, heifit I C R Ideal von (R, <7 ), wenn

firallex,ye R: yel,x <y zy=wel

Dann ist A(Z) =37, o 27 @ ZF\L

Satz 17. (Hopfalgebra von Malvenuto-Reutenauer)
Es ist (P,*,A) Bialgebra [sogar Hopf-Algebra] mit Eins ) (und Koeins
e:P—k, c—0 firaleocéeS,,n>0).
Weiterhin gilt: P ist selbstdual bzgl.

1 :o=1"1

0 : sonst

(,)p:PxP—k, (U,T)p::{

Zum Bew: Lange Rechnung, oder nachsehen in [C.Malvenuto - C.Reutenauer:

Duality between Quasi-Symmetric Functions and the Solomon Descent Algebra,
J. Algebra 1995].

Beispiel 14. (Koplaktische und Rahmen-Bialgebra)
Sei Q,, der k-Vektorraum, der erzeugt wird von allen

AT = Zﬂ', A koplaktische Klasse in S,

TEA
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und sei Q = @neNO 9,.

Sei F,, der k-Vektorraum, der erzeugt wird von allen

Z%:= Y m R=R(\\) Rahmen mit |R| = n

Te€SYTR

und sei F := D, N, Fn-
Nach Satz 16 ist F,, C Q,, C kS,
Man zeigt, dass F C Q C P als (Unter-)Bialgebren gilt:

Um nachzurechnen, dass *|g und Alg nur Bilder in Q bzw. Q® Q annehmen,
betrachtet man Q+ = DN, QL bzgl. (,)p.
Da P = Q@ Qt, kann man nun nachrechnen, da~ss Q' Bi-Ideal von P ist.
~QL wird k-linear erzeugt von den Differenzen 3— (3 von plaktisch dquivalenten
/87 5 € Slal Z 0. 5 _
Es ist 2.B. ax (B—=0) =, (wa#p) —v(a#tB)) € O fir jedes o € P, da
a#f Kk — afff. 3 N 3
Im Fall, dass B(3) = () firj & {i,i+ 1}, v :=p(i) <z:=p6(+1),
hilt B A ﬁ_B _ Vel ﬂ(k)® (k) _ ;(k) l B(k)_B(k) ®ﬂ(k) c
erhdlt man z.B. A( ) =2 k=0 P ® (5 2 )2 (B 1)®5
P O-+0taP.
Wihrend dim P, = n! = >, (f1)?
[ fx = Anzahl der Standard-Young-Tableauz von Gestalt \|, ist

dim Q,, = Z fr = Anzahl der Involutionen 7 (7* =id) in S,,.

AFn

Fiir jede Partition X\ besteht der eindeutig bestimmte Teppich [Klasse bzgl. ~],
der SYT? enthilt, aus f, koplaktischen (bzw. plaktischen) Klassen mit jeweils fy
Elementen, von denen genau eins Involution ist [P(w) = Q(7) genau einmall.

Definition. Firn € N ses

n—1

Wy =y (120N e F, € Q, C kS,
k=0

Fiir v =uv.....u; Zerleqgung von n sei

Wy 1= Wy Kk Wyy * ..ok Wy, [G Fn - Qn - ksn]
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Ubung:
Esist wi = Lwp = 22 — Z¥ =12 — 21 [~ [1,2], w3 ~ [[1,2],3] usw. | und

wis=wy xwy = 1% (12— 21) = 123 + 213 + 312 — 132 — 231 — 321,
way = we xwy = (12— 21) % 1 = 123 + 231 + 132 — 213 — 321 — 312.

Alws) = A(12) —A(21) = (12-21) @0+ 0 ® (12 — 21) [der Term 1 ® 1 hebt
sich heraus].

Anmerkung: Es gilt fiir alle n € N, dass A(w,) = w, @ 1p+ 1p Quw, ist (d.h.
dass w, primitives Element der Hopfalgebra P ist).

Satz 18. (Jollenbeck-Epimorphismus)

Sei (C = D,cN, Cl(Sn), e, 1) die Geissinger-Bialgebra [Satz 11].

Ist a € P, so ordne, fiir jedes n und jede Konjugationsklasse Ky von S,
c(a) € C der Klasse Ky den Wert (a,wy)p zu. Die hierdurch definierte k-lineare
Abbildung ¢ : P — C hat folgende Figenschaften:

(i) Die Abbildung c ist ein Algebra-Epimorphismus (P,*) — (C,e)
mit ¢(Py,) = Cy, (fir alle n).

(ii) Die Beschrinkung c|g ist (grad.) isometrischer Bialgebra-Epimorphismus:
(Qn) = Cn, (@, B), = (cla),c(B)),, und c ist vertriglich mit x, A und
.l

(iii) Ist B Unterbialgebra von P mit w, € B (alle n), und ist ¢ : B — C ein
(graduierter) isometrischer Bialgebra-Homomorphismus, so ist ¢ surjektiv
und es gilt ¢(a)(Ky) = e - c(a)(Ky) fir ein e € {£1}, d.h. ¢ bzw. ¢ ist bis
auf Vorzeichen eindeutig bestimmdt.

Zum Beweis:
Die Geissinger-Bialgebra ist als Algebra die (kommutative) Polynomalgebra
in den Klassenfunktionen ch,,, n € N, wobei chy,. .. ., = chy, ® ... ®chy,. Wir
hatten gezeigt, dass die Komultiplikation | jedes ch,, auf ch,, ®1+1&ch,, abbildet,
und dass
(s e = (K (n)) = {Z( )= nen=n
0 sonst

n on=m

Man kann zeigen, dass (w,,,w,)., = )
& ( )73 {0 sonst

z, :p Umordnung von v
Weiterhin: (wy, w,) = po il & .
0 sonst
Dann konstruiert man ¢ so, dass ¢(w,,) = chy,,

und c(wy) = c(wy, * Wy, * ... *wy,) = ch,, ®...®ch, = ch,.
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Dabei gilt auf dem von den w,, aufgespannten Vektorraum,

(c(=), cha)e = (= wa)p.

Klar: ¢ ist surjektiv (auf jeder Unterbialgebra B von P mit w,, € B).

Wiéhrend der Algebra-Epimorphismus ¢ : (P, %) — (C, o)

weder Isometrie ist noch die Komultiplikation erhélt, kann man zeigen, dass
c|lo auch diese Eigenschaften hat.
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