Wichtige Satze und Definitionen zu
§3: Gruppen, Ringe und Korper
aus der Vorlesung:

LV-NR 150 239
Veranstaltung Diskrete Mathematik II, 4.0 std
Dozent Holtkamp, R.

3.1
a) (A,0) sei Monoid mit neutralem Element e. Dann heifit ein Element a € A invertierbar (in A)

falls ein Element o' € A existiert mit aoa’ = ¢ und a’ oa = e.
Bezeichnung: (—a) falls o = + bzw. a=! falls o = -, A* :={a € A: a invertierbar}

b) Ein Monoid, in dem jedes Element invertierbar ist, heifst Gruppe. (A* = A)

c) (A, +) heifit abelsche Gruppe <= (A, +) ist Gruppe (d.h.:Vae€ A3 (—a) € A: (—a)+a=0)
und + st kommutativ.

Man schreibt auch a — b statt a + (—b).

Beispiel
A =1{0,1,2,3} als abelsche Gruppe

3.2
a) Ist R zusammen mit + eine abelsche Gruppe, - eine assoziative Verkiipfung auf R, so heiffit R (mit

+ und -) Ring <= es gilt Distributivitdt, d.h. (a+b)-c=a-c+b-cunda-(b+c¢)=a-b+a-c

b) Ist R bzgl. - ein Monoid mit neutralem Element 1g, so heifit der Ring (R, +,-) unitirer Ring oder
Ring mit Eins 1p. Unter R* versteht man die bzgl. - invertierbaren Elemente im Ring mit Eins.

¢) Unter einem kommutativen Ring versteht man einen Ring fir den - kommutativ ist
d) R heifit nullteilerfrei <= ¥V a,b € R mita #0,b#0 ista-b#0

Beispiel
4-elementiger kommutativer Ring mit Fins, nicht nullteilerfrei.

Satz 1 (Ring Z der ganzrationalen Zahlen)
Es gibt einen Ring Z mit Eins 17 und folgenden Eigenschaften:
i) (No,+) ist Untermonoid von (Z, +)
ii) (N,-) ist Untermonoid von (Z,-)
iii) No U (—Np) =Z und Ny N (—Np) = 0z (wobei —Ng := {-n :n € Ny})
Weiter gilt: Z ist kommutativ und nullteilerfrei.

7 = {+1, -1}

3.3
Ry, R, ..., R, seien Ringe. Sei R = Ry X --- X Ry,. Man versieht R mit den Verkiipfungen

a+b:= (al +R1 bl,...,an+Rn bn)

a-b:= (a1 g, b1,...,an R, bn)

und nennt R direktes Produkt der Ringe Ry,..., R,.
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3.4
Fir a,b e Z ist
a<zb <= dkeNymita+k=>b

und

b>za <= a<zb

Satz 2 (Eigenschaften <z)
Die Relation <z ist eine totale Ordnungsrelation auf Z mit

(a+c)<z (b+c) Va,bcel

(a-¢)<z (b-¢) Ya,bc€Zmitc>0
(—b) SZ (—a) falls a SZ b

3.5
a) R, R' seien Ringe, ¢ : R — R’ Abbildung. ¢ heifit Ringhomomorphismus <= Va,be R:
(i) ¢ (a+b)=¢(a)+¢(b)
(it) ¢ (a-b)=p(a)- ¢ (b)
b) Kern (p) :={a € R: ¢ (a) =0} heifft Kern von ¢
c) Sein €N, nZ :={n-ala € Z}. Sei A C7Z x Z Relation gegeben durch {(a,b) € Z x Z|a —b € nZ}.

Dann wird A auch mit = bezeichnet, genauer a = b mod n statt aAb.

d) ¢ heifit unitirer Ringhomomorphismus <= ¢ ist Ringhomomorphismus und ¢ (1g) = 1g'.

Beispiel
Nullhomomorphismus ist nicht unitdr.

Satz 3 (Restklassenringe Z/nZ)

Fiir alle n € Ny gibt es einen untitiren Ring Z/nZ mit folgender Eigenschaft:
Es gibt einen surjektiven Ringhomomorphismus 7,, mit Kern (m,,) = nZ.
Weiter gilt:

Vn#0: #Z/nZ =n
Z/nZ = {m, (a):0<a<n}

und
a=b modn<= 7, (a)=m, ()

Beispiel
»Quersummenregel®

3.6
K sei kommutativer Ring mit Fins 1 # Ok . Dann heiffit K Korper :<— K* =K — {0}

Satz 4 (Korper Z/pZ)
Z/nZ ist Korper <= n ist Primzahl

Beispiel
Jeder Kérper ist nullteilerfres.
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3.7
Es seien a,n € N, a <n. Man nennt

pn)=#{1<a<n:geT(a,n) =1}

die Eulersche ¢-Funktion.

Beispiel
#(Z/nZ)" = ¢ (n)

Satz 5 (Fundamentalsatz der Arithmetik)
Jede Zahl n € N lasst sich eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen:

n=p{"-ps? ... P
wobei p1 < pa < ... < pg prim und e; € N>; (Vielfachheit von p; in n).

Ubung 1
g¢T (a,b), kgV (a,b)

Erweiteter Euklidischer Algorithmus
Setze ro = a, r1 = b, oBdA ro > r1 > 0.
Division mit Rest ergibt:
To = aor1 + T2

ry=aire + 713

Tj—1 = Gj-1T5 +Tj41

i =a;rjy1+ 0

liefert
99T (a,b) = d =rj11
d = rjq1 ldsst sich durch ro,r1 ausdriicken
d=dro+br d,VecZ
wegen
Tj+1 =Tj—1 = Qj—1T;
=rjo1—aj-1(rj_2 —aj_o7rj-1)

= usw

liefert (a’,b") mit
d=da+0b'b
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Beispiel
Erweiterter euklidischer Algorithmus mit

(a,b) = (198, 34)

Satz 6 (Chinesischer Restsatz, ringtheoretisch)
Wenn my,...,ms € Nmit ggT (m;,m;) =1V i#j, m:=mq-...-mgund fiir 1 <i¢ < s die Abbildungen
; durch

Z/mZ — Z]m;Z

amodmy-...-mg+—— amodm;
gegeben sind, so ist

¢+ Z/mZ —> T)miZ X ... x L/m,Z
x mod m — (o1 (2),...,¢s (z))

ein Isomorphismus von Ringen.
Sind dy € Z/m1Z,...,ds € Z/mZ so existiert insbesondere genau ein x € Z/mZ mit

@i(x):di Vi:L...,s

Weiter gilt:
(Z/mZ)" = (Z)miZ)" x ... x (Z/msZ)"

Beispiel
s =2, (my,mz) = (99,17)

Satz 7 (Briiche) B
Sei R kommutativer Ring mit Eins 1z, S C R, und bezeichne S = {1g} U {s1 ... s, |r>1, s; € S}
das von S erzeugte Untermonoid (R, -). Dann wird eine Aquivalenzrelation ~ auf R x S definiert durch

(a,8) ~ (a',s") <= esgibtte S ,sodasst-(a-s'—a -s)=0
Bezeichnet man mit ¢ die Aquivalenzklasse von (a, s) bzgl ~ und mit S~'R die Menge aller Aquivalenz-
klassen, so gilt:

’

—-1p: : sva a _ as'tads a_ ad _ aa : o 1lr
S7'R ist Ring mit T+ =1 0o =50 und mit Eins T

Des Weiteren gilt:

Die Abbildung j, : R — S7'R, a ﬁ ist ein Ringhomomorphismus und es gilt:

a € Kern (js) <= esgibt t € Smit a-t = 0.

Beispiel
Sei R nullteilerfrei, S = R—{0}. Dann ist S~ R Kérper und j, ist injektiv. Speziell ist (Z — {0}) "' Z = Q.

3.8
Der Ring S™'R heifit Ring der Briiche mit Nennern aus S. Ist R nullteilerfrei, so heifst der Kérper
Quot (R) := (R —{0})"' R auch Quotientenkdrper von R.
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Satz 8 (Anordnung von Q)
Sei P = {(E €Q|z=2mitaecNy, sc N}. Durch z < y <= y — z € P wird eine totale Ordnungsre-
lation < auf Q gegeben. Es gilt fiir alle x,y,z € Q:

a) Istx <y,soist z+2<y+ 2.
b) Ist 2 >0,s0ist -2 <y- 2.

c) Ist x < ysoist (—y) < (—x).

Satz 9 (Charakterisierung des Koérpers R der rellen Zahlen)
Es gibt genau einen Korper R mit Anordnung < und den folgenden Eigenschaften:

a) Q C R (Teilkorper)
b) Jede monoton steigende beschrinkte Folge (a),, o in R hat einen Grenzwert in R.

¢) Zu jedem w € R und jedem n € N existiert ein 2, € Q mit 0 < w — z,, < % (Approximationseigen-
schaft).

Beispiele

limy, o0 (Xp_g 1) — € und {/Z ist irrational.
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