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A: Prasenzaufgaben

1. Linearkombinationen
Welche der folgenden Vektoren in R3 sind Linearkombinationen von (2,1,1) und (—4,1,3)?

(a) (0,0,0)
(b) (1,-1,1)
(C) (_171’2)

Losung

(a) (0,0,0)=0-(2,1,1) +0-(—4,1,3) ist eine Linearkombination von (2,1,1) und (-4, 1, 3).

(b) Wir benutzen das GauB-Verfahren, um das Gleichungssystem A - (2,1,1) + p - (—4,1,3) =
(1,—1,1) zu lésen. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

2 -4 1
1 -1
3 1

Wir teilen zunéchst die erste Zeile durch 2.

1 -2

1
2
1 —

Nun subtrahieren wir die erste Zeile von den Anderen.

1 -2 1

0o 3 -3

0 5 3
Wir teilen die zweite Zeile durch 3.

1 -2 1

0 1 —3

0 5 3

Wir subtrahieren das 5-Fache der zweiten Zeile von der Dritten.



Wir teilen die dritte Zeile durch 3.

1
1 -2

1
0o 1 -1
0 0 1

Die dritte Gleichung in dem Gleichungssystem, die dieser Matrix entspricht, ist 0 = 1. Deshalb
ist das urspriingliche Gleichungssystem nicht losbar. Es folgt, dass (1, —1, 1) keine Linearkom-
bination von (2,1,1) und (—4, 1, 3) ist.

(¢) Wir benutzen wie in (b) das GauB-Verfahren. Diesmal ist die erweiterte Koeffizientenmatrix

2 -4 -1
1 1 1
1 3 2

Wir teilen zunéchst die erste Zeile durch 2.

1
1 -2 -1
1 1 1
1 3 2

»—
\
I\

Wir teilen die zweite Zeile durch 3.

1
1 -2 -1

1
o 1 1

5
0 5 3

1 -2 -1
o 1 1
0 0 0

Diese Matrix ist in Zeilenstufenform. Das entsprechende Gleichungssystem ist

1
A=2u = —=
# 2
1
2
0 = 0
Durch Riickwértssubstitution finden wir die Lésung A = u = % Weil es eine Losung gibt ist

(=1,1,2) eine Linearkombination von (2,1,1) und (—4,1, )
2. Zeilenraum

2 3 1
Ist (1 1 0 )in der Zeilenraum von ( L3 9 )?



Losung: Wir benutzen wieder das Gauf3-Verfahren. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

2 -1 1
3 3 1
-2 0

Wir teilen die erste Zeile durch 2.

S = N

1
L =3
3 3
1 -2

Wir subtrahieren das Dreifache der ersten Zeile von der Zweiten, und die erste Zeile selbst von der
Dritten.

(1 44
0§ -}
0 -3 -}
Wir teilen die zweite Zeile durch %
1 -}
0o 1 -3
0 -3 -}

1 1

I =3 3
1
0 1 -3
2
0 0 -3

Wir teilen die dritte Zeile durch —%.

1 1

L =3 3
1
0 1 -3
0 0 1

Die dritte Gleichung in dem Gleichungssystem, die dieser Matrix entspricht, ist 0 = 1. Deshalb ist
das urspriingliche Gleichungssystem nicht losbar. Es folgt, dass ( 1 1 0 ) keine Linearkombina-

tionvon(2 3 1)und(—1 3 —Q)ist.

. Lineare unabhingigkeit in R?
Welche der folgenden Listen von Vektoren in R? sind unabhiingig?

(a) (1,1), (1,2)
(b) (1,1), (2,2)
(¢) (0,0), (1,2)

Losung;:
(a) Die gegebenen Vektoren sind keine Vielfdiche voneinander, also ist die gegebene Liste un-
abhingig.
(b) (2,2) =2-(1,1), also ist die Liste abhiingig.
(¢) (0,0) =0-(1,2), also ist die Liste abhéingig.



B: Aufgaben

1. Linearkombinationen von Matrizen
Ist 02 eine Linearkombination von —2 1 , 3 2 und L =3 ?
-1 2 1 3 -1 =2 1 -1

Losung: Wir benutzen das GauB-Verfahren, um das Gleichungssystem

() () () ()

zu 16sen. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

-2 3 1 0

3 -2 -1 2

Wir teilen die erste Zeile durch -2, und subtrahieren passende Vielfiche dieser Zeile von den Anderen:

1 -2 1 0
o I -I 2
0o 3 3 -1
0o 2 -3 2

Wir teilen die zweite Zeile durch %, und subtrahieren passende Vielfiche dieser Zeile von den
Unteren.

o O O =
o O = roleo
S = )l_‘ Nl
e s O

Wir teilen die vierte Zeile durch %.

ol

| N[
—_

Nk O

o O O =
|
o

1
0
0

O =
—_

Die vierte Gleichung in dem Gleichungssystem, die dieser Matrix entspricht, ist 0 = 1. Deshalb ist

0 2
das urspriingliche Gleichungssystem nicht losbar. Es folgt, dass 5 keine Linearkombina-

. -2 1 3 2 1 =3\,
tion von , und ist.
() (5 %)= (1)

2. Fundamentalrdume finden

Was sind die 4 Fundamentalridume von < (1) (1) >?

Losung: Der Zeilentaum ist {A-( 0 1 )+p-( 1 0)[ApeR}={( u X )\ peR} =R Ahnli-

(o) (0)-())-

cherweise ist der Spaltenraum auch R2. Der Kern ist { ( * ) € R?
Y
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{( 8 )} Ahnlicherweise ist der Kern der transponierten

. Spaltenraum
1 1 -1 2
Ist | 0 | in der Spaltenraum von | 2 1 -6 |7
2 4 -1 -2

Wir benutzen wieder das Gauf3-Verfahren. Die relevante erweiterte Koeffizientenmatrix ist

1 -1 2 1
2 1 -6 0
4 -1 -2 2

Wir subtrahieren passende Vielfiche der ersten Zeile von den Anderen.

1 -1 2 1
0o 3 -10 -2
0o 3 -10 -2

Wir teilen die Zweite Zeile durch 3 und subtrahieren ein passendes Vielfach davon von der Dritten.

Diese Matrix ist in Zeilenstufenform. Sie entspricht folgendem Gleichungssystem:

A—p+2v =
10
_~y =
F™3
0 =

S Wl

Wir kénnen dieses System durch Riickwirtssubstitution 16sen. Zum Beispiel, eine Losung ist A = %,
w= —%, v = 0. Deshalb ist der gegebene Vektor ein Element des gegebenen Spaltenraums.

. Unabhdngigkeit in abstrakteren Vektorrdumen

Sei f; die Abbildung von R nach R, die alle Zahlen auf die 1 abbildet, fo die Abbildung, die die
Zahl x auf sich selbst abbildet, und f3 die Abbildung, die die Zahl = auf z? abbildet. Beweisen Sie,
dass die Abbildungen f1, fo und f3, als Vektoren in dem Vektorraum von Abbildungen von R nach
R betrachtet, linear unabhéngig sind.

Losung. Seien A, p und v reele Zahlen, sodass A - f1 + - fo +v - f3 = 0. Wir miissen beweisen, dass
A=pu=v=0.

Fiir jede reele Zahl z gilt 0 = \fi(x) + pfo(x) + vf3(x) = A+ px + va?. Fiir x gleich 0, 1 und 2
haben wir also folgende Gleichungen:

A
At p+v
A2pu+4v =



Wir 16sen dieses System mithilfe des Gauf-Jordan-Verfahren. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

1 0 0 O

1 11 0

1 2 4 0
Wir subtrahieren die erste Zeile von den Anderen.

1 0 0 O

0 1 1 0

0 2 4 0

Wir subtrahieren das Zweifache der zweiten Zeile von der Dritten.

1 0 0 0
01 10
0 0 2 0

Wir teilen die dritte Zeile durch 2 und subtrahieren sie von der Zweiten.

10 00
01 0 O
0 01 0
Die einzige Losung des Gleichungssystems ist also A = p = v = 0. Genau das wollten wir beweisen.

. Mazimale unabhdngige Teilmenge finden
Finden Sie eine maximale unabhiingige Teilmenge folgender Menge von Vektoren in R3:

{(1,1,0),(1,2,1),(2,3,1),(0,1,1)}

Losung: Es ist klar, dass die Menge {(1,1,0), (1,2, 1)} unabhingig ist denn kein Element ein Vielfach
eines Anderen ist.

Wir iiberpriifen nun, ob wir das weitere Element (2,3,1) hinzufiigen konnen, ohne lineare un-
abhéngigkeit zu verlieren. Die Vektoren (1,1,0), (1,2,1) und (2,3,1) sind genau dann linear un-
abhéngig, wenn das Gleichungssystem A(1,1,0) + u(1,2,1) + v(2,3,1) = (0,0,0) nur die trivia-
le Losung hat. Wir bestimmen die Losungsmenge dieses Gleichungssystems mithilfe des Gauf3-
Verfahrens. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

1 1 2 0

1 2 3 0

01 1 0
Wir subtrahieren die erste Zeile von der Zweiten

1 1 2 0

0 1 1 0

01 1 0
Wir subtrahieren die zweite Zeile von der Dritten.

1 1 2 0

01 1 0

0 0 0O



Diese Matrix ist jetzt in Zeilenstufenform. Durch Riickwértssubstitution mit v := 1 finden wir die
nicht-triviale Losung A = —1, u = —1, v = 1. Das heif3t, diese Vektoren sind linear abhingig.

Also iiberpriifen wir, ob wir das Element (0,1,1) hinzufiigen konnen. Wir benutzen wieder das
Gauf3-Verfahren. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

1 1 0 0

1 2 10

0 1 1 0
Wir subtrahieren die erste Zeile von der Zweiten

1 1.0 0

01 1 0

0 1 1 0
Wir subtrahieren die zweite Zeile von der Dritten.

1 1 0 0

01 1 0

0 0 0 O

Diese Matrix ist jetzt in Zeilenstufenform. Durch Riickwértssubstitution mit v := 1 finden wir die
nicht-triviale Losung A = 1, p = —1, v = 1. Das heifit, diese Vektoren sind auch linear abhingig.

Es folgt, dass {(1,1,0), (1,2,1)} eine maximale linear unabhéingige Teilmenge der gegebenen Menge
ist.



