Vorkurs Mathematik WS 2016/17 6. Ubungsblatt

Grenzwerte

Aufgabe 1

Lesen Sie noch einmal Thre Notizen zur heutigen Vorlesung durch, und formulieren Sie
mindestens drei Fragen zum Thema: Wo blieben noch Punkte offen? Was ging zu schnell?
Welche weiterfithrenden Fragen interessieren Sie? Bringen Sie Ihre Fragen morgen mit
ins Tutorium!

Aufgabe 2

In der Vorlesung haben wir definiert, was es fiir eine Folge (z,,),en von reellen Zahlen
bedeutet, gegen eine Zahl a € R zu konvergieren. Beweisen Sie auf der Grundlage dieser
Definition, dass jede Folge reeller Zahlen héchstens einen Grenzwert besitzt.

Aufgabe 3

Die Folge (gi\/ﬁ)nzl konvergiert gegen 0 € R. Bestimmen sie fiir e = 1, €5 = 1—10 und

€3 = Wloo jeweils geeignete natiirliche Zahlen ny, no und ns, so dass fiir alle n > n; die
Abschétzung

< €.

4
In

Aufgabe 4 (a) Gegeben seien zwei Folgen reeller Zahlen (x,)nen und (yn)nen. Wir
nehmen an, dass die Folge (yn)nen gegen 0 konvergiert, und dass fiir alle n € N
und ein a € R die Bedingung

|a - xn’ < |yn‘

gilt. Folgern Sie daraus, dass die Folge (z,)nen gegen a konvergiert.

(b) Beweisen Sie die Konvergenz der Folge (z,)neny mit x, = 1 + (;12)”.

Aufgabe 5
Ein endlicher Kettenbruch ist ein Ausdruck der Form
1
lag; a1, ag, ..., an] == ap + ——5— (n Divisionen),
Rt LI —
ag+...

wobei die aj natiirliche Zahlen sind.

(a) Zeigen Sie, dass jede rationale Zahl % > 1 eine Darstellung als endlicher Ketten-
bruch besitzt.

Wir definieren ¢ty = 1 sowie t, = [1;1,...,1] fir n > 1.

n Einsen
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(b) Bestimmen Sie die ersten Folgenglieder ¢1,. .. ,t4.

(c) Nehmen Sie an, dass die Folge (t,)nen konvergiert und bestimmen Sie den Grenz-
wert a.

(d) Beweisen Sie die Abschétzung

|a_tn| < ‘a_tn’

-t <
la —tn1] < at, a

und folgern Sie daraus
|CL - t1|

an

|CL - tn+1| <
so dass die Folge in der Tat konvergiert (warum?).

Analog zu den endlichen Kettenbriichen definieren wir fiir eine Folge (a;,)nen natiirlicher
Zahlen den unendlichen Kettenbruch

[ap; a1, a2, ..., an,...| := lim [ap;a1,as,...,a,]
n—oo
als Grenzwert der zugehorigen Folge endlicher Kettenbriiche (die Konvergenz der Folge
endlicher Kettenbriiche ist nicht offensichtlich - wir nehmen sie hier aber an). Wir haben
also zum Beispiel
a=[1;1,1,...].

Man kann beweisen, dass jede irrationale Zahl x > 1 eine unendliche Kettenbruchent-
wicklung besitzt.

(e) Bestimmen Sie die Folge (a,)nen in der Kettenbruchentwicklung von o = v/2.

(Tipp: Hilft Ihnen die Gleichung V2 +1 =2+ \/§1+1 7).

(f) Welcher irrationalen Zahl  entspricht der unendliche Kettenbruch [1;1,2,1,2,,...]?
(Tipp: Stellen Sie eine Gleichung fir  — 1 auf.)

Aufgabe 6 (a) Es gilt

S bl
o2 4 8 16 -

n=1

Das folgende Bild soll dies beweisen - kénnen Sie den Beweis erkldren?
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(b) Es gilt

IS SRR N SO SR
4n 4160 64 256 -3

Das folgende Bild soll dies beweisen - kénnen Sie den Beweis erkléren?

(c) Finden Sie noch andere solche Bildbeweise fiir Reihenberechnungen?

Aufgabe 7
Konvergiert die Folge (sin(n))nen?



