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Losungen zu Blatt 7

Aufgabe 25:

Man lose das Anfangsrandwertproblem

U — Uge = 0, relRy, t>0,
u(z,0) = wo(zx), x>0,
uy(z,0) = vo(x),
u(0,t) = 0, t>0

mit Hilfe der Reflexionsmethode und klére, ob es sich bei der gefundenen Losung um
eine C?-Funktion handelt, fiir
a) ug(x) =z, vo(xr)=2a*,

b) wo(x) =sinz, wvo(x)=1.

Loésung:

Die Reflexionsmethode setzt die Anfangsfunktionen ungerade fort, so dass man ein
reines Anfangswertproblem mit ungeraden Anfangsfunktionen erhélt, auf dass dann
die d’Alembertsche Losungsformel angewendet wird.

Die resultierende Losungsformel lautet:
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a) Bei der zu berechnenden Losung handelt es sich um eine C?-Funktion, denn
up() ist bereits ungerade, also mit seiner ungeraden Fortsetzung identisch, und



eine C*-Funktion und die ungerade Fortsetzung von vg(x) ist eine C'* -Funktion.
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sin(z)cos(t) +t , t<uz
sin(z)cos(t) +z , =<t

Die Losung u ist im Dreieck 0 < t < 2 eine C?-Funktion, entsprechendes gilt

im Dreieck 0 < x <.
Auf der Diagonalen x =t liegt jedoch nur Stetigkeit vor. Schon

cos(x) cos(t) , t<ux
ug(x,t) =
cos(z)cos(t)+1 , =<t

ist dort unstetig. Der Grund liegt darin, dass die ungerade Fortsetzung v, von
vg die aus der d’Alembertsche Losungsformel ablesbaren Differenzierbarkeitsei-
genschaften 0y € C'(IR) speziell fiir z =0 nicht besitzt.



Aufgabe 26:

Man 16se die Anfangsrandwertaufgabe fiir die Wellengleichung mittels Produktansatz:
Uy — Uz = 0, O<z<l, 0<t,

u(0,t) = 0 =wu(l,t), t>0,
z(1—x)

u(z,0) = — 5 0<z<1,

u(z,0) = 0.

Loésung:
Der Produktansatz u(x,t) = X (z)-T(t), eingesetzt in die Differentialgleichung, ergibt

Tl/ (t) B Xl/(x)

Tt ~ X(z) A

Man erhélt die beiden gewthnlichen Differentialgleichungen
T"+XT =0 und X"+ XX =0.
Die Randbedingungen
0=wu(0,t) = X(0)-7(t) und 0=wu(l,t)=X(1)-T(¢)
liefern X (0)=0= X(1).
Die gewthnliche Randwertaufgabe fiir X besitzt damit nur die nichttrivialen Losungen

Xp(x) = sin(krz) mit A\, = k72,

Setzt man )\, = k?x? in die Differentialgleichung fiir 7' ein, so erhilt man dort die
Losungen
Ty (t) = ay cos(kmt) + by, sin(knt) .

Aus dem Produktansatz und Superposition ergibt sich damit die Losung

u(z,t) = Z sin(kmz) (ay cos(kmt) + by sin(knt)) .

Mit den noch nicht verwendeten Anfangsbedingungen werden die fehlenden Koeffizi-
enten a; und b, bestimmt:

0= u(x,0) = Z krbgsin(kmz) = by =0
k=1

z(1—x)

5 = u(z,0) = Z a sin(kmz)
k=1



Damit konnen a; als Fourierkoeffizienten berechnet werden:
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Die Losung lautet mit &k =2n —1:

Z on = 1) -sin((2n — 1)mwz) sin((2n — 1)7t) .

n=1



Aufgabe 27:

Man l6se die Anfangsrandwertaufgabe fiir die Wellengleichung unter Verwendung der
Fourier-Methode:

2 —/
Uy = c2um+tsin($)+$£ sint—%cost, fir 0<z</lundt >0,

= sint,

)
u(l,t) = cost, fir t>0,
)

T
0 — —
u(x7 g?
u(z,0) = 1—%, fir 0<az</

und zeichne die Losung fiir /=1 und c¢=1.

Loésung:
Die Losung des Problems erfolgt in drei Schritten:

1. Schritt
Das Problem mit den inhomogenen Randbedingungen
u(0,t) = @o(t) :=sint und w(l,t) = py(t) := cost
wird durch .
v(,t) = ulz,t) = po(t) = 5(prt) = po(t))

in eines mit homogenen Randbedingungen transformiert. Das transformierte Problem
in v lautet dann

) = v, +tsin 2 +x_€sint xcost
tt — xx f f f

T

—¢0(t) = Z(A() = ¢o(t)

9 . 2rx .
= Uy + tsin —~ ) fir0<zx <, 0<t,

v(z,0) = u(x,O)—@0(0)—%(@1(0)—@)(0)) = %—% =0, fir0<z</{
w(,0) = wi@,0) = 94(0) = F(F(0) ~gh(0) = 17 —1+F =0
v(0,t) = 0 = v(,t), fur0<t.

2. Schritt
Man 16st das Problem mit homogener Differentialgleichung und Anfangsbedingungen

Vgt = Pug,, fir O<z<l, 0<t,

v(z,0) = 0 = w»(x,0), fir 0<a</

v(0,t) = 0 = wv((,t), fir0<t.



Das Problem wird gelést durch v* = 0. Rein rechnerisch ergibt sich dies auch aus der
iiber einen Produktansatz gewonnenen Losungsdarstellung, die schon die Randbedin-
gungen erfiillt:

- kmt kmt k
v (x,t) = Z (Akcos (C Z ) + By sin (C Z )) sin (%)

k=1

unter Ausnutzung der Anfangsbedingungen mit anschlieendem Koeffizientenvergleich.

3. Schritt
Man 16st das Problem mit inhomogener Differentialgleichung und homogenen Anfangs-
bedingungen

2rx
Vgt = cQUM—l—tsin<—), fir O<z</{, O0<t,

v(z,0) = 0 = v(z,0), fir 0<ax</l

v(0,t) = 0 = v({lt), fur0<t.

Nach der Fourierschen Methode wird fiir die Losung in Anlehnung an den 2.Schritt
folgender Ansatz gemacht:

o) = 3 g(t) sin (’”7‘”) |

k=1

Die homogenen Anfangsbedingungen fithren auf v;(0) =0 und 0;(0) = 0.

Die Inhomogenitéit der Differentialgleichung wird ebenfalls in eine sin-Reihe entwickelt
smy|y —— | = E / smm | —— = f = = v sonst .
14 Pt b l 2 Pk

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich
- ke k
3 (é}k(t) + <%) ve(t) — fk(t)) sin (%) — 0.
k=1

Die Koeffizienten vy (t) der Losung v*™* ergeben sich daher aus den folgenden gewthn-
lichen Anfangswertaufgaben

Fir £#2 ist v, =0.

Fiir k£ = 2 erhélt man die allgemeine Losung

2crt . [ 2crt ?t
v (t) = Asg cos < 7 ) + Bssin ( 7 ) + e

Berticksichtigt man die Anfangsvorgaben, so ergibt sich




Die Losung des Ausgangsproblems erhélt man nun durch

u(e,t) = wolt) + () = wolt) +v"(w,t) + 0" ()

: x : r? ¢ . (2cmt .
= smt—l—z(cost—smt)—f—m t—%sm 7 sin

Bild 27 Losung wu(z,t) fir =1 und c¢=1



Aufgabe 28:

Man berechne die Losung der Anfangsrandwertaufgabe der Warmeleitungsgleichung
unter Verwendung der Fourier-Methode

U = Uge +1 fiir O<z<m, 0<t,
u(z,0) = wo(z) == +sinzx fir 0<z<nm

uw(0,t) = t, u(mt)=m fir 0>¢.

Loésung:
Die Losung des Problems erfolgt in drei Schritten:
1. Schritt

Das Problem mit den inhomogenen Randbedingungen
u(0,t) = @o(t) :=t und u(m, t) = pi(t) ;== 7 wird durch

ol 1) = u(e,t) = (wolt) + =(e1(t) = po(t))) = ulw,t) =t = =(w 1)

in eines mit homogenen Randbedingungen transformiert.

ut:vt%—l—f, Uy = Vgg, T+ sinz =u(z,0) =0v(z,0)+x
T

Das transformierte Problem in v lautet dann
Uy = vm+£ fir O0<z<m, 0<t,
s
v(z,0) = wvo(z) =sinz fir 0<zx<m,
v(0,t) = 0 = o(m,t) fur 0<t.
2. Schritt
Man 16st das Problem mit homogener Differentialgleichung und inhomogener Anfangs-
bedingung
Uy = vy fir O<z<m, 0<t,
v(xz,0) = wvo(x) =sinz fir 0<z<m,

v(0,t) = 0 = wv(mt) fur 0<¢.

Die Losung ist gegeben durch: — v*(xz,t) = Z bee " sin(kx)
k=1

mit den Fourier-Koeffizienten by. Aus  sinz = v*(x,0) = Z by sin(kx)
k=1

ergibt ein Koeffizientenvergleich b; = 1 und b, = 0 sonst, also  v*(z,t) = e 'sin(z) .



3. Schritt
Man 16st das Problem mit inhomogener Differentialgleichung und homogener Anfangs-

bedingung
x
Uy = VUppe+— fir O<z<m, 0<t,
70

v(z,0) = 0 fir 0<z<m,

v(0,t) = 0=wo(m,t) fir 0<t.

Fiir die Losung wird nach der Fourier-Methode folgender Ansatz gemacht:

v (z,t) = Zak(t) sin(kz) .
k=1

Die homogene Anfangsbedingung wird nach einem Koeffizientenvergleich durch die For-
derung ay(0) = 0 erfiillt. Die rechte Seite wird ebenfalls in eine sin-Reihe entwickelt

- ch(t) sin(kz) =
T =
2 [ 2 ol
cp(t) = ;/ %sin(lm) dx = - —% cos(kx) ; +/ Ecos(kzx) dx
0 0
2 1 2
= Ecos(lm) = _E(_D

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich

[e.o]

> (ax(t) + Kar(t) — cx(t)) sin(kz) = 0.

k=1

Die Koeffizienten ax(t) der Losung v** sind daher aus den folgenden gewdhnlichen
Anfangswertaufgaben zu berechnen

2
ap(t) + ka(t) = _H(_l)k mit  a;(0) = 0.
Die allgemeine Losung lautet
2
a(t) = _W(_Dk + dpe ¥

Beriicksichtigt man die Anfangsvorgabe, so ergibt sich
2 k( -k
ax(t) = 5= (=1) <e - 1) .

Die Losung des Ausgangsproblems erhélt man nun durch

u(z,t) =t +v"(z,t) + v (z,t) .

Abgabetermin: 11.07.06 (zu Beginn der Ubung)



